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Algorithmen: Paradigmen

Greedy: Erstelle inkrementell eine Losung, bei der nicht
vorausschauend ein lokales Kriterium zur Wahl der jeweils nachsten
hinzuzufiigenden Lésungskomponente verwendet wird.

Divide-and-Conquer: Teile ein Problem in Teilprobleme auf. Lése

jedes Teilproblem unabhangig und kombiniere die Losung fiir die
Teilprobleme zu einer Lésung fiir das urspriingliche Problem.
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Teile und Herrsche (Divide-and-Conquer)

Divide-and-Conquer: Allgemeines Prinzip, das haufig zu effizienten
Problemldsungsstrategien fiihrt.

Vorgehensweise:
m Teile Problem in mehrere Teile auf (meistens zwei).
m Lose jeden Teil rekursiv.

m Fasse Losungen der Subprobleme zu einer Gesamtldsung
zusammen.

Divide et impera.
Veni, vidi, vici.
Julius Caesar
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Mergesort
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Sortieren: Wiederholung

Primitive Sortierverfahren:
m Bubblesort
m Insertionsort

m Selectionsort

Laufzeit: Die Laufzeit dieser Verfahren liegt im Worst- und
Average-Case immer in ©(n?).

Frage: Kann man im Worst- und Average-Case schneller sortieren?

Antwort: Ja. Mergesort ist ein Beispiel dafiir.
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Mergesort (Sortieren durch Mischen)

Mergesort:

m Teile Array in zwei Halften.
m Sortiere jede Hilfte rekursiv.

m Verschmelze zwei Hilften zu einem
sortierten Ganzen.

John von Neumann (1945)

A L G ORI T H M S

AL G O R I T H M S teie o(1)

A G L O R H I M S T sortiere 02T (n/2))
A G H I L M O R S T verschmelze  O(n)



Mergesort

Pseudocode:
m Mergesort fiir ein Array A.
m Sortiert den Bereich A[l] bis A[r].

Mergesort(A,l,r):

ifl<r
m o [(+7)/2)
Mergesort(A,l,m)
Mergesort(A,m + 1,7)
Merge(A,l,m,r)

Aufruf: Mergesort(A, 0, n-1) fiir ein Array A mit n Elementen.
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Merging (Verschmelzen)

Vorgehen: Verschmelze zwei sortierte Listen zu einer sortierten
Gesamtliste.

Wie kann man effizient verschmelzen?
m Benutze temporares Array.
m Durchlaufe beide Listen vom Anfang an.

m Fihre die Elemente beider Listen im ReiBverschlussverfahren
zusammen, libernehme dabei jeweils das kleinste Element der
beiden Listen.

m Hat linearer Laufzeit.
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Verschmelzen

Pseudocode: Merge auf ein Array A. Verwendet Hilfsarray B.

Merge(A,l,m,r):
i1, j«m+1, k<1
while ¢ <m und 57 <7r
if Al < ALy]
B[kl < A[¢l, i< i+1
else
BLE] < ALjl, j+<j+1
k< k+1
if i>m
for h < j bis r
BLk] < ALR], E+ k+1
else
for h < i bis m
BLk] < ALR], k< k+1
for h <[ bis r
ALR] < BLA]
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Mergesort: Beispiel
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Eine niitzliche Rekursionsgleichung

Definition: C(n) = Anzahl der Schliisselvergleiche (comparisons)
in Mergesort bei einer EingabegroBe n.

Mergesort Rekursion:

0 wenn n =1
Om) < §C(In/2)+C(Inf2))+ n_  sonst

-
linke Halfte  rechte Hilfte  Verschmelzen

Losung: C(n) = O(nlogyn).
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Eine niitzliche Rekursionsgleichung

Beweis: Wir beschreiben mehrere Wege das O(nlog, n) zu
beweisen.

Annahmen:

m Wir nehmen anfanglich an, dass n eine Zweierpotenz ist.

m Fiir ein allgemeines n’ mit § < n/ < n (wobei n eine
Zweierpotenz ist) gilt dann:

C(n') = O (nlogn)

da O(5log §) = O(nlogn) gilt.
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Beweis durch Rekursionsbaum

wenn n = 1

0
C(n) < 2C (n/2) + n sonst
———— ~—~
Sortieren beider Hilften ~ Verschmelzen
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Beweis durch Auflosen der Rekursion

Behauptung: Wenn C(n) die Rekursion erfiillt, dann C(n) < nlog, n.

0 wenn n =1
C(n) < 2C(n/2) + _n sonst

Sortieren beider Halften ~ Verschmelzen

Beweis: Fiir n > 1:

%<20(n/2)+120(n/2)+1

n - n n/2
2C(n/4) n/2 ~ C(n/4)
_T/QﬁLT/Q*I‘l— n/d +1+1
A LD
= logy 7 ogyn
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Beweis durch Induktion

Behauptung: Wenn C(n) die Rekursion erfiillt, dann C(n) < nlog, n.

0 wenn n = 1
C(n) <
(n) < 2C (n/2) + n sonst

Sortieren beider Hilften ~ Verschmelzen

Beweis: (durch Induktion auf n)

m Induktionsanfang: n = 1.
m Induktionsbehauptung: C(n) < nlogyn.
m Ziel: Zeige, dass C'(2n) < 2nlog, 2n.
C(2n) <2C(n) +2n
< 2nlogyn +2n
=2n(logyn + 1)
= 2n(logy(2n/2) + 1)
= 2n(logy 2n —logy 2+ 1)
=2n(logy2n — 1+ 1)
= 2nlog, 2n
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Analyse der Mergesort-Rekursion

Behauptung: Wenn C(n) die folgende Rekursion erfiillt, dann
C(n) < nllog,n].

0 wenn n =1
C(n) << C([n/2])+C(In/2)+ n sonst
—_——  — — ~~
linke Halfte rechte Halfte ~ Verschmelzen
Beweis: (durch Induktion auf n)

m Induktionsanfang: n = 1.
m Definiere n1 = [n/2] , no = [n/2].
m Induktionsschritt: Ist wahr fiir 1,2,...,n — 1.

C(n) < C(n1)+C(n2) +n

< nq[log, ni| + na2|logs na | +n n2 =[n/2]

< niflogy na] 4 naflogy na] +n <[2Me=21 2]
=n[logyna] +n =gflog271 /9
<n([logyn] —1)+n = log, na < [logyn] —1

— n[log, n]
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Analyse der Mergesort-Rekursion

Asymptotische untere Schranke fiir C'(n): Das Verschmelzen fiir n
Elemente bendtigt zumindest Chest = | 5] Schliisselvergleiche.

Daher gilt:
Cbest(n) = Cworst(n) = Cavg(n) = @(n log n)

Allgemein: Die Laufzeit von Mergesort wird durch die Anzahl der
notwendigen Vergleiche dominiert.

Daher gilt:

Thest () = Tworst (1) = Tavg(n) = ©(C(n)) = ©(nlogn)
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Quicksort
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Quicksort

Quicksort: Benutzt auch das Divide-and-Conquer-Prinzip, aber auf
eine andere Art und Weise.

Teile: Wahle ,, Pivotelement” x aus Folge A,
z.B. das an der letzten Stelle stehende Element.
Teile A ohne x so in zwei Teilfolgen A1 und As, dass gilt:

m A; enthalt nur Elemente < z.

m A, enthalt nur Elemente > z.

Herrsche:
m Rekursiver Aufruf fiir A;.
m Rekursiver Aufruf fiir As.

Kombiniere: Bilde A durch Hintereinanderfiigen von Ay, x, As
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Quicksort: Beispiel 1/4

Gegeben ist eine unsortierte Liste A, die mit Quicksort sortiert
werden soll. Folgende Schritte sind dazu nétig.

m Ein Element aus der Liste auswahlen und als
., Pivotelement” deklarieren.

m Wir nehmen hier immer das an der letzten Stelle stehende
Element.

m Den Zahler 7 auf das erste Element in der Folge A setzen.

m Den Zihler j auf das letzte Element in der Folge A setzen.

J
)
0 1 4 9 7 3 5 2 6
N
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Quicksort: Beispiel 2/4

m Mit dem Z3hler i solange nach rechts gehen, bis ein Element
gefunden wird, das groBer als das Pivotelement ist.

m Mit dem Zahler j solange nach links gehen, bis ein Element
gefunden wird, das kleiner als das Pivotelement ist.

m Die Elemente an den Zahlerpositionen ¢ und j austauschen.

B
0 1 4 9 7 3 5 2 (6\
|

i J
0 1 4 9 7 3 5 2 @
i J

0 1 4 2 7 3 5 9 (6)
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Quicksort: Beispiel 3/4

m Solange wiederholen bis die Position von Z3hler j kleiner ist
als die Position von Zahler i (j steht links von 7).

T B T
0 1 4 2 9 (6)
0 1 4 2 9 @
0 1 4 2 9 (6)
0 1 4 2 9 (6)
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Quicksort: Beispiel 4/4

m Das Element an der Position 7 und das Pivotelement werden
getauscht.

m Nun sind alle Elemente links der Position ¢ kleiner als 6 und
alle Elemente rechts der Position i groBer als 6.

m Der Teil links von ¢ wird als eigene Liste aufgefasst und mit
dem Quicksortalgorithmus rekursiv sortiert.

m Der Teil rechts von ¢ wird ebenfalls als eigene Liste aufgefasst
und mit dem Quicksortalgorithmus rekursiv sortiert.
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Quicksort: Analyse

Worst-Case: Jede (Teil-)Folge wird immer beim ersten (oder immer
beim letzten) Element geteilt.

Die Anzahl der Vergleiche ist ©(n?).
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Quicksort: Analyse

Worst-Case: Mogliches Szenario:

m Aufsteigend sortierte Folge und es wird immer das hinterste
Element als Pivotelement gewahlt.

m Alle restlichen Elemente sind kleiner als das Pivotelement und
daher wird die Rekursion nur fiir die linke Seite (alle restlichen
Elemente auBer dem Pivotelement) weitergefiihrt. Die rechte
Seite ist leer (Terminierung der Rekursion).

m Die GroBe der Teilfolge in der ndchsten Rekursionsstufe
verringert sich immer nur um 1!

m O(n) rekursive Aufrufe.
m Die Laufzeit liegt in ©(n?).

m Der zum Array zusatzlich bendtigte Speicherplatz ist durch
die ©(n) rekursiven Aufrufe ebenfalls ©(n).
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Quicksort: Analyse

., Vermeiden" des Worst-Case in der Praxis:

m Pivotelement immer zufillig wahlen.
-, Randomisierter Quicksort".

- Es ist nicht mehr die sortierte Folge das Worst-Case-Szenario.

m Betrachte jeweils das erste, letzte und mittlere Element (an

der Postion |5 |) und nimm den Median als Pivotelement.
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Quicksort: Analyse

Best-Case:
m Die beiden Teilfolgen haben immer (ungeféahr) die gleiche
Lange.
m Die Hohe des Aufrufbaumes ist ©(logn).
m Auf jeder Aufrufebene werden ©(n) Vergleiche durchgefiihrt.

m Die Anzahl der Vergleiche und die Laufzeit liegen in
©(nlogn).

Average-Case:

m Komplizierter Beweis der zeigt, dass die Anzahl der Vergleiche
und die Laufzeit dafiir auch in ©(nlogn) liegen.
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Quicksort: Analyse

Beispiel fiir Average-Case: Jedes (Teil-)Liste wird nahe der Mitte
geteilt.

Die Anzahl der Vergleiche ist ©(nlogn).
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Speicherplatzkomplexitat

Speicherplatzkomplexitat: Ist ein MaB fiir das Anwachsen des
Speicherbedarfs eines Algorithmus in Abhingigkeit von der
EingabegroBe.

Beispiele fiir Speicherplatzkomplexitat:

m Quicksort: Worst-Case liegt in O(n), Best/Average-Case liegt
in ©(logn)

m Mergesort: Best/Average/Worst-Case liegt in ©(n)

Praxis: In der Praxis wird daher Quicksort sehr oft Mergesort
vorgezogen.
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Vergleich von Sortierverfahren

Tabelle: Laufzeit und Vergleiche.

Sortierverfahren || Best-Case | Average-Case | Worst-Case
Insertionsort O(n) 0(n?) O(n?)
Selectionsort O(n?) 0(n?) 0(n?)
Mergesort O(nlogn) O(nlogn) ©(nlogn)
Quicksort O(nlogn) O(nlogn) O(n?)
Tabelle: Zusatzlicher Speicher.

Sortierverfahren || Best-Case | Average-Case | Worst-Case
Insertionsort O(1) o(1) O(1)
Selectionsort O(1) o(1) O(1)
Mergesort O(n) O(n) ©(n)
Quicksort O(logn) O(logn) O(n)
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Einsatz von Sortierverfahren

Einsatz:

m Quicksort wird sehr oft in allgemeinen Sortiersituationen
bevorzugt.

m Mergesort wird hauptsichlich bei Listen und dem Sortieren
von Dateien auf externen Speichermedien verwendet.
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Eine untere Schranke

Ausgangslage: Wir haben veschiedene Sortieralgorithmen
kennengelernt. Die Worst-Case Laufzeit liegt zwischen O(nlogn)
und O(n?).

Frage: Geht es besser als in O(nlogn) Zeit, z.B. O(n)?
Antwort: Wir zeigen fiir das allgemeine Sortierproblem unter der

Annahme, dass n verschiedene Schliissel sortiert werden miissen,
dass O(nlogn) optimal ist.
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Entscheidungsbaum

Entscheidungsbaum:
m Die Knoten entsprechen einem Vergleich zwischen a; und a;.

m Die Blatter entsprechen den Permutationen.

IN
vV
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Beispiel Entscheidungsbaum

Beispiel: Entscheidungsbaum des Insertion-Sort Algorithmus fiir
(a1, a2, as).

A

(asz,az,a1)
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Beispiel Entscheidungsbaum

Anzahl der Schliisselvergleiche: Die Anzahl der Schliisselvergleiche
im Worst-Case Cyorst entspricht genau der Anzahl der Knoten auf
dem langsten Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt minus 1.

Frage: Wie lautet die untere Schranke fiir die Hohe eines
Entscheidungsbaums?

Satz: Jeder Entscheidungsbaum fiir die Sortierung von n paarweise
verschiedenen Schliisseln hat die Hohe Q(n log, n).
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Entscheidungsbaum: Beweis

Beweis:

m Betrachte einen Entscheidungsbaum der Hohe h, der n
unterschiedliche Schliissel sortiert.

m Der Baum hat mindestens n! Blatter.
m n! < 2", das impliziert h > log,(n!).
m Hilfsrechnung:
nlZn-(n—1)-(n—-2)-[5] > ([§)5 = 5
m /> logy(n!) > log, (%%> > 2
Q(nlogyn)
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Untere Schranke fiir allgemeines Sortierproblem

Satz: Jedes allgemeine Sortierverfahren bendtigt zum Sortieren von
n paarweise verschiedenen Schliisseln mindestens Q(n logn)
Laufzeit im Worst-Case.

Folgerung: Mergesort ist ein asymptotisch zeitoptimaler
Sortieralgorithmus. Es geht (asymptotisch) nicht besser!
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Lineare Sortierverfahren

Beobachtung: Das Ergebnis fiir die untere Schranke basiert auf der
Annahme, dass man keine Eigenschaften der zu sortierenden
Elemente ausnutzt, sondern lediglich den Vergleichsoperator.

Praxis: Tatsachlich sind aber meist Worter iiber ein bestimmtes
Alphabet (d.h. einer bestimmten Definitionsmenge) gegeben, z.B.:
m Worter iber {a,b,...,2,A,B,..., Z}.
m Dezimalzahlen.

m Ganzzahlige Werte aus einem kleinen Bereich.

Lineare Sortierverfahren: Diese Information iiber die Art der Werte
und ihren Wertebereich kann man zusitzlich ausniitzen und
dadurch im ldealfall Verfahren erhalten, die auch im Worst-Case in
linearer Zeit sortieren.
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Lineare Sortierverfahren: Beispiel Countsort

Eingabe: n Zahlen im Bereich 0 bis z im Array A, Hilfsarray
Counts, z < n

for 7 < 0 bis z
Counts[j] <0
for i <0 bis n—1
Counts[A[i]] < Counts[A[7]] + 1
140
for 7 <0 bis z
for k+ 0 bis Counts[j] — 1
Al] <3
141+ 1

Komplexitat: Erste Schleife in ©(z), zweite Schleife in ©(n), dritte
(mit vierter) Schleife kann nur maximal n Zahlen bearbeiten und
ist daher auch in ©(n). Damit lauft der Algorithmus in
O(z+n+n)=0(n) (da z=0(n)).
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Inversionen zahlen
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Inversionen zahlen

Eine Musikwebsite versucht Ubereinstimmungen im
Musikgeschmack verschiedener Benutzer zu finden.

m Ein Benutzer bewertet n Songs indem er diese reiht.

m Die Musikseite {iberpriift in einer Datenbank, ob es weitere
Benutzer mit einem dhnlichen Musikgeschmack gibt.

AhnlichkeitsmaB: Anzahl der Inversionen zwischen zwei
Rangfolgen.

m Rangfolge von Benutzer 1: 1,2,... n.
m Rangfolge von Benutzer 2: ay,as9,. .., ay.

m Songs 7 und j sind invertiert, wenn ¢ < j, aber a; > a;.
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Inversionen zahlen

Beispiel:

Songs

?q Inversionen

Benutzer 1

s+ 3 ¢+ 2 o5 PP
—

Brute-Force-Ansatz: Uberpriife alle ©(n?) Paare i und j.
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Anwendungen

Anwendungen:
Wabhltheorie.

Filtern von gleich gesinnten Meinungen.

Sensitivitdtsanalyse von Google's Ranking-Funktion.

[
[

m Ermitteln der ,Sortiertheit” eines Arrays.

[

m Aggregieren von Rangen fiir Metasuche im Web.
[

Nichtparametrische Statistik (z.B. Kendalls Tau
Rangkorrelation).
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Inversionen zahlen: Divide-and-Conquer

Divide-and-Conquer:
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Inversionen zahlen: Divide-and-Conquer

Divide-and-Conquer:

m Divide: Teile Liste in zwei Teile.

1 5 4 8 10 2 6 9 12 11 3 7 Divide: O(1)
N El KX R e KB EEa
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Inversionen zahlen: Divide-and-Conquer

Divide-and-Conquer:
m Divide: Teile Liste in zwei Teile.

m Conquer: Zahle rekursiv die Anzahl der Inversionen in jeder

Halfte.

1 5 4 8 10 2 6

[ 4] 8]
5 blau-blau Inversionen
5-4, 5-2, 4-2, 8-2, 10-2

9 12 11 3 7 Divide: O(1)

EEEEEER Conaver: 2T(n/2)
8 griin-griin Inversionen
6-3, 9-3, 9-7, 12-3,
12-7, 12-11, 11-3, 11-7
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Inversionen zahlen: Divide-and-Conquer

Divide-and-Conquer:
m Divide: Teile Liste in zwei Teile.
m Conquer: Z3hle rekursiv die Anzahl der Inversionen in jeder
Hilfte.

m Combine: Zahle Inversionen, wobei a; und a; sich in
unterschiedlichen Halften befinden, und retourniere die
Summe von drei GroBen.

1 5 4 8 10 2 6 9 12 11 3 7 Divide: O(1)
s e [ Lol 2 EEEEEER Conaver: 2T(n/2)
5 blau-blau Inversionen 8 griin-griin Inversionen
9 blau-griin Inversionen Combine: 777

5-3, 4-3, 8-6, 8-3, 8-7, 10-6, 10-9, 10-3, 10-7

Gesamt =5 + 8 + 9 = 22.
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Inversionen zahlen: Kombinieren

Kombinieren: Z3hle blau-griine Inversionen.
m Es wird angenommen, dass jede Halfte sortiert ist.

m Zahle Inversionen, wobei a; und a; sich in unterschiedlichen
Halften befinden.

m Verschmelze zwei sortierte Halften in eine sortierte Folge.
O Um die Invariante der Sortierung aufrechtzuerhalten
6 3 2 2 0 0

13 blau-griine Inversionen: 6+3+-2+2+0+0 Zzhlen: O(n)

Verschmelzen:

2 7 1 11 14 1 17 1 19 23 2
3 0 6 8 19 23 25 O(n)
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Inversionen zahlen: Implementierung

Precondition: [Merge-and-Count| A und B sind sortiert.
Postcondition: [Sort-and-Count]| L ist sortiert.

Sort-and-Count(L):
if Liste L hat ein Element
return O und die Liste L

Unterteile die Liste in zwei Halften A und B
(ra, A) < Sort-and-Count(A)

(rg,B) <« Sort-and-Count(B)

(r,L) <+ Merge-and-Count(A, B)

return r4 +rp +r und die sortierte Liste L
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Inversionen zahlen: Implementierung

Merge-and-Count (A, B):
i1+ 1, j«1

count < 0
while beide Listen sind nicht leer
if a; S bj
Flge a; zur Ergebnisliste hinzu und erhohe i
else

Flge b; zur Ergebnisliste hinzu und erhdhe j

count < count + die Anzahl der restlichen Elemente in A
Flge den Rest der nicht leeren Liste zur Ergebnisliste hinzu
return count und sortierte Folge (Verschmelzung beider Halften)
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Inversionen zadhlen: Analyse

Verschmelzen: Merge-And-Count lduft in O(n) (wie Merge-Schritt
bei Mergesort).

Laufzeit: Die Laufzeit von Sort-and-Count l3sst sich dann
beschreiben mit:

T(n) <T([n/2])+T([n/2])+O0(n) = T(n)=0(nlogn)

Hinweis: Sort-and-Count ist nichts anderes als ein Mergesort, der
noch zusatzlich Inversionen zahlt.
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Dichtestes Punktpaar (Closest Pair of Points)
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Dichtestes Punktpaar

Dichtestes Paar: Gegeben seien n Punkte in der Ebene. Finde ein Paar
mit der kleinsten euklidischen Distanz zwischen den beiden Punkten.

Fundamentale geometrische Formen:

m Grafik, maschinelles Sehen, geographische Informationssysteme,
molekulare Modellierung, Flugsicherung.
m Spezialfall von Indchster Nachbar, Euklidischer MST, Voronoi.

O Schnelle Algorithmen fiir das dichteste Punktpaar waren die
Inspiration fiir schnelle Algorithmen fiir dieses Problem.

Brute-Force-Ansatz: Uberpriife alle Paare von Punkten p und ¢ mit
O(n?) Vergleichen.

1-D-Version: O(nlogn), wenn sich alle Punkte auf einer Linie
befinden.

Annahme: Zwei Punkte haben nicht dieselbe z-Koordinate.

O um Darstellung sauberer zu machen.
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Dichtestes Punktpaar: Ein erster Versuch

Teile: Teile die Region in 4 Quadranten.

° ° °
° ° L A
°
° o ° °
® °
° °
°
° e °
a D
° °
) L4 e °
° ° °
° ® -
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Dichtestes Punktpaar: Ein erster Versuch

Teile: Teile die Region in 4 Quadranten.

Problem: Es ist i.A. nicht méglich n/4 Punkte in jedem
Quadranten sicherzustellen.

o ...o.. L °
° °
° °
e® ©® o °
o ©
° O
P )
o ® L °
D
Y 14
e o ®
° ° ®
° ° o
° ° °
e o °
° ° °
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Dichtestes Punktpaar

Algorithmus:

m Teile: Zeichne eine vertikale Linie L, sodass sich ungefdhr %n
Punkte auf jeder Seite befinden.

56
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Dichtestes Punktpaar

Algorithmus:

m Teile: Zeichne eine vertikale Linie L, sodass sich ungefdhr %n
Punkte auf jeder Seite befinden.

m Herrsche: Finde ein dichtestes Punktpaar auf jeder Seite rekursiv.
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Dichtestes Punktpaar

Algorithmus:

m Teile: Zeichne eine vertikale Linie L, sodass sich ungefdhr %n
Punkte auf jeder Seite befinden.

m Herrsche: Finde ein dichtestes Punktpaar auf jeder Seite rekursiv.

m Kombiniere: Finde ein dichtestes Punktpaar mit einem Punkt auf
jeder Seite (scheint in ©(n?) zu liegen).

m Retourniere die Beste von den drei Losungen.

[ ]

[ ]
%o
S
=5
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Dichtestes Punktpaar

Aufgabe: Finde das dichteste Punktpaar mit einem Punkt auf jeder Seite
unter der Annahme, dass die Distanz < ¢ (= Minimum der minimalen
Punktabstande in der linken und rechten Halfte) ist.
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Dichtestes Punktpaar

Aufgabe: Finde das dichteste Punktpaar mit einem Punkt auf jeder Seite
unter der Annahme, dass die Distanz < ¢ (= Minimum der minimalen
Punktabstande in der linken und rechten Halfte) ist.

m Beobachtung: Man muss nur die Punkte mit einem Abstand kleiner
0 von L beriicksichtigen.

o ° . L ° . °
° .. °|® Az . .
100/. ° ’ ° ) O °

<~— ¢ = min(10,12) = 10
60 /65



Dichtestes Punktpaar

Aufgabe: Finde das dichteste Punktpaar mit einem Punkt auf jeder Seite
unter der Annahme, dass die Distanz < ¢ (= Minimum der minimalen
Punktabstande in der linken und rechten Halfte) ist.

m Beobachtung: Man muss nur die Punkte mit einem Abstand kleiner
0 von L beriicksichtigen.

m Sortiere Punkte im 20-Streifen nach ihren y-Koordinaten.

o ° bL ° . °
. °, |0© ’ .
. . 09 ..
100/. .9 °.. °
° ° (2] R
o .

<~— ¢ = min(10,12) = 10
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Dichtestes Punktpaar

Aufgabe: Finde das dichteste Punktpaar mit einem Punkt auf jeder Seite
unter der Annahme, dass die Distanz < § (= Minimum der minimalen
Punktabstande in der linken und rechten Halfte) ist.

m Beobachtung: Man muss nur die Punkte mit einem Abstand kleiner
0 von L beriicksichtigen.

m Sortiere Punkte im 20-Streifen nach ihren y-Koordinaten.

® Man muss nur die Distanzen von jedem dieser Punkte zu max. 11 in
der sortierten Liste nachfolgenden Punkten iiberpriifen!

o ° bL ° . °
. °, |0© ’ .
. . 09 / ..
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<~— ¢ = min(10,12) = 10
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Dichtestes Punktpaar

Definition: Sei s; der Punkt im
20-Streifen mit der i-ten kleinsten
y-Koordinate.

Behauptung: Wenn |i — j| > 12, dann ist
die Distanz zwischen s; und s;
zumindest 0.

Beweis:
m Keine zwei Punkte liegen im
gleichen %5—mal—%5 Bereich.
m Zwei Punkte, die zumindest 2 ganze

Zeilen von einander entfernt sind,
haben eine Distanz von > 2 (16). O

Fakt (ohne Beweis): Noch immer wahr
wenn wir 12 durch 7 ersetzen.

o

Teng@ @ %5
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Dichtestes Punktpaar

Dichtestes Paar(pi,...,pn):
Berechne Trennlinie L, sodass Punkte auf zwei Halften
aufgeteilt werden.

01 = Dichtestes Paar(linke Halfte)
02 = Dichtestes Paar(rechte Halfte)
5 = min(él 5 52)

Losche alle Punkte die weiter als & von der
Trennlinie L entfernt sind

Sortiere die restlichen Punkte nach y-Koordinate.
Scanne die Punkte in y-Reihenfolge und vergleiche
die Distanz zwischen jedem Punkt und den nachsten
11 Nachbarn. Wenn eine dieser Distanzen kleiner als ¢

ist, andere ¢.

return §.

64 /65



Dichtestes Punktpaar: Analyse

Laufzeit:
T(n) < 2T(n/2) + O(nlogn) = T(n) = O(nlog®n)
Frage: Kénnen wir O(nlogn) erreichen?

Antwort: Ja. Die Punkte im Streifen missen nicht immer sortiert
werden.

m Jede Rekursion liefert zwei Listen zuriick: Alle Punkte sortiert
nach y-Koordinate, und alle Punkte sortiert nach
z-Koordinate.

m Sortiere durch Verschmelzen zweier vorsortierter Listen.

T(n) <2T(n/2)+0O(n) = T(n)=0(nlogn)

65 /65



