Suchbiume

Algorithmen und Datenstrukturen 1
VU 186.813, 4h, 6 ECTS, SS 2016
Letzte Anderung: 27. April 2016

ac I I I 1 ALGORITHMS AND
COMPLEXITY GROUP

/73



Worterbuchproblem

Woérterbuch:

m Als Worterbuch wird eine Menge von Elementen eines
gegebenen Grundtyps bezeichnet, auf der man die

Operationen Suchen, Einfiigen und Entfernen ausfiihren kann.

m Fiir jedes Element wird ein Schliissel & (key) und seine
Nutzdaten gespeichert.

m Wir nehmen hier beispielhaft £ € N an.
m Alle Elemente sind tiber den Schliissel identifizierbar.

m Die Operationen sind nur vom Schliissel abhingig, sodass wir
zur weiteren Vereinfachung annehmen, dass ein Warterbuch
aus einer Menge ganzzahliger Schliissel besteht.

Woérterbuchproblem: Finde eine geeignete Datenstruktur
zusammen mit moglichst effizienten Algorithmen zum Suchen,
Einfiigen und Entfernen von Schliisseln.

N)

73



Suchverfahren

Suchen:
m Ein wichtiges Thema der Algorithmentheorie.
m Das Suchen ist eine der grundlegendsten Operationen, die
man immer wieder mit Computern ausfiihrt:

- Suchen von Datensitzen in Datenbanken
- Suchen nach Woértern in Wérterbiichern
- Suchen von Stichwortern im WWW

Array mit n Schliisseln: In VU Programmkonstruktion besprochen.

m Lineare Suche in O(n) Zeit.

m Bindre Suche in O(logn) Zeit.

m Einfiigen in ein sortiertes Array in O(n) Zeit.
"

Entfernen aus einem sortierten Array in O(n) Zeit.

Frage: Geht es effizienter?
Antwort: Ja, z.B. mit Suchbaumen.
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Bindre Suchbiume
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Suchbaume

Allgemein: Suchbdume existieren in unterschiedlichen
Auspragungen und bieten i.A. die Moglichkeit folgende
Operationen effizient zu implementieren:

Einfiigen eines neuen Elements.
Suche eines Elements.
Entfernen eines Elements.

Durchlaufen aller gespeicherten Elemente in geordneter
Reihenfolge.

Finden des kleinsten/groBten Elements.

Finden eines nachstkleineren/nachstgroBeren Elements.
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Wurzelbaume

Baum:
m Wir betrachten hier im Speziellen Wurzelbdume
(siehe Kapitel iiber Graphen).

m Die Kinder (Nachfolger) eines jeden Knotens sind in einer
bestimmten Reihenfolge gegeben.

Waurzel:
m Ist der einzige Knoten ohne Vorganger.
m Alle anderen Knoten kdnnen genau iiber einen Pfad von der
Wourzel erreicht werden.
m Jeder Knoten ist gleichzeitig die Wurzel eines Unterbaumes,
der aus ihm selbst und seinen direkten und indirekten
Nachfolgern besteht.

Bindrer Baum: Jeder Knoten besitzt héchstens zwei Kinder,
ein , linkes” und ein , rechtes” Kind.

6
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Binare Baume

_ - linker Unter-
baum von 5

3 ist Wurzel des linken Unterbaums von 5
3 ist Vorganger von 2

3 ist Vorganger von 5

2 ist linker Nachfolger von 3

5 ist rechter Nachfolger von 3

Niveau

0
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Wurzelbaume

Tiefe (Niveau) eines Knotens: Tiefe

m Die Tiefe eines Knotens ist die Anzahl der Kanten auf dem
Pfad von der Wurzel zu diesem Knoten.

m Die Tiefe ist eindeutig, da nur ein solcher Pfad existiert.
m Die Tiefe der Wurzel ist 0.

m Die Menge aller Knoten mit gleicher Tiefe im Baum wird auch
als Ebene oder Niveau bezeichnet.
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Waurzelbaume: Hohe

Hohe eines (Teil-)baumes:

m Die Hohe h(T;) eines (Teil-)Baumes T, mit dem
Wourzelknoten 7 ist die Lange eines langsten Pfades in dem
Teilbaum von 7 zu einem beliebigen Knoten v in 7.

m Ein Baum mit nur einem (Wurzel-)Knoten hat die Hohe 0.

m Die Hohe des leeren Baumes definieren wir mit -1.

Blatt:
m Ein Knoten heiBt Blatt, wenn er keine Kinder besitzt.

m Alle anderen Knoten nennt man innere Knoten.
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Implementierung von binaren Baumen

Knoten z:
x.key Schliissel von x
x.left Verweis auf linkes Kind (null wenn nicht vorhanden)
x.right ~ Verweis auf rechtes Kind (null wenn nicht vorhanden)
x.info Nutzdaten im Knoten (hier als optional betrachtet)

x.parent Verweis auf Vorganger von x (optional; null wenn Wurzel)

m Der Zugriff auf den Baum erfolgt iiber einen Verweis auf den
Wurzelknoten, z.B. root.

m Ist der Baum leer, so gilt root = null.
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Durchmusterungen (Traversals): Inorder

Inorder-Durchmusterung: Behandle rekursiv zunachst den linken
Unterbaum, dann die Wurzel, dann den rechten Unterbaum.

Aufruf: Inorder(root).

Inorder(p)

if p # null
Inorder(p.left)
Bearbeite p (z.B. Ausgabe)
Inorder(p.right)

Laufzeit: Die Laufzeit liegt fiir n > 1 Knoten in ©(n), da fiir jeden
Knoten genau ein rekursiver Aufruf erfolgt, maximal 2n zusitzliche
Aufrufe fiir leere Unterbdume hinzukommen, und jeder Aufruf ohne
Folgeaufrufe eine Laufzeit von ©(1) hat.
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Inorder: Beispiel

Fiir beide gezeigten Baume ist die
Inorder-Durchmusterungsreihenfolge 2, 3, 5, 5, 7, 8.
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Durchmusterungen: Preorder

Preorder-Durchmusterung: Behandle rekursiv zunachst die Wurzel,
dann den linken Unterbaum, danach den rechten Unterbaum.

Beispiel:

m Fir77:5,3,2,5,7,8
m Fir7y:2, 3, 7,5, 5,8
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Durchmusterungen: Postorder

Postorder-Durchmusterung: Behandle rekursiv zunachst den linken
Unterbaum, dann den rechten Unterbaum, danach die Wurzel.

Beispiel:

m Fir717:2,5 3,8, 7,5
m Fir7y:5,5 8,7,3,2
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Durchmusterungen: Theorem

Theorem (ohne Beweis): Ein bindrer Baum kann immer eindeutig
aus der Inorder- und Preorder-Durchmusterungsfolge der Elemente
rekonstruiert werden, wenn die Elemente paarweise unterschiedlich
sind. Gleiches gilt fiir Inorder zusammen mit Postorder, nicht
jedoch fiir Preorder und Postorder.

Beispiel:

m Inorder fur (1): 1,2, 5, 3 (%) (%)
m Inorder fir (2): 2, 1, 5, 3 2) (3) @ B
m Preorder fiir beide: 5, 2, 1, 3

@

m Postorder fiir beide : 1, 2, 3, 5 0 o o
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Bindare Suchbiume

Ein bindrer Suchbaum ist ein bindrer Baum der in jedem Knoten =z
folgende bindre Suchbaumeigenschaft erfiillt:

m Ist y ein Knoten des linken Unterbaumes von x so gilt:
y.key < x.key.
m Ist z ein Knoten des rechten Unterbaumes von x so gilt:
z.key > x.key.
Hinweis: In einer konkreten Implementierung muss man sich

entscheiden, ob man gleiche Schliissel immer links oder immer
rechts speichert.
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Operationen auf bindren Suchbaumen

Typische Operationen:
m Einfiigen / Entfernen eines Elements
m Suchen nach einem Element
® Minimum / Maximum: kleinstes / gréBtes Element finden

m Predecessor / Successor:
voriges / nachstes Element entsprechend der
Sortierreihenfolge finden

m Durchmusterung
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Operationen auf bindren Suchbaumen

Minimum(7) =7
Minimum(15) = 2

Maximum(15) = 20
Maximum(6) =13

Predecessor(15) =13
Predecessor(9) =7

Successor(15) =17
Successor(13) =15

Insert(16)
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Suchen

Eingabe: Baum mit Wurzel p und gesuchter Schliissel s

Riickgabewert: Knoten mit Schliissel s oder null, falls s nicht
vorhanden ist.

Search(p,s):
while p # null und p.key # s
if s < p.key
p < p.left
else
P < p.Tight
return p

19/73



Minimum

Eingabe: Baum mit Wurzel p.

Riickgabewert: Knoten mit dem kleinsten Schliissel.

Minimum(p) :

if p=null
return null

while p.left # null
p < p.left

return p

Vorgehen: Solange beim linken Kind weitergehen, bis es keinen
linken Nachfolger mehr gibt.
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Maximum

Eingabe: Baum mit Wurzel p.

Riickgabewert: Knoten mit dem groéBten Schliissel.

Maximum(p) :
if p=null
return null
while p.right # null
P < p.Tight
return p

Vorgehen: Solange beim rechten Kind weitergehen, bis es keinen
rechten Nachfolger mehr gibt.
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Successor
Eingabe: Baum mit Wurzel p.

Riickgabewert: Nachster Knoten entsprechend der
Inorder-Durchmusterungsreihenfolge oder null.

Successor(p):
if p.right # null
return Minimum(p.right)
else
q < p.parent
while ¢ # null und p = q.right
P gq
q < q.parent
return ¢



Predecessor
Eingabe: Baum mit Wurzel p.

Riickgabewert: Vorhergehender Knoten entsprechend der
Inorder-Durchmusterungsreihenfolge oder null.

Predecessor(p):
if p.left # null
return Maximum(p.left)
else
q < p.parent
while ¢ # null und p = q.left
P q
q < q.parent
return ¢
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Einfligen

Eingabe: Baum mit Wurzel root und ein neuer Knoten gq.
Hinweis: root wird bei leerem Baum verandert (Referenzparameter)

Insert(root, q):
r < null, p <+ root
while p # null
T4 p
if q.key < p.key
p < p.left
else
p < p.right
q.parent < r, q.left < null, q.right < null
if r = null
100t < ¢
else
if q.key < r.key
r.left < q
else
r.right < q
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Entfernen eines Knotens

Entfernen: Knoten z soll entfernt werden. Dabei miissen drei Falle
unterschieden werden:
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Entfernen eines Knotens

Fall 1: z hat keine Kinder (z.B. Knoten 13). In diesem Fall kann z
einfach entfernt werden.

Fall 2: z hat ein Kind (z.B. Knoten 16). Dieser Fall entspricht dem
Entfernen aus einer verketteten linearen Liste.

Fall 3: z hat zwei Kinder (z.B. Knoten 5). Wir bringen an die Stelle
des zu l6schenden Knotens einen Ersatzknoten und I6schen den
Ersatzknoten an seiner urspriinglichen Position.
Geeigneter Ersatzknoten fiir z:
m Der Knoten mit dem groBten Schliissel des linken
Unterbaumes (Predecessor) oder
m der Knoten mit dem kleinsten Schliissel des rechten
Unterbaumes (Successor)

Hinweis: Der Ersatzknoten hat in seiner urspriinglichen Position
immer maximal einen Nachfolger und wird schlieBlich gemaB Fall 1
oder 2 entfernt.

26
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Entfernen eines Knotens

Eingabe: Baum mit Wurzel root und ein Knoten gq.
Hinweis: root kann verdndert werden (Referenzparameter)

Remove (root, q):
if q.left = null oder q.right = null
rq
else
r < Successor(q), q.key < r.key, gq.info < r.info
if r.left # null
p < r.left
else
p < r.right
if p # null
p.parent <— r.parent
if r.parent = null
1700t <— D
else
if r = r.parent.left
r.parent.left < p
else
r.parent.right < p
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Laufzeiten

Worst-Case:

m Der im schlechtesten Fall erforderliche Zeitaufwand fiir
Suchen, Einfiigen, Entfernen, Minimum, Maximum,
Predecessor und Successor in einem bindren Suchbaum mit
der Hohe h liegt daher in O(h).

m D.h. der Aufwand fiir diese Operationen hingt unmittelbar
von der Hohe ab. In jedem Fall muss man ungiinstigstenfalls
einem Pfad von der Wurzel zu einem tiefsten Blatt folgen um
die Operation auszufiihren.
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Beispiel fiir Struktur

Die Struktur eines bindren Suchbaums hingt von der
Eingabereihenfolge ab.

T, (H6he=5)

Eingabereihenfolge:
1,3,4,6,8,9

Eingabereihenfolge, z.B.:
6,8,3,4,1,9

Einen bindren Suchbaum aus einer sortierten Eingabereihenfolge

aufzubauen fiihrt zur Entartung in eine lineare Liste!
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Laufzeiten

Vollstandig balancierter Baum:

m Alle inneren Knoten bis auf jene in der vorletzten Ebene
haben 2 Nachfolger.

m Hat die Hohe h(T') = |logy n] und daher benétigen alle
Operationen bis auf das Durchmustern O(logn) Zeit.

Zu einer Liste entarteter Baum:

m Ist der Baum jedoch entartet und hat eine Hohe
h(T') = O(n), dann bendtigen alle Operationen O(n) Zeit!
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Laufzeiten

Average-Case:

m Die erwartete durchschnittliche Suchpfadlange (iiber alle
maogliche bindren Suchbdume fiir n unterschiedliche Elemente)
ist fiir groBe n nur ca. 40% lianger als im ldealfall, d.h in
O(logn).

O Fiir einen ausfiihrlichen Beweis siehe Seite 277ff in:

T. Ottmann und P. Widmayer: Algorithmen und
Datenstrukturen, 5. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
2012
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Hinreichend balancierter Baum: Fiir ein garantiertes
logarithmisches Zeitverhalten geniigen aber auch hinreichend
balancierte Baume, die wir im nachsten Abschnitt besprechen
werden.

Die bisher besprochenen Suchbiume werden im Gegensatz zu den
folgenden B3aumen, bei denen wir die Struktur speziell beeinflussen,
auch konkreter natiirliche Suchbdume genannt.
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AVL-B3aume (Adelson-Velski/Landis-Baume)
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Balancierte Baume

Idee: Suchbaum wird durch geeignete Randbedingungen und
entsprechende Umordnungsoperationen effizient ausbalanciert, um
zu garantieren, dass seine Hohe logarithmisch bleibt.

Moglichkeiten:

m Hohenbalancierte Baume: Die Hohe der Unterbaume eines
jeden Knotens unterscheidet sich jeweils um hochstens eine
Konstante voneinander.

m Gewichtsbalancierte Baume: Die Anzahl der Knoten in den
Unterbdumen jedes Knotens unterscheidet sich héchstens um
einen konstanten Faktor.

m (a,b)-Bdume (2 < a < b): Jeder Knoten (auBer der Wurzel)
hat zwischen a und b Kinder und alle Blatter haben den
gleichen Abstand zur Wurzel (z.B. a = 2, b = 4).

Wir betrachten in dieser Vorlesung ein Beispiel fiir hhenbalancierte
Biume (AVL-Baume) und eines fiir (a,b)-Baume (B-Baume).
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AVL-Baume

Geschichte: Der historisch erste Vorschlag aus 1962 sind
AVL-Biaume, die auf Adelson-Velski und Landis zuriickgehen.

Generelle Idee: Durch eine Forderung an die Hohendifferenz der
beiden Teilbdume eines jeden Knotens wird ein Degenerieren von
Suchbdumen verhindert.

Kritische Operationen: Nur Einfiigen und Ldschen sind kritische
Operationen und erfordern eine speziellere Behandlung. Alle
anderen Operationen, die den Baum nicht verandern (Suchen, ...),
funktionieren wie bisher.
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AVL-Baume

Balance: Balance eines Knotens v: bal(v) = ha — hy
m Ay ... Hohe des linken Unterbaumes von v

m Ay ... Hohe des rechten Unterbaumes von v

Balancierter Knoten: Ein Knoten v heiBt balanciert, wenn
bal(v) € {—1,0,1}.

AVL-Bedingung:
m Ein AVL-Baum ist ein bindrer Suchbaum, in dem alle Knoten
balanciert sind.

m Fiir jeden Knoten v gilt: Die Hohe des linken Teilbaums
unterscheidet sich von der Hohe des rechten Teilbaums um
hochstens 1.

Hinweis: Die Hohe eines leeren Baumes haben wir mit -1 definiert.
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Balance von Knoten

Balance: Beispiele fiir die Balance von Knoten in bindren Baumen.

Qo Q/@l iz
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AVL-Baume: Grundlegende Idee

Grundlegende Idee zum Einfiigen und Entfernen:

m Fiihre das Einfligen und Entfernen wie bisher aus.

m Uberpriife danach die Balance in mdglicherweise betroffenen
Knoten und fiihre gegebenenfalls eine Rebalancierung
(lokale Umordnung) durch, um die Balance in allen Knoten
wieder herzustellen.
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AVL-Ersetzung

Definition: Eine AVL-Ersetzung
m ist eine Operation (z.B. Einfiigen, Léschen),
m die einen Unterbaum T eines Knotens
m durch einen modifizierten (giiltigen) AVL-Baum T™* ersetzt,
=

dessen Hohe um hochstens 1 von der Hohe von T abweicht.

Das Beispiel zeigt, dass es in dariiberliegenden Knoten zur
Verletzung der Balance kommen kann.
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Rebalancierung: Grundlagen

Definitionen:
m Sei T ein giiltiger AVL-Baum vor der AVL-Ersetzung und Ty
der unbalancierte Baum hinterher.
m Sei u der unbalancierte Knoten (bal(u) € {—2,+2})
maximaler Tiefe. An diesem wird mit der Rebalancierung
gestartet.
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Rebalancierung: Uberblick

Balancierung: Vier Beispiele fiir AVL-B3aume, die durch das
Einfligen eines Knotens aus der Balance geraten sind.

A A AT

Fall 1.1 Fall 1.2 Fal 2.1 Fall 2.2

Wenn bal(u) = —2 und v ist das linke Kind von u und
m bal(v) € {—1,0} — Fall 1.1
m bal(v) =1 — Fall 1.2
Wenn bal(u) = 2 und v ist das rechte Kind von u und
m bal(v) € {0,1} — Fall 2.1
m bal(v) = —1 — Fall 2.2
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Rebalancierung: Fall 1.1

Fall 1.1: Sei bal(u) = —2. Sei v das linke Kind von u und
bal(v) € {—1,0}.
m Der linke Unterbaum des linken Kindes von w ist héher als
oder gleich hoch wie der rechte.
m Rebalancierung von u durch einfache Rotation nach rechts an
u, d.h. u wird rechtes Kind von v.
m Das rechte Kind von v wird als linkes Kind an u abgegeben.
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Rebalancierung: Fall 1.2

Fall 1.2: Sei bal(u) = —2. Sei v das linke Kind von u und
bal(v) = 1.
m Der rechte Unterbaum des linken Kindes von wu ist hoher als
der linke.

m Dann existiert das rechte Kind w von v.

m Rebalancierung durch eine Rotation nach links an v und eine
anschlieBende Rotation nach rechts an u
(Doppelrotation links-rechts).
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Rebalancierung: Fall 2.1

Fall 2.1: Sei bal(u) = 2. Sei v das rechte Kind von u und
bal(v) € {0,1}.
m Der rechte Unterbaum des rechten Kindes von w ist hoher als
oder gleich hoch wie der linke.
m Rebalancierung von u durch einfache Rotation nach links an
u, d.h. u wird linkes Kind von v.
m Das linke Kind von v wird als rechtes Kind an u abgegeben.

44 /73



Rebalancierung: Fall 2.2

Fall 2.2: Sei bal(u) = 2. Sei v das rechte Kind von u und
bal(v) = —1.

m Der linke Unterbaum des rechten Kindes von u ist hoher als
der rechte.

m Dann existiert das linke Kind w von v.

m Rebalancierung durch eine Rotation nach rechts an v und eine
anschlieBende Rotation nach links an u
(Doppelrotation rechts-links).




Hohe

Implementierung: Wir erganzen alle Knoten v um ein Attribut
u.height, das jeweils die Hohe des (Unter-)baumes mit der Wurzel
u angibt.

Hilfsfunktion: Wir definieren folgende Hilfsfunktion zur Ermittlung
der Hohe eines Baumes:

m Eingabe: Teilbaum mit Wurzel w.

m Riickgabewert: Hohe des Teilbaums.

Height(u):
if u = null

return —1
else

return wu.height
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Einfache Rotation nach rechts

Eingabe: Teilbaum mit Wurzel w.

Riickgabewert: Neue Wurzel v des rebalancierten Teilbaums.

RotateToRight (w):

v — u.left

u.left < v.right

v.1ight < u

u.height < max(Height(u.left), Height(u.right)) + 1
v.height + max(Height(v.left), Height(u)) + 1;
return v
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Doppelrotation links-rechts

Eingabe: Teilbaum mit Wurzel w.

Riickgabewert: Neue Wurzel des rebalancierten Teilbaums.

DoubleRotatelLeftRight(u):
u.left < RotateTolLeft(u.left)
return RotateToRight (u)
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Einfiigen in einen AVL-Baum

Eingabe: Wurzel p (wird mogl. gedndert), neuer Knoten q.
Riickgabewert: Hohe des Teilbaums.

Insert(p, ¢):
if p=null
p 4 q, q.left < q.right < null, q.height < 0
else
if gq.key < p.key
Insert(p.left, q)
if Height(p.right) — Height(p.left) = —2
if Height(p.left.left) > Height(p.left.right)
p < RotateToRight(p)
else
p < DoubleRotatelLeftRight(p)
elseif q.key > p.key

else
Knoten g schon vorhanden
p.height < max(Height (p.left) ,Height (p.right)) + 1
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Einfiigen in einen AVL-Baum

Insert(p, q):
if p=null

p < q, q.left < q.right < null, q.height < 0
else

if q.key < p.key

elseif q.key > p.key
Insert(p.right, q)
if Height(p.right) — Height(p.left) = 2
if Height(p.right.right) > Height (p.right.left)
p < RotateTolLeft(p)
else
p < DoubleRotateRightLeft(p)
else
Knoten g schon vorhanden
p-height < max(Height(p.left) ,Height(p.right)) + 1
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Beispiel: Entfernen eines Elementes aus AVL-Baum

Ausgangssituation: 9 soll entfernt werden.

51/73



Beispiel: Entfernen eines Elementes aus AVL-Baum

Entfernen: Erfordert Doppelrotation rechts-links.

52/73



Beispiel: Entfernen eines Elementes aus AVL-Baum

Ergebnis: 9 wurde entfernt, Unterbaum rotiert, Hohe der Wurzel
hat sich verandert.
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Entfernen eines Elementes aus einem AVL-Baum

Abschluss: Einfache Rotation nach rechts tiber die Wurzel.
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Analyse von AVL-Baumen

Rotieren: Der Zeitaufwand zum Ausfiihren einer einzelnen Rotation
oder Doppelrotation ist konstant.

Hohe eines Baumes: Die Hohe eine AVL-Baumes mit n > 1
Schliisseln ist durch O(logn) beschrankt.

Worst-Case:
m Beim Einfiigen gibt es maximal eine (Doppel-)Rotation.

m Beim Entfernen werden im Worst-Case auf dem Suchpfad von
der betroffenen Stelle weg bis zur Wurzel Rotationen bzw.
Doppelrotationen durchgefiihrt.

Aufwand: Die Laufzeit der Operationen Einfligen und Entfernen
liegt daher immer in O(logn).
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B-Baume und B*-Biaume
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B-Baum: Motivation

Bisherige Suchbdume: Gut geeignet, wenn sich die Daten im
Hauptspeicher befinden (internes Suchen).

GroBe Datenmengen:

m Bei sehr groBen Datenmengen (z.B. Datenbanken) werden die
Daten auf Festplatten oder anderen externen Speichern
abgelegt.

m Bei Bedarf werden Teile davon in den Hauptspeicher geladen.

m Ein Zugriff auf den externen Speicher benétigt deutlich mehr
Zeit als ein Zugriff auf den Hauptspeicher.

Beispiel: Bindrer Baum mit N Datensatzen, extern gespeichert.
m Verweise auf die linken und rechten Unterbdume sind jeweils
Adressen auf einem externen Speichermedium.
m Suche nach einem Schliissel bendtigt daher ungefahr log, n
externe Zugriffe.
m Bei N = 10° sind das ca. 20 externe Speicherzugriffe.
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B-Baum: Motivation

Annahme: Externe Speichermedien weisen i.A. eine blockorientierte
Struktur auf. Bei einem externen Speicherzugriff wird immer eine
gesamte Speicherseite (page, block) gelesen oder geschrieben.

Grundsatzliche Idee: ,, Zusammenfassen mehrerer Knoten*, sodass
jeweils eine Speicherseite bestmdglich genutzt wird.

Vorteil: Weniger Zugriffe auf Speicherseiten notwendig.

Beispiel:

m Baum mit NV = 10° Schliissel, 128 Schliissel pro Speicherseite.

m Man bendtigt nur 3 externe Speicherzugriffe.
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B-Baum: Definition

B-B3ume: Siesind eine Verallgemeinerung von bindren
Suchbdumen und setzen die Idee der Gruppierung in Speicherseiten
in die Praxis um.

Definition: B-Baum der Ordnung m (Bayer und McCreight, 1972)

1.
2.

Alle Blatter haben gleiche Tiefe und sind leere Knoten.

Jeder innere Knoten auBer der Wurzel hat mindestens [ ]
Kinder. Die Wurzel hat mindestens 2 Kinder.

Jeder Knoten hat hochstens m Kinder.

. Jeder Knoten mit [ Schlissel hat [ + 1 Kindern.

Fiir jeden Knoten mit Schliisseln sq,...,s; und Kindern
vg, .., gl Vi=1,..., L

- Alle Schliissel in T, _, sind kleiner gleich s;, und

- s; ist kleiner gleich allen Schlisseln in T, .

(T,, bezeichnet den Teilbaum mit Wurzel v;.)
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B-Baum: Beispiel

Beispiel: B-Baum der Ordnung m = 3 (2-3 Baum) mit 7
Schliisseln und 8 Blattern.

5 7 )
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Implementierung eines B-Baum-Knotens

Implementierung:

m p.l — Anzahl der Schliissel

m p.key[l],...,p.key[l] — Schlissel sq,...s;

m p.info[l], ..., p.info[l] — Datenfelder zu Schliisseln s1,..., s
m p.child[0],...,p.child[l] — Verweis auf Kinderknoten vy, ..., v

Blatter: Diese markieren wir hier durch p.l = 0.

Anmerkung: In einer realen Implementierung brauchen die leeren
Blatter nicht explizit gespeichert zu werden. Uns erleichtern sie
hier aber die Definitionen und Uberlegungen.
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Suche

Eingabe: B-Baum mit Wurzel p und ein Schliissel z.

Riickgabewert: Knoten mit Schliissel x oder null, falls = nicht
vorhanden ist.

Search(p,x):
141
while i < p.l und = > p.keyli]
141+ 1
if i <p.l und x = p.key]i]
return (p,q)
if pl=0
return null
else
return Search(p.child[i — 1], x)



Einfligen

Einfligen im B-Baum:

m Schliissel suchen — endet in Blatt pg

m Sei p Vorganger von po und p.child[i] zeigt auf pg

m Schliissel zwischen s; und s;41 in p einfiigen, neues Blatt
erzeugen

m Wenn p.l < m: fertig
sonst: p splitten

- P st Stmy21-1 P Stmy2141s o Sm
- Schliissel sy, /27 in Vorgdnger von p einfiigen

Anmerkung: B-Baume wachsen immer nur an der Wurzel!
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Einfiigen: Beispiel

Beispiel: Einfiigen von Schliissel 14.
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Entfernen

Entfernen aus einem B-Baum:

m Schliissel suchen, mit Blatt entfernen

- Falls Schliissel nicht in unterster Ebene:
mit Ersatzschliissel aus unterster Ebene tauschen
(kleinster im rechten Unterbaum oder groBter im linken)

m Falls nun der Knoten zu wenige Schliissel hat:

- Ubernehme Schliissel von Geschwisterknoten
- oder verschmelze mit Geschwisterknoten
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Entfernen: Beispiel

Beispiel: 11 aus B-Baum (Ordnung 3) entfernen.
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Entfernen: Beispiel

Beispiel: 15 aus B-Baum (Ordnung 3) entfernen.
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Eigenschaften von B-Baumen

Lemma: Die Anzahl der Blatter in einem B-Baum T ist immer um
1 groBer als die Anzahl der Schliissel.

Beweis: mit Induktion iiber die Héhe h
m Gilt fur h = 1: Wurzel mit k Blattern, kK — 1 Schliissel,
2<k<m
m Annahme: Theorem gilt fiir Hohe h.

m Wir zeigen, dass es auch fiir Hohe h + 1 gilt:
In einem B-Baum mit Hohe h + 1 gibt es

k Unterbdaume T1,...,T; mit HOhe h mit n1,...,n; Blattern.

Diese haben (ny — 1),...,(ng — 1) Schliissel.
Wourzel: k — 1 Schliissel
— Insgesamt gibt es > 7" | n; Blatter und

S (ni— 1)+ (k—1) =% n; — 1 Schliissel.
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Eigenschaften von B-Baumen

m Die minimale Anzahl der Blatter Ny, wird erreicht, wenn die
Wurzel nur 2 und jeder andere innere Knoten nur [m/2]
Nachfolger hat, d.h. Ny, = 2[m/2]" 1.

m Die maximale Anzahl der Blatter Ny.x wird erreicht, wenn
jeder innere Knoten die maximal mégliche Anzahl m von

Nachfolger hat, d.h. Npax = mh.
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Eigenschaften von B-Baumen

Korollar: Fiir die Hohe h eines B-Baumes mit N Schliisseln und
(N + 1) Blattern muss gelten:

Nuin = 2[m/2—|h_1 < (N + 1) < mh = Nmax

und somit auch

N+1
log,,(N+1) < h < 1+]logp,s (;)

D.h., wir haben gezeigt, dass B-Bdume immer eine Hohe

h = ©(log N) haben, und somit sind die Operationen Suchen,
Einfiigen und Entfernen auch wieder effizient in ©(log N) Zeit
durchfiihrbar.
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B*-Baume

Variante von B-Biaumen
Definition:

m Komplette Datensatze nur in Blattern:
k* bis 2k* Datensatze, keine Verweise
(k* ist ein von m unabhangiger Parameter)

m In Zwischenknoten nur Schliissel und Verweise
Schliissel: immer der des groBten Elements im vorangehenden
Unterbaum

Motivation und Konsequenz: m kann groBer gewdhlt werden,
T hat geringere Hohe!
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Beispiel zu B*-Baumen

Beispiel: Ein B*-Baum mit m = 3 und k* = 2

13| 45|78 |9111314] [1518] |2527 [3337]
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B*-Baume

m Suchen: Man muss im Unterschied zum B-Baum in jedem Fall
bis zu einem Blatt gehen. Das erhoht die mittlere Anzahl von
Schritten jedoch kaum, zumal der B*-Baum i.A. ja auch
geringere Hohe hat.

m Einfiigen: Das Prinzip ist das gleiche wie beim B-Baum.
Kleine Unterschiede ergeben sich dadurch, dass es nur einen
trennenden Schliissel (keine trennenden Datensdtze) gibt.

m Entfernen: Der zu entfernende Datensatz liegt immer in einem
Blatt. Verweise in dariiberliegenden Zwischenknoten miissen
ggfs. aktualisiert werden.
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