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Vorwort

Der nachfolgende Text bildet die Grundlage fiir die Vorlesung [107.254] und
die Ubung [107.369] zur Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie fiir Studieren-
de der Bachelorstudien Informatik und Wirtschaftsinformatik im WS 2015
an der TU-Wien. Der mit zahlreichen Beispielen breit angelegte Text geht
dabei iiber den Rahmen einer zweistiindigen Vorlesung hinaus und bietet so-
mit interessierten Horerinnen und Horern weitere Anregungen und ergénzende
Materialien zu den hier behandelten Themenkreisen.

Fiir die Aufbereitung und Auswertung von Datensétzen, fiir sonstige Berech-
nungen und fiir die Erstellung der Abbildungen wird in diesem Text das unter
der GNU General Public License frei verfiighare Statistikpaket R verwendet.!
Neben einer stetig wachsenden Zahl von Lehrbiichern (vgl. Literatur fiir einige
Hinweise) finden sich naturgeméf auch im Internet zahlreiche Hilfestellungen
und Manuals zu dieser — speziell im universitdren Bereich — weit verbreite-
ten Statistiksoftware. Zusétzlich empfiehlt sich die Installation einer auf R
abgestimmten Entwicklungsumgebung (RStudio, Tinn-R, ...). Zur leichteren
Einarbeitung werden die R—Skripts zu den Beispielen im Text sowie zu den
mittels R zu bearbeitenden Ubungsaufgaben den zur Ubung Angemeldeten
auf TISS zur Verfiigung gestellt.

Wien, September 2015 W. G.
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1 Deskriptive und explorative Statistik

Die deskriptive (beschreibende) Statistik beschéftigt sich mit der tabellarischen und
grafischen Aufbereitung von Daten sowie mit ihrer zahlenméfigen Beschreibung (Berech-
nung von Kenngrofen). In der deskriptiven Statistik verwendet man keine statistischen
(stochastischen) Modelle, sodaf die aus den Daten gewonnenen Erkenntnisse nicht durch
Fehlerwahrscheinlichkeiten abgesichert werden konnen. Letzteres lasst sich mit Hilfe der
schliefsenden Statistik bewerkstelligen, soferne die unterstellten Modellannahmen (zu-
mindest ndherungsweise) zutreffen.

Die explorative Datenanalyse' (oder kurz EDA) hat zum Ziel, unbekannte Strukturen
und Zusammenhénge in den Daten aufzudecken und Hypothesen iiber den datengenerie-
renden Prozef zu formulieren. Neben ihrer Eignung als Einfiihrung in das statistische
Denken generell werden Methoden der EDA u. a. im viel diskutierten Data-Mining (Ver-
arbeitung sehr grofer Datenbesténde) eingesetzt.

1.1  Grundgesamtheit

Der erste Schritt jeder Datenanalyse ist die Erhebung der Daten an statistischen Ein-
heiten, entweder durch Experimente oder durch Beobachtungsstudien. Im ersten Fall
nennt man die statistischen Einheiten auch Versuchseinheiten, im zweiten Fall auch
Beobachtungseinheiten.

Bem: Statistische Untersuchungen werden haufig zur Bestéitigung (oder Widerlegung) von
kausalen Zusammenhéangen herangezogen. Dabei ist allerdings Vorsicht geboten. Im stren-
gen Sinn erlauben nur (addquat durchgefiihrte) Experimentalstudien Riickschliisse auf
kausale Zusammenhénge, nicht aber Beobachtungsstudien. Letztere konnen nur Hinwei-
se auf assoziative Zusammenhénge liefern. Experimentalstudien sind also zu bevorzugen,
aber nicht immer moglich.

Die statistischen Einheiten, tiber die — deskriptiv und/oder explorativ — Aussagen getroffen
werden sollen, bilden die Grundgesamtheit oder Population. Eine prazise Definition
dieser Grofen als Basis einer tragfahigen Datenanalyse ist unumgénglich, haufig aber mit
Problemen der Ab— bzw. Eingrenzung verbunden. Man betrachte dazu etwa das folgende
Beispiel.

Bsp 1.1 Soll beispielsweise die Wirtschaftskraft von kleinen oOsterreichischen IT-Unter-
nehmen untersucht werden, so ist zunéchst zu kldren, was ,kleine I'T-Unternehmen®
sind. Als Kriterien bieten sich etwa Mitarbeiterzahl und/oder Umsatz an. Aber auch
die Frage, was ein ,IT-Unternehmen® ist, ldsst sich nicht eindeutig beantworten. Alle
IT-Unternehmen (in diesem Fall sind es Beobachtungseinheiten), die die festgelegten Kri-
terien erfiillen, bilden dann die Grundgesamtheit. |

nitiiert in den 1970er Jahren vom US-amerikanischen Mathematiker und Statistiker JOHN WILDER
TUKEY (1915-2000).
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1.2 Stichproben

Eine Untersuchung aller Elemente einer Grundgesamtheit (d. h. eine Gesamterhebung)
ist aus Zeit— und/oder Kostengriinden, aber auch aus prinzipiellen Griinden (etwa wenn
die Grundgesamtheit — tatséchlich oder potenziell — unendlich ist) nicht immer moglich. In
solchen Fallen beschrankt man sich auf eine Stichprobe, d.h. auf eine reprasentative
Teilauswahl aus der Grundgesamtheit.

Um ein getreues Abbild der Grundgesamtheit zu bekommen, sollte die Auswahl rein
zufillig erfolgen. Besteht die Grundgesamtheit aus N Elementen und soll eine Stichprobe
des Umfangs n gezogen werden, so gibt es dafiir

() = e

verschiedene Moglichkeiten, falls die Elemente der Grundgesamtheit unterscheidbar sind.
Werden die n Elemente nun so ausgewahlt, dass jede der (]:) moglichen Stichproben die
gleiche Auswahlwahrscheinlichkeit hat, so spricht man von einer (einfachen) Zufalls-
stichprobe. In diesem Fall hat jedes Element der Grundgesamtheit die gleiche Chance,
in die Stichprobe zu gelangen.

Bei der oben beschriebenen Form der Stichprobenziehung wird jedes Element der Grund-
gesamtheit hochstens einmal ausgewahlt. Das nennt man Ziehen ohne Zuriicklegen.
Andererseits ist es aber auch moglich, eine bereits erhobene Einheit ein weiteres Mal zu
beriicksichtigen. Diese Form der zufilligen Stichprobenentnahme nennt man Ziehen mit
Zuriicklegen.

Eine reine Zufallsauswahl der beschriebenen Art ist in vielen praktisch wichtigen Fallen
nicht durchfithrbar oder auch nicht adédquat. Man betrachte etwa das folgende Beispiel.

Bsp 1.2 Angenommen, ein Industriebetrieb bezieht bestimmte Komponenten von drei ver-
schiedenen Zulieferfirmen, die sich hinsichtlich der Qualitit ihrer Produktion unterschei-
den. Konkret beziehe der Betrieb N; = 2000 Komponenten von Firma 1, Ny = 1000 von
Firma 2, und N3 = 3000 von Firma 3, insgesamt also N = 6000 Stiick. Wenn nun der
Betrieb eine Qualitétspriifung durchfithren méchte und dafiir einen Stichprobenumfang
von n = 300 festlegt, so liegt es nahe, eine proportionale Schichtung vorzunehmen, d. h.,
aus den Komponenten von Firma 1 (2, 3) eine Stichprobe der Gréfe ny; = 100 (ng = 50,
ns = 150) zu ziehen. Eine Ziehung dieser Art nennt man eine geschichtete Stichproben-
ziehung. |

1.3 Merkmale

Im néchsten Schritt werden an den ausgewéhlten Einheiten (der Stichprobe) die inter-
essierenden Grofen erhoben, Merkmale oder Variablen genannt. Die Werte, die von
einem Merkmal angenommen werden kénnen (d.h. die moglichen Auspréagungen) nennt
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man die Merkmalsauspriagungen. Die Menge dieser Auspriagungen wird tiblicherweise
mit M bezeichnet.

Ein Merkmal ist eine Abbildung: Mathematisch ausgedriickt ist ein Merkmal eine Abbil-
dung (Funktion) X : G — M, die jeder statistischen Einheit g € G’ (Grundgesamtheit)
eine Auspragung X (g) € M zuordnet. Dabei kann es sich auch um Auspriagungsvektoren

handeln. Misst man beispielsweise an Personen die Korpergrofe und das Korpergewicht,
so gilt X (Person) = (h,w) € (RT)2.

Bsp 1.3 Merkmalsausprigungen kénnen von ganz unterschiedlicher Art sein. Beispielswei-
se hat das Merkmal ,Geschlecht” nur zwei Ausprigungen (die allein der Unterscheidung
dienen); das Merkmal ,Mitarbeiterzahl* (eines Unternehmens) ist eine Zahlvariable mit
(potenziell) unbeschriankt vielen Ausprdgungen. Die Funktionsdauer einer Batterie (in
Betriebsstunden) hingegen ist ein auf ein Intervall beschrianktes metrisches Merkmal. W

Studiendesigns: Es gibt eine Reihe von — nicht streng voneinander trennbaren — Formen
der Datengewinnung, u. a. die folgenden:

Querschnittsstudien: Bei Querschnittsstudien werden zu einem festen Zeitpunkt die
interessierenden Merkmale an den statistischen Einheiten erhoben. Dies fiihrt zu
,Momentaufnahmen®. Ein Beispiel sind die alle drei Jahre durchgefiihrten PISA
(Programme for International Student Assessment)—-Studien der OECD zur Erfas-
sung der Kenntnisse und Fahigkeiten von 15—jéhrigen Schiiler /innen.

Longitudinalstudien: Bei Longitudinalstudien werden an einer unverandert bleibenden
Gruppe (Panel) von statistischen Einheiten Merkmale zu mehreren Zeitpunkten er-
hoben. Dadurch sollen zeitliche Entwicklungen erkennbar werden. Ein Beispiel ist
das SOEP (Sozio-oekonomisches Panel) des DIW (Deutsches Wirtschaftforschungs-
institut), eine jéhrlich wiederholte Befragung ausgewéhlter privater Haushalte be-
ziiglich Einkommen, Gesundheit, etc., mit teilweiser Anwendung auch auf Gsterrei-
chische Verhéltnisse.

Zeitreihen: Man spricht allgemein von Zeitreihen, wenn die interessierenden Merkma-
le an einer einzelnen statistischen Einheit zu verschiedenen Zeitpunkten erhoben
werden. Beispiele sind etwa Wetterbeobachtungen oder 6konomische Daten.

Bsp 1.4 Als Beispiel fiir eine Zeitreihe betrachten wir die Jahreshéchsttemperaturen in
Wien (Messstelle: Hohe Warte) fiir die Jahre 1951-2012. Uberlagert wird der Plot (Abb
1.1) von einem gleitenden Durchschnitt der Spannweite w = 10. Ist x; die Beobachtung
zum Zeitpunkt ¢, so berechnet man jeweils den folgenden Durchschnittswert:

= I s W e i RS |
.=

w

Gleitende Durchschnitte dienen als Filter, um moglicherweise vorhandene Trends klarer
zu erkennen. (Bem: Die statistische Analyse von Zeitreihen erfordert spezielle Methoden,
die iiber den Rahmen dieser VO hinausgehen.) |
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Abbildung 1.1: Jahreshdchsttemperaturen in Wien/Hohe Warte von 1951 bis 2012
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1.4 Messniveau

Auch wenn Merkmalsauspriagungen meist durch Zahlen représentiert werden, heifst das
nicht automatisch, dass auch alle Rechenoperationen (oder Vergleiche) mit diesen Zahlen
durchgefiihrt werden kénnen bzw. sinnvoll sind. Der Umfang der zuléssigen Operationen
(oder der zur Verfiigung stehenden Methoden der statistischen Analyse) ist abhéngig vom
Messniveau des Merkmals. Man kann zwischen qualitativen und quantitativen oder
zwischen diskreten und stetigen Merkmalen unterscheiden. Genauer unterscheidet man
zwischen den folgenden Messskalen:

Nominalskalen: Hierbei handelt es sich um eine reine Klassifikation, dariiberhinaus be-
stehen keine weiteren Relationen zwischen den Elementen der Grundgesamtheit.
Zahlenmafige Ausprdgungen eines solchen Merkmals sind nur eine zweckmaéfige
Codierung.

Bsp: Geschlecht, Familienstand, Religionsbekenntnis, ...
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Ordinalskalen: Kennzeichnend fiir Rangmerkmale ist eine lineare Ordnungsbeziehung,

dariiberhinaus sind keine weiteren Beziehungen vorhanden. Zahlenméfige Auspra-
gungen eines solchen Merkmals spiegeln diese Ordnung wider.

Bsp: Priifungsnoten, Giiteklassen von Obst, Windstérke (z. B. Beaufort—Skala von
0 bis 12), ...

Bem: Héufig wird ein an sich metrisch skaliertes Merkmal auf ein Rangmerkmal
reduziert (ein Beispiel ist die vorhin erwéhnte Beaufort—Skala).

Intervallskalen: Die Auspriagungen sind reelle Zahlen (oder Vektoren), wobei der Null-

punkt — sofern vorhanden — keine absolut festgelegte Bedeutung hat (sondern nur
zur Definition der Skala dient). Differenzen haben eine sinnvolle Interpretation, Aus-
sagen wie ,,doppelt so warm®, ,halb so spat®, ... hingegen nicht.

Bsp: Zeiteinteilung (0 bis 24 Uhr), Temperatur in Grad Celsius oder Grad Fahrenheit
(F = %C+32),

Verhaltnisskalen: Hierbei handelt es sich um Intervallskalen mit ausgepragtem und

interpretierbarem Nullpunkt. Aussagen wie ,doppelt so hoch®, jhalb so schnell®, ...
sind sinnvoll.

Bsp: Korpergrofse, Geschwindigkeit, Temperatur in Kelvin, Haufigkeiten, ...

Bemerkungen:

(a)

(d)

(¢)

Manchmal wird eine nominalskalierte Variable durch entsprechende Codierung auf
Ordinalniveau ,,gehoben®, beispielsweise bei einer Befragung nach der Schulbildung
(1 = Volksschule, 2 = Berufsschule, 3 = Matura, ...). Bei dieser Vorgangsweise
ist allerdings Vorsicht geboten, damit nicht etwa versteckte (eigene) Wertungen in
die Erhebung einflieflen. Sie ist letztlich nur dort angebracht, wo es sich tatséchlich
bereits um ein ordinales Merkmal handelt.

Diskrete Merkmale werden oft als stetige Merkmale behandelt, wenn die Schrittweite
in Bezug auf die beobachtete Grofse klein ist.

Bsp: Umsétze eines Betriebes, Schaltvorgédnge bis zum Ausfall eines Schalters; ...

Jede praktische Messung eines stetigen Merkmals ist — bedingt durch die beschréankte
Messgenauigkeit — tatsdachlich diskret; betragt die Messgenauigkeit etwa 0.001 mm,
ist jede Messung ein Vielfaches von 0.001 mm. Anders ausgedriickt: Ein Messwert
x entspricht tatsichlich dem Intervall (x — 0.0005, z + 0.0005) — die Zuordnung der
Randpunkte erfolgt entsprechend der Rundungsregel. Allerdings ist die Vorstellung,
dass (bei unendlicher Messgenauigkeit) jeder Punkt eines Intervalls prinzipiell als
Auspragung in Frage kommen konnte, fiir die statistische Modellbildung wichtig.

Als Folge der durch den Nullpunkt gegebenen (linksseitigen) Beschrinkung der
Messwerte, weisen verhéaltnisskalierte Merkmale haufig eine schiefe Verteilung auf.

Intervall- und Verhéltnisskalen werden auch als metrische oder kardinale Skalen,
Nominal- und Ordinalskalen auch als topologische Skalen bezeichnet.
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1.5 Datenmatrix

Ausgangspunkt fiir eine tabellarische und/oder grafische Aufbereitung von Datensétzen
sind zunéchst die Rohdaten (oder Urdaten, Primérdaten). Die erhobenen Auspréigun-
gen werden in einer Datenmatrix (oder einem Datenframe) dargestellt. Die Spalten
einer Datenmatrix entsprechen den Variablen (Merkmalen), die Zeilen den Untersuchungs-
einheiten.

Bsp 1.5 Der folgende R-Output zeigt einen Ausschnitt aus einem umfangreichen Daten-
satz (body.txt), bestehend aus einer Reihe von anthropometrischen Messwerten.? Hier
werden nur 6 der insgesamt 25 Variablen betrachtet: Biacromial diameter (cm), Waist
girth (cm), Age (years), Weight (kg), Height (cm), Gender (1/0 = male/female).

Biacromial Waist Age Weight Height Gender

1 42.9 71.5 21 65.6 174.0 1

2 43.7 79.0 23 71.8 175.3 1

3 40.1 83.2 28 80.7 193.5 1

4 44.3 77.8 23 72.6 186.5 1

5 42.5 80.0 22 78.8 187.2 1
505 34.7 57.9 33 48.6 160.7 0
506 38.6 72.2 33 66.4 174.0 0
507 36.6 80.4 38 67.3 163.8 0

In der i-ten Zeile der Datenmatrix stehen die p (hier ist p = 6) an der i-ten statistischen
Einheit beobachteten Auspragungen. In der j—ten Spalte stehen die n (hier ist n = 507)
beobachteten Werte des j-ten Merkmals; n ist der Stichprobenumfang und p die Dimension
der Daten.

Abgesehen vom nominellen Merkmal Gender sind hier alle Variablen metrisch skalierte
Merkmale auf einer Verhéltnisskala. (Bem: Man beachte auch, dass es hier keine feh-
lenden Beobachtungen gibt, bei umfangreichen Datensétzen sonst eher die Regel als die
Ausnahme.) [

Univariate/Multivariate Daten: Fiir p = 1 spricht man von univariaten Daten, ansons-
ten von multivariaten Daten. Die n beobachteten Ausprigungen zq,xs,...,xz, eines
univariaten Merkmals werden hiufig in einem n-dimensionalen Datenvektor?® x zusam-
mengefasst:

2G. HEiNz, L. J. PETERSON, R. W. JounsoN, aND C. J. KErk: Exploring Relationships in Body
Dimeunsions, Journal of Statistics Education, Vol. 11/2, 2003.
3Vektoren werden meist — so wie hier — als Spalten betrachtet, gelegentlich aber auch als Zeilen.
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X = (21, %,...,2,) €R"

Grafische Darstellung univariater Daten: In den folgenden Abschnitten diskutieren wir die
tabellarische und insbesondere grafische Aufbereitung univariater Datensétze. Die Dar-
stellungsmoglichkeiten richten sich dabei nach dem Messniveau; zweckméafigerweise un-
terscheidet man zwischen diskreten und stetigen Merkmalen.

1.6 Diskrete univariate Merkmale

Die Darstellung von diskreten (d.h. in erster Linie von nominalen und ordinalen) Daten
erfolgt durch Bestimmung von Héufigkeiten und einer geeigneten Visualisierung. Gerade
beziiglich des letzteren Punktes trifft man (speziell in den Medien) auf eine Fiille von
Umsetzungen, die allerdings manchmal mit einer gewissen Skepsis zu betrachten sind.

1.6.1 Haufigkeiten

Ein diskretes Merkmal, das die Werte x; < x5 < --- annehmen kann, werde insgesamt
n Mal beobachtet. Die absolute Haufigkeit mit der x; beobachtet wird, werde mit n;
bezeichnet. Der grofste beobachtete Merkmalswert sei xy; dann gilt Zle n; = n. Die
relativen Haufigkeiten seien mit f; = n;/n bezeichnet; fiir sie gilt Ele fi=1

Nimmt das Merkmal die Werte 0,1,2,... an, handelt es sich um eine Zahlung. Dabei
ist zu beachten, dass die n Beobachtungen an Zéhlabschnitten (z. B. Zeit—, Langen—, Fla-
chenabschnitten oder Volumen—, Gewichtseinheiten) gleicher Gréfse durchgefiihrt werden.

Bei ordinalem Skalenniveau sollten die Kategorien in der tabellarischen/grafischen Dar-
stellung entsprechend angeordnet werden. Bei nominellen Merkmalen wéhlt man aus
Griinden der Ubersichtlichkeit meist eine Darstellung nach Haufigkeiten.

Bsp 1.6 Der Datensatz beginner.txt umfasst die Zahlen der Studienanfinger/innen an
der TU-Wien fiir die Semester W2010, S2011, ..., W2013, aufgeschliisselt nach Studien-
richtung. In diesem Fall handelt es sich um ein nominelles Merkmal (Studienrichtung),
dessen Auspridgungen (nach dem Anfangsbuchstaben) durch die Zahlen 1, 2, ..., 24 re-
prasentiert werden.

Im Weiteren betrachten wir nur die Wintersemester und zunéchst nur das WS 2013. (Bem:
Studienrichtungen mit weniger als 10 Neuinskriptionen bleiben unberiicksichtigt, ebenso
die Kategorie ,,unbekannt mit 177 Horer /innen.) Gereiht nach der Zahl der Neuinskrip-
tionen ergibt sich die folgende Haufigkeitsverteilung;:
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Studienrichtung Absolut Relativ Kumuliert

1 Architektur 1014 21.30 21.30

Informatik 690 14.50 35.80
2 Bauingenieurwesen 404 8.49 44 .29
13 Maschinenbau 370 T.77 52.06
24 Wirtschaftsingenieurwesen 366 7.69 59.75
19 Technische Physik 356 7.48 67.23
18 Technische Mathematik 342 7.18 74.41
7 Elektrotechnik u Informationstechnik 304 6.39 80.80
17 Technische Chemie 279 5.86 86.66
16 Raumplanung u Raumordnung 230 4.83 91.49
20 Verfahrenstechnik 140 2.94 94.43
23 Wirtschaftsinformatik 125 2.63 97.06
22 Vermessungswesen 62 1.30 98.36
4 Biomedical Engineering 49 1.03 99.39
11 Lehramt 19 0.40 99.79
14 Materialwissenschaften 10 0.21 100.00

Bereits aus dieser Aufstellung lassen sich einige Einsichten gewinnen (beispielsweise, dass
etwas mehr als die Hélfte der Neuinskriptionen auf nur vier Studienrichtungen entfallen),
dennoch sind grafische Darstellungen meist aussagekréftiger. [ |

1.6.2 Kreisdiagramm

Bei einem Kreisdiagramm (auch Kuchen— oder Tortendiagramm genannt) wird bei
einem Kreis der Gesamtwinkel von 360° (bzw. 27 [rad]) entsprechend den absoluten oder
relativen Haufigkeiten aufgeteilt. Zur relativen Haufigkeit f; gehort also der Winkel ¢; =
fi - 360° (bzw. 27 f; [rad]).

Abb 1.2 zeigt das Kreisdiagramm fiir die Daten von Bsp 1.6 fiir das WS 2013. Die grofen
,Brocken* Architektur und (in geringerem Ausmafs) Informatik sind augenfillig, hingegen
ist eine Unterscheidung zwischen beispielsweise Maschinenbau und Technischer Mathe-
matik nicht so einfach.

Bem: Auch wenn Kreisdiagramme beliebte Darstellungsmittel sind, sollte man Balkendia-
gramme (s. unten) bevorzugen. Nicht zuletzt auch deshalb, weil Kreisdiagramme durch
entsprechende Farbgebung, oder gar durch Herausziehen einzelner Kreissegmente, etc.
leicht eine manipulative Wirkung ausiiben kénnen. Ein Balkendiagramm hat {iberdies den
Vorteil, dass speziell kleine Unterschiede in den relativen Haufigkeiten leichter erkennbar

sind (vgl. Abb 1.3).
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Abbildung 1.2: Neuinskriptionen an der TU-Wien im W2013 (Kreisdiagramm)
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1.6.3 Balkendiagramm

Das Balkendiagramm (auch Stabdiagramm oder Barplot) ist eine grafische Dar-
stellung der absoluten (oder relativen) H&ufigkeiten mit senkrechten (manchmal auch
waagrechten) Balken (oder Stdben) der Lange n; (oder f;) iiber den Merkmalswerten x;.

Beim Vergleich mehrerer Haufigkeitsverteilungen konnen fiir eine kompaktere Darstellung
die Balken auch iibereinander gestapelt gezeichnet werden.

Als Beispiel fiir einen Barplot betrachten wir wieder die Neuinskriptionen im WS 2013
(Abb 1.3), sowie einen Vergleich der Neuinskriptionen fiir W2010 bis W2013 (Abb 1.4).
Fiir letzteren Vergleich werden die Balken {ibereinander gestapelt gezeichnet.

1.6.4 Mosaikplot

Der Mosaikplot dient zur Visualisierung von Datensdtzen mit zwei oder mehreren qua-
litativen Merkmalen (und ist somit eigentlich eine multivariate Methode). Er gibt einen
Uberblick iiber die Daten und erméglicht gleichzeitig das Erkennen von Zusammenhéngen
zwischen den verschiedenen Merkmalen. Bei zu vielen gleichzeitig betrachteten Merkmalen
wirkt der Mosaikplot allerdings schnell uniibersichtlich.*

4Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Mosaikplot fiir weitere Details und Beispiele.
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Abbildung 1.3: Neuinskriptionen an der TU-Wien im W2013 (Barplot)
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Die Abb 1.5 zeigt den Mosaikplot der Neuinskriptionen fiir W2010 bis W2013. (Vgl. fiir die
Codierung der Studienrichtungen Abb 1.3 oder den in Bsp 1.6 angegebenen R-Output.)

1.6.5 Pareto-Diagramm

Das Pareto—Diagramm ist eine Variante des Balkendiagramms, die vornehmlich im
Qualitdtsmanagement (aber auch in anderen Bereichen) als Entscheidungshilfe Verwen-
dung findet. Gibt es z. B. mehrere Probleme mit einem (neuen) Produkt, wird man zweck-
mépigerweise versuchen, zuerst die hdufigsten (und/oder kostspieligsten) Defekte zu eli-
minieren.

Bem: Benannt nach dem ital.-franz. Okonomen und Soziologen VILFREDO F.D. PARETO
(1848-1923), der erkannte, dass (bezogen auf Mérkte) 80% des Geschehens auf 20% der
Beteiligten entfillt. Dieses Pareto—Prinzip wird daher auch 80/20-Regel genannt. Im
Qualitdtsmanagement lasst sich dieses Prinzip wie folgt formulieren: 80% of a problem is
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Abbildung 1.4: Neuinskriptionen an der TU-Wien fiir W2010 bis W2013 (Barplot)
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caused by 20% of the causes, oder: The rule of the vital few and the trivial (or useful) many.
Das Pareto-Diagramm gehort zu den sogenannten ,,Sieben Werkzeugen® zur Verbesserung
der Qualitdt (KAORU ISHIKAWA (1915-1989), japan. Qualitétspionier).

Bsp 1.7 Angenommen, bei 97 elektronischen Einheiten traten die in der 1. Spalte des
folgenden R-Outputs angegebenen Defekte auf. Die Haufigkeiten stehen absteigend in der
2. Spalte. (Bem: Man beachte, dass bei einigen Einheiten mehrere Defekte auftraten, und
daher die Summe der Haufigkeiten nicht gleich 97 ist.)

Die Abb 1.6 zeigt das zugehorige Pareto-Diagramm. Uber den Balken wird das Sum-
menpolygon gezeichnet, d. i. eine grafische Darstellung der in der 4. Spalte angegebenen
kumulierten (relativen) Haufigkeiten.
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Abbildung 1.5: Neuinskriptionen an der TU-Wien fiir W2010 bis W2013 (Mosaikplot)
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Pareto chart analysis for defect
Frequency Cum.Freq. Percentage Cum.Percent.

Insulating varnish 54 54 39.71 39.7
Loose leads 39 93 28.68 68.4
Solder joint A 20 113 14.71 83.1
Solder joint B 9 122 6.62 89.7
Resistor 1 7 129 5.15 94.9
Resistor 2 5 134 3.68 98.5
Capacitor 2 136 1.47 100.0

Eine UE-Aufgabe beschiftigt sich mit der Anwendung des Pareto—Diagramms auf die
schon mehrfach betrachteten Inskriptionszahlen.
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Abbildung 1.6: Pareto-Diagramm (Bsp 1.7)
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1.7 Stetige univariate Merkmale

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Darstellungsmoglichkeiten fiir Beobach-
tungen von stetigen Merkmalen. Da das Messniveau nun hoher ist, hat man auch mehr
Moglichkeiten als bei qualitativen Merkmalen.

1.7.1 Ordnungsstatistiken

Ein natiirlicher erster Schritt in der Aufbereitung von metrischen (oder ordinalen) Merk-
malen ist ihre Sortierung nach der Grofe. Werden die n Beobachtungswerte eines Merk-
mals, die in der Reihenfolge ihrer Beobachtung, z1, x», ..., x,, als Urliste vorliegen, nach
aufsteigender Grofse geordnet, entsteht die Rangfolge:

Ty ST S S T

Die z(; nennt man die Ordnungsstatistiken. Sind alle Werte verschieden, bezeichnet
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man die Nummer ¢ in der obigen Anordnung als Rangzahl. Vielfach (z. B. als Folge einer
nur beschrankten Messgenauigkeit) sind mehrere Beobachtungen identisch. Gilt:

T(i-1) < TE) = T(it1) = * = L(ite) < Llitet)
spricht man von einer Bindung vom Ausmaf ¢ + 1 und teilt allen Werten von xz(; bis
T(i4¢) die mittlere Rangzahl i 4 ¢/2 zu.

Bsp 1.8 Angenommen, die Urliste des Umfangs n = 10 ist gegeben wie folgt:

0.15 —-084 —-083 015 —-050 —-162 —-0.52 049 0.08 —0.66

Es gibt eine Bindung vom Ausmaf 2 (bei 0.15); die Rangzahlen lauten daher:

85 2 3 85 6 1 5 10 7 4
|

Rangtransformation: Wird jede Beobachtung durch ihre Rangzahl (unter Verwendung der
obigen Regel bei Bindungen) ersetzt, spricht man von der Rangtransformation. Da-
durch verzichtet man auf einen Teil der in den urspriinglichen Daten enthalteten (metri-
schen) Information und verwendet fiir weitere Berechnungen nur mehr die relative Position
jeder Beobachtung innerhalb des Datensatzes.

Nichtparametrische Statistik: Ordnungsstatistiken (und die Rangtransformation) spielen
generell eine grofse Rolle in der Statistik, insbesondere aber in der sogenannten nicht-
parametrischen Statistik. Bei diesem Zweig der Statistik versucht man mit nur ganz
wenigen Voraussetzungen hinsichtlich des zugrunde liegenden statistischen Modells aus-
zukommen.

1.7.2 Empirische Verteilungsfunktion

Eine Funktion von grundlegender Bedeutung in der Statistik ist die empirische Vertei-
lungsfunktion, definiert fiir x € R durch:

(0 fiir o <zq)

ﬁn(x): % fiir SU(Z‘)S.T<SU(Z‘+1), i:1727"'7n_1

(1 fir oz <=
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Aquivalente Definition:

n

S|

Dabei bezeichnet I4(x) die Indikatorfunktion der Menge A (A C R):

1 firzec A
Ia(7) =

0 sonst

ﬁn(x) ist also eine Treppenfunktion mit Spriingen an den Stellen x(;) der Héhe 1/n
(oder der Héhe c/n, falls es bei z(;) eine Bindung vom Ausmaf ¢ gibt).

Bem: Bei der grafischen Darstellung von ﬁn zeichnet man aus optischen Griinden meist
die Stufen aus (vgl. Abb 1.7), giiltig sind aber bei Spriingen jeweils nur die oberen Punkte.

Bsp 1.9 Als Beispiel fiir eine empirische Verteilungsfunktion betrachten wir aus dem Da-
tensatz body.txt (vgl. Bsp 1.5) die Variable Biacromial (= Schulterbreite), fiir beide
Geschlechter zusammen und getrennt nach Geschlecht, dargestellt in einem Plot (Abb
1.7). Als Folge der beschriankten Messgenauigkeit gibt es hier zahlreiche Bindungen. W

1.7.3 Stem-and-Leaf-Plot

Eine einfache — bei kleineren Datensétzen auch von Hand durchfiihrbare — typografi-
sche Darstellung der Daten ist der Stem-and-Leaf-Plot (Stamm-und-Blatt—Darstel-
lung). Dabei werden die Werte direkt der Grofe nach wiedergegeben, wobei die vorderen
Dezimalstellen den Stamm und die hinteren die Bldtter bilden. (Vorher werden die Da-
ten auf eine entsprechende Stellenzahl abgeschnitten, nicht gerundet.) Verschieden feine
Auflésungen (iiblich sind 1-, 2— und 5-fache) sind moglich, ihre Sinnhaftigkeit ist aber
situationsabhéngig.

Bsp 1.10 Die Abb 1.8 zeigt den Stem-and-Leaf-Plot fiir die Variable Biacromial (fiir Gender
= 1). In der mittleren Spalte stehen die Stdmme, rechts davon die zugehorigen Blétter.
Damit der Plot nach rechts hin nicht zu ausladend wird, nehmen wir eine 2-fache Aufl6-
sung. Beispielsweise reprasentiert der Eintrag 36123 die Werte 36.2 und 36.3.

In der ersten — von Hand ergénzten — Spalte stehen die kumulierten Anzahlen der Blétter,
von den beiden Enden her betrachtet. Die Bezeichnung (28) bedeutet, dass dieser Stamm
28 Blatter hat. Auf diese Weise lésst sich der Median (s. unten) leichter bestimmen (hier
gilt Median — x(124) = 41.2). [ |
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Abbildung 1.7: Empirische Verteilungsfunktion fiir die Schulterbreite (Biacromial)
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1.7.4 Klassierung

Bei groferen Stichprobenumfingen (ab etwa 30) ist eine Klassenbildung sinnvoll. Letz-
tere ist naturgeméfs nicht eindeutig festgelegt. Hinsichtlich der Anzahl und Breite der
Klassen (oder Bins) haben sich verschiedene Regeln herausgebildet, wobei aber keine in
jeder Situation allen anderen iiberlegen ist. In jedem Fall ist aber darauf zu achten, dass
der gesamte Wertebereich (ohne Liicken) iiberdeckt wird und jede Beobachtung eindeutig
einer Klasse zugeordnet werden kann. Ublicherweise nimmt man links offene und rechts
abgeschlossene Klassen, also Klassen der Form (a, b]. Beispielsweise kann man sich an die
folgenden Regeln halten:

(1) Bestimme zunéchst den kleinsten x(;) und gréften Wert () der Stichprobe, sowie
die Spannweite R = z(,) — x(y).

(2) In der Praxis sind alle Beobachtungen gerundete (oder abgeschnittene) Zahlen. Ist
der kleinste Wert beispielsweise 69.6, so steht er fiir einen Messwert zwischen 69.55
und 69.65. Als unteren Rand der ersten Klasse kann man daher 69.55 nehmen.
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Abbildung 1.8: Stem-and-Leaf-Plot fiir die Schulterbreite (Biacromial)
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(3) Falls die Verteilung nicht sehr schief ist, sind Klassierungen mit dquidistanten
Klassenbreiten w (gerundet auf die gleiche Genauigkeit wie die Messwerte) zu be-
vorzugen. Eine grobe Regel besagt:

falls 30 < n <400

falls n > 400

g5 %

Eine andere gingige Regel (Sturges’ Rule) besagt: Nimm a Klassen, wobei 247! <
n < 2% D.h., nimm etwa log,(n) (Logarithmus zur Basis 2) Klassen gleicher Breite.

Bem: Man beachte, dass der Stem-and-Leaf-Plot quasi eine auf den Daten selbst basie-
rende Klassierung der Daten vornimmt.
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Bsp 1.11 Standardméfig verwendet R die Sturges—Regel. Fiir die Variable Biacromial (fiir
Gender = 1) mit n = 247 Beobachtungen, ergibt sich die folgende Klasseneinteilung:

(34,36] (36,38] (38,40] (40,42] (42,44] (44,46] (46,48]
3 15 44 98 68 17 2  <<-- abs. Haufigk.

Nach der Sturges—Regel (27 = 128 < 247 < 28 = 256) sind etwa acht Klassen zu nehmen,
tatsachlich sind es nur sieben. Hinsichtlich der Klassenbegrenzungen hélt sich R nicht an
die oben fomulierte Regel, sondern versucht moglichst einfache und ,glatte” Zahlen zu

finden. [ |

1.7.5 Histogramm

Ein Histogramm ist eine grafische Darstellung einer (relativen) Haufigkeitsverteilung,
basierend auf einer vorherigen Klassierung der Daten. Dabei sollte man sich — zwingend
wenn man eine nicht aquidistante Klassierung verwendet oder wenn man mehrere Hau-
figkeitsverteilungen miteinander vergleichen méchte — an das folgende Prinzip halten:

Prinzip der Flachentreue: Zeichne iiber den k Klassen Rechtecke mit den Hohen:

hi:£7 /{?:1,2,...,71
%

Dabei bezeichnet f; die relative Haufigkeit und w; die Breite der i—ten Klasse. Das so
gezeichnete Histogramm nennt man ein flichentreues Histogramm (oder ein Dichtehi-
stogramm), da unabhéingig von der Klasseneinteilung die Summe der Rechtecksflachen
genau Eins betragt:

k k
Flache des Histogramms = Z hyw; = Z fi=1
i=1 i=1

Bem: Klasseneinteilungen sind nicht eindeutig bestimmt, daher kann auch das Erschei-
nungsbild eines Histogramms, abhingig von der verwendeten Klasseneinteilung, u. U. be-
trachtlich variieren. M. a. W., Histogramme sind nicht ,robust® beziiglich der Klassenein-
teilung. Dem tragt man meist dadurch Rechnung, dass man die Klasseneinteilung variiert
(Zahl der Klassen, Klassenbreite, Anfangspunkt der Klasseneinteilung) und jenes bevor-
zugt, das die wenigsten unechten ,,Taler und ,Gipfel“ aufweist, aber dennoch die Struktur
des Datensatzes gut erkennen lésst. Das ist natiirlich eine subjektive Entscheidung, bei
der man aber auch sonstige Informationen iiber den Datensatz beriicksichten sollte.
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Abbildung 1.9: Histogramm fiir die Schulterbreite (Biacromial)
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Bsp 1.12 Als Beispiel fiir ein (Dichte-) Histogramm betrachten wir wieder die Schulter-
breite fiir Gender = 1. Wir nehmen eine dquidistante Klasseneinteilung mit links abge-
schlossenen und rechts offenen Intervallen wie folgt:

Klassen: [29.5,30.5), [30.5,31.5), ..., [47.5,48.5)

(Bem: Die Klasseneinteilung ist so ausgelegt, dass sie auch fiir Gender = 0 verwendet
werden kann und so einen direkten Vergleich der beiden Geschlechter hinsichtlich dieses
Merkmals gestattet.) Die Gesamtflache der grauen Rechtecke in Abb 1.9 ist Eins. Bezeich-

net f(x) die Funktion, die jedem 2 € R die Hohe des entsprechenden Rechtecks zuordnet,
so gilt:

o0

/ f(x) dr =1
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f(z) ist also eine Dichte (vgl. 3.2.2); das erklirt die Bezeichnung Dichtehistogramm
fiir ein flachentreues Histogramm. Letzteres ldasst sich somit wie folgt interpretieren: Die
Rechtecksflache représentiert die relative (Klassen—) Héaufigkeit und die Rechteckshohe
reprasentiert die Dichte der Daten.

Ein Vergleich des Histogramms mit Abb 1.8 zeigt, dass der Stem-and-Leaf-Plot quasi ein
auf die Seite gelegtes Histogramm ist. [ |

1.7.6  Kernschitzung

Die einem Histogramm zugrunde liegende Klasseneinteilung besteht gewissermafien aus
,Fenstern“, durch die man auf die Daten blickt. Nur diejenigen x;, die im jeweiligen Fenster
sichtbar sind, liefern einen Beitrag zur ,,Dichte".

Diese Vorstellung lasst sich dahingehend verallgemeinern, dass man als Fenster nicht eine
feste Klasseneinteilung nimmt, sondern jedem z; quasi ein eigenes Fenster zuordnet. Dies
fiihrt zum Konzept der Kerndichteschéatzung.

Dabei versteht man unter einer Kernfunktion (oder kurz Kern) eine (meist) symme-
trische Funktion um Null, deren Flidche Eins ist. Hiufig verwendete Kerne (vgl. Abb 1.10
fiir eine vergleichende grafische Darstellung):

1
Rechteckskern: K (z) = 3 Iy qy(2)

Dreieckskern:  K(z) = (1 — |z|) Ij_11)(2)

1 2
Normalkern: K(z) = ——e /2 z€R

Epanechnikov—Kern: K (z) = = (1 — 2%) I|_1 y(z)

Die Kerndichteschatzung ist definiert durch:

~ 1 <& —
f(x):E;K(Uhx), zeR

Dabei ist h > 0 die sogenannte Bandbreite.i Die Kernschatzung ,erbt* die Eigenschaften
der Kernfunktion K. Insbesondere gilt, dass f(z) eine stetige und auch hinlénglich , glatte*
Funktion ist. Im Gegensatz dazu sind Histogramme ,stufige“ Funktionen. (Letzteres ist

aber fiir stetige Merkmale meist nicht erwiinscht.)

Sengl. bandwidth
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Abbildung 1.10: Gebrauchliche Kernfunktionen
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Zur Wahl der Bandbreite: Die Bandbreite h bestimmt die ,Glattheit der Kernschatzung:
Je grofser h, umso ,trager reagiert die Schatzung auf die einzelnen Beobachtungen. Wie
sich zeigt, ist die Wahl der Bandbreite kritischer als die Wahl der Kernfunktion. Hier
besteht ein &hnliches Dilemma wie beim Histogramm mit seiner Empfindlichkeit gegen-
iiber der Klasseneinteilung. Auch hier gibt es eine Reihe von Faustregeln zur Wahl der
Bandbreite; als pragmatische Losung empfiehlt sich das Ausprobieren mehrerer h—Werte.
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Abbildung 1.11: Prinzip der Kerndichteschatzung
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Bsp 1.13 Die Abb 1.11 zeigt anhand eines einfachen Beispiels, wie die Kerndichteschétzung
durch Uberlagerung (= Summierung) aus den den einzelnen Beobachtungen — entsprechen
den strichlierten vertikalen Linien — zugeordneten Kernfunktionen aufgebaut wird. Als
Kernfunktion nehmen wir den Normalkern mit einer Bandbreite von h = 1. Man beachte,
dass in diesem Fall — auf Basis von nur sechs Beobachtungen — die Konstruktion eines
Histogramms nicht moglich wére. |

Bsp 1.14 Wir betrachten wieder die Schulterbreite fiir Gender = 1 und iiberlagern das
bereits in Abb 1.9 dargestellte Histogramm mit einer Kerndichteschitzung (Abb 1.12).
Die R-Funktion density() nimmt standardméfkig den Normalkern und eine fiir normal-
verteilte Beobachtungen optimierte Regel fiir die Wahl der Bandbreite (Silverman’s Rule).
Im vorliegenden Fall folgen die Daten ndherungsweise einer fiir die Normalverteilung typi-
schen ,Glockenkurve”, sodass diese Regel anwendbar ist. Hier ergibt sich eine Bandbreite
von h =~ 0.53. |
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Abbildung 1.12: Kerndichteschitzung und Histogramm fiir die Schulterbreite (Biacromial)
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1.7.7 Quantile

Empirische (d. h. auf Daten basierende) Quantile werden in der Literatur nicht einheitlich
definiert. Grob gesprochen handelt es sich bei einem p—Quantil — wobei 0 < p <1 — um
einen Wert z,, der den Datensatz (etwa) im Verhéltnis p : (1 —p) teilt. Sind 21, x9, ..., 2,
die beobachteten Daten, so gilt:

Anzahl{a:i < :Up} N
- ~

p

Die verschiedenen Definitionen lassen sich danach einteilen, ob fiir x, nur beobachtete
Datenwerte zugelassen sind oder auch Werte dazwischen. In R werden insgesamt neun
verschiedene Definitionen (oder Typen) unterschieden. Wir behandeln im Folgenden die
Typen 1, 2, 4 und 7 etwas genauer.®

6Vgl. fiir eine ausfiihrliche Diskussion RoB J. HYNDMAN and YANAN FAN: Sample Quantiles in
Statistical Packages, The American Statistician, 50/4, 1996.
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Typ 1: Dieser Typ bezieht sich auf die empirische Verteilungsfunktion ﬁn (vgl. 1.7.2) und
ist wie folgt definiert:

Das so definierte x,, entspricht stets einem Wert aus dem Datensatz.

Bem: Diese Definition entspricht der verallgemeinerten Inversen der empirischen Vertei-
lungsfunktion; ,verallgemeinert deshalb, weil F,, als Treppenfunktion im strengen Sinn
nicht invertierbar ist.

Typ 2: Wie Typ 1, allerdings wird bei Unstetigkeiten gemittelt, d. h. auch Werte genau in
der Mitte zwischen zwei Datenpunkten sind méglich.

Typ 4: Alle Werte im Intervall [x(1), #(,)] sind zugelassen und man definiert:

1
Z(1) falls 0 <p < -
T, =
: ) 1+1
z() + (np — i) (Tar1) — 7)) falls - <p< — i=1,2,...,n—1

Dies entspricht einer linearen Interpolation der empirischen Verteilungsfunktion.

Typ 7: Ahnlich wie Typ 4, allerdings wird bei Typ 7 das Intervall [0, 1] in n — 1 Teilinter-
valle (Typ 4: n Teilintervalle) zerlegt (d.h., x() entspricht dann dem 0%- und z(,) dem
100%—Quantil). Das ist die von der R-Funktion quantile() standardméfig verwendete
Definition.

Einige Quantile sind von besonderer Bedeutung:

Median: Der Median ist das 50%-Quantil. Er wird meist mit Z bezeichnet und teilt den
Datensatz (etwa) in zwei gleich grofe Halften. Der Median wird (iiblicherweise) einheitlich
wie folgt definiert:

T (g 1) falls n=2k+1 (d.h. n ungerade)

T(k) + Tk+1)

5 falls n =2k (d.h. n gerade)

Quartile: Die Quartile teilen den Datensatz in (etwa) vier gleich grofe Stiicke: @)1 = x4 /4
(= 1. Quartil), Q2 = 12 (= 2. Quartil = Median), Q3 = w34 (= 3. Quartil). Zwischen
dem 1. und 3. Quartil liegen die mittleren 50% der Daten.
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Abbildung 1.13: Quantilbestimmung mit quantile()
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Bsp 1.15 In Abb 1.13 ist beispielhaft die Bestimmung von einigen Quantilen (5%, 25%,
50%, 75%) der hier betrachteten Typen fiir den Datensatz {3, 1, 7, 2, 4, 5, 4, 10, 6, 9}
dargestellt. Die Unterschiede sind gering und (meist) nur von untergeordneter Bedeu-
tung. Bei grofen Stichproben liefern die verschiedenen Definitionen nahezu identische

Ergebnisse.

Hinges:” Der untere Hinge ist der Median der ersten Hilfte der (geordneten) Daten, der
obere Hinge ist der Median der zweiten Hélfte. Bei ungerader Anzahl von Daten zdhlt
der Median zu beiden Héalften. Die Hinges entsprechen dem 1. und 3. Quartil, sind aber
einfacher und schneller zu bestimmen.

"hinge engl. — Tiirangel, Drehachse, Gelenk
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Bsp 1.16 Die im vorigen Beispiel betrachteten Daten lauten geordnet 1, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 7,
9, 10. Der Median ist x = 4.5 und die Hinges werden wie folgt bestimmt:

12344 567 9 10

J
'

med =3 med =7

Der untere Hinge ist also 3 und der obere Hinge ist 7. Die standardméfig von R berech-

neten Quartile (Typ 7) sind @7 = 3.25, Q2 = 4.50 (Median) und Q3 = 6.75. [ |

1.7.8 QQ-Plot

Der Quantilen-Quantilen—Plot (oder kurz QQ—Plot) ist eine Art Streudiagramm zum
grafischen Vergleich zweier Datensétze oder zum Vergleich eines Datensatzes mit einer Re-
ferenzverteilung. (Bem: Letztere Anwendung wird in 7.4.11 behandelt.) Ist im ersten Fall
die Grofe der beiden Datensétze identisch, so zeichnet man einfach die beiden geordneten
Stichproben gegeneinander:

Sind die Stichprobengrofen unterschiedlich, muss man die Datensétze einander anglei-
chen. Ublicherweise geht man dabei so vor, dass der grofere Datensatz reduziert wird. Man
behdlt Minimum und Maximum und wahlt gleichméfig aufgeteilte (empirische) Quantile
dazwischen.

Bsp 1.17 Hat beispielsweise der x—Datensatz 5 Werte, der y—Datensatz aber 20 Werte,
so zeichnet man die geordneten z—Werte gegen Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil
und Maximum der y—Werte. |

Liegen die Punkte annéhernd auf einer Geraden — beispielsweise auf einer ,robusten” Aus-
gleichsgeraden durch das 1. und 3. Quartil der Punkte — so haben die beiden Verteilungen
eine dhnliche Form (unterscheiden sich aber moglicherweise hinsichtlich Lage und/oder
Streuung). Je nach Anwendung kénnen aber auch andere Geraden sinnvoll sein, beispiels-
weise eine 45° Gerade durch den Nullpunkt (vgl. das folgende Beispiel). Liegen die Punkte
anndhernd auf dieser Geraden, besteht kein Unterschied zwischen den Verteilungen.

Bsp 1.18 Der QQ-Plot in Abb 1.14 vergleicht die Ozonwerte (maximale Einstundenmit-
telwerte) fiir Illmitz von Mai bis September fiir 2010 und 2011.% Zusétzlich wurde zum
einfacheren Vergleich die 45° Gerade eingezeichnet. Bis auf die hohen Ozonwerte waren
die Messwerte im betrachteten Zeitraum 2011 hoher als 2010. |

8Die Daten stammen vom UMWELTBUNDESAMT. Die Messstelle Illmitz (Burgenland/Seewinkel) ge-
hort — zusammen mit einigen anderen Messstellen — zu einem europaweiten Messnetz zur Erfassung des
grofsraumigem Luftschadstofftransports.
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Abbildung 1.14: QQ-Plot fiir die Ozonwerte (Messstelle llimitz)
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1.7.9 Boxplot

Der Boxplot (auch Box-and-Whisker—Plot) ist eine grafische Darstellung eines Da-
tensatzes auf Basis der Quartile. Auf diese Weise konnen auch mehrere Datensétze schnell
miteinander verglichen werden. Boxplots sind in der Literatur nicht eindeutig definiert.
Die tibliche Definition (JOHN W. TUKEY) lautet wie folgt:

Zeichne zunéchst die Box, d.h. ein Rechteck vom 1. zum 3. Quartil (oder vom unteren
zum oberen Hinge). Die Box umfasst also die mittleren 50% der Daten. Der Median (= 2.
Quartil) wird durch eine Linie hervorgehoben. Bestimme die Fences (= Einzédunungen):

Lower Fence: LF = Q;— 1.5(Q3 — Q1), Upper Fence: UF =Q3+h
— —

=:h

Nun zeichnet man die Whiskers (= Barthaare), d.h. Linien, die sich vom Rand der
Box bis zu den auftersten Datenpunkten, die noch innerhalb der Fences liegen, erstrecken.
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Abbildung 1.15: Boxplots fiir die Ozonwerte (Messstelle Ilimitz)
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Punkte die auferhalb davon liegen, werden extra gezeichnet. Sie gelten als (potenzielle)
,Ausreifser, d. h. als Punkte, die sich vom Gros der Daten absetzen.

Zusitzlich kann man noch Notches (= Einkerbungen) zeichnen. Das sind keilférmige
Bereiche, die einem 95%—Konfidenzintervall (vgl. 7.3) fiir den Median entsprechen.

Bem: Das obige Konzept lésst sich auf verschiedene Weise variieren. Haufig verzichtet man
etwa auf die Fences und zeichnet die Whiskers bis zum Maximum bzw. Minimum der
Daten. Da letztere Grofen aber naturgeméfs sehr empfindlich gegeniiber Ausreifern sind,
kann dadurch der optische Eindruck verfilscht werden. Eine Kombination von Boxplot
und Kerndichteschétzung ist der Violinplot (vgl. das folgende Beispiel).

Bsp 1.19 Vergleichende Boxplots der Ozonwerte fiir die Messstelle [llmitz von Mai bis
September fiir 2010, 2011 und 2012 sind in Abb 1.15 dargestellt. Man beachte die zahl-
reichen Ausreifer speziell fiir 2010. Zusétzlich sind auch die Notches eingezeichnet. Der
bereits vom QQ-Plot (Abb 1.14) gewonne Eindruck (fir 2010 und 2011) bestétigt sich.
Abb 1.16 zeigt vergleichende Violinplots. Durch die spiegelartige Darstellung bekommt
man einen guten Eindruck von der Verteilung der Ozonwerte. |
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Abbildung 1.16: Violinplots fiir die Ozonwerte (Messstelle Ilimitz)
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1.8 Kennzahlen

Neben den verschiedenen Maoglichkeiten zur grafischen Aufbereitung von Datensétzen
ist die Berechnung von Stichprobenparametern eine unabdingbare Ergdnzung. (Bem:
Einige, wie etwa der Median, wurden bereits bei der Erstellung von Grafiken verwendet.)
Da Ausreifier in der Praxis eher die Regel als die Ausnahme sind, spielt die Frage der
Robustheit bei der Auswahl der zu berechnenden Parameter keine unwesentliche Rolle.

Legt man (bereits) klassierte Daten zugrunde, so werden die jeweiligen Mafzahlen so be-
rechnet, als ob alle Daten einer Klasse in deren Mittelpunkt liegen. (Zum Zwecke einer
kiirzeren Darstellung werden die entsprechenden Formeln im Folgenden nur gelegentlich
angegeben.) Um einen Informationsverlust zu vermeiden, sollten Mafzahlen nach Mog-
lichkeit auf Basis der unklassierten Daten (Rohdaten, Urdaten) berechnet werden.

Die Stichprobenparameter lassen sich in solche fiir die Kennzeichnung der Lage und der
Streuung einteilen. Daneben gibt es auch Kennzahlen fiir die Beschreibung der Vertei-
lungsform.
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1.8.1 Mittelwert

Das wichtigste Lagemaf ist der (empirische) Mittelwert (oder Stichprobenmittel-
wert), bezeichnet mit Z,, (oder nur T ; sprich: ,x quer®). Sind zy, 23, ..., x, die Daten, so
ist T,, das arithmetische Mittel:

n
_ 1
Ty = — E ZT;
n <
=1

Minimumseigenschaft: Fiir den Mittelwert 7, gilt:

Z(w, —7,) < Z(w, —c)? fir ceR
i=1

i=1

Beweis: Sei g(c) = (1/n) > i, (z; — ¢)?, so sind die Ableitungen gegeben durch:

JO=-23 -0, ) =2

Aus ¢'(¢) = 0 folgt:

Wegen ¢g”(co) = 2 > 0 handelt es sich um ein (relatives) Minimum. Das zeigt die Behauptung. Zur
Nlustration der Minimumseigenschaft des Mittelwerts zeigt Abb 1.17 die Funktion g(c) auf Basis der
Daten {3, 1, 7, 2, 4, 5, 4, 10, 6, 9} von Bsp 1.15.

Berechnung aus Teilmittelwerten: Sind m Teilmittelwerte ,,;, j = 1,2,...,m, gegeben, so

gilt fiir den Gesamtmittelwert T (,x quer quer®):

T =

S|

m m
E N T, mit n = E n;
i=1 j=1

Hierbei handelt es sich um ein gewichtetes Mittel (mit den Gewichten n;/n) der Teilmit-
telwerte. Dieses Konzept léasst sich verallgemeinern.

Gewichteter Mittelwert:

Tg:igixi mit ¢g; > 0, igi =1
i=1 i=1
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Abbildung 1.17: Minimumseigenschaft des Mittelwerts

g(c)

Mittelwert aus klassierten Daten: Sind H; (f;) die absoluten (relativen) Klassenh#ufigkeiten
und 7 die Mittelpunkte der Klassen Kj, j = 1,2,...,k, so berechnet (d.h. approximiert)
man den Mittelwert als gewichtetes Mittel der Klassenmitten:

k k
1
Ty= = > Hual = fi
ijl H. Z J jzl J

J j=1

Je nach Verteilung der Daten innerhalb der Klassen kann z, grofer oder kleiner als der
tatsachliche Mittelwert (berechnet auf Basis der unklassierten Daten) sein. Gleichheit
7, = 7 besteht nur dann, wenn die Daten in jeder Klasse symmetrisch um ihren Klassen-
mittelpunkt verteilt sind.

1.8.2 Geometrisches und harmonisches Mittel

In bestimmten Situationen ist das arithmetische Mittel kein sinnvolles Maf fiir den Durch-
schnittswert. Handelt es sich beispielsweise um relative Anderungen (z. B. Lohnerhdhung
in %), so ist das geometrische Mittel geeigneter:
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Hat man nur positive Beobachtungswerte x1, xs, . . ., z,, so gilt stets die folgende Beziehung
zwischen den diversen Mittelwerten:

f(h) S T(g) S T

Gleichheit besteht nur fiir x1 =29 = -+ = x,,.

Sowohl das geometrische als auch das harmonische Mittel kénnen zu gewichteten Mit-
telwerten verallgemeinert werden:

| 1 -
70 = [V, z® mit g >0, » g =1

= n
i=1 E :& i=1
x‘.
i=1 """

Fiir g; = 1/n ergeben sich die gewthnlichen Mittelwerte.

Bsp 1.20 Ein typisches Beispiel fiir ein gewichtetes harmonisches Mittel ist die Berech-
nung von Durchschnittsgeschwindigkeiten. Wird die Strecke W; [km| mit der (konstanten)
Geschwindigkeit V; [km/h] in der Zeit T; [h]| zuriickgelegt, so gilt:

Wi=VixT, i=12,....n

Ist 7= 3" T, die benstigte Zeit fiir die Gesamtstrecke W = Y% | W;, so gilt fiir die
Durchschnittsgeschwindigkeit V:

S S
i=1 =1

w 1 . Wi
T T W & T2
1= 1= 1= 1=

V' ist somit das mit g; gewichtete harmonische Mittel der V;. |
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1.8.3 Getrimmter Mittelwert

Ungewohnlich grofse oder kleine Datenwerte (d. h. Ausreifier) konnen den arithmetischen
Mittelwert T u. U. stark beeinflussen oder verfélschen. Das ist eine Folge des Umstands,
dass T = (1/n) Y ., z; jeden Datenwert z; gleich gewichtet (mit 1/n).

Um den Einfluss von (vermuteten) Ausreiffern zu reduzieren, kann man z.B. bei der
Berechnung von T die kleinsten und grofsten Datenwerte unberiicksichtigt lassen. Fiir
0<a<0.5und g = |an]? ist der a-getrimmte Mittelwert definiert durch:

D.h., bei der Berechnung von 7, bleiben die g kleinsten und die g gréften Werte am
Anfang und Ende des (geordneten) Datensatzes unberiicksichtigt. Typische Werte fiir «
liegen zwischen 0.05 und 0.2.

Bsp 1.21 Zur Illustration betrachten wir den folgenden (bereits geordneten) Datensatz:

77 87 87 114 151 210 219 246 253 262
296 299 306 376 428 515 666 1310 2611

Der ungetrimmte Mittelwert betragt T = 448.05, der Median (= Grenzfall des getrimmten
Mittelwerts fiir &« — 0.5) ist £ = 262. Fiir die — haufig empfohlene — 20% Trimmung
ist g = |na] = [(19)(0.2)] = |3.8] = 3 und fiir die Berechnung von 7 bleiben die drei
kleinsten und die drei grofsten Beobachtungen unberiicksichtigt:

114 4+ 151 + - - - + 428 + 515
Too = i + E + + = 282.69

In Abb 1.18 sind alle moglichen getrimmten Mittelwerte in Abhéngigkeit von « (fiir
0 < a < 0.5) dargestellt. Es ergibt sich eine — nicht notwendigerweise monotone — trep-
penformige Funktion.

An diesem Datensatz zeigt sich auch eine Problematik der unkritischen Trimmung des
Mittelwerts. Zeichnet man den Boxplot, so werden nur die zwei gréfsten Beobachtungen
(1310, 2611) als (potenzielle) Ausreifer ausgewiesen. Nimmt man aber eine 20% Trim-
mung, so werden — wie oben gesehen — neben den drei grofiten auch die drei kleinsten Werte
bei der Mittelwertsberechnung ausgeschlossen. D. h., die Trimmung fiihrt in diesem Fall
ihrerseits zu einer unerwiinschten Verzerrung des Mittelwerts. |

9Fiir a > 0 bezeichnet |a] die néichstkleinere ganze Zahl.
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Abbildung 1.18: Getrimmte Mittelwerte
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Bruchpunkt: Die Robustheit eines Schétzers in Bezug auf Ausreiffer ldsst sich u.a. durch
seinen Bruchpunkt bemessen. Man versteht darunter den kleinsten Anteil (in %) der
Datenwerte, den man ersetzen miisste, um den Schatzwert beliebig zu verandern. Wie man
sich leicht tiberlegt, betragt der Bruchpunkt von T, fiir grofses n etwa 100a%. Andererseits
geniigt die Ersetzung eines Datenpunkts, um T beliebig zu verdndern. Fiir grofes n betriagt
der Bruchpunkt des ungetrimmten Mittelwerts daher 0%.

1.8.4 Median

Der Median wurde bereits in einem fritheren Abschnitt (1.7.7) als 50% Quantil (oder 2.
Quartil) eines Datensatzes eingefiihrt. Die Definition werde hier in leicht abgednderter
Form wiederholt:

T((nt1)/2) n ungerade

[x(n/2) + x((n+2)/2)] n gerade

N —
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Bruchpunkt: Der Bruchpunkt (vgl. 1.8.3) des Medians betrégt circa 50%. D. h., die Hélfte
der Daten miisste ersetzt werden, um den Median beliebig zu verandern. Insofern ist der
Median das robusteste Lagemaf.

Minimumseigenschaft: Auch der Median erfiillt eine Minimumseigenschaft:

n

n
Z|xi—§\§2|xi—c\ fir ceR

i=1 i=1

Beweis: Etwas unorthodox lésst sich das wie folgt zeigen (sgn(z) bezeichnet die Vorzeichenfunktion:
sign(z) = —I(—o0,0)(%) + L(0,00)(2)):

%Zpﬁi—d :—ngn(mi—c)zo
=1 i=1

Als Losungen letzterer Gleichung ergeben sich alle ¢, die in der Summe die gleiche Anzahl von —1 und
+1 erzeugen. Dies trifft auf den Median zu (fiir gerades n die einzige Losung). Der Umstand, dass die
Vorzeichenfunktion an der Stelle 2 = 0 nicht differenzierbar ist, spielt bei der obigen Uberlegung keine
Rolle (die Ableitung wird dort gleich 0 gesetzt). Zur Illustration der Minimumseigenschaft nehmen wir
wieder die Daten {3, 1, 7, 2, 4, 5, 4, 10, 6, 9}. Abb 1.19 zeigt g(c) := (1/n) > |z; — ¢| in Abhéngigkeit

von c¢. Man beachte, dass alle c~Werte zwischen 4 und 5 (inklusive) die Funktion g(c¢) minimieren.

Median aus klassierten Daten: K; = (u;, u; + w;) seien die Klassen und f; die relativen
Klassenhiufigkeiten (j = 1,2,...,k). Gilt > '~ f; < 0.5 und > %, f; > 0.5, so liegt der
Median in der i—ten Klasse und man definiert:

i—1
05-> f;
j=1

fi

T =Uu; + W;

Bem: Nach diesem Muster konnen auch andere Quantile fiir klassierte Daten definiert
werden.

1.8.5 Varianz

Neben den oben behandelten Kennzahlen fiir die Lage benotigt man auch Kennzahlen fiir
die Charakterisierung des Streuungsverhaltens einer (empirisch gegebenen) Verteilung,.
Die am héufigsten verwendete Kennzahl dieser Art ist die (empirische) Varianz (oder
Stichprobenvarianz) s (kurz s?), definiert durch:
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Abbildung 1.19: Minimumseigenschaft des Medians

g(c)
4

Die Varianz ldsst sich als mittlere quadratische Abweichung der Daten von ihrem Mit-

telwert interpretieren. Die Stichprobenstreuung (oder Standardabweichung) ist die
(positive) Wurzel aus der Varianz:

Bem: Die Bedeutung des auf den ersten Blick wenig einleuchtenden Faktors 1/(n—1) wird
in 7.2.4 (Bsp 7.9) erklart. Ist {xy, xs,

..., Ty} keine Stichprobe sondern die Gesamtpo-
pulation, definiert man:
52 li(w —7,)* bzw. s s!2
n n — ? n : n n

Spricht man einfach von der ,Varianz“ oder der ,Streuung” eines Datensatzes ist aber stets
s2 bzw. s, gemeint.
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Verschiebungssatz: Die Varianz s? ldsst sich auch wie folgt berechnen:

=t || =y [ - R

Bem: Diese Darstellung von s?2 ist fiir numerische Berechnungen gegeniiber der urspriing-
lichen Formel fiir s? vorzuziehen, da sich hiufig auftretende Rundungsfehler hier weniger
stark auswirken. Das gilt insbesondere fiir grofse Datensétze.

Berechnung aus Teilvarianzen: Sind m Teilvarianzen und Teilmittelwerte sij, Ty J =

1,2,...,m, gegeben, so gilt fiir die Gesamtvarianz:
1 m m 3 .
Sn= 7 |20 = Vst + Y ny (T, T)
j=1 j=1

Wobei (vgl. 1.8.1):

Sl
Il
S|
)
3
<.
s
S
(wr)
=]
o,
3
Il
1M
3
<.

j=1

1.8.6 MAD

Verwendet man den Median x zur Kennzeichnung der Lage eines Datensatzes, kann man
die folgenden Abstédnde bilden:

|y — 2|, |ze — Z|, ..., |20 — T|

Der Mittelwert dieser Abstédnde, genannt die mittlere absolute Abweichung (oder
kurz MAD), ist ein natiirliches Streuungsmas:

1 n
MAD:— i_~

Bem: Manchmal wird auch iiber die Absténde zum Mittelwert T gemittelt: Y | |z;—T|/n.
Auch dieses Streuungsmaf wird als MAD bezeichnet.

Im Gegensatz zum Median ist der MAD nicht robust. Aus diesem Grund verwendet man
anstelle des arithmetischen Mittels haufig wiederum den Median der Abstéande:
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Median{|z; — Z|, |22 — 2|, ..., |z, — T|}

Auch dieses Streuungsmaf wird als MAD bezeichnet (manchmal auch als MedMed).
Der MAD in diesem Sinn hat wie der Median den maximalen Bruchpunkt 50% (vel. 1.8.3
fiir die Definition des Bruchpunkts).

Bsp 1.22 Der MAD wird in R mittels mad bestimmt. Standardméfig wird dabei der MAD
mit der Konstanten 1.4826 multipliziert. Das erklart sich daraus, dass der MAD héufig
als (robuster) Schétzer fiir den Parameter o einer Normalverteilung Verwendung findet
und diese Konstante zur Verzerrungskorrektur benétigt wird. Dariiberhinaus gibt es die
Moglichkeit, bei der aufkeren Medianbildung den low- oder high—-Median zu nehmen, d. h.,
es wird bei einer geraden Anzahl von Beobachtungen nicht gemittelt. Anhand der Daten
{1,2,3,4,5,6,7,8} sollen die verschiedenen Moglichkeiten demonstriert werden.

(x <- 1:8)

[1] 12345678

(m <- median(x))

[1] 4.5 <<-- Median (Daten)
sort (abs(x-m))

[1] 0.5 0.5 1.5 1.5 2.5 2.5 3.5 3.5 <<-- geordnete Abstéande
mad(x, constant=1)

[1] 2 <<-- Median (Abstéande)

mad (x)

[1] 2.9652 <<-- mit Verzerrungskorrektur
mad(x, constant=1, low=TRUE)

[1] 1.5 <<-- low Median (Abstinde)
mad(x, constant=1, high=TRUE)

[1] 2.5 <<-- high Median (Absté&nde)

1.8.7 Datenzusammenfassung

Aus einer iibersichtlichen Darstellung von einigen Kennzahlen der Lage und der Streuung
lasst sich schon einiges iiber einen Datensatz erkennen. Bei der 5-Zahlen—Zusammen-
fassung werden die folgenden Werte angezeigt:

ry (Min), @i (u. Hinge), 7 (Med), @Qs(o. Hinge), x,) (Max)

In einer erweiterten Fassung wird zusétzlich zum Median auch der Mittelwert = angezeigt.
Man beachte, dass der Boxplot (vgl. 1.7.9) quasi eine grafische Darstellung der 5-Zahlen—
Zusammenfassung ist.
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Die Spannweite (oder Range) R = x(,) —x(1) ist ein Mak fiir die ,Spreizung" des Daten-
satzes. Der Interquartilabstand (kurz IQA oder IQR) zeigt die Spreizung der mittleren
50% der Daten. Anstelle der Quartilendifferenz kann man auch den Hingeabstand (kurz
HA) nehmen.

Bem: Die von den R-Funktionen angezeigten Kenngrofien kann man einfach um weitere
Kenngrofen (z. B. MAD) erweitern. Zu ausladende Darstellungen wirken allerdings schnell
uniibersichtlich (insbesondere bei mehreren Datensétzen) und sollten vermieden werden.

Einheiten der KenngroRen: Die meisten Kenngrofsen — Ausnahmen sind der Variationskoef-
fizient (vgl. UE-Aufgabe 1.14) und die in den folgenden Abschnitten diskutierten Mafszah-
len der Schiefe und Kurtosis — haben auch Einheiten. Der Mittelwert, die Quantile, die
Hinges, der MAD, etc. haben jeweils die Dimension [D| der Beobachtungen. Die Einheit
der Varianz ist allerdings [D?]; das macht die direkte Interpretation dieser Grike schwierig.
Andererseits hat aber die Streuung wiederum die Dimension |D] und ldsst sich einfacher
interpretieren.

Bsp 1.23 Der folgende R-Output zeigt fiir die Ozondaten (vgl. Bsp 1.18) eine iibersichtli-
che Darstellung der 5(bzw. 6)-Zahlen-Zusammenfassung getrennt nach Jahr.

Year: 2010
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max. NA’s
31.00 84.75 99.00 101.50 114.00 183.00 1.00
Year: 2011
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
49.0 96.0 109.0 108.3 123.0 169.0
Year: 2012
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
40.0 92.0 111.0 110.1 128.0 187.0

Im Jahr 2010 fehlt eine Beobachtung (NA); die hier verwendete summary () Funktion ist
aber so voreingestellt, dass fehlende Beobachtungen nicht zu einer Fehlermeldung fiihren
(d.h. na.rm = TRUE). Die Einheit der angezeigten Kenngrofen ist [ug/m?|. [ |

1.8.8 Modalwert

Ein Bezugspunkt bei der Beurteilung der Form einer Verteilung ist der Modalwert
(oder Modus). Allgemein versteht man darunter eine Merkmalsauspréagung mit héchster
,Dichte”. Bei diskreten Merkmalen wére dies die Auspragung mit der héchsten Beobach-
tungshaufigkeit. Bei stetigen Merkmalen bezieht man sich meist auf das Histogramm und
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Abbildung 1.20: Beispiel fiir ein Mischverteilung
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betrachtet z.B. den Mittelpunkt der Klasse mit der hochsten beobachteten (relativen)
Héufigkeit (d.h. die Modalklasse) als Modus. (Bem: Im Falle der Kerndichteschitzung
wire der Modus die Stelle des Maximums der Dichtekurve.)

In vielen Féllen ist der Modalwert mehr oder weniger deutlich ausgepragt, manchmal gibt
es aber auch mehrere (meist zwei) deutlich erkennbare — i. A. nicht gleich hohe — ,Gipfel®.
Handelt es sich um ,echte Gipfel, liegt eine mehrgipfelige Verteilung vor und man spricht
von einer multimodalen (im Falle von zwei Gipfeln, von einer bimodalen) Verteilung.
(Bem: Multimodale Verteilungen sind haufig das Resultat einer Verteilungsmischung.)

Bsp 1.24 Als Beispiel fiir eine bimodale Mischverteilung betrachten wir das Merkmal
Biacromial aus dem Datensatz body.txt (vgl. Bsp 1.5), wobel wir nun nicht nach
Geschlecht unterscheiden. Das Histogramm (Abb 1.20) zeigt zwei unterschiedlich stark
ausgepragte Peaks, die sich in der iiberlagerten Kerndichteschatzung widerspiegeln. Zur
Verdeutlichung der Mischung sind auch die Kernschétzungen der beiden Teildatensitze
(fiir Gender = 0 und Gender = 1) eingezeichnet. (Bem: Fiir alle drei Kernschétzungen
wird die gleiche Bandbreite genommen.)
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Im vorliegenden Fall sind wir uns des Umstands der (unkorrekten) Mischung bewusst, in
anderen Féllen mag die Situation aber nicht so klar und die ,Entmischung* der Teilda-
tensétze schwierig (d.h. mit grofen Unsicherheiten behaftet) sein. |

1.8.9 Momente

Fiir einen Datensatz 1, s, ..., r, ist das (empirische) Moment!® der Ordnung r um
den Nullpunkt definiert durch:

1 ¢ )
m. = EZ:E: fir r=1,2,...
i=1
Kurz nennt man m,. einfach das r—te Moment der Daten. Bildet man die Momente um
den Mittelwert T (= ,,Schwerpunkt“ der Daten), bekommt man die zentralen Momente:

1< _ .
m, = ﬁZ(IZ—x)T fir r=1,2,...
=1
Bem: Bei Datenmomenten nimmt man stets den Faktor 1/n. Die Varianz si ist in diesem
Sinne — bis auf den Faktor 1/(n — 1) — somit ein zentrales Moment 2. Ordnung, der

Mittelwert T (= m/) aber ein Moment 1. Ordnung.

1.8.10 Schiefe

Um die Schiefe einer (empirisch gegebenen) Verteilung zu charakterisieren, kann man sich
der in 1.8.9 definierten Momente (der Ordnung 2 und 3) bedienen. Mehrere Definitionen
(oder Typen) sind gebrauchlich:

g =M _ yn " <xi_§>3
1

n 3
2 n Ty — T
h <n_1><n_2>2< s )
(3):%2123 T;— T 3
91 53 n s

i=1

Die obigen Schiefekoeffizienten sind i. W. standardisierte (zentrale) Momente 3. Ordnung,.
Eine auf den Quartilen basierende Definition (wobei die Quartile durch die Hinges ersetzt
werden konnen) lautet:

0Der Ausdruck kommt aus der Mechanik und meint dort das Drehmoment einer Masse um eine Achse.
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g = Q3 —2Q> + Q1
! Q3 — Q1

Interpretation: Fiir die Interpretation der obigen Schiefekoeffizienten beziehen wir uns auf
den Modalwert (vgl. 1.8.8), im Folgenden mit mod bezeichnet. Typischerweise gilt je nach
Vorzeichen von ¢y:

g1 >0 linkssteil /rechtsschief: mod <Z, <7, mod<zT

g1 ~ 0 (anndhernd) symmetrisch: mod~%, Z~7Z, mod~T

g1 <0 rechtssteil/linksschief: mod >Z, 7= >7, mod >
Bemerkungen:

(a) Die Mafszahlen ggl), g§2) und gf’) weisen nur bei kleineren Stichproben grofere Un-
terschiede auf. Infolge der nicht gegebenen Robustheit ist ihre Interpretation aber
héaufig schwierig.

(b) g§4) ist ein robustes Schiefemafs. Es heifit auch Quartilenkoeffizient der Schiefe oder

Bowley—Koeffizient. Wegen } g§4)} < 1 (—1: extrem rechtssteil, +1: extrem linkssteil )
ist dieser Koeffizient auch einfach zu interpretieren.

(c) Man findet noch andere Mafzahlen fiir die Schiefe (z.B. auf Basis eines Vergleichs
von Mittel- und Modalwert).

1.8.11 Kurtosis

Zur Charakterisierung der Kurtosis!! einer (empirisch gegebenen) Verteilung kann man
die in 1.8.9 definierten Momente der Ordnung 2 und 4 heranziehen. Mehrere Definitionen
(oder Typen) sind gebrauchlich:

Y kurtosis (auch kyrtosis) griech. = Kriimmung, Wélbung
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Die obigen Wélbungskoeffizienten sind i. W. standardisierte (zentrale) Momente 4. Ord-
nung. Als Referenz fungiert tiblicherweise die ,Glockenkurve®, deren (theoretische) Wol-
bung einen Wert von 3 hat. Die Verteilung nennt man daher:

platykurtisch (flach gewdlbt), wenn g, < 3
mesokurtisch (mittel gew6lbt), wenn ¢y ~ 3

leptokurtisch (steilgipfelig), wenn g, > 3

Eine auf den Oktilen (= Achteln; A; bezeichnet im Folgenden das ¢/8-Quantil) basierende
Definition lautet:

e (A7 — As) + (A5 — Ay)

2 Ag — A

Bemerkungen:

(a) Die Mafszahlen gél), g§2) und gé?’) weisen nur bei kleineren Stichproben grofere Un-
terschiede auf. Infolge der nicht gegebenen Robustheit ist ihre Interpretation aber
haufig schwierig.

(b) Der Oktilenkoeffizient der Woélbung (auch Moors—Koeffizient genannt) ggl) ist ein
robustes Maf. Es liegt zwischen —1 (extrem platykurtisch), 1.233 (mesokurtisch;
Glockenkurve) und +oo (extrem leptokurtisch).

(c) Zieht man von géi), 1 =1,2,3, den Wert 3 ab, spricht man vom Exzess.

(d) Tatséchlich sind géi), i = 1,2,3, Mafzahlen fir die Schwere der Auslaufer relativ
zum Mittelteil (,,Schulter”) der Verteilung. Das hat zur Folge, dass etwa fiir bimoda-
le Verteilungen der Exzess stark negativ sein kann. (Bsp: Der Exzess der bimodalen
Verteilung von Abb 1.20 betragt ~ —0.84.) Ebenso ist fiir rechtecksférmige Vertei-
lungen (ausgepragte Schulter, keine Ausldufer) der Exzess negativ. Das gilt sogar
fiir dreiecksformige Verteilungen (haben relativ zur Glockenkurve eine stérker aus-
geprégte Schulter).

1.8.12  Verteilungsform

Mit Hilfe der in den vorigen Abschnitten diskutierten Begriffe ,Schiefe und ,Woélbung*
lassen sich grundsétzliche Formen von unimodalen Verteilungen charakterisieren. In Abb
1.21 sind einige in Anwendungen haufig anzutreffende Verteilungstypen dargestellt.

In der Praxis trifft man aber noch auf eine Reihe von anderen Verteilungsformen, die
durch Koeffizienten von der Art g; und g nur unzureichend beschreibbar sind. Beispie-
le sind etwa rechtecksformige, dreiecksformige, J—formige, U-f6rmige Verteilungen oder
Verteilungen mit mehreren Peaks (Abb 1.22).
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Abbildung 1.21: Typische unimodale Verteilungsformen
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1.9 Mehrdimensionale Daten

Werden an beobachteten Einheiten Messungen fiir mehrere Merkmale vorgenommen,
spricht man von multivariaten Beobachtungen. Neben der Untersuchung und Charak-
terisierung der einzelnen Merkmale stehen insbesondere die verschiedenen Beziehungen
zwischen den Merkmalen im Mittelpunkt des Interesses. Dazu kann man sich — abhén-
gig von Datenstruktur und Zielsetzung — der vielfaltigen Methoden der multivariaten
Statistik bedienen.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns allerdings auf einige grafische Methoden und auf
Methoden der Korrelations— und Regressionsrechnung fiir die Analyse von quantitativen
(metrischen) mehrdimensionalen (speziell zweidimensionalen) Merkmalen.
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Abbildung 1.22: Weitere typische Verteilungsformen

A

rechtecksférmig dreiecksformig J - formig
J - férmig U - férmig mehrgipflig
Es liege eine Stichprobe von n Beobachtungsvektoren'? (a1, xs0, ..., 2), i = 1,2,...,n,

zu je p Variablen (Merkmalen) vor. Die Beobachtungen lassen sich in Form einer (n x p)—
Datenmatrix zusammenfassen (vgl. 1.5):

T11 T2 - Tip

To1r Loz - Top
X = . . .

Tn1 Tp2 ' Tpp

Die Zeilen von X entsprechen den Beobachtungen, die Spalten den Merkmalen. Derartige
Schemata — meist ergdnzt um eine Zeile mit den Variablennamen und eine Spalte zur
Identifizierung der Beobachtungen — werden auch als Datenframes bezeichnet. Letztere
bilden die grundlegenden Einheiten fiir statistische Analysen verschiedener Art.

Ein Beispiel ist der schon mehrfach verwendete Datensatz body . txt, bestehend aus Beob-
achtungen zu finf metrischen Merkmalen (Biacromial, Waist, ...) und einem nominellen
Merkmal (Gender).

12 Als Zeilenvektoren betrachtet.
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1.9.1 Scatterplots

Im Falle von zwei (metrischen) Merkmalen kann man die Beobachtungspaare (x1;, z;2),
1 = 1,2,...,n, als Punkte in einem kartesischen Koordinatensystem interpretieren und
in Form eines Scatterplots darstellen. Durch ,,Uberladen” der Punkte eines Scatterplots
(Farbe, Grofe/Art der Punkte, u. A.) kénnen weitere (meist nominelle) Merkmale repri-
sentiert werden. (Bem: Man sollte derartige Mittel nur sparsam einsetzen, da zu sehr
iberladene Plots uniibersichtlich wirken.)

Bestehen die Daten aus Beobachtungsvektoren (metrischer) Merkmale, (z1;, g, . - ., Tpi),
1 =1,2,...,n, kann man die einzelnen Merkmale paarweise gegeneinander zeichnen und
in Form einer 2-dimensionalen Scatterplotmatrix anordnen. Diese Plots konnen durch
zusétzliche grafische (und/oder numerische) Elemente (Histogramme, Boxplots, Trendkur-
ven, etc.) ergénzt werden. Derartige Plots bilden meist den Ausgangspunkt fiir weitere
statistische Analysen.

Bsp 1.25 Einige der Merkmale aus dem Datensatz body.txt wurden bereits in fritheren
Abschnitten auf univariater Basis auf die eine oder andere Art grafisch (und z. T. auch mit-
tels Kenngrofen) aufbereitet. Hier stellen wir zunéchst die Merkmale Weight und Height
in Form eines Scatterplots (Abb 1.23) dar und iiberladen den Plot durch Verwendung
unterschiedlicher Symbole mit dem nominellen Merkmal Gender.

Bem: Man beachte, dass einige Punkte aus dem ,Bulk® der Daten hervorstechen, d.h.
ungewohnliche z— und/oder y—Koordinaten aufweisen. Sollte es sich um echte Daten-
punkte (d.h. nicht um Schreibfehler o. A.) handeln, sind sie als (potenzielle) Ausreifer zu
betrachten und als solche in weiteren Analysen zu beriicksichtigen.

Als néchstes stellen wir alle (metrischen) Merkmale paarweise gegeneinander in Form
einer Scatterplotmatrix dar, wobei zusétzlich das Merkmal Gender durch unterschiedliche
Symbole reprisentiert wird (Abb 1.24). Die erkennbaren Zusammenhénge entsprechen
weitgehend den Erwartungen, wobei die Abhéngigkeit vom Merkmal Age nur sehr schwach
(wenn iiberhaupt) ausgeprigt ist (bei erwachsenen Personen ebenfalls zu erwarten). W

Bem: Dreidimensionale Darstellungen (von je drei Merkmalen) sind nur dann sinnvoll,
wenn eine entsprechende Software zur Erzeugung dynamischer Grafiken (Drehen, Andern
der Skalierung, etc.) zur Verfiigung steht. Eine Alternative besteht darin, durch ,Uberla-
den® zweidimensionaler Scatterplots weitere Merkmale zu reprisentieren (vgl. das obige

Bsp 1.25).

1.9.2 Kernschatzung

Das Konzept der Kerndichteschitzung (vgl. 1.7.6) liasst sich auf den Fall mehrdimen-
sionaler (stetiger) Beobachtungen erweitern. Mehrere Erweiterungen sind denkbar; der
einfachste multivariate Kernschéatzer basiert auf dem Produktkern:
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Abbildung 1.23: Scatterplot von Weight gegen Height
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Dabei ist p die Dimension der Beobachtungen, z;; die j—te Komponente der ¢-ten Beob-

achtung und h; die Bandbreite der j-ten Kernfunktion (i =1,2,...,n;

i=1,2,...

,p)- In

der obigen Form wird fiir jede Dimension derselbe Kern verwendet (mit moglicherweise

verschiedenen Bandbreiten), das ist aber nicht zwingend.

Bem: In der Praxis betrachtet man Dichteschdtzungen nur fiir je zwei Merkmale. Dyna-
mische Grafiken sind zu bevorzugen; in jedem Fall sollte man die Grafiken durch Con-

tourplots (= Plots der Hiohenschichtlinien) oder dgl. ergénzen.
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Abbildung 1.24: Scatterplotmatrix (body.txt)
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Scott's Rule: Im Falle des Normalkerns (und Beobachtungen nach einer multivariaten ,Glo-
ckenkurve) empfiehlt Scott’s Rule die folgenden Bandbreiten:

R )

" o)

xsj, 7=12,...,p

Dabei ist s; die Streuung der Beobachtungen der j-ten Dimension:

_ DR I
Sj = m Z(.TU — .Tj)Q mit .Tj = E ZQ?@'
= i=1
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Abbildung 1.25: Scatterplot und Kernschitzung fiir Weight gegen Height
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Bsp 1.26 Als Beispiel betrachten wir wieder die Merkmale Weight und Height aus dem
Datenframe body.txt. Abb 1.25 zeigt den Scatterplot (wie in Abb 1.23) sowie die von
Contourlinien — ermittelt auf Basis einer Kerndichteschitzung unter Verwendung von
Scott’s Rule — iiberlagerten Scatterplots fiir Gender = 0 und Gender = 1 gemeinsam
und getrennt. [ |

1.9.3 Korrelation

Scatterplots geben nicht nur eine grafische Veranschaulichung eines bivariaten Datensat-
zes, sondern lassen auch Art und Stérke eines eventuell vorhandenen Zusammenhangs
zwischen den beiden Merkmalen erkennen. Betrachten wir beispielsweise noch einmal die
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Abbildung 1.26: Scatterplot von Weight gegen Height fiir Gender = 1
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Merkmale Weight und Height (Datenframe: body.txt) fiir Gender = 1, ergénzt um ver-
tikale und horizontale Linien an den Stellen der Mittelwerte (Height: T = 177.75 [cm)];
Weight: y¥ = 78.14 [kg|), sowie um die ,Kleinste-Quadrate—Gerade“ (Abb 1.26). (Bem:
Letztere wird in Kapitel 9 ausfiihrlicher behandelt.) Aus dem Plot lassen sich mehrere
Einsichten gewinnen:

(1) Es zeigt sich eine positive Assoziation zwischen den Merkmalen. Wie zu erwarten,
sind grofsere Manner tendenziell schwerer als kleinere.

(2) Der Zusammenhang zwischen den Merkmalen ist grob linearer Natur. D.h., jede
Einheit an zuséatzlicher Kérpergrofe erhoht das Kérpergewicht um etwa den gleichen
Betrag. (Hier um ca. 7.8 kg bei Zunahme der Gréfe um 10 cm.)

(3) Die Assoziation zwischen den Merkmalen ist nicht sehr stark ausgeprédgt. D.h., die
Streuung der Punkte um die KQ-Gerade ist vergleichsweise grofs. Ein Punkt (Nr.
124) sticht besonders hervor; wie man leicht iiberpriifen kann, beeinflusst er die
KQ-Gerade aber praktisch nicht.
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Neben qualitativen Feststellungen der obigen Art ist man aber auch an einer zahlen-
méakigen Quantifizierung der Assoziation zwischen Merkmalen interessiert. Letzteres ist
insbesondere dann niitzlich, wenn man mehrere Datensétze miteinander vergleichen méch-
te (beispielsweise in der obigen Situation Gender = 1 mit Gender = 0). Die bekannteste
Mafzahl dieser Art ist der (Stichproben—) Korrelationskoeffizient.'® Er misst den Grad
der linearen Assoziation zwischen zwei Merkmalen.

Zur Motivation betrachte man nochmals Abb 1.26 und die durch die vertikale und horizon-
tale Gerade (durch den jeweiligen Mittelwert) hervorgerufene Aufteilung des Scatterplots
in vier Quadranten. Da wir an einem dimensionslosen Assoziationsmafs interessiert sind,
betrachten wir die standardisierten Abweichungen der einzelnen Beobachtungen von ihrem
Mittelwert, d.h. (z; —@)/s, und (y; —y)/sy, und die daraus gebildeten Produkte:

LEIV(EZEY D 12
Sx Sy ) Y AR

Gibt es eine positive Assoziation, werden diese Produkte grofsteils positiv sein, da y—Werte,
die grofer (kleiner) als ihr Durchschnitt sind, meist mit x—Werten, die grofer (kleiner) als
ihr Durchschnitt sind, zusammen auftreten. Im Falle einer negativen Assoziation werden
die Produkte aus einem analogen Grund grofsteils negativ sein.

Der Korrelationskoeffizient r,, der Stichprobe (z;,y;), i = 1,2,...,n, ist nun der
,Durchschnitt” dieser Produkte:

=1

e 2 (00) (5 -

Mit der (empirischen) Kovarianz:

- _ _
Szy = n—1 Z(wz —Z)(yi — 7))
=1

lasst sich der Korrelationskoeffizient auch wie folgt schreiben:

_ Say
Txy =
Sz Sy

Bem: In den obigen Formeln wird der bereits von der Varianz her bekannte Faktor 1/(n—1)
(und nicht das vielleicht einleuchtendere 1/n) verwendet. Das hat zur Folge, dass r stets
im Bereich —1 < r <1 liegt.

3 Auch Produkt-Moment-Korrelation oder (Bravais-) Pearson—Korrelation genannt.
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Abbildung 1.27: Simulierte Beobachtungen mit vorgegebenem r
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Ein numerisch stabilerer Ausdruck fiir die Berechnung von 7, lautet:

S () (54)

2 2

Fiir die Daten von Abb 1.26 ergibt sich ein Korrelationskoeffizient von r = 0.5347. Das
bestétigt unseren Eindruck von einer (mittleren) positiven Assoziation zwischen Height
und Weight. In Abb 1.27 sind einige weitere typische Situationen dargestellt, wobei in
allen Fallen 7 =y =0 und s, = s, = 1.
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Der Korrelationskoeffizient ist symmetrisch in den Variablen (d.h. r,, = r,,;) und es gilt
|r2y| < 1. Letzteres ist eine unmittelbare Folge der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung,
die im vorliegenden Kontext besagt, dass:

Interpretation:

(1)

(5)

Das Vorzeichen von r sagt etwas iiber die Richtung der Assoziation. Ein positiver
Wert signalisiert eine positive (oder gleichsinnige) Assoziation: Ist ein Merkmal gro-
fser als der Durchschnitt, ist das andere Merkmal tendenziell ebenfalls grofer als
der Durchschnitt. Ein negativer Wert signalisiert eine negative (oder gegensinnige)
Assoziation: Ist ein Merkmal grofser als der Durchschnitt, ist das andere Merkmal
tendenziell kleiner als der Durchschnitt.

Der Absolutwert von r sagt etwas iiber die Starke der Assoziation. Fiir r = +1 liegen
alle Punkte (x;,y;) exakt auf einer Geraden mit positivem Anstieg (d. h. y; = a+bx;,
i=1,2,...,n, mit b > 0). Fiir r = —1 liegen alle Punkte exakt auf einer Geraden
mit negativem Anstieg (b < 0). Umso ndher bei 0 der Wert von r liegt, umso
schwécher ist die lineare Assoziation.

Der Korrelationskoeffizient ist ein Maf fiir die lineare Assoziation. Andere, kom-
pliziertere Formen der Assoziation werden von ihm nicht (ausreichend) erfasst. Zur
Veranschaulichung stelle man sich vor, dass alle Punkte dquidistant exakt auf einer
Kreislinie liegen. Das bedeutet einen perfekten (deterministischen) Zusammenhang,
der allerdings nichtlinearer Natur ist. Da aber in allen Quadranten gleich viele Punk-
te liegen, ist 7 = 0 (d. h. unkorreliert). Eine Lehre aus diesem Beispiel besteht darin,
dass man Daten immer grafisch darstellen sollte; ein Scatterplot vermittelt deutlich
mehr Information als eine einzelne Zahl.

Korrelation ist nicht gleichbedeutend mit Kausalitat. Der Umstand, dass zwei Merk-
male korrelieren bedeutet nicht notwendigerweise, dass auch eine Ursache-Wirkungs-
beziehung zwischen ihnen besteht.!* Man denke etwa an das obige Beispiel, bei dem
es offensichtlich ist, dass das Korpergewicht nicht die Kérpergrofie (oder umgekehrt)
,verursacht”. Beide Merkmale stehen in einer gleichsinnigen Beziehung, nicht mehr
und nicht weniger. Auch wenn zwei Merkmale hoch korrelieren, muss es keinen di-
rekten Zusammenhang geben. Moglicherweise ist eine dritte Variable!® im Spiel,
die beide Merkmale beeinflusst. Haufige Confounder sind etwa ,Zeit* oder , Alter*.
(Bem: In diesen Bereich fallen auch die zahlreichen ,Nonsense“—Korrelationen, wie
etwa zwischen der Zahl der Stérche und der Zahl der Geburten.)

Bei der Beurteilung von Korrelationen ist auch zu beachten, dass die Beobachtungs-
bereiche der beiden Merkmale moglichweise zu schmal sind, um einen tiber breiteren

MEntspricht dem (logischen) Fehlschluss cum hoc ergo propter hoc (,mit diesem, also wegen diesem*).

1

Sengl. confounding factor (oder confounder), hidden oder lurking variable
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Beobachtungsbereichen zutage tretenden Zusammenhang zu erkennen. Héatten wir
beispielsweise beim Weight-Height—Beispiel dieses Abschnitts nur die Daten von
Ménnern, deren Korpergrofe zwischen 175 und 185 cm liegt, zur Verfiigung, wiirde
die Korrelation zwischen Weight und Height von 0.53 auf 0.12 sinken. Der Beob-
achtungsbereich wére in diesem Fall zu schmal, um den (ohnehin nicht sehr starken)
Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen zu erfassen.

(6) Auch wenn, wie unter Punkt (4) diskutiert, Korrelation nicht notwendigerweise auch
Kausalitiat bedeutet, so ist es bei Vorliegen einer ausgepréagten Korrelation dennoch
moglich, aus Kenntnis der Werte der einen Variablen Prognosewerte fiir die andere
Variable zu gewinnen. Das fiihrt zur Regressionsrechnung, die in Kapitel 9 noch
ausfiihrlicher behandelt wird.

Kovarianz— und Korrelationsmatrix: Bei zwei oder mehr (metrischen) Merkmalen kann man
alle paarweisen Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten bestimmen und in Form einer
Matrix anordnen. Ist I die (entsprechend dimensionierte) Einheitsmatrix, 1 = (1,1,...,1)
der Einsvektor und H die Zentriermatriz:

1.
H=I--11
n
so gilt mit D = diag(sy, S, ..., sp) (mit s; = Streuung des i—ten Merkmals oder der i-ten

Spalte der Datenmatrix X):

1
n—1

X HX

Kovarianzmatrix;: S =

Korrelationsmatrix: R =D !SD!

Beide Matrizen sind symmetrisch und positiv (semi)definit.'6

Bsp 1.27 Der folgende R—Output zeigt die paarweisen (Pearson’schen) Korrelationsko-
effizienten fiir alle metrischen Merkmale des Datensatzes body.txt (fiir Gender = 1),
gerundet auf vier Stellen.

In der Diagonale stehen iiberall Einser (da r,, = 1); das (4, 5) (oder (5,4)) —Element (0.53)
ist die uns schon bekannte Korrelation zwischen Weight und Height. Eine noch deutlich
hohere positive Korrelation von etwa 0.81 besteht zwischen Waist (= Taillenumfang) und
Weight. Die beiden negativen Korrelationen sind nur ganz schwach ausgepragt.

16 Allgemein ist eine (p x p)-Matrix A positiv semidefinit, wenn fiir alle x € R? gilt: x Ax > 0; gilt
die strikte Ungleichung fiir alle x # 0, ist die Matrix positiv definit. Analog sind negativ (semi)definite
Matrizen definiert. Ist x Ax sowohl positiv als auch negativ, ist die Matrix indefinit.
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round(cor(datm[,1:5]), 4)
Biacromial Waist Age Weight  Height
Biacromial 1.0000 0.1757 -0.1010 0.4167 0.4765
Waist 0.1757 1.0000 0.4571 0.8051 0.2059
Age -0.1010 0.4571 1.0000 0.1444 -0.0374
Weight 0.4167 0.8051 0.1444 1.0000 0.5347
Height 0.4765 0.2059 -0.0374 0.5347 1.0000
[ |
Spearman’sche Rangkorrelation: n Beobachtungspaare (z;,v;), i = 1,2,...,n, zu einem 2—
dimensionalen Rangmerkmal seien gegeben. Gibt es keine Bindungen und sind (k;, [;), i =
1,2,...,n, die Rangzahlpaare, so ist der Spearman’sche Rangkorrelationskoeffizient

definiert durch:

6 i(/{:i —1;)?
n(n? — 1)

Im Falle von Bindungen verwendet man eine modifizierte Definition: Ist a (bzw. b) die Zahl
der Bindungen in den Rangzahlen der x—Werte (bzw. y—Werte) und sind 1, to, . .., t, (bzw.
wy, Wy, ..., wp) die Ausmake der Bindungen (d.h. die jeweiligen Anzahlen der gleichen
Rangzahlen), so definiert man:

6 zn:(ki —1;)?
1=1

Bemerkungen:

(a) In beiden Féllen (d. h. mit und ohne Bindungen) entspricht der Spearman’sche Rang-
korrelationskoeffizient dem Pearson’schen Korrelationskoeffizienten der Rangzahlen.
Daraus folgt, dass |rs| < 1.

(b) Es gilt ry = +1, wenn beide Rangfolgen exakt iibereinstimmen; es gilt r, = —1,
wenn die eine Rangfolge die exakte Umkehrung der anderen ist.
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(c) Im Unterschied zum Pearson’schen Koeffizienten (wie oben diskutiert, ein Maf fiir
die Stérke des linearen Zusammenhangs) misst der Spearman’sche Koeffizient die
Stérke des monotonen Zusammenhangs zwischen zwei (Rang—) Merkmalen.

(d) Der Spearman’sche Korrelationskoeffizient eignet sich als robustes Korrelationsmafs.
Durch den Verzicht auf die metrische Information in den Daten und die alleinige
Verwendung der Rédnge wird der Einfluss von (potenziellen) Ausreifiern reduziert.

Bsp 1.28 Angenommen, elf Student/inn/en erreichen in zwei Fachern (z. B. Mathematik
und Physik) bei einem Test die folgenden Punktezahlen:

Student /in ‘ S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11
41 37 38 39 49 47 42 34 36 48 29
36 20 31 24 37 35 42 26 27 29 23

T

Y

Der folgende R-Output zeigt die Berechnung des Pearson’schen und des Spearman’schen
Korrelationskoeffizienten:

x <- c(41, 37, 38, 39, 49, 47, 42, 34, 36, 48, 29)
y <- c(36, 20, 31, 24, 37, 35, 42, 26, 27, 29, 23)

cor(x, y)

[1] 0.6295419 <<-- Pearson
cor(x, y, method="spearman")

[1] 0.7181818 <<-- Spearman

(rx <- rank(x))

(1] 7 4 56 611 9 8 2 310 1 <<-- Rangzahlen (x)

(ry <- rank(y))

[11 9 1 7 310 811 4 5 6 2  <<-- Rangzahlen (y)
cor(rx, ry)

[1] 0.7181818 <<-- Pearson der Rangzahlen

In diesem Fall konnen beide Korrelationskoeffizienten berechnet und sinnvoll interpretiert
werden. Wie sich zeigt, ist die Rangkorrelation etwas hoher als die Produkt-Moment—
Korrelation, d. h., der monotone Zusammenhang ist starker als der nur lineare. Auferdem
wird demonstriert, dass der Spearman’sche Koeffizient tatséchlich der Pearson’sche Koef-
fizient der Rangzahlen ist. [ |

1.9.4 Kleinste Quadrate

In Abb 1.26 wurde zusétzlich zu den Punkten auch die , Kleinste-Quadrate-Gerade ein-
gezeichnet, die unter allen moéglichen Geraden eine bestimmte Optimalitédtseigenschaft
aufweist. In diesem Abschnitt wollen wir klaren, was darunter zu verstehen ist.
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Angenommen, an n Punkte (z;,v;), 1 = 1,2...,n, soll die Kurve y = h(z;a, 3), die von
zwei Parametern o und 3 abhingt, ,bestméoglich® angepasst werden.!” Der y-Wert der
Kurve an der Stelle z; ist h(z;;a, f) und der y—Wert des beobachteten Punktes ist y;.
Die Abstand der beiden y—Werte betréigt d; = [yi — h(z;; ﬁ)} und das Quadrat d? des
Abstands ist ein Maf fiir die Giite der Anpassung an der Stelle x;. Bei der Methode der
kleinsten Quadrate werden nun die Parameter a und 3 so bestimmt, dass die Summe
der Abstandsquadrate minimal wird:

n

Sla,B) = idiz = Z [yz — h(zs; 0475)}2 — Min!
i=1

i=1

Im speziellen Fall einer Ausgleichsgeraden, d.h. wenn h(z;«, 3) = a + fz, lautet das
Minimierungsproblem wie folgt:

n

S(a, B) = Z(?/z —a— fr;)* — Min!

i=1

Bildet man die partiellen Ableitungen und setzt sie gleich Null:

8 n

% =3 20— = (1) =0

85(04,&)_" e
85 _i:1 Q(yl a ﬁ:&)( ZUZ)—O

bekommt man zwei lineare Gleichungen (die Normalgleichungen'®):

zn:yi = no + (ixl> I}

i=1 i=1
Z%‘yi = <Z$z> o+ <Z$ZQ> 5}
i=1 i=1 i=1

Als Losung fiir 5 (= Anstieg der Geraden) ergibt sich:

1"Ein anderer Ausdruck dafiir lautet, dass die Punkte (x;,y;) durch die Kurve h(z; a, 3) ,ausgeglichen®
werden sollen (— Ausgleichsrechnung).

8Die Bezeichnung verdankt sich dem Umstand, dass die KQ-Losung aus algebraischer Sicht einer
orthogonalen Projektion auf einen linearen Unterraum entspricht.
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S () (50)

B\ _ =l

n n 2
2
n E Ty — E T
i=1 i=1

Nach einfachen Umformungen lasst sich B auch wie folgt darstellen:

n

~ Z(fﬁi—f)(yz'—?)
ﬁ: =1 .

> (@ —7)

i=1

B steht in enger Beziehung zum Korrelationskoeffizienten r,,:

~ Sy
=T —_—
ﬁ Ty 54

Dividiert man die erste Normalgleichung durch n, ergibt sich die Losung fiir o (= Ach-
senabschnitt, Interzept):

y=a+7f — a=y-07

Die im Sinne der kleinsten Abstandsquadrate bestmoglich angepasste Gerade ist also
gegeben durch:

J=a+fr=75+px -1

Daraus folgt insbesondere, dass die KQ—Gerade (auch (O)LS—Gerade! durch den
Mittelpunkt (Z,7) der Daten verlauft. Fiir die Daten von Abb 1.26 ergibt sich:

~

a = —60.9534 und B = 0.7826

D.h., jeder zusétzliche Zentimeter an Korpergroke geht mit einer Zunahme von 0.78 kg
an Kopergewicht einher. Man beachte, dass wir es hier mit Korpergrofsen zwischen etwa
155 und 200 cm zu tun haben, der Interzept a fiir sich genommen also keine realistische
Interpretation hat (sondern nur der Definition der KQ-Geraden dient).

Yengl. (ordinary) least squares
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Abbildung 1.28: Prinzip der kleinsten Quadrate
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Bsp 1.29 Zur Veranschaulichung des KQ-Prinzips betrachten wir einen simulierten Daten-
satz aus 9 Punkten (Abb 1.28). Die dick gezeichneten Punkte sind die Beobachtungen und
die Gerade entspricht der KQ-Geraden. Die offen gezeichneten Punkte sind die Punkte
(x;,Yi), wobei y; = @+ [z; der auf Basis der KQ-Geraden an der Stelle x; prognostizierte
Wert von y ist. Die von den beiden Punkten aufgespannten Quadratflichen entsprechen
den Abstandsquadraten; fiir die KQ—Gerade ist die Summe dieser Fldchen minimal.

Die Differenzen zwischen den tatsdchlichen Beobachtungen und den prognostizierten Wer-
ten, ¢, = y; — Ui, © = 1,2,...,n, sind die Residuen. Aus den Normalgleichungen folgt,
dass die Residuen die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:

iei =0 und iez% =0
i=1 i=1

Die Residuen spielen (u.a.) eine wichtige Rolle bei der Beurteilung der Anpassungsgiite

der KQ-Geraden. [ ]
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Bem: Die Anpassung einer Geraden (oder von anderen Kurven) an vorgegebene Daten wird
in der Statistik unter der Uberschrift Regressionsanalyse behandelt. Man ,regressiert”
eine Antwortvariable y (z.B. Weight) auf eine erklirende Variable x (z.B. Height). Die
Regressionsanalyse (mit ihren zahlreichen Varianten und Erweiterungen) gehort zu den
Kernmethoden der Statistik und wird in Kapitel 9 noch etwas ausfiihrlicher behandelt.
Hier betrachten wir die Regressionsanalyse als deskriptive (bzw. explorative) Methode
zur Beschreibung eines Datensatzes.?

Aufgaben

1.1 Der Datensatz TempWien1951-2012.txt (vgl. Bsp 1.4) enthilt neben den Hochst—
auch die Tiefsttemperaturen und die Jahresdurchschnitte fiir Wien/Hohe Warte fiir
die Jahre 1951-2012. Stellen Sie die drei Zeitreihen gemeinsam in einem Plot und in
einzelnen Plots dar. Uberlagern Sie die letzteren Plots mit gleitenden Durchschnitten
der Spannweite w = 10.

1.2 Von der ACEA (European Automobile Manufacturers’ Association; www.acea.be)
werden u.a. Daten iiber Neuzulassungen von Kraftfahrzeugen gesammelt. Fiir das
Jahr 2011 ergab sich fiir die PKW-Neuzulassungen das folgende Bild, aufgeschliisselt
nach Herstellergruppen (Zahlen fiir Westeuropa; Datenfile: pkw-neuzulll.txt):

GROUP TOTAL
ASTON MARTIN 2310
BMW 791658
CHINA 1659
DAIMLER 659268
FIAT 915237
FORD 1033030
GM 1099194
IVECO 704
JAGUAR LAND ROVER 93025
JAPAN 1011765
HYUNDAI 353823
KIA 251334
KOREA 7085
PORSCHE 40714
PSA 1619704
RENAULT 1194752
TOYOTA 520090
VOLKSWAGEN 2939136
OTHER 272904

(Bem: Die Herstellergruppe JAPAN umfasst die Marken Daihatsu, Honda, Mazda,
Mitsubishi, Nissan, Subaru, Suzuki und andere.)

20Man beachte, dass durch die Geradenanpassung eine Dimensionsreduzierung erfolgt; n Datenpunkte
werden durch zwei Parameter (o und ) beschrieben.
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1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Fassen Sie Herstellergruppen mit einem Anteil von weniger als 3% mit der Gruppe
OTHER zusammen und erstellen Sie ein Kreisdiagramm. Fiir eine bessere Lesbarkeit
des Diagramms empfiehlt sich eine Darstellung nach der Grofe der Anteile.

Erstellen Sie Pareto-Diagramme (a) fiir die Neuinskriptionen an der TU-Wien fiir
das WS 2013 und (b) fiir die PKW-Neuzulassungen von Aufgabe 1.2. Interpretieren
Sie die Diagramme.

Ein Hersteller von mikroelektronischen Komponenten benétigt bestimmte kerami-
sche Platten. Eine Stichprobe des Umfangs n = 30 aus einem groferen Los von
derartigen Platten erbrachte die folgenden Fehlerzahlen pro Platte:

077070773707
0,0,1,1,3,0,1

2 1 3,
b 07 b ) 37 O

1,1,0,0 1,2 0
,1,0,0,0,5,1, 0,2 0

) Y

Zeichnen Sie das Balkendiagramm und die Summentreppe, d.i. eine treppenfor-
mige Darstellung der kumulierten relativen Haufigkeiten. (Bem: Hier handelt es sich
um ein Zahlmerkmal.)

Bestimmen Sie fiir das Merkmal Waist (Datenframe: body.txt) die empirische Ver-
teilungsfunktion fiir beide Geschlechter zusammen und getrennt.

Bestimmen Sie einen Stem-and-Leaf-Plot fiir das Merkmal Biacromial (Daten-
frame: body.txt) fiir Gender = 0. Zusatz: Erstellen Sie einen Back-to-Back Stem-
and-Leaf-Plot fiir Gender = 0 und Gender = 1. (Hinweis: Nehmen Sie die Funktion
stem. leaf.backback() aus dem Package aplpack.)

Der Datensatz euroweight . txt umfasst fiir acht Batches zu jeweils 250 Stiick Mess-
werte des Gewichts von neuen (belgischen) 1€-Miinzen.?! Zeichnen Sie — angeordnet
in einem 4 x 2—Array — fiir alle acht Batches flachentreue Histogramme; nehmen Sie
dazu die folgende (gemeinsame) Klasseneinteilung:

(7.200,7.210], (7.210,7.220], . . ., (7.750, 7.760]

Uberlagern Sie die Histogramme mit Kerndichteschétzungen. Kommentieren Sie die
Ergebnisse.

Bestimmen Sie — getrennt nach Geschlecht — fiir das Merkmal Biacromial (Daten-
frame: body . txt):

(a) den Box— und den Violinplot
(b) die 5(6)-Zahlen—Zusammenfassung
(c) die Varianz, die Streuung, den MAD

217, SHKEDY, M. AERTS, AND H. CALLAERT: The Weight of Euro Coins: Its Distribution Might Not
Be As Normal As You Would Expect, Journal of Statistics Education, Vol. 14/2, 2006.
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1.10

1.11

1.12

1.13
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Bestimmen Sie fiir grofes n den Bruchpunkt der Hinges. (Hinweis: Nehmen Sie als
,Datensatz” beispielsweise die Zahlen von 1 bis 100 und iiberlegen Sie sich, wieviele
Datenpunkte man &ndern miisste, um den unteren (oder den oberen) Hinge beliebig
zu veréndern.)

Laut der Homepage von Eisenstadt/Bgl. entwickelten sich die Einwohnerzahlen von
1951 bis 2011 wie folgt:

Jahr‘1951 1961 1971 1981 1991 2001 2011
Bev.‘7.568 9.315 10.062 10.102 10.349 11.334 12.995

(a) Stellen Sie die Zeitreihe grafisch dar (z.B. als Balkendiagramm).

(b) Wie grofs ist die durchschnittliche 10-j&hrliche Zunahme (in %) und die durch-
schnittliche jahrliche Zunahme (in %)? Wie sind diese Durchschnittswerte zu
interpretieren?

(c) Wenn man die Entwicklung von 2001 auf 2011 zugrunde legt, mit welcher
Bevolkerungszahl kann man im Jahr 2030 rechnen?

Ein Handelsbetrieb unterhélt in einer Stadt vier Filialen. Bekannt seien fiir jede

Filiale der Anteil am Gesamtumsatz sowie der durchschnittliche Jahresumsatz pro
m? Verkaufsfliche:

Filiale  Umsatzanteil =~ Umsatz/m?

1 10% 35.000€
2 20% 42.000€
3 50% 52.500€
4 20% 28.000€

Bestimmen Sie den durchschnittlichen Jahresumsatz pro m? Verkaufsfliche fiir alle
Filialen der Stadt zusammen.

Zeigen Sie den Verschiebungssatz fiir die Stichprobenvarianz:

1 n
2 _ Z 2 — 32
S L1 " _n(xN)]

Eine Stichprobe aus ganzzahligen Werten vom Umfang 72 hat den Modus 54, den
Median 54.5 und den Mittelwert 55.7. Eine zusétzliche Beobachtung hat den Wert
r73 = 6. Was lasst sich iiber den Modus, den Median und den Mittelwert der
erweiterten Stichprobe sagen?

Meist bevorzugt man die Streuung s,, eines Datensatzes als Streuungsmafs gegeniiber
der Varianz s2, da s, die gleiche Einheit wie der Mittelwert T, hat. Gelegentlich
bevorzugt man aber ein dimensionsloses Streuungsmak. Der Variationskoeftizi-
ent (kurz VK) ist definiert durch VK,, = s,,/Z,. Ein Vorteil dieses Streuungsmafses
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1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

besteht darin, dass es unserer (intuitiven) Vorstellung von ,,Streuung meist eher ent-
spricht als etwa s,,. Beispielsweise haben 1,2, 3,4 und 1001, 1002, 1003, 1004 zwar die
gleiche Standardabweichung (1.291) aber sehr unterschiedliche VK’s (0.5164 bzw.
0.0013). Das korrespondiert mit dem Eindruck, dass die zweiten Werte ,néher bei-
einander” liegen als die ersten.

Bestimmen Sie fiir die Variable Height (Datenfile: body.txt) die Standardabwei-
chung und den Variationskoeffzienten fiir Gender = 0 und Gender = 1. Wie beur-
teilen Sie das Streuverhalten der beiden Datenséatze?

Zeichnen Sie auf Basis der Daten von body.txt vergleichende Boxplots sowie Hi-
stogramme (plus Kernschitzung) fiir den BMI (Body Mass Index — Gewicht|kg|/
(Groke[m|)?) fiir Gender = 0 und Gender = 1. Berechnen Sie Kennzahlen der Lage
und der Streuung und beschreiben Sie die Verteilungsform. Zusatz: Ein BMI ab 25
kg/m? gilt bereits als gesundheitlich problematisch. Auf Basis des vorliegenden Da-
tensatzes, welcher Anteil bei Ménnern und Frauen iibersteigt diesen Wert? (Bem:
Der Mikrozensus®? 2007 erbrachte in der Bevolkerung ab 15 Jahren fiir Osterreich
die folgenden Ergebnisse: 54.5% der Méanner haben einen BMI von mehr als 25
kg/m?, bei den Frauen liegt dieser Anteil bei 41.3%.)

Der Datensatz brightness (Package: UsingR) umfasst Daten zur Helligkeit von
996 Sternen (Leuchtkraft im sichtbaren Spektralbereich; je kleiner der Wert umso
heller der Stern) in einem bestimmten Himmelssektor. Die Daten stammen aus
dem sogenannten Hipparcos Katalog.?® Erstellen Sie ein Histogramm (iiberlagert
mit einer Kerndichteschétzung) und berechnen Sie Koeffizienten der Schiefe und
Kurtosis. Kommentieren Sie die Verteilungsform.

Berechnen Sie analog zu Bsp 1.27 alle paarweisen Pearson’schen Korrelationskoeffi-
zienten fiir die metrischen Merkmale von body . txt fiir Gender = 0. Kommentieren
Sie die Ergebnisse.

Betrachten Sie die hoch korrelierenden Merkmale Waist und Weight aus dem Da-
tensatz body.txt. Zeichnen Sie den Scatterplot und bestimmen Sie die KQ-Gerade.
Zeichnen Sie letztere in den Scatterplot ein. Unterscheiden Sie dabei nach Ge-
schlecht. Interpretieren Sie die Ergebnisse.

Wie lautet allgemein die KQ-Losung fiir den Geradenanstieg (3 unter der Bedingung,
dass die Gerade durch den Nullpunkt verlauft, d.h. fiir eine Gerade der Form y =
Bx 7 Bestimmen Sie 3 konkret fiir den Datensatz:

z|3 156 34
y|4 24865

Zeichnen Sie den Scatterplot und die KQ-Gerade durch den Nullpunkt. Bestimmen
(und zeichnen) Sie aukerdem die uneingeschrénkte KQ-Gerade, d. h. die Gerade der
Form y = a + fx.

22Stichprobenerhebung, bei der pro Quartal rund 22500 zufillig ausgewiihlte Haushalte in ganz Oster-
reich befragt werden; jeder Haushalt bleibt fiir insgesamt fiinf Quartale in der Stichprobe.
ZVgl. z. B. WIKIPEDIA fiir weitere Informationen (Stichworte: Hipparcos, UBV Photometric System).
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1.20 Passen Sie nach der KQ-Methode eine Kurve der Form y = o+ 32?2 an die folgenden

Daten an:

x\—Q 3 -1 0 -3 1 5 -3
y‘715 31 11 6 20 16

Zeichnen Sie den Scatterplot und die KQ-Parabel. (Zusatz: Wie lautet in diesem
Fall die allgemeine KQ-Losung?)

Hinweis: Die folgenden R-Commands fiihren zum Ziel:

x <- ¢(-2,3,-1,0,-3,1,5,-3)

y <- ¢(7,15,3,1,11,6,20,16)

plot(y = x, type="p", pch=21, bg="lightblue3",
xlim=c(-5,5), ylim=c(0,25), cex=2, main="KQ - Parabel")

mod <- lm(y ~ I(x"2))

coef(mod) # <<-- KQ-Ldésung

xnew <- data.frame(x=seq(-5, 5, by=0.1))

ypred <- predict(mod, newdata=xnew, interval="n")

lines(xnew$x, ypred, lwd=2, col="lightblue3")



2  Wahrscheinlichkeit

Wir leben in einer Welt voller zufallsbedingter Unsicherheiten. Dabei bemiihen wir den
nZufall® nicht nur zur Beschreibung vieler Phénomene des Alltags oder wenn wir an ei-
nem Gliicksspiel teilnehmen, sondern er erweist sich bei genauerem Hinsehen bald als
integraler Bestandteil unseres gesamten Naturverstiandnisses. Beispielsweise konnen viele
Phénomene im Bereich der Elementarteilchen ohne Zuhilfenahme von Modellen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie nicht adédquat beschrieben oder interpretiert werden.

Es liegt in der Natur der Sache, dass mehrere ,Zufallsmodelle” vorstellbar sind. Speziell
im Bereich der Naturwissenschaften und der Technik ist es aber vorteilhaft, sich bei der
Modellentwicklung von Erfahrungen mit ,Zufallsexperimenten® leiten zu lassen. Dabei
versteht man unter einem Zufallsexperiment allgemein einen zufallsbehafteten Vorgang,
dessen Ausgang mehr oder weniger unsicher oder nicht deterministisch bestimmt ist. Ein
typisches Beispiel ist etwa das Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels.

2.1 Gesetz der grolen Zahlen

Die einfachste Form der Beschreibung von Zufallsexperimenten ist das Zahlen. Man zahlt,
wie oft ein bestimmtes Ereignis A bei wiederholter Durchfiihrung eines Zufallsexperiments
eingetreten ist. Beispielsweise kann man zdhlen, bei wievielen Patienten ein bestimmtes
Medikament eine Besserung bewirkt hat, oder wie oft in den vergangenen 20 Jahren der
August verregnet war, oder wie oft beim Werfen einer 1€-Miinze ,,Zahl* vorkommt, usw.

Betrachtet man n Wiederholungen eines Zufallsexperiments und tritt das fragliche Ereig-
nis H,(A)-mal auf, so hat man héufig den Eindruck, dass sich die relative Haufigkeit
hn(A) := H,(A)/n von A einem Grenzwert nihert:

lim h,(A) =: P(A)

n—oo

Es liegt nahe, den Grenzwert P(A) als ,Wahrscheinlichkeit* (des Eintritts) von A zu be-
trachten. Diese Grenzwertvermutung nennt man das (empirische) Gesetz der grofien
Zahlen (eGGZ).

Bsp 2.1 Zur Illustration des eGGZ betrachten wir das Werfen von zwei gleichartigen (aus-
gewogenen) Wiirfeln und speziell das Ereignis, dass die Augensumme gleich sieben ist.
Abb 2.1 zeigt das Ergebnis von 10 simulierten Wurffolgen zu je 1000 Wiirfen. (Zur kla-
reren Darstellung nehmen wir eine logarithmische z—Achse.) Am Anfang ist die Fluk-
tuation noch sehr hoch, mit grofer werdendem n scheinen sich die relativen Haufigkeiten
hn(Augensumme = 7) einem Grenzwert zu néhern. (Die strichlierte Linie ist bei der ,klas-
sischen Wahrscheinlichkeit fiir das fragliche Ereignis von 1/6.) Man beachte allerdings,
dass selbst fiir n = 1000 die Fluktuation noch immer vergleichsweise hoch ist. [ |

65
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Abbildung 2.1: Empirisches Gesetz der groen Zahlen

:7)

h,(Augensumme

I I I I I I I
1 5 10 50 100 500 1000

Anzahl der Wirfe n

Auch wenn man von der Giiltigkeit des eGGZ iiberzeugt ist, ldsst es sich nur unter Inkauf-
nahme einer Reihe von begrifflichen Schwierigkeiten zur Grundlage eines mathematisch
konsistenten Wahrscheinlichkeitsbegriffs machen. Irgendwann muss man die Beobachtun-
gen schlieflich abbrechen (oder sie sind von vornherein nur beschréankt verfiigbar), sodass
man nie ganz sicher sein kann, ob tatséchlich ,Konvergenz‘ (und in welchem Sinn) vorliegt
und ob sich bei einer Wiederholung des gesamten Experiments stets der gleiche Grenzwert
einstellen wird.

Man kann allerdings die Eigenschaften von relativen Haufigkeiten zum Vorbild einer axio-
matischen Definition von Wahrscheinlichkeit nehmen. Letzteren Zugang nennt man die
frequentistische (oder objektivistische) Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
(vgl. 2.5).

Subjektive Wahrscheinlichkeiten: Die frequentistische Interpretation von Wahrscheinlichkeit
beruht darauf, dass ein (statistisches) Experiment unter (mehr oder weniger) identischen
Bedingungen beliebig oft wiederholbar ist. Das ist keineswegs immer der Fall. Was be-
deutet es beispielsweise, wenn jemand behauptet, zu 70% davon tiberzeugt zu sein, dass
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William Shakespeare Julius Caesar geschrieben hat, und zu 10% dass es Christopher Mar-
lowe war? Diese Form von subjektiver Wahrscheinlichkeit l&sst sich nicht frequentistisch
interpretieren. Vielmehr handelt es sich um einen — auf personlicher Expertise basierenden
— Grad des Vertrauens in eine Behauptung.

Héalt man sich bei der Zuschreibung von subjektiven Wahrscheinlichkeiten an bestimmte
konsistente und rationale Regeln (verhélt sich quasi wie ein rational agierender Spieler),
macht es aber — mathematisch gesehen — keinen Unterschied, ob ,Wahrscheinlichkeit
frequentistisch oder subjektivistisch interpretiert wird.

Bem: Der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff bildet die Grundlage der sog. Bayes—
Statistik, die in Kapitel 8 noch etwas ausfithrlicher behandelt wird.

2.2 Merkmalraum

Die moglichen Ergebnisse von statistischen Experimenten lassen sich in einer Grund-
menge zusammenfassen. Die Menge aller moglichen Versuchsausgidnge nennt man den
Merkmalraum:!

0= {w } w moglicher Versuchsausgang}

Ein Merkmalraum kann von vielfiltiger Gestalt sein: Endlich, unendlich (abz&hlbar un-
endlich, tiberabzéhlbar), ein—, mehrdimensional, etc. Meist sind die Elemente von {2 ma-
thematische Gebilde (Zahlen, Vektoren, Mengen, ... ), gelegentlich werden die Versuchs-
ergebnisse aber auch nur verbal beschrieben (beispielsweise beim Miinzwiirf als ,Kopf*
oder ,Zahl®).

Man beachte, dass zur Beschreibung eines Experiments durchaus mehrere unterschiedliche
Merkmalrdume geeignet sein konnen (vgl. die folgenden Beispiele).

Beispiele:

1. Besteht das statistische Experiment in der Bestimmung des Geschlechts eines neu-
geborenen Babys, so ist etwa ) = {g, b} geeignet, wobei g(irl) = Méadchen und b(oy)
= Bub bezeichnet.

2. Besteht das statistische Experiment darin, bei einem Pferderennen, an dem sieben
Pferde mit den Startnummern 1, 2,..., 7 beteiligt sind, die Reihenfolge des Zielein-
laufs zu bestimmen (oder zu beobachten), so besteht der Merkmalraum aus allen
7! = 5040 moglichen Permutationen von (1,2,3,4,5,6,7):

Q:{(:El,:pQ,...,m)}xi:1,2,...,7; T # x; fiiri;éj}

L Auch als Grundraum, Grundgesamtheit, Stichprobenraum (engl. sample space) o. i. bezeichnet.
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3. Wirft man zwei Miinzen (wobei eine die ,erste und die andere die ,zweite" ist),

besteht der Merkmalraum aus vier Elementen:

O = {(H,H),(HT), (I, H),(I.T)}

Dabei bedeutet z. B. (T, H), dass die erste Miinze auf ,Zahl* und die zweite Miinze
auf . Kopf* fillt.

. Wirft man zwei (iibliche) Wiirfel (wobei einer der ,erste und der andere der ,zweite*

ist) und beobachtet die geworfenen Augenzahlen, besteht der Merkmalraum aus 36
Punkten:

Q={(i,j)]i,j=1234,56}

Dabei bedeutet (i, j), dass die Augenzahl des ersten Wiirfels gleich ¢ und die des
zweiten gleich j ist.

Bem: Interessiert nur die Augensumme, konnte man auch = {2,3,... 12} als
Merkmalraum nehmen. Ein Nachteil dieses Raumes besteht allerdings darin, dass die
Elementarausginge w € €2 — in einem intuitiven Sinn — nicht , gleichwahrscheinlich®
sind, die des zuerst betrachteten Raumes aber schon.

. Besteht das Experiment im Messen der Lebensdauer (in Betriebsstunden) eines

Transistors, nimmt man als Merkmalraum ein halbunendliches Intervall:

Q={z|0<z <00} =10,00)

Bem: Da Transistoren bereits unmittelbar bei Inbetriebnahme ausfallen kénnen,
nimmt man meist [0, co) und nicht (0, co) als Merkmalraum. Andererseits: Lebens-
dauern sind endlich, also sollte man eher Intervalle der Form [0,b) (mit b < co) als
Merkmalraum nehmen. Meist ist es aber schwierig, einen Wert fiir b zu bestimmen,
sodass man bei (technischen) Lebensdauerproblemen in der Regel [0, c0) als Merk-
malraum nimmt. (Letztere Wahl vereinfacht auch die statistische Modellierung.)

. Das statistische Experiment bestehe in der zufélligen Auswahl von & Objekten aus

einer Menge von n (unterscheidbaren) Objekten, bezeichnet mit M = {1,2,...,n}
(k <n). Die Auswahl erfolge in der Weise, dass ein einmal gewéhltes Objekt nicht
noch einmal gewahlt werden kann. Fiir die Wahl eines passenden Merkmalraums
hat man (zumindest) zwei Moglichkeiten. Spielt die Reihenfolge der Auswahl keine
Rolle, nimmt man die Menge aller k—elementigen Teilmengen:

0 ={B[BCM [Bl=k}, |= (Z)

Mochte man die Reihenfolge der Auswahl berticksichtigen, nimmt man:

n!
(n —k)!

Beide Merkmalraume bestehen aus ,,gleichwahrscheinlichen” Elementen.

QQZ{(xl,xg,...,xk)}xieM; xi#:pjﬁiri#j}, || =
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2.3 Ereignisse

Allgemein nennt man eine Teilmenge A C €2 eines Merkmalraumes €2 ein Ereignis. Gilt
fiir einen Versuchsausgang w € €2, dass w € A, so sagt man, dass A eingetreten ist. Alle
Ereignisse werden in einem Ereignissystem A zusammengefasst:

A= {A ‘ A C Q) ist ein Ereignis}

Neben einfachen Ereignissen A, B, ... mdchte man aber auch zusammengesetzte (oder
abgeleitete) Ereignisse wie etwa ,,A und B treten ein“ oder A ist nicht eingetreten” be-
trachten. Das hat zur Folge, dass Ereignissysteme eine entsprechende algebraische Struktur
aufweisen sollten.

Ereignissystem als o—Algebra: Gegeben sei ein (nichtleerer) Merkmalraum (2. Ein System A
von Teilmengen aus €2 heif’t eine c—Algebra iiber €2, wenn es die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

(1) Q€ A (d.h., der Merkmalraum selbst ist ein Ereignis)

(2) Fiir A e Agilt A€ A (d.h., A ist abgeschlossen unter Komplementbildung?)

(3) Fiir eine Folge A;, As, ... aus A gilt U A; € A (d.h., A ist abgeschlossen unter
i=1
abzéhlbaren Vereinigungen)

Aus den Eigenschaften (1) und (2) folgt, dass auch () € A. Nach den De Morgan’schen
Regeln:?

(ﬁAZ) :GA; und (DAZ) :ﬁAg
i=1 =1 i=1 =1

folgt aus den Eigenschaften (2) und (3), dass eine 0—Algebra auch abgeschlossen gegeniiber
abzahlbaren Durchschnitten ist:

Al,AQ,... EA - ﬂAZEA

i=1

Ist 2 ein Merkmalraum und A eine o—Algebra iiber €2, nennt man das Paar (2, .A) einen
Messraum und die Elemente von .4 nennt man messbare Mengen.

2Fiir das zu A komplementdire Ereignis A schreibt man auch A; im Folgenden werden beide Schreib-
weisen verwendet.

3AucusTus DE MORGAN (1806-1871), engl. Mathematiker (zusammen mit GEORGE BOOLE Begriin-
der der formalen Logik).
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Bemerkungen:

(a) Das Prifix ,,0* bezieht sich auf die in Eigenschaft (3) formulierte abzdihlbare Vereini-
gung. Wird diese Eigenschaft nur fir endlich viele Elemente aus A gefordert, nennt
man A eine Algebra (iiber 2). Man beachte aber, dass aus der o—Eigenschaft auch
die Abgeschlossenheit gegeniiber endlichen Vereinigungen folgt:

A Agy A 00, e A = | JAcA
i=1

(b) Formal betrachtet ist ein einzelner Versuchsausgang w € Q) kein Ereignis. Das kor-
respondierende (einelementige) Ereignis lautet korrekt {w} C €. Man beachte tiber-
dies, dass sich aus (1) bis (3) nicht automatisch ergibt, dass einelementige Mengen
auch Ereignisse sein miissen. (In der Praxis wird Letzteres aber meist stillschweigend
angenommen. )

(c) In Verallgemeinerung von (b) lisst sich festhalten, dass Ereignisse zwar Teilmengen
von {2 sind, aber umgekehrt nicht jede Teilmenge von (2 automatisch auch ein Ereig-
nis sein muss. Kommen Wahrscheinlichkeiten ins Spiel, wéire das aus theoretischen
Griinden auch gar nicht wiinschenswert (s. unten).

(d) Die kleinste o—Algebra iiber Q besteht nur aus der leeren Menge und aus dem

Merkmalraum: A = {0, Q}.

(e) Die grofste o—Algebra tiber €2 ist die Potenzmenge, d. h. die Menge aller Teilmengen
des Merkmalraums:

A={A]|ACQ} =P(Q)
Besteht €2 aus endlich vielen Elementen, gilt [P(Q)] = 2/,

Bem: Die obige Schreibweise ist auch fiir unendliche Mengen gebréuchlich. Der Satz
von Cantor besagt fiir eine beliebige Menge M, dass die Méachtigkeit (oder Kardi-
nalitdt) der Potenzmenge P(M) stets grofer ist als die Kardinalitdt von M, d.h.
|M| < |P(M)|. Die sog. verallgemeinerte Kontinuumshypothese* besagt fiir unendli-
che Mengen M, dass |P(M)| die nach |M| néchstgrofsere Méchtigkeit ist. Insbeson-
dere bedeutet das, dass die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen N die Kardinalitat
von R hat, d.h. 2N = |R].

(f) Betrachtet als Ereignisse, nennt man den Merkmalraum €2 € A das sichere Ereignis,
und die leere Menge () € A das unmogliche Ereignis.

4Ein zentrales Resultat der Mengentheorie lautet, dass die Kontinuumshypothese im Rahmen der
iiblichen Axiome der Mengenlehre weder beweis— noch widerlegbar ist, also von den Axiomen unabhéngig
ist (KURT GODEL (1938), PAuL COHEN (1960)).
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Festlegung 1: Ist der Merkmalraum €2 endlich oder abzdhlbar unendlich, wihlt man als
Ereignissystem stets die Potenzmenge P(€2). Letzteres System ist (trivialerweise) eine o—
Algebra. Man braucht sich also in diesem Fall iiber die Messbarkeit von Ereignissen keine
Gedanken zu machen.

Bsp 2.2 Besteht das statistische Experiment im Werfen eines Wiirfels und interessiert
man sich fiir die geworfene Augenzahl, ist ein passender Merkmalraum gegeben durch
Q2 =1{1,2,3,4,5,6} und das zugehorige Ereignissystem ist die Potenzmenge von :

A=PQ) ={0,{1},{2},...,{6},{1,2},{1,3},...,Q}

Beispielsweise lasst sich das Ereignis, dass die geworfene Augenzahl eine gerade Zahl ist,
durch A = {2,4,6} formulieren. Das Komplement von A, A° = {1, 3,5}, entspricht dem
Ereignis, dass die Augenzahl ungerade ist.

Wirft man den Wiirfel solange, bis zum ersten Mal ein ,Sechser” geworfen wird, ware
Q2 ={1,2,...} = N ein geeigneter Merkmalraum. Als zugehoriges Ereignissystem wahlt
man wieder die Potenzmenge A = P(12). [ |

2.4 Borelmengen

Fiir dberabzihlbare Merkmalraume (z.B. R, [0,00), ...) ist die Potenzmenge P(Q2) als
Ereignissystem nicht geeignet. Das hat den folgenden Grund: Wie unten ausfiihrlicher
dargestellt, mochte man den Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Ware nun jede
Teilmenge von beispielsweise R ein Ereignis, hatte man — bildlich gesprochen — ,zu viele®
Ereignisse (vgl. dazu Punkt (e) in den Bemerkungen von 2.3) als dass die Zuordnung von
Wahrscheinlichkeiten ohne Widerpruch moglich wére. D. h., man muss sich auf eine echte
Teilmenge der Potenzmenge beschranken.

Im Folgenden sei 2 = R und fiir die Konstruktion eines passenden Ereignissystems be-
trachten wir zunéchst das System der links offenen und rechts abgeschlossenen (endlichen)
Intervalle:

QZ{(a,bHa,beRmitagb}

Klarerweise ist G noch keine o—Algebra (z. B. ist das Komplement von (0, 1] kein Element
von G). Aus diesem Grund erzeugt man die kleinste o—Algebra, die alle Elemente von G
umfasst. Diese kleinste o—Algebra B nennt man die Borel c—Algebra (oder die Borel-
mengen®). Wie man zeigen kann, ist B eine echte Teilmenge der Potenzmenge P(R).

Bem: Mengen, die nicht zu B gehoren (die also keine Borelmengen sind), entziehen sich
weitgehend der Anschauung. Anders ausgedriickt: Alle Teilmengen von R, die man sich
vorstellen oder grafisch veranschaulichen kann, sind Borelmengen.

SEMILE BOREL (1871-1956), franz. Mathematiker und Politiker.
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Abbildung 2.2: Beispiel fiir einen halboffenen Quader

Wie in der obigen Bemerkung angedeutet, sind alle Ereignisse von praktischer Bedeutung
Borelmengen. Insbesondere gilt, dass alle Typen von Intervallen (a,b) (offene, abge-
schlossene, endliche, unendliche, ...) Borelmengen sind, speziell also auch alle einpunk-
tigen Mengen {z} (z € R).

Beweis fiir letztere Aussage: Eine einpunktige Menge {x} lasst sich mit Intervallen aus G wie folgt darstellen:

~ 1
=|z,z] = ——,x| €B
n=1. ,
€g
Die Behauptung ergibt sich nun daraus, dass eine c—Algebra gegeniiber abzdhlbaren Duchschnitten ab-

geschlossen ist. Analog argumentiert man fiir andere Arten von Intervallen.

Mehrdimensionale Borelmengen: Analog zum eindimensionalen Fall ldsst sich die Borel o—
Algebra iiber R* (k > 2) definieren. Beispielsweise ist fiir k = 2 das erzeugende Ereignis-
system aus halboffenen Quadern (vgl. Abb 2.2) wie folgt gegeben:

Gy = {(a’ab] X (C,dHa,b,c,deRmitagb, cgd}

Bs ist nun definiert als die kleinste o—Algebra, die alle Ereignisse aus G, umfasst. Analog
sind die k—dimensionalen Borelmengen Bj definiert.
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Festlegung 2: Ist der Merkmalraum €2 eine (iiberabzihlbare) Teilmenge von R* (k > 1),
wahlt man als Ereignissystem stets die entsprechende Borel o—Algebra tiber ). Alle prak-
tisch relevanten Ereignisse werden dadurch erfasst.

2.5 Wahrscheinlichkeitsmale

Die Wahrscheinlichkeitsdefinition nach A. N. KOLMOGOROW® besteht aus drei Axio-
men, die — wie bereits in 2.1 erwdahnt — von den Eigenschaften der relativen Haufigkeiten
motiviert sind. Ist h,(A) die relative Haufigkeit eines Ereignisses A auf Basis von n wie-
derholten Versuchen, dann gilt 0 < h,,(A) < 1. Sind A; und A, zwei disjunkte Ereignisse

Wahrscheinlichkeitsmal: Gegeben sei ein Messraum (€2,.4) (d. h. eine o-Algebra A iiber ei-
nem Merkmalraum €2). Eine Abbildung P : A — R heifst ein Wahrscheinlichkeitsmaf
(kurz W—Maf) auf (2,.4), wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) P(A) >0 fiiralle A€ A
(2) P(Q) =1

(3) Fiir eine Folge Ay, Ay, ... von (paarweise) disjunkten Ereignissen (d.h. A, NA; =0
fiir i # j) gilt die o—Additivitit:

Auf Basis dieser Definition lésst sich der Messraum (§2,.4) zu einem Wahrscheinlich-
keitsraum (kurz W—-Raum) (Q2, A, P) erweitern.

Die obigen Axiome haben eine Reihe von Konsequenzen. (Bem: Im Folgenden wird stets
angenommen, dass die Ereignisse in der o—Algebra A liegen, also messbar sind.)

Behauptung 1: P() =0

Beweis: Man nehme eine Folge von Ereignissen Ay, As,... aus A, wobei A; = Q und 4; =0, i > 1. Die
Ereignisse sind paarweise disjunkt und Q = [J;2, A;; also gilt nach Axiom (2) und (3):

w;P(Ai) :i@+;}7(@)

=1 =1

Obige Gleichung lésst sich nicht anders als durch P(@)) = 0 erfiillen.

S ANDREI NIKOLAJEWITSCH KOLMOGOROW (1903-1987), russ. Mathematiker (bedeutende Beitrige
zu mehreren Gebieten der Mathematik).
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Behauptung 2: Fiir eine endliche Folge Aj, As, ..., A, von (paarweise) disjunkten Ereig-
nissen gilt:

n n
P (U A,) => P(A)
i=1 =1
Beweis: Folgt aus (3) und Behauptung 1: Setze A; =0, i > n.

Behauptung 3: P(A°) =1 — P(A)

Beweis: A und A€ sind disjunkt und A U A° = Q; nach Axiom (2) und (3) (oder Behauptung 2) gilt:

1= P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)

Behauptung4: AC B = P(A) < P(B)

Beweis: Wegen A C B lisst sich B darstellen als B = AU (A°N B). Die beiden letzteren Ereignisse sind
aber disjunkt; also gilt:

P(B) = P(A) + P(A°N B)
Wegen P(A¢ N B) > 0 folgt die Behauptung.
Behauptung 5: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis: A U B ldsst sich als Vereinigung von disjunkten Ereignissen darstellen: AU B = AU (4A° N B).
Nach Axiom (3) gilt:

P(AUB) = P(A) + P(A°N B)

Nun gilt aber auch B = (AN B) + (A¢N B). Da die beiden letzteren Ereignisse disjunkt sind, gilt wieder
nach Axiom (3):

P(B)=P(ANB)+ P(A°NB) = P(A°NB)=P(B)-P(ANDB)

Daraus folgt die Behauptung.

2.6 Chancen (Odds)

In der Praxis formuliert man Wahrscheinlichkeiten héufig in Form von ,Chancen®. Man
sagt etwa, ,die Chancen stehen 3 zu 1%, ein bestimmtes Spiel zu gewinnen.
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Chancen (Odds): Die Chancen (engl. Odds) o(A) fiir den Eintritt eines Ereignisses A
sind definiert als der Quotient aus der Wahrscheinlichkeit p = P(A) und der Gegenwahr-
scheinlichkeit P(A°) =1— P(A)=1—p:

_ P4 p
C1-PA) 1-p

o(4)
Logarithmiert man o(A), ergeben sich die logarithmierten Chancen (engl. Log-Odds):

log o(A) = log(p) — log(1 —p)

Die Log-Odds transformieren Wahrscheinlichkeiten (also Zahlen zwischen 0 und 1) in reelle
Zahlen zwischen —oo und oo. Sie besitzen eine Symmetrieeigenschaft, d.h., die Log-Odds
des komplementaren Ereignisses A° sind das Negative der Log-Odds von A:

- P p
log o(A°) = log = —log —— = —logo(A
(47) = log — e (4)

Stehen die Chancen 1 zu 1 (d.h., sind A und A° gleichwahrscheinlich), gilt o(A) = 1 und
logo(A) = 0.

Bei zwei Ereignissen kann man das Verhéltnis der Odds betrachten.
Chancenverhiltnis (Odds—Ratio): Die Chancen o(A) und o(B) von zwei Ereignissen A und

B werden haufig durch das Chancenverhéltnis (engl. Odds—Ratio) miteinander ver-
glichen:

r(A, B)

_o(4) _ P(A)/[1-P(A)]
o(B) P(B)/[1- P(B)]

Die Log-Odds—Ratio ist die Differenz der Log-Odds:
logr(A, B) =logo(A) —logo(B)

Bsp 2.3 Das Ereignis, ein Spiel zu gewinnen, trete mit Wahrscheinlichkeit p = 0.75 ein.
Die Chancen, das Spiel zu gewinnen, stehen also 75 zu 25 oder 3 zu 1 (d.h. o = 3). Zu
gewinnen ist dreimal so wahrscheinlich wie zu verlieren. Ist die Gewinnwahrscheinlichkeit
fiir ein anderes Spiel gleich 0.9, so sind die Odds gleich 0.9/0.1 = 9, d. h., zu gewinnen
ist neunmal wahrscheinlicher als zu verlieren. Die Odds-Ratio betragt »r = 9/3 = 3.
D.h., die Gewinnchancen sind beim zweiten Spiel um den Faktor 3 giinstiger. Auf der
logarithmischen Skala erhalten wir log(3) bzw. log(9) und die Log-Odds—Ratio betragt
log(r) = log(3). |
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2.7 Endliche W-R3aume

Ein W-Raum (€2, A, P) heifit endlich, wenn der Merkmalraum (2 eine endliche Menge ist.
Nach Festlegung 1 (vgl. 2.3) gilt in diesem Fall A = P(Q2), und das W-Maf P ist durch
die Angabe der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse {w}, w € €, eindeutig
bestimmt:

P{w}) >0 YweQ wmd > P({w})=1

Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A € P(Q) ergibt sich dann durch
Addition der Einzelwahrscheinlichkeiten:

P(A) =) P({w})

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn die Elementarereignisse gleichwahrscheinlich
sind. Statistische Experimente dieser Art nennt man Laplace—Experimente.’

Laplace-Raum: Ein endlicher W-Raum (2, P(f2), P) heift Laplace-Raum, wenn:

1
P({w}) = 9l fir alle weQ

Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A € P(€2) ist dann gegeben durch:

B @ _ Anzahl der Elemente von A
|| Anzahl der Elemente von {2

P(A)

Bemerkungen:

(a) Die iibliche Sprechweise im Laplace-Raum lautet: Die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses A ist der Quotient aus der Zahl der fiir (den Eintritt von) A giinstigen Félle
und der Zahl der mdglichen Falle, oder kurz ,, ¢ durch m“. Das nennt man auch die
klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition.

(b) Vor Anwendung der klassischen W-Definition ist genau zu kléren, ob tatséchlich
eine zufdllige Entnahme eines Elements aus € vorliegt. Bei Gliicksspielen (Lotto,
Roulette, ...) mag das hinldnglich gut der Fall sein. Viele Spiele (Poker, Back-
gammon, ... ) sind aber eine Mischung aus Gliick und Geschicklichkeit, sodass die
klassische W-Definition nur bedingt (oder nur in Teilbereichen) anwendbar ist. Dar-
iiberhinaus findet die klassische W-Definition aber auch zahlreiche Anwendungen
in anderen Gebieten, etwa in der Genetik oder in der Teilchenphysik.

"PIERRE-SIMON DE LAPLACE (1749-1827), franz. Mathematiker, Physiker und Astronom.
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(c) Bei Anwendungen der klassischen W-Definition spielt naturgeméf das Zdihlen eine
grofse Rolle. (Wieviele Elemente hat der Merkmalraum? Wieviele Elemente hat ein
bestimmtes Ereignis?) Manchmal kénnen die Elemente direkt abgezihlt werden,
in den meisten Féllen wird man aber auf kombinatorische Methoden zuriickgreifen
miissen. (Vgl. Anhang: Abzdhlende Kombinatorik fiir eine kurze Zusammenfassung der
wichtigsten Zahl- und Auswahlprinzipien.)

Bsp 2.4 In einem Behélter seien n gleichartige (aber unterscheidbare) Kugeln, n — 1 sei-
en weif und eine sei rot. Wenn willkiirlich £ Kugeln hintereinander entnommen werden
(Ziehungen ohne Zuriicklegen), mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich darunter die
rote Kugel?

Da alle Kugeln auf die gleiche Weise behandelt werden, ist die ausgewdhlte Menge von
k Kugeln mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine von den (Z) moglichen Auswahlen von k
Kugeln. Also gilt:

<1) (n - 1)
1)\k—-1 k
P ({Die rote Kugel wird ausgewéhlt}) = ~—~4—>——~% = —

n n
k
Andere Losung: Bezeichnet A; das Ereignis, dass die rote Kugel die i-te gezogene Kugel

ist, so gilt auf Grund der Art der Ziehung, dass P(A;) = 1/n,i=1,2,..., k. Die Ereignisse
A; sind paarweise disjunkt, also gilt:

k k
k
P({Die rote Kugel wird ausgewéihlt}) =P (U AZ-) = E P(A;) =—
n

i=1 i=1

Noch eine andere Losung: Es gibt n(n — 1) - -+ (n — k + 1) gleichwahrscheinliche Moglich-
keiten, k Kugeln unter Beachtung der Reihenfolge zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
die rote Kugel nicht gezogen wird, ist gegeben durch:

—D(n=2)---(n—k —k
P ({Die rote Kugel wird nicht ausgewéhlt}) = (Z 0 _)(17; (>n — <kn+ 1)) _n -

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher 1 — (n — k)/n = k/n. [

2.8 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Die geometrische Definition von Wahrscheinlichkeit ldsst sich anwenden, wenn der
Merkmalraum als geometrisches Objekt (Langen—, Fliachenstiick, Volumen, ...) und Er-



78 2 WAHRSCHEINLICHKEIT

eignisse als Teilbereiche dieses Objekts interpretiert werden kénnen, deren Wahrschein-
lichkeit proportional zur Groéfie (d.h. Liange, Fliche, Volumen, ...) des Teilbereichs
ist, unabhéngig von seiner Position und Form. Insofern stellt die geometrische Interpre-
tation von Wahrscheinlichkeit eine Erweiterung des Laplace-Raums auf unendlich viele
mogliche Versuchsausgéange dar.

Sind die Voraussetzungen fiir ihre Anwendung erfiillt, ist die geometrische Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses A C €2 gegeben durch:

|A]  Groke von A
PA)==—+""7"—"—""—
(4) |2  Grofse von 2

Ein einfaches Beispiel soll das Konzept verdeutlichen.

Bsp 2.5 [Rendezvousproblem] Angenommen, zwei Wanderer A und B erreichen, aus unter-
schiedlichen Richtungen kommend, einen Aussichtspunkt und halten sich dort jeweils 10
(A) bzw. 20 Minuten (B) auf. Ihre Ankunftszeiten am Aussichtspunkt liegen — unabhéngig
voneinander — zuféllig zwischen 10 und 11 Uhr. Mit welcher Wahrscheinlichkeit begegnen
sie einander am Aussichtspunkt?

Interpretiert man die Eintreffzeitpunkte der beiden Wanderer als Punkt im (0.B.d. A.)
Quadrat [0, 1] x [0, 1], so entspricht der Begegnungsbereich einem Fléchenstiick um die
Diagonale. In Abb 2.3 ist das die schraffierte Flidche. Rechnet man in der Einheit |h], ist
die Wahrscheinlichkeit einer Begegnung gegeben durch:

_ . (5/6)7+(2/3)* _ 31 .
P({Begegnung}) =1- ) =g = 0.431

Dabei ist es einfacher, zunédchst die Fliache des komplementéren Ereignisses (d.h. ,Keine
Begegnung") zu berechnen.

An diesem Beispiel zeigt sich auch, wie schnell man an die Grenzen der geometrischen
Anschaulichkeit gelangt. Wie schaut beispielsweise — unter dhnlichen Bedingungen — der
Begegnungsbereich fiir dre: Wanderer aus? In komplizierteren Situationen ist eine analy-
tische Losung meist einfacher. [ |

2.9 Additionstheorem

Behauptung 5 aus 2.5 ldsst sich auf mehr als zwei Ereignisse verallgemeinern. Da eine
Vereinigung von Mengen auch als (mengentheoretische) Addition bezeichnet wird, spricht
man vom Additionstheorem. Andere Bezeichnungen lauten Formel der In— und Ex-
klusion oder Siebformel. Letztere beziehen sich auf die ,joperative” Interpretation des
Additionstheorems (s. unten).
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Abbildung 2.3: Rendezvousproblem

0.0 0.2 0.4 0.6
| | |

1.0

Eintreffzeitpunkt B

1.0

Eintreffzeitpunkt A
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Bem: Zur einfacheren Darstellung verwenden wir im Folgenden die iibliche Abkiirzung

AB fiir AN B (analog fiir mehr als zwei Ereignisse).

(Allgemeines) Additionstheorem: Fiir Ereignisse Aj, As, ..., A, aus A gilt:

P(AJUAyU---UA,) => P(A4)— Y P(A,A,)+
=1

11 <19

+ (_1)r+1 Z

P(A

11

1y <dg<--<ip

A

2‘2..

' AZT)

+~-~+(—1)"+1P(A1A2~-~An)

Beweis: Mittels (mathematischer) Induktion nach n. Induktionsanfang ist das Theorem fiir zwei Ereignisse
(vgl. Behauptung 5 aus 2.5). Fiir den Schritt von n auf n + 1 zeigt man:

() (0] - riner- o

=1

Letzteres folgt aus der Giiltigkeit des Theorems fiir zwei Ereignisse.

U 4idnia

=1

)
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In Worten: Um die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung von n Ereignissen zu berechnen,
addiere man zunéachst die Einzelwahrscheinlichkeiten, subtrahiere davon die Wahrschein-
lichkeiten aller paarweisen Durchschnitte, addiere wiederum die Wahrscheinlichkeiten aller
dreifachen Durchschnitte, etc.

Kompakte Darstellung der Formel der In— und Exklusion:

P <CJ Az) = i(_l)ﬂ_l Z P(A21AZ2 T Alr)

=1 1 <ig<-<ip

Betrachtet man die Teilsummen auf der rechten Seite des Additionstheorems ergeben sich
wechselweise Abschétzungen nach oben und nach unten:

p(UJa) <SPy
i=1 i=1
i=1 i=1 11 <12

P(UA) <Py - X P+ 3 PAAAL
=1 =1 11 <12 11 <12<13

Die erste der obigen Ungleichungen ist nach G. BOOLE® benannt; sie gilt auch fiir unend-
lich viele Ereignisse.

Boole'sche Ungleichung: Fiir eine Folge von Ereignissen A;, A, ... aus A gilt:

P <GAZ> < iP(Ai)

Beweis: Das Ereignis | J;-, A; ldsst sich als Vereinigung von (paarweise) disjunkten Ereignissen darstellen:
o0
U Ai = 41 U (A249) U (A34545) U - --
i=1

Bezeichnet man die einzelnen Terme der disjunkten Vereinigung mit B;, so gilt nach Behauptung 4 aus
2.5, dass P(B;) < P(A;). Die Behauptung folgt dann aus der o—Additivitét:

8GEORGE BOOLE (1815-1864), engl. Mathematiker, Logiker und Philosoph.



2.10 Bedingte Wahrscheinlichkeit 81

p <D AZ-) =P <D BZ-> = iP(Bz-) < iP(Ai)

=1 =

Bsp 2.6 Angenommen, von den Mitgliedern eines Clubs spielen 36 Tennis, 28 spielen
Squash und 18 spielen Badminton. Aufserdem spielen 22 Tennis und Squash, 12 spie-
len Tennis und Badminton, 9 spielen Squash und Badminton und 4 spielen alle drei
Sportarten. Wieviele Mitglieder des Clubs betreiben zumindest eine der drei Sportarten?

Fiir die Beantwortung der Frage stelle man sich vor, dass ein Mitglied des Clubs zufillig
ausgewéhlt wird. Dadurch wird eine W—Verteilung ,induziert™: Ist C eine Teilmenge der
Clubmitglieder und ist N deren Gesamtzahl, so definiert man:

Anzahl der Elemente von C
P(C) = =

Bezeichnet T' (S, B) die Menge der Clubmitglieder, die Tennis (Squash, Badminton)
spielen, so gilt nach dem Additionstheorem:

P(TUSUB) = P(T) + P(S) + P(B) — P(TS) — P(TB) — P(SB) + P(T'SB)

 364+28418-22-12-9+4
B N

43
N
D.h., 43 Clubmitglieder betreiben zumindest eine der drei Sportarten. [ |

2.10 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit gehort zu den wichtigsten Konzepten der
W-Theorie. Das erklart sich daraus, dass der Wahrscheinlichkeitsbegriff eng mit dem In-
formationsbegrift verkniipft ist. Solange wir nicht wissen, ob ein Ereignis A eingetreten ist
oder nicht, bewerten wir das Ereignis mit seiner Wahrscheinlichkeit P(A). Die Kenntnis,
dass ein anderes Ereignis B eingetreten ist, kann informativ fiir das (méogliche) Eintreten
von A sein und die Eintrittswahrscheinlichkeit &ndern (d. h. vergrofern oder verkleinern).
Man schreibt in diesem Fall P(A|B) und spricht von der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A gegeben B.

Die folgende Definition von P(A|B) ldsst sich wie folgt motivieren: Wenn B eingetreten
ist, sind nur noch diejenigen Versuchsausginge w € A relevant, die auch in B liegen. Zu
betrachten ist also das Ereignis AN B. Andererseits, wenn B eingetreten ist, wird B zum
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neuen (reduzierten) Merkmalraum und die Wahrscheinlichkeit von A N B ist relativ zur
Wahrscheinlichkeit von B zu bewerten.

Bedingte Wahrscheinlichkeit: Gegeben sei ein W-Raum (€2, .4, P) und A, B € A seien zwei
Ereignisse, wobei P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
B definiert durch:

P(ANB)

P(AIB) = =55

Liegt speziell ein Laplace-Raum vor, dann ist P(A|B) der Anteil der fiir das Ereignis
AN B gilinstigen Fiélle, bezogen auf die moglichen Fille, die dem Ereignis B entsprechen:

IANB| |9 |ANB
P(A|B) = Ll
(48) ] B | B

Man kann in diesem Fall also mit dem reduzierten Merkmalraum B arbeiten. Dazu ein
einfaches Beispiel.

Bsp 2.7 Eine Miinze wird zweimal geworfen. Unter der Annahme, dass alle vier Punkte
des Merkmalraums Q = {(H,H), (H,T),(T,H),(T,T)} (H = Kopf, T' = Zahl) gleich-
wahrscheinlich sind, wie grof ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass beide Wiirfe H
sind, wenn (a) der erste Wurf H ist? (b) zumindest ein Wurf H ist?

Sei B ={(H,H)} (=beide Wiirfesind H), F = {(H,H), (H,T)} (= der erste Wurfist H)
und A ={(H,H),(H,T),(T,H)} (= zumindest ein Wurf ist H). Die Wahrscheinlichkeit

fiir (a) berechnet man wie folgt:

PR, PUEIY) 1 1
PUIE) = "50F) = P(cH, 1), (1,1) 274 2
Nun zu (b):
py < PEA __ PUOLEY _ys 1

P(4A)  P({(H,H),(HT),(T,H)}) 3/4 3

Vielfach besteht die Meinung, dass die Wahrscheinlichkeit fiir (b) ebenfalls 1/2 ist. Da-
bei wird wie folgt argumentiert: Wenn zumindest ein Wurf H ist, verbleiben nur zwei
Moglichkeiten: Beide Wiirfe sind H oder nur ein Wurf ist H. Das ist zwar korrekt, der
Fehler liegt aber in der Annahme, dass diese beiden Moglichkeiten gleichwahrscheinlich
sind (was nicht der Fall ist). Durch Beschrankung auf den durch die Bedingung reduzierten
Merkmalraum, lassen sich Fehlschliisse dieser Art vermeiden. [ |
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P(-|B) ist ein W-MaR: Bedingte Wahrscheinlichkeiten erfiillen alle Eigenschaften eines
(iiblichen) W-Mafes. Gegeben sei ein W-Raum (€2, .4, P) und B € A sei ein Ereignis mit
P(B) > 0. Dann gilt:

(1) P(A|B) >0 furalle Ac A
(2) P(QB)=1

(3) Fiir eine Folge Ay, As, ... von (paarweise) disjunkten Ereignissen gilt:

i=1

B) - iP(AAB)

2.11 Multiplikationstheorem

Multipliziert man in der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A|B) beide Seiten
mit P(B), so ergibt sich:

P(ANB) = P(AB)P(B)  (Vs.: P(B) > 0)

Vertauschen von A und B ergibt:

P(ANB) = P(BJA)P(A) (Vs P(A)>0)

Eine Aussage dieser Art nennt man Multiplikationstheorem (oder —regel); es lasst
sich auf mehr als zwei Ereignisse verallgemeinern.

(Allgemeines) Multiplikationstheorem: Fiir Ay, Ay, ..., A, € Amit P(A4;Ay--- A,) > 0 gilt:

P ((n] AZ-> = P(A)P(As|A)P(A3| A1 As) - - P(Au| A Ay -+ Ayy)

Beweis: Anwendung der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(A1As) P(A;AyA3) P(A1 Ay Ay)

Pid) P(A))  P(AjAy)  P(AjAy--A,_q)

= P(A1 Ay Ay)

Bsp 2.8 Ein iibliches Kartenpaket (52 Karten; 4 Farben: Kreuz, Herz, Pik, Karo; 13 Werte:
2-10, Bube (Jack), Dame (Queen), Konig, Ass) werde zufillig auf 4 Pakete zu je 13 Karten
aufgeteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt jedes Paket ein Ass?
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ldsst sich hier mittels einfacher kombinatorischer Uberle-
gungen bestimmen. (Wie?) Ein Vorteil des Multiplikationstheorems besteht jedoch darin,
dass komplizierte Probleme in mehrere einfachere Teilprobleme zerlegt werden kénnen.
Sei A;, 1 =1,2,3,4, das Ereignis, dass das i—te Paket genau ein Ass enthélt. Dann gilt:

P(A)) = <11<>5<) ) (49;’()5(3)7()5(3%5’? = 0.4388
1

P(A5|A;) = Ggg() ) (37;’();82; (2(92)6 ) = 04623
13

2

1 < ) (2)(13)(13) _ )

o)
<1 ) (25)(26)
W) _,
()

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich mit dem Multiplikationstheorem:

P(As|A1Az) = <

1

(
P(A4|A1AxA5) =

(ﬂ A; ) )P(Ag|Ay) P (A3 A1 Ay) P(A4| A1 A Ag) = 0.1055

2.12  Vollstandige Wahrscheinlichkeit

Ahnlich wie das Multiplikationstheorem erméglicht es auch der Satz von der vollstindi-
gen (oder totalen) Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeiten von komplizierten Ereig-
nissen aus Wahrscheinlichkeiten von einfacheren Ereignissen zusammenzusetzen. Grund-
legend ist dabei die Zerlegung des Merkmalraums in (endlich oder abzéhlbar unendlich
viele) paarweise disjunkte Ereignisse C,Cs, ... € A, also eine Partition von 2
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Abbildung 2.4: lllustration zur vollstindigen Wahrscheinlichkeit

Bem: Sinnvollerweise sollten die Ereignisse C; nicht leer sein und eine positive Eintritts-

wahrscheinlichkeit (d.h. P(C;) > 0) haben.

Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit: Ist C7,Cs, ... € A eine (hochstens) abzéhl-
bare Partition von €2, so lésst sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A € A wie folgt
berechnen:

P(4) = 3" P(AIC)P(C)

Abb 2.4 ist eine Illustration dieses Satzes in Form eines Venn—Diagramms.® Der um-
fassende rechteckige Bereich repréasentiert den Merkmalraum €2 und Ereignisse werden als
Teilbereiche dargestellt.

Beweis: Schneidet man A mit allen Mengen der Partition, bekommt man eine disjunkte Vereinigung:

A= G(Amci) —  P(A) =§:P(Aﬂci)

i=1

Verwendet man fir P(A N C;) das Multiplikationstheorem, ergibt sich die Behauptung:

P(A) = Z P(A|C;)P(C;)

9JOoHN VENN (1834-1923), engl. Mathematiker.
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Bsp 2.9 In einem Behélter befinden sich gut gemischt — und aufserlich nicht unterscheidbar
— drei Typen von Batterien im Verhaltnis 20 : 30 : 50 . Batterien vom Typ 1 arbeiten mit
Wahrscheinlichkeit 0.7 ldnger als 100 Stunden; die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
fiir die beiden anderen Typen sind 0.4 bzw. 0.3. Wenn nun dem Behélter willkiirlich eine
Batterie entnommen wird, mit welcher Wahrscheinlichkeit wird sie langer als 100 Stunden
arbeiten?

Intuitiv sollte die gesuchte Wahrscheinlichkeit ein gewichteter Mittelwert von 0.7, 0.4 und
0.3 sein. Der Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit sagt uns, wie die Gewichtung
vorzunehmen ist. Bezeichnet A das Ereignis, dass die ausgewéhlte Batterie langer als 100
Stunden arbeiten wird, und B;, ¢ = 1, 2, 3, das Ereignis, dass Typ ¢ gewéhlt wird, so gilt:

P(A) = i P(A|B;)P(B;) = (0.7)(0.2) + (0.4)(0.3) + (0.3)(0.5) = 0.41

i=1

Die Wahrscheinlichkeit betriagt also 41%, dass die zufallig ausgewéhlte Batterie langer als
100 Stunden arbeiten wird. [ |

2.13 Bayes'sche Formel

Hat man eine Partition C, Cy, ... des Merkmalraums €2 und kennt fiir ein Ereignis A die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|C;), so stellt sich haufig die Frage, wie daraus die
snversen“ bedingten Wahrscheinlichkeiten P(C;|A) berechnet werden kénnen. Diese Frage
lisst sich durch die Bayes’sche Formel (auch Satz von Bayes!® genannt) beantworten.

Bayes'sche Formel: C,Cs, ... € A sei eine Partition (d.h. eine disjunkte Zerlegung) von
Q und P(C;) > 0 fiir alle i = 1,2, ... Dann gilt fiir ein Ereignis A mit P(A) > 0:

P(A|Cy)P(C;)

P(Ci|A) =

oo

ZP(AW]‘)P(C]‘)

Beweis: Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und nach dem Multiplikationssatz gilt:

_ P(CinA)  P(AIC)P(Cy)
P =P =~ P

Ersetzt man den Nenner durch die Formel fiir die vollstdndige Wahrscheinlichkeit, ergibt sich die Be-
hauptung.

10THOMAS BAYES (1701(?7)-1761), engl. (presbyterianischer) Geistlicher, beschiftigt sich auch mit Pro-
blemen der Mathematik; sein wichtigster Beitrag, die ,,Bayes’sche Formel“, wird aber erst posthum ver-
offentlicht (An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances (1763)).
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Sprechweise: P(C;) nennt man in diesem Zusammenhang die A-priori— und P(C;|A)
die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit von C;. Diese Ausdriicke beziehen sich auf den
yZeitpunkt” zu dem die Information, dass A eingetreten ist, bekannt wird. Die Ereignisse
C; aus der Partition von 2 nennt man héufig auch Hypothesen (und schreibt H;).

Bsp 2.10 In Fortsetzung von Bsp 2.9 kann man sich auch fragen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit es sich um eine Batterie von Typ ¢ handelt, wenn bekannt ist, dass diese Batterie
langer als 100 Stunden gearbeitet hat. Nach der Bayes’schen Formel gilt:

p(Bi|A) = ZAB) _ PUAIB)P(B)

P(A) 0.41
Somit:

C(07)(02) 14 .
P(By|4) = == = = = 0341

~(04)(0.3) 12 .
P(By]A) = o4l Al 0.293

B (0.3)(0.5) 15
P(Bs|A) = 04l 4l 0.366

(Bem: Klarerweise gilt 27 | P(B;|A) = 1.) Beispiclsweise betriigt a-priori die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Batterie vom Typ 1 gewéhlt wird, nur 0.2. Die Information aber, dass
die Batterie langer als 100 Stunden gearbeitet hat, erhdht die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses a-posteriori auf 0.341. |

Odds—Form der Bayes'schen Formel: Betrachten wir in der obigen Sprechweise nur eine Hy-

pothese H und ihre Gegenhypothese H, so lisst sich die Bayes’sche Formel auf Basis der
Odds (vgl. 2.6) auch wie folgt schreiben:

PUHIA) _ P(H) P
P(H|A) P(H) P(A[H)
S—— S~—— SN——

A-posteriori-Odds ~ A-priori-Odds  Likelihood-Quotient

Der Likelihood—Quotient!! (auch Likelihood—Ratio; kurz LQ oder LR) ist das Ver-
hiltnis der Wahrscheinlichkeit von A bedingt durch H und bedingt durch H. Um zu
den A-posteriori-Odds zu gelangen, muss man also nur die A-priori-Odds mit dem LQ
multiplizieren.

U Likelihood heift im Englischen zwar auch ,Wahrscheinlichkeit“, aber man wihlt hier ein anderes Wort,
um die Unterschiede zu probability zu betonen.
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2.14  Unabhangigkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B, d.h. P(A|B), ist i. A. nicht gleich der
unbedingten Wahrscheinlichkeit P(A). Wenn bekannt ist, dass B eingetreten ist, verdndert
sich in der Regel die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von A. Gilt allerdings P(A|B) =
P(A), so hat der Eintritt von B quasi keinen ,,Einfluss* auf den (moglichen) Eintritt von A.
In diesem Fall sagt man, dass A und B unabhéngig sind. Wegen P(A|B) = P(AB)/P(B)
sind A und B unabhéngig, falls P(AB) = P(A)P(B).

Unabhangigkeit von zwei Ereignissen: Zwei Ereignisse A, B € A sind (stochastisch) unab-
hingig (kurz ua.), wenn:

P(AB) = P(A)P(B)

Andernfalls sind die Ereignisse abhangig. Man beachte, dass die Unabhéngigkeit eine
symmetrische Eigenschaft ist: Aus A, B ua. folgt B, A ua.

Bsp 2.11 Angenommen, wir werfen zwei (ausbalancierte) Wiirfel. F; sei das Ereignis, dass
die Summe der Augenzahlen gleich 6 ist, und Fs sei das Ereignis, dass die Augenzahl des
ersten Wiirfels gleich 4 ist. Verwenden wir den {iiblichen Merkmalraum {(z, Jj) i) =
1,2,..., 6}, bestehend aus allen moglichen Paaren von Augenzahlen, so gilt:

PELE) = P({4,2)}) = o

Andererseits gilt:

P(E)P(E,) = (%) (%) _ %

D.h., F; und E, sind nicht unabhéngig. Ist F3 aber das Ereignis, dass die Augensumme
gleich 7 ist, so gilt:

1 6 1 1

P(EyEs) = P({(4,3)}) = — d P(ENYP(E)=—)[=2)=—
D.h., Es und FEj3 sind unabhéngig! Was ist der Unterschied zum ersten Fall? Wenn die
Augensumme gleich 6 ist, werden die Moglichkeiten fiir den ersten Wurf auf {1, 2, 3,4, 5}
eingeschréankt. Ist die Augensumme aber gleich 7, werden die Moglichkeiten fiir den ersten
Wurf nicht beschrankt. [ |

Behauptung 1: Sind A, B ua., so sind auch (i) A, B, (ii) A¢, B und (iii) A, B¢ ua.
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Beweis fiir (i): A lasst sich schreiben als A = AB U AB¢; wegen AB N AB¢ = () gilt:

P(A) = P(AB) + P(AB®) = P(A)P(B) + P(AB°)
Daraus folgt:
P(AB®) = P(A) — P(A)P(B) = P(A) [1 — P(B)} = P(A)P(B°)
In den anderen beiden Féllen argumentiert man analog.

Unabhangigkeit von drei Ereignissen: Drei Ereignisse A, B,C' € A sind (stochastisch) un-
abhingig, wenn:

P(ABC) = P(A)P(B)P(C)
P(AB) = P(A)P(B)
P(AC) = P(A)P(C)
P(CB) = P(C)P(B)

Gelten nur die letzten drei Gleichungen, nennt man die Ereignisse paarweise unabhan-
gig. Wie man an Beispielen zeigen kann, folgt aus der paarweisen Unabhéngigkeit von
A, B,C i. A. nicht deren (vollstdndige) Unabhéngigkeit. Umgekehrt kann aus der ersten
Gleichung nicht auf die Giiltigkeit der paarweisen Gleichungen geschlossen werden.

Behauptung 2: Sind A, B, C' ua., dann ist A auch unabhéngig von jedem Ereignis, das sich
aus B und C' bilden lasst.

Beweis: Die Behauptung werde beispielsweise fiir B U C' gezeigt:

Dabei wurde zweimal das Additionstheorem verwendet.

Unabhangigkeit von n Ereignissen: Die n Ereignisse Ay, As, ..., A, € A sind (stochastisch)
unabhéngig, wenn fiir jede Teilmenge {i1,1s,...,4.} (r <mn) von {1,2,... n} gilt:

P(Aj A, - Ay) = P(A4;,)P(A) - P(4;,)

Analog sind unendlich viele Ereignisse (stochastisch) unabhéngig, wenn jede endliche
Teilmenge (stochastisch) unabhéngig ist.
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Unabhangigkeit in der Praxis: Zur Feststellung der Unabhéngigkeit von n Ereignissen sind
insgesamt 2" — n — 1 Bedingungen zu iiberpriifen. Fiir beispielsweise n = 10 waren das
1013 Bedingungen! Vielfach lésst sich aber bereits aus der Art eines (statistischen) Expe-
riments auf Unabhéngigkeit schliefsen. Wird etwa eine Miinze wiederholt — unter gleichen
Bedingungen — geworfen, so ist die Annahme nicht unplausibel, dass die (Ergebnisse der)
einzelnen Wiirfe unabhéangig sind.

In anderen Féllen ist die Unabhéngigkeit aber eine — oft nicht iiberpriiftbare — Voraus-
setzung fiir weitere Berechnungen. Beispielsweise lasst sich bei komplexen Systemen aus
vielen Einzelkomponenten die Abhéngigkeit zwischen den Komponenten meist nicht ein-
fach beschreiben, sodass man in erster Naherung von deren Unabhéngigkeit hinsichtlich
des Ausfallverhaltens ausgeht.

Behauptung 3: Sind Ay, As, ..., A, € Aunabhingig, dann sind auch By, Bo, ..., By, k < n,
unabhéngig, wobei jedes B; entweder A; oder A{ ist.

Bsp 2.12 Wenn ein System, bestehend aus n einzelnen Komponenten, solange funktio-
niert, solange zumindest eine Komponente funktioniert, nennt man es ein Parallelsystem
(vgl. die folgende Abb). Wenn nun Komponente i, unabhéngig von den anderen Kompo-
nenten, mit Wahrscheinlichkeit p;, © = 1,2, ..., n, funktioniert, mit welcher Wahrschein-
lichkeit funktioniert dann das System?

1
a 2 b
n

Ist C; das Ereignis, dass Komponente ¢ funktioniert, dann lasst sich das fragliche Ereignis
C' (= System funktioniert) wie folgt schreiben:

Damit folgt unter Verwendung von Behauptung 3:

P(C)=1- P(C") :1—P<(n]cf> —1-J[0-m)

Firp, =py=---=p,gilt: P(C)=1—-(1—p)"™ |



2.15 Mehrstufige Experimente 91

2.15 Mehrstufige Experimente

Bedingte Wahrscheinlichkeiten kommen insbesondere bei mehrstufigen Experimenten
auf natiirliche Weise ins Spiel. Experimente dieser Art laufen in mehreren Stufen (oder
Schritten) ab, wobei abhéngig von den Ergebnissen einer Stufe verschiedene Ergebnisse
auf der folgenden Stufe moglich sind. Dieser Ablauf ldsst sich hdufig durch einen sog.
Wahrscheinlichkeitsbaum (vgl. das folgende Beispiel) repréisentieren.

Bsp 2.13 Man betrachte das folgende zweistufige Experiment: Zuerst wird ein regelmé-
fsiger Tetraeder geworfen; betriagt die Augenzahl k (= 1, 2, 3, 4) werden anschliefsend
k Minzen geworfen und die Zahl der dabei erzielten ,Kopfe* bestimmt. Der Ablauf des
Experiments ldsst sich gut durch den in Abb 2.5 wiedergegebenen Wahrscheinlichkeits-
baum verfolgen. Die Rechtecke repésentieren die auf den einzelnen Stufen moglichen Ver-
suchsausgénge, und in den Kreisen stehen die jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeiten
(bedingt durch das Ergebnis der vorhergehenden Stufe). Beispielsweise gilt:

P(# Kopfe = 2| Augenzahl = 3) = 3

Die (unbedingte) Wahrscheinlichkeit fiir beispielsweise {# Képfe = 2} berechnet man mit
dem Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit:

P(# Kopfe = 2 ’ Augenzahl = k)P(Augenzahl = k)

)() 066 6)

P(# Kopfe = 2) =

=l N ?’”M
®| = =

6 16 1

T61 61 1

Ebenso berechnet man die anderen Wahrscheinlichkeiten:

k ‘ o 1 2 3 4

15 26 16 6 1
64 64 64 64 64

(# Kopfe = k) ‘

Wie schon an anderer Stelle erwdhnt, handelt es sich beim Satz v. d. vollst. W. um
die Bildung eines gewichteten Mittelwerts aus bedingten Wahrscheinlichkeiten. In diesem
Fall handelt es sich um die Mittelung zu gleichen Gewichten (jeweils 1/4) der in Abb 2.6
dargestellten (bedingten) Verteilungen. [ |

Formales Modell fiir mehrstufige Experimente: Besteht ein Zufallsexperiment aus n Stufen
mit den Merkmalrdumen €2, ), ..., €, dann ist das kartesische Produkt:
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Abbildung 2.5: Zweistufiges Experiment

T| Tetraeder

1 3
Of]|1
Kopfe
QlexQQX---xQn
aller n—-Tupel w = (w1, ws,...,w,) mit w; € Q;, i = 1,2,..., n, ein geeigneter Merkmal-

raum. Sind alle ; diskret, kann man ein W-Mafs auf Q (genauer auf der zugehorigen
o—Algebra) wie folgt festlegen. Die sog. Startverteilung auf €;:

plwy) fir w; €

definiert die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen der ersten Stufe. Gegeben den Ausgang
w; des ersten Experiments sei p(wy|w;) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass wy € 2
eintritt. Auf diese Weise fortfahrend gelangt man zur bedingten Wahrscheinlichkeit, dass
w; eintritt, wenn auf den Stufen 1 bis j —1 die Ausgénge wy,ws,...,w;_; eingetreten sind:
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Abbildung 2.6: Bedingte Verteilungen

3 — —6— Augenzahl= 1
=0- Augenzahl = 2
- O- Augenzahl= 3
- © Augenzahl = 4
S
o
c
Q8
g
<
S o
= o |
T
c .
3 0
g K
s S .
=4 \
2 : N\
m .
o O... N
e \
(0]
\ .
\ "
3 - S '3)
| T T T T
0 1 2 3 4
Zahl der Kopfe
plwjlwr,wa, ... ,wj—y) fir w; € Q;
Fiir den Ausgang w = (wq,ws, . ..,w,) des Gesamtexperiments gilt nach dem Multiplika-
tionstheorem:

p(w) = pwi)pwa|wr) - - plwnlwri, wa, - ..y wn1)

Bem: Allgemeine W—R&ume dieser Art (sog. Produktrdume) sind meist sehr komplex,
sodass vereinfachende Modellannahmen notwendig sind. Beispielsweise ist bei vielen sto-
chastischen Phénomenen die Annahme gerechtfertigt, dass die bedingten Wahrscheinlich-
keiten p(w;|wr,ws, . ..,w;_1) nur vom vorherigen (letzten) Zustand abhéngen:

p(wjlwr, wa, ..., wi—1) = plwjlwj—1)

Ist diese Annahme auf allen Stufen erfiillt, spricht man von einer Markow—Kette.
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2.16 Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Anwendungen der in den vorhergehenden Ab-
schnitten diskutierten Konzepte und Sétze. Gelegentlich sind die Resultate etwas iiberra-
schend und/oder entsprechen nicht ganz unseren intuitiven Vorstellungen.

1. [Geburtstagsproblem] Wenn sich in einem Raum n Personen befinden, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit haben alle verschiedene Geburtstage?

Da jede Person an einem der 365 moglichen Tage'? geboren sein kann, gibt es (365)" mog-
liche Versuchsausgéinge. Ist jeder dieser Ausgénge gleichwahrscheinlich, so ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit gegeben durch:

(365)(364) --- (365 —n + 1)
(365)"

Etwas tiberraschend ist schon fiir n > 23 die obige Wahrscheinlichkeit kleiner als 1/2.
Mit anderen Worten, gibt es 23 oder mehr Personen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
zumindest zwei von ihnen am gleichen Tag geboren sind, grofer als 1/2.

Da 23 im Vergleich zu 365 in der Regel als zu klein empfunden wird, spricht man meist vom
,Geburtstagsparadoxon. Andererseits, jedes Personenpaar hat mit Wahrscheinlichkeit:

365 1
(365)2 365

denselben Geburtstag und da es bei 23 Personen (223) = 253 verschiedene Personenpaare

gibt, erscheint das Resultat nicht mehr ganz so {iberraschend.

Bei 50 Personen betréagt die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest zwei von ihnen am selben
Tag geboren sind, ndherungsweise 0.970, und bei 100 Personen stehen die Odds besser als
3,000,000 : 1. In letzterem Fall ist die Wahscheinlichkeit, dass zumindest zwei Personen
denselben Geburtstag teilen, also grofer als 3 x 10°/(3 x 10% + 1).

2. [Satellitenproblem] Ein Satellit, dessen Orbit zwischen 60° nérdlicher und 60° siidlicher
Breite liegt, droht abzustiirzen (vgl. Abb 2.7). Wenn jeder Punkt auf dieser Erdkugelzone
mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Absturzstelle in Frage kommt, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit wird der Satellit zwischen 30° und 60° nordlicher Breite abstiirzen?

Abb 2.8 zeigt die (idealisierten) geometrischen Verhéltnisse im Léngsschnitt durch die
Erdkugel. Die Fliache einer Kugelzone ist A = 2nrh, wobei h die Hohe der Zone ist. Nach
dieser Formel betrigt die mogliche Fliche (Bem: cos(m/6) = v/3/2):

A,, = 2nrh,, = 2nr [27‘ cos (%)} = 2mr%V/3

12Gchaltjahre bleiben unberiicksichtigt; sie beeinflussen die Resultate nur unwesentlich.
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Abbildung 2.7: Satellitenproblem (Erdkugel)

Die dem fraglichen Ereignis entsprechende Fliche (représentiert durch das dunklere Grau)
betriagt (Bem: cos(n/3) = 1/2):

Ay = 2mrh, = 27r [r oS (%) — T COoS (g)] = 7r? [\/§ — 1}

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also:

A, V3-1

=9 =0.2113
P= A, " o3

3. [Matchingproblem!] Das Matchingproblem existiert in zahlreichen Einkleidungen, etwa
in der folggnden: Man betrachte zwei zuféllige Permutationen der Zahlen 1,2,..., N und
zahle die Ubereinstimmungen. Beispielsweise seien fiir N = 10 die Permutationen gegeben
wie folgt:

W =
© N
SRS
~N
o N
ol
[e2BNe)]
N W
-
N ©

13 Auch Montmort’sches Problem, benannt nach dem franz. Mathematiker PIERRE-REMOND MONT-
MORT (1678-1719), der sich als erster mit Problemen dieser Art beschéftigte.
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Abbildung 2.8: Satellitenproblem (Langsschnitt durch die Erdkugel)

Aquator

In diesem Fall gibt es genau eine Ubereinstimmung. Aquivalent kann man auch nur eine
zufillige Permutation betrachten und die Ubereinstimmungen mit der nicht permutierten
Folge zéhlen. Beispielsweise (wieder fir N = 10):

1 2 3
310 2

4 5 6 7 8 9 10
9 4 5 6 8 7 1

In diesem Fall ergibt sich ebenfalls genau eine Ubereinstimmung.

Eine interessante Frage lautet: Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es keine Ubereinstim-
mung? Dazu berechnen wir zuerst die Wahrscheinlichkeit des komplementéiren Ereignisses
von zumindest einer Ubereinstimmung. Sei F;, i = 1,2,..., N, das Ereignis, dass die Zah-
len auf der i—ten Position iibereinstimmen und entsprechend F; E, --- E;, das Ereignis,
dass die Zahlen auf den Positionen iy, 1s,...,14, iibereinstimmen. Da alle N! mdglichen
Permutationen gleichwahrscheinlich sind (Laplace-Raum), gilt:

Py =N

(N —n)!
N! N

Es gibt (]X ) Ereignisse der Form F; E;, --- £, ; also gilt:
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Abbildung 2.9: Simulation zum Matchingproblem (fiir N = 25)
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2. PUELE, D)= s =

11 <t <--<ip

Nach dem Additionstheorem ist die Wahrscheinlichkeit von UY, E; (= zumindest eine
Ubereinstimmung) gegeben durch:

p NE S . Nl
UBi | =t-gtg -+ C0 g

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also:

. 1 1 )N L~y
P ({Keine Ubereinstimmung}) = 53 +. 4 ( N') = Z (=1)

Letzterer Ausdruck ist die N-te Partialsumme der Reihe fiir e=* = 0.3678 ... Die Expo-
nentialreihe konvergiert sehr schnell; bereits fiir N > 5 ist der Grenzwert auf zwei Stellen
genau erreicht. Bemerkenswerterweise ist also die Wahrscheinlichkeit einer volligen Un-
ordnung (d. h. keine Ubereinstimmung) nahezu konstant gleich 0.37. (Erwartet hitte man
vielleicht P — 1 fiir N — o0 7)
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Auf dhnliche Weise zeigt man:

Sy e

5! k!

1

. 1
P({Exakt k Ubereinstimmungen}) = o

<
Il
o

Beispielsweise sind die Wahrscheinlichkeiten fiir N = 5 gegeben wie folgt:

k\o 1 2 3 4 5

P‘0.3667 0.3750 0.1667 0.0833 0  0.0083

(Man beachte, dass exakt N — 1 = 4 Ubereinstimmungen unméglich sind.) Das Mat-
chingproblem lésst sich einfach simulieren: Abb 2.9 zeigt den Barplot fiir die Anzahl der
Ubereinstimmungen von 100000 simulierten Permutationen von 1, 2,...,25. Die relativen
Héaufigkeiten unterscheiden sich praktisch nicht von den Grenzwerten.

4. [Diagnostische Tests] Angenommen, ein Bluttest entdeckt zu 95% eine Krankheit, wenn
sie tatsichlich vorhanden ist, liefert aber auch zu 1% ein ,falsch positives“ Ergebnis (d. h.,
reagiert positiv bei einer nicht erkrankten Person). Wenn angenommen 0.5% der Popula-
tion erkrankt sind, mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person, deren Bluttest positiv
ist, tatséchlich erkrankt?

Bezeichne D+/D— das Ereignis, dass die getestete Person erkrankt/nicht erkrankt ist,
und T+ /T— das Ereignis, dass der Test positiv/negativ ist. Dann gilt unter Verwendung
der Bayes’schen Formel:

P(T + |D+)P(D+)
(T + |D+)P(D+) + P(T + |D—)P(D—-)
(0.95)(0.005)
~ (0.95)(0.005) + (0.01)(0.995)

95
= =032
5o; = 0-323

P(D+1|T+) = 2

D.h., nur ca. 32% der Personen, deren Test positiv ist, sind auch tatsichlich erkrankt!
Um dieses etwas iiberraschende Resultat — erwartet hiatte man eine deutlich hohere Wahr-
scheinlichkeit, da der Test augenscheinlich nicht schlecht ist — besser zu verstehen, stellen
wir uns vor, dass 10000 (willkiirlich herausgegriffene) Personen getestet werden. Unter
den obigen Bedingungen erhalten wir (im Durchschnitt) das folgende Bild:

Test

positiv | negativ | gesamt
erkrankt 47.5 2.5 20
nicht erkrankt 99.5 | 9850.5 9950
gesamt 147.0 | 9853.0 | 10000
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nur bei rund 1/3 der Félle ist ein positives Testergebnis auf die Erkrankung, bei

2/3 der Fille aber auf andere Effekte zuriickzufithren. Andererseits, ist der Test negativ,
kann man eine Erkrankung praktisch ausschliefsen:

P(T' - |D—)P(D-)
(T — |D—)P(D-) + P(T — |D+)P(D+)
(0.99)(0.995)
(0.99)(0.995) + (0.05)(0.005)

19701 .
= 19706 0.9997

P(D - |T-) = 3

Speziell im medizinischen Kontext sind die folgenden Ausdriicke gebréuchlich:

(a)

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(T + |D+), genannt die Sensitivitit (auch
korrekt-positiv Rate), und P(T' —|D—), genannt die Spezifitat (auch korrekt-
negativ Rate), bestimmen die Giite des diagnostischen Tests. Um diese Werte
bestimmen zu kénnen, muss der tatséchliche Gesundheitszustand der Probanden,
der sog. Goldstandard, bekannt sein.

Die A-priori-Wahrscheinlichkeit P(D+) nennt man die Pravalenz der fraglichen
Krankheit. Sie ist definiert als die relative Haufigkeit der Krankheitsfille an der
gesamten Population. Fiir die Pravalenz gibt es meist nur mehr oder weniger grobe
Schétzwerte, dariiberhinaus kann sie fiir verschiedene Risikogruppen auch betrécht-
lich variieren (vgl. dazu auch Punkt (c)).

Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(D+|7T+) und P(D —|T—) nennt man den
positiv pradiktiven Wert (PPV) bzw. den negativ priadiktiven Wert (NPV).
Da die pradiktiven Werte stark von der Pravalenz abhéngen, kommt der moglichst
genauen Bestimmung von letzterer eine groke Bedeutung zu. (Vgl. Abb 2.10 fiir die
PPV-Kurve unter den Bedingungen des vorliegenden Beispiels.)

Die Odds—Form der Bayes’schen Formel ist hier von besonderer Bedeutung. Abhéangig
vom Testergebnis gilt:

P(D+1|T+) P(D+) P(T+|D+)

P(D—|T1) _ P(D—) “ P(T+ Do)
LR*

P(D+|T-) P(D+) P(T—|D+)

P(D—|T-) ~ P(D-) * P(T—|D-)
LR~
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Abbildung 2.10: PPV als Funktion der Privalenz (Sens = 95%, Spez = 99%)
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Fiir das vorliegende Beispiel sind die Likelihood-Ratios gegeben durch:

0.95 1-0.95
LRt = —"—— =95 LR = ———
1-0.99 ) 0.99

= 0.051
Diese Werte lassen sich wie folgt interpretieren: Die Odds fiir das Vorliegen der Erkran-

kung erhéhen sich bei einem positiven Test um das 95-fache, bei negativem Testergebnis
reduzieren sie sich um 1 — 0.051 = 94.9%.

5. [Monty Hall Problem!?] Bei einer Spielshow gibt es drei Tiiren. Hinter einer Tiir befindet
sich ein wertvoller Preis, hinter den beiden anderen aber nur Preise ohne Wert. Ein Spiel-
kandidat wahlt zuféllig eine Tiir und anschliekend 6ffnet der Showmaster eine der beiden
anderen Tiiren, hinter der sich (natiirlich) ein wertloser Preis befindet. Nun bekommt der
Kandidat die Moglichkeit, seine erste Wahl zu revidieren und zu der vom Showmaster
nicht gedffneten Tiir zu wechseln. Sollte der Kandidat diese Moglichkeit ergreifen?

MPopuliéir geworden durch MONTY HALL (*¥1921 als MAURICE HALPERIN, kanad. Showmaster und
TV-Produzent), auch bekannt unter dem Namen Ziegenproblem; vgl. unter diesem Stichwort WIKIPEDIA
fiir eine ausfiihrliche Diskussion.
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Beharrt der Kandidat auf der ersten Wahl, betrégt seine Gewinnwahrscheinlichkeit 1/3.
Betrachten wir nun die bedingte Gewinnwahrscheinlichkeit, wenn der Kandidat wechselt.
0O.B.d. A. befinde sich der wertvolle Preis hinter Tiir 1. Angenommen, der Kandidat hat
zunachst Tiir 2 gewédhlt. Der Showmaster kann dann nur Tiir 3 6ffnen, der Kandidat
wechselt zu Tiir 1 und gewinnt. Ebenso, wenn der Kandidat zundchst Tiir 3 gewéhlt hat.
Hat der Kandidat aber zunéchst Tiir 1 gewéhlt, fithrt ein Wechsel zu einer Niete. Wenn
der Kandidat wechselt, betragt die Gewinnwahrscheinlichkeit also 2/3.

Bem: Gelegentlich besteht die Meinung, dass auch im Falle, dass der Kandidat nicht
wechselt, seine Gewinnwahrscheinlichkeit — ohne sein Zutun — von 1/3 auf 1/2 steigt.
Nach dem Offnen einer Tiir durch den Showmaster bleiben schlieklich nur zwei Tiiren
tibrig (und hinter einer befindet sich der Preis). Da der Showmaster aber immer eine
Tiir mit dahinter befindlicher Niete 6ffnen wird, kann sich diese Aktion nur dann auf die
Gewinnwahrscheinlichkeit auswirken, wenn der Kandidat seine erste Wahl revidiert.

Wir betrachten auch eine formale Lésung: Sei GG; das Ereignis, dass sich der Preis hinter
Tiir 4 befindet, ¢ = 1,2, 3, und S; das Ereignis, dass der Showmaster Tiir j offnet, j =
1,2,3. O.B.d. A. werde angenommen, dass der Kandidat Tiir 1 wihlt und der Showmaster
danach Tiir 3 6ffnet. In Ermangelung anderweitiger Informationen lésst sich in diesem Fall
annehmen, dass:

P(GY) = P(G2) = P(Gy) =

1

Interessant ist nun die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich a-posteriori (d. h. nach
Offnen von Tiir 3) der Preis hinter Tiir 2 befindet. Nach der Bayes’schen Formel gilt:

P(85]G2) P(Ga)
(S5]G1)P(G1) + P(S3|Ga)P(Ga) + P(S5]G3)P(Gj)

(1)(1/3) 2
1

P(Go|S3) = iz

(1/2)(1/3) + ()(1/3) + (0)(1/3) 3
Durch einen Wechsel lésst sich die Gewinnwahrscheinlichkeit von 1/3 auf 2/3 verdoppeln,

oder die A-priori-Odds lassen sich von 1 : 2 auf 2 : 1 vervierfachen.

(UE-Aufgabe: Bedeutet eine Verdoppelung der Wahrscheinlichkeit stets eine Vervierfa-
chung der Odds?)

6. [Unabhangigkeit/Disjunktheit] Haufig wird — quasi ganz ,automatisch® — von der Dis-
junktheit zweier Ereignisse A und B (d.h. von AN B = ) auf deren Unabhéngigkeit
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(d.h. auf P(AN B) = P(A)P(B)) geschlossen. Das ist aber keineswegs der Fall! (Im
Gegenteil!) Betrachten wir dazu das Werfen eines (iiblichen) Wiirfels und die Ereignisse
Ay = {2,4,6} (Augenzahl gerade) und B; = {1,3,5} (Augenzahl ungerade). Zwar gilt
AN B =0, aber:

1 1

P(A;NB))=P0)=0+# P(A)P(B) = (5) (5)

D.h., A; und B sind nicht unabhéngig. Andererseits sind z. B. Ay = {1,2,3} und By =
{3, 4} zwar nicht disjunkt, aber unabhéngig:

P(A; N By) = P({3}) = é = P(A)P(By) = (%) (%)

Die Erkenntnisse aus dem obigen Beispiel lassen sich wie folgt zusammenfassen (Vs.:
P(A) > 0, P(B) > 0): Nur Ereignisse, die etwas gemeinsam haben (d. h. fiir die ANB # (),
konnen auch unabhéngig sein! Ob Letzteres tatséchlich der Fall ist, hingt dann von der
W-—Verteilung ab.

Haben wir beispielsweise einen Wiirfel, bei dem die Wahrscheinlichkeit, die Augenzahl
k zu werfen, proportional zu k ist, d.h. fiir den P({k}) = ck, k = 1,2,...,6, fiir eine
Konstante ¢ > 0, so gilt:

Betrachten wir wieder die obigen Ereignisse, so gilt nach wie vor, dass die disjunkten
Ereignisse A; und B; nicht unabhéngig sind. Fiir A, und B, gilt aber:

3 6 7 2
P(AyNBy) =P = — 4 PA)PB))=|—|— ) =—
(420 B2) = PUSY) = 57 # PLadP(B) = (51) (57 ) = o
D.h., auch A, und B, sind bei diesem Wiirfel nicht unabhéngig.

Aufgaben

2.1 Aus den Anfiangen der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Der franzosische Offizier und
Schriftsteller CHEVALIER DE MERE (1607-1684) wandte sich im Jahre 1654 mit
der folgenden Frage an BLAISE PASCAL (1623-1662): Was ist vorteilhafter, beim
Spiel mit einem Wiirfel auf das Eintreten mindestens eines Sechsers in vier Wiirfen
oder beim Spiel mit zwei Wiirfeln auf das Eintreten eines Doppelsechsers in 24
Wiirfen zu setzen? Als leidenschaftlicher Spieler wusste De Méré, dass die erste
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Wette fiir ihn vorteilhaft ist. Bei der zweiten Wette, von der er annahm, dass sie nur
eine Variante der ersten sei, gestalteten sich die Einnahmen aber nicht ganz nach
seinen Vorstellungen. Bearbeiten Sie das Problem empirisch unter Verwendung der
Funktion demere(). (Wie lauten die exakten Wahrscheinlichkeiten?)

2.2 Zeigen Sie die Giiltigkeit der De Morgan’schen Regeln (vgl. 2.3).

2.3 Ermitteln Sie einen moglichst einfachen Ausdruck fiir das (zusammengesetzte) Er-
eignis, dass von drei Ereignissen A, B und C:

(a) nur A eintritt

(b) A und C aber nicht B eintritt
(c
(d

zumindest eines eintritt
zumindest zwel eintreten

e) alle drei eintreten

f
(g
(h

(i) genau zwei eintreten

(
(
hochstens eines eintritt

hochstens zwel eintreten

)
)
)
)
)
) keines eintritt
)
)
)
)

(j) hochstens drei eintreten

2.4 Zeigen Sie, dass (a) alle offenen Intervalle (a,b), (b) alle abgeschlossenen Intervalle
[a,b] und (c) alle Intervalle der Form (—oc, a] Borelmengen sind.

2.5 Jemand behauptet, sechs verschiedene Weinproben den in einer zufélligen Reihen-
folge aufgelegten Weinetiketten zuordnen zu kénnen.

(a) Wie lautet ein passender Merkmalraum € ?
(b) Wenn er/sie nur rit, wie lautet eine entsprechende W—Verteilung auf P () ?

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden exakt/zumindest vier Weine richtig zu-
geordnet, wenn er/sie nur rét?

2.6 Zeigen Sie fiir Ereignisse A, Ao, ... die Bonferroni—Ungleichung:!®

p(fa) 1 S

Zeigen Sie, dass die Ungleichung fiir endlich viele Ereignisse Ay, As, ..., A, auch wie
folgt geschrieben werden kann:

P (ﬁAZ) > iP(AZ-) —(n—1)

15CARLO EMILIO BONFERRONI (1892-1960), ital. Mathematiker.
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2.7

2.8

29

2.10

2.11

2.12

Aufgaben

Um die Dauer einer Meisterschaft abzukiirzen, werden die 4n teilnehmenden Mann-
schaften durch Los in 4 gleich grofse Gruppen aufgeteilt.

(a) Wieviele verschiedene Aufteilungen gibt es?

(b) Wieviele Aufteilungen gibt es, sodass sich die zwei stérksten Mannschaften der
Meisterschaft in verschiedenen Gruppen befinden?

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich die zwei starksten Mannschaf-
ten in verschiedenen Gruppen? (Ermitteln Sie einen moglichst einfachen Aus-
druck.)

Wieviele Personen miissen sich in einem Raum befinden, sodass die Wahrschein-
lichkeit grofer als 1/2 ist, dass zumindest zwei von ihnen im selben Monat geboren
sind? (Hinweis: Man nehme einfachheitshalber an, dass jeder Monat mit gleicher
Wahrscheinlichkeit als Geburtsmonat in Frage kommt.)

Die 8 Titel auf einer CD werden in zufilliger Reihenfolge abgespielt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wird dabei kein/genau ein Titel an der auf der CD angegebenen
Stelle wiedergegeben?

S sei eine Menge und 51, 95, . .., Sk seien paarweise disjunkte nichtleere Teilmengen
von S, sodass Ule S; = S. Dann nennt man {Sl, So, ..., Sk} eine Partition von S.
Bezeichnet T,, die Anzahl verschiedener Partitionen von S = {1,2,...,n}, so gilt
Ty = 1 (die einzige Partition von {1} ist {{1}}) und T5 = 2 (die zwei Partitionen

von {1,2} sind {{1,2}} und {{1},{2}}).

(a) Zeigen Sie direkt, dass 75 = 5 und T, = 15.
(b) Zeigen Sie die Rekursion:

" /n
=1+ Z (k)Tk
k=1

Verwenden Sie diese Beziehung zur Berechnung von Tj,.

(Hinweis: Eine Moglichkeit, eine Partition von n + 1 Elementen zu wéhlen,
besteht darin, zunéchst ein Element als speziell zu kennzeichnen. Anschlieffend
wahlt man ein k, £k = 0,1,...,n, eine Teilmenge der Grofse n — k aus den
nichtspeziellen Elementen und eine der 7T} Partitionen der restlichen k nicht-
speziellen Elemente. Gibt man nun das spezielle Element zur vorhin gewahlten
Teilmenge der Grofe n— k, bekommt man eine Partition aller n+ 1 Elemente.)

Zehn Studenten und fiinf Studentinnen werden zufillig in fiinf Arbeitsgruppen zu
je drei Personen aufgeteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es in jeder Arbeits-
gruppe eine Studentin? (Hinweis: Verwenden Sie das Multiplikationstheorem, geben
Sie aber auch eine kombinatorische Losung.)

Geben Sie eine kombinatorische Losung fiir das Problem von Bsp 2.8. Wie lautet
ein passender Merkmalraum?
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2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

Betrachten Sie die folgende Variante des Geburtagsproblems: Angenommen, Sie wol-
len jemanden finden, der am selben Tag wie Sie geboren ist. Welche Mindestanzahl
von Personen miissen Sie befragen, damit die Chancen dafiir etwa 50:50 stehen?
Wieviele, wenn die Chancen dafiir grofer sein sollen, etwa 90:10 ? (Zuerst raten!)

Bei einem Spiel wird eine Miinze auf eine in quadratische Felder aufgeteilte Tisch-
platte geworfen. Man gewinnt, falls die Miinze zur Génze innerhalb eines Quadrats
zu liegen kommt (Abb (a)). Unter der Voraussetzung, dass die Miinze auf dem Tisch
landet, wie grofs ist die Gewinnwahrscheinlichkeit? (Seitenldnge eines Quadrats =
L; Durchmesser der Miinze = D (< L))

(@) (b)

L L

Was édndert sich, wenn die Dicke A der Begrenzungslinien nicht vernachléssigt wer-

den kann (Abb (b))?

Fortsetzung des Rendevousproblems (Bsp 2.5): Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sich um 10:30 (i) weder A noch B, (ii) A oder B aber nicht beide, (iii) A
oder B, (iv) A und B am Aussichtspunkt befinden? (Hinweis: Argumentieren Sie
geometrisch.)

Auf einem (diinnen) Holzstab der Linge L = 1 [m| werden willkiirlich zwei Stellen
markiert; anschliefend wird der Stab an diesen Stellen durchgesidgt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ldsst sich aus den so entstehenden Stiicken ein Dreieck bilden?
(Hinweis: Argumentieren Sie geometrisch.) Zusatz: Simulieren Sie das Experiment
und bestétigen Sie empirisch die gefundene Losung.

Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der genau eines der Ereignisse A, B
und C' eintritt, gegeben ist durch:

P(A) + P(B) + P(C) — 2P(AB) — 2P(AC) — 2P(BC) + 3P(ABC)

Zeigen Sie, dass fiir P(B) > 0 die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(-|B) (vgl.
2.10) alle Eigenschaften eines W-Mafses auf (€2,.4) erfiillen.
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2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

Aufgaben

An einem bestimmten Punkt der Ermittlungen ist der Kommissar zu 60% davon
iiberzeugt, dass der Hauptverdachtige der Téter ist. Ein neues Beweisstiick zeigt,
dass der Téater eine bestimmte Eigenart (Linkshédnder, braune Haare, o.dgl.) hat.
Wenn 20% der Bevolkerung diese Eigenart aufweist, wie iiberzeugt kann der Kom-
missar nun sein, wenn sich herausstellt, dass der Verdachtige diese Eigenart hat?
(Hinweis: Bayes’sche Formel; verwenden Sie letztere auch in der Odds-Form.)

Ein Wiirfelpaar wird solange geworfen, bis die Augensumme 5 oder 7 kommt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit kommt die Augensumme 5 zuerst? (Hinweis: F,, sei das
Ereignis, dass beim n—ten Wurf 5 kommt, aber weder 5 noch 7 bei den ersten n — 1
Wiirfen. Bestimmen Sie P(E,) und argumentieren Sie, dass y - P(E,) die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit ist.)

Man betrachte zwei disjunkte Ereignisse A und B, die bei einem Experiment ein-
treten konnen, wobei P(A) > 0, P(B) > 0 und P(A) + P(B) < 1. Das Experiment
werde solange (unabhéngig) wiederholt, bis A oder B eintritt. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit kommt A vor B 7 Zeigen Sie, dass letztere Wahrscheinlichkeit gegeben
ist durch:

P(A)
P(A) + P(B)

(Hinweis: Lésst sich analog zu Aufgabe 2.20 zeigen. Als Alternative kann man aber
auch durch das Ergebnis des ersten Experiments bedingen und den Satz von der
vollstéandigen Wahrscheinlichkeit verwenden. Bearbeiten Sie die Aufgabe mit beiden
Methoden.)

Eine Zahl wird zufillig aus der Menge {1,...,30} ausgewahlt. A sei das Ereignis,
dass diese Zahl gerade ist, B das Ereignis, dass sie durch 3 teilbar ist und C' das Er-
eignis, dass sie durch 5 teilbar ist. Diskutieren Sie die stochastische Unabhéngigkeit
dieser Ereignisse.

Das folgende System ist intakt, wenn es einen Pfad aus intakten Komponenten von
a nach b gibt. Dabei nehme man an, dass jede Komponente — unabhéngig von den
anderen — mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) intakt ist.

I

1 4

E_<2 3 5>_£>

~1

(a) Wie lautet ein passender Merkmalraum € ? Wieviele Elemente hat er? Wie
lautet und aus wievielen Elementen besteht die zugehorige o—Algebra? Wie ist

P({w}) fiir w € Q definiert?
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(b) Beschreiben Sie auf Basis des gewéhlten Merkmalraums die Ereignisse A; =
{Komponente i ist intakt} und A = {System ist intakt}.

(c) Berechnen Sie P(A) und stellen Sie letztere Wahrscheinlichkeit in Abhéngig-
keit von p grafisch dar. (Hinweis: P(A) kann mit Hilfe des Additionstheorems
berechnet werden oder mit Hilfe des Satzes v. d. vollst. Wahrscheinlichkeit,
indem man nach dem Zustand (defekt/intakt) der ,Briicke* (Komponente 3)
bedingt. Versuchen Sie beide Losungen.)

2.24 Jemand fliegt von Los Angeles nach Wien mit Zwischenlandungen in New York, Lon-

2.25

don und Frankfurt. Bei jeder Zwischenlandung wird die Maschine gewechselt, wo-
bei an jedem Flughafen (einschlieklich LA) das Gepéck mit gleichbleibender Wahr-
scheinlichkeit ¢ (0 < ¢ < 1) in ein falsches Flugzeug verladen wird. In Wien fehlt
das Gepéck; mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Fehler in LA, NY, L, F passiert?
Wo ist die Wahrscheinlichkeit am groften? Rechnen Sie allgemein und fiir ¢ = 0.05.
Stellen Sie den Weg des Gepécks in Form eines W-Baums dar.

Betrachten Sie das folgende zweistufige Experiment: Zuerst werfen Sie einen Wiir-
fel; anschlieftend soviele (gleichartige) Miinzen wie die zuvor geworfene Augenzahl
und zdhlen dann die Zahl der ,Kopfe“. Wenn Ay das Ereignis ist, dass es k Kop-
fe gibt, bestimmen Sie P(Ay) fir £ = 0,1,...,6. Welche Zahl von Képfen ist am
wahrscheinlichsten? (Hinweis: Vgl. Bsp 2.13.)

Anhang: Abzidhlende Kombinatorik

Die abzéhlende Kombinatorik!6 untersucht die Anzahlen moglicher Anordnungen oder
Auswahlen von unterscheidbaren oder nicht unterscheidbaren Objekten mit oder ohne
Beachtung der Reihenfolge.

(1)

()

Allgemeines Zahlprinzip: Wenn eine Aufgabe durch eine Abfolge von k Schritten be-
schrieben werden kann, und wenn Schritt 1 auf n; verschiedene Arten erledigt werden
kann, und wenn Schritt 2 — fiir jede Art der ersten Stufe — auf ny verschiedene Arten
erledigt werden kann, usf., dann ist die Zahl der verschiedenen Moglichkeiten, die
Aufgabe zu erledigen, gegeben durch:

niNg - - - N

Permutationen: Anordnungen von n Objekten, wobei alle Objekte vorkommen, mit
Beachtung der Reihenfolge.

(a) Unterscheidbare Objekte: Die Zahl der Permutationen von n verschiedenen Ob-
jekten betragt:

16 Allgemeiner ist die Kombinatorik jenes Teilgebiet der diskreten Mathematik, das sich mit endlichen
oder abzahlbar unendlichen diskreten Strukturen beschaftigt.
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nl=nn-1)(n-2)---(2)(1)

(b) Objekte mehrerer Klassen: Die Zahl der Permutationen von n Objekten, die in
k Klassen zu je ni, ng, ..., ng (Zle nr = n) gleichen Objekten vorliegen,

betragt:
n! B ( n )
ny!ng! -+ ny! N1, N, ..., Nk

Bsp: Wieviele verschiedene Barcodes aus vier dicken, drei mittleren und zwei
diinnen Linien gibt es?

9!
413!12!

= 1260

(3) Variationen: Auswéhlen von Objekten mit Beachtung der Reihenfolge.

(a) Ohne Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k
(< n) Objekte ohne Zuriicklegen und unter Beachtung der Reihenfolge auszu-
wahlen, betrégt:

n)g=nn—-1--(n—k+1)=

(n—k)!

Bsp: Auf einer Platine gibt es acht verschiedene Stellen, an denen eine Kom-
ponente plaziert werden kann. Wenn vier verschiedene Komponenten plaziert
werden sollen, wieviele verschiedene Designs gibt es?

(8): = (B)(T)(6)(5) = = 1680

(b) Mit Zuriicklegen: Fiir die Auswahl von k& Objekten aus n verschiedenen Objek-
ten mit Zuriicklegen und unter Beachtung der Reihenfolge gibt es n* Mdaglich-
keiten.

(4) Kombinationen: Auswihlen von Objekten ohne Beachtung der Reihenfolge.

(a) Ohne Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k
(< n) Objekte ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszu-
wahlen, betrégt:
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Bsp: Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus den Zahlen von 1 bis 45 sechs Zahlen
ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen?

4
<65) = 8145060

(b) Mit Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k
Objekte mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen,

betragt:
n+k—1
k

Bsp: Ein gefiillter Getrankeautomat bietet 15 verschiedene Softdrinks an. Wenn
Sie drei Flaschen entnehmen mochten, wobei die Marke egal ist, wieviele Mog-

lichkeiten haben Sie?
15+3-1 17
= = 680
()= 0)






3 Stochastische GroRen und Verteilungen

Die Modellierung eines Zufallsexperiments mittels einer vollsténdigen Beschreibung des
Merkmalraums €2 und einer W—Verteilung P ist nicht immer notwendig oder auch zweck-
makig. Vielfach interessieren nur Teilaspekte in Form numerischer Werte, die den einzelnen
Versuchsausgiangen w € () zugeordnet werden konnen. Mathematisch betrachtet handelt
es sich dabei um eine Abbildung von € nach R (oder R¥). Eine Abbildung dieser Art
nennt man eine stochastische Grofie (Stochastik, von altgriech. ordyos = Kunst des
Mutmafens) oder Zufallsvariable.! Im Folgenden wird die erste Bezeichnung verwendet.

3.1 Stochastische GroRen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunéchst mit eindimensionalen stochastischen
Grofen, d.h. mit Abbildungen von Q nach R. (Bem: Mehrdimensionale stochastische
Grofen werden in Kapitel 5 behandelt.) Gegeben sei ein W-Raum (€2, A, P).

Stochastische GroRe: Eine Abbildung X von € nach R, die jedem w € € eine reelle Zahl
X(w) = z zuordnet, nennt man eine stochastische Grofse (kurz sG). Die Zahl 2 € R
wird als Realisation der sG X bezeichnet. Der Merkmalraum (oder Wertebereich)
von X werde mit Mx (oder kurz M, wenn klar ist, um welche sG es sich handelt) be-
zeichnet:

MX:{x}x:X(w), w € Q}

In diesem Text ist Mx C R eine abzahlbare Menge oder ein Intervall. Im ersten Fall spricht
man von einer diskreten, im zweiten Fall von einer stetigen (oder kontinuierlichen)
sG. (Bem: In der Praxis spielen allerdings auch Mischtypen eine Rolle; vgl. 3.2.3.)

Bem: Stochastische Grofsen werden meist mit Grofsbuchstaben vom Ende des Alphabets
bezeichnet: XY, Z etc. Man beachte auch genau den Unterschied zwischen X und z.
Ersteres bezeichnet die sG (d.h. die Abbildung) und Letzteres eine Realisation der sG
(d.h. einen konkreten Funktionswert).

Messbarkeit: Eine Abbildung X von §2 nach R ist messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
menge B € B ein Element von A ist:

X' B)={weQ|X(w)eB}cA firalle BeB

Im Folgenden werde stets angenommen, dass eine sG X auch messbar? ist. (Bem: Auf
Grund von Festlegung 1 (vgl. 2.3) ist diese Eigenschaft trivialerweise erfiillt, wenn €

Yengl. random variable (abgekiirzt rv)
2Die Messbarkeit gehort genaugenommen zu den definierenden Eigenschaften einer sG.

111
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Abbildung 3.1: Symbolische Darstellung einer stochastischen GroRe

X@ R

(hochstens) abzdhlbar ist.) Vgl. Abb 3.1 fiir eine symbolische Darstellung einer sG. Um
die Messbarkeit von X auch in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, schreibt man:

X:(Q,4) — (R B)

Verteilung von X: Ist X eine sG und A ein Ereignis in R, so ist auf Grund der Messbarkeit
von X das Urbild X !(A) = {w € Q| X(w) € A} ein Ereignis in €. Fiir letzteres Ereignis
schreibt man kurz X € A und definiert:

Px(A):=P(X € A) = P(X"'(A))

Px nennt man die (durch P induzierte) Verteilung von X.

Bsp 3.1 Als einfache Illustration der obigen Konzepte betrachten wir das Werfen von zwei
(symmetrischen) Wiirfeln. Werden die Wiirfel hintereinander geworfen, lautet ein passen-
der Merkmalraum Q = {(i,7) |i,7 = 1,2,...,6}. Die 0—Algebra ist die Potenzmenge P(£2)
und P ist gegeben durch P({(7,j)}) = 1/36. Interessiert man sich beispielsweise nur fiir
die geworfene Augensumme, kann man die folgende sG betrachten:

X:(,j)r— i+



3.2 Verteilungsfunktion 113

X ist trivialerweise messbar und das Ereignis X = x ist gegeben durch:

{(X=a}={())]i+j=a}=X"({z})

Beispielsweise besteht das Ereignis X = 8 aus den folgenden 5 Paaren im urspriinglichen
Merkmalraum €2: (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2). Jedes dieser Paare hat die Wahrschein-
lichkeit 1/36 und daher gilt P(X = 8) = 5/36. Allgemeiner ist die Verteilung von X
gegeben durch:

67—

PX({x}) = P(X =z 36

r=23,...,12
]

Intervallereignisse: Neben punktférmigen Ereignissen {z}, = € R, spielen in Anwendungen
vor allem Ereignisse der Form A = (a,b] (mit a < b) eine grofe Rolle:

Px((a,b]) = P(X € (a,b]) = P(a< X <)
Wegen (—o0,b] = (—00,a] U (a,b] (disjunkt) gilt:
PX<b)=P(X<a)+Pla<X <D
Somit:

Pla<X <b)=P(X <b)— P(X <a)

Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle konnen also einfach aus Wahrscheinlichkeiten der Form
P(X < x), x € R, berechnet werden. Fiir punktférmige Ereignisse gilt:

Px({z}) =P(X =2)=P(X <z) - P(X <)

Letzteres folgt aus {z} = (—o00,z] N (—o0, z) und daraus, dass fiir beliebige Ereignisse A
und B gilt:

3.2 Verteilungsfunktion

Die im vorhergehenden Abschnitt zuletzt angestellten Uberlegungen motivieren die fol-
gende Definition.
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Verteilungsfunktion: Die Verteilungsfunktion® (abgekiirzt VF) Fx einer sG X ist defi-
niert durch:

Fx(z)=P(X<z), z€R

Eine Verteilungsfunktion F hat die folgenden Eigenschaften:

(1) 0<F(x)<lfirzxeR
(2) F ist monoton wachsend, d.h., aus x <y folgt F(z) < F(y)
(3) lim F(z)=0und lim F(z) =1

r— —00 r—00

(4) F ist rechtsstetig, d.h., l}‘%l F(x+h)=F(x) firz e R
Allgemein nennt man eine Funktion mit den Eigenschaften (1) bis (4) — ohne direkte

Bezugnahme auf eine sG — eine Verteilungsfunktion (auf R).

Beweis: Eigenschaft (1) ergibt sich unmittelbar daraus, dass F'(z) nach Definition eine Wahrscheinlichkeit
ist; Eigenschaft (2) folgt aus Behauptung 5 von Abschnitt 2.5. Zum Beweis der restlichen Eigenschaften
benétigt man eine Monotonieeigenschaft des W-Mafies (0. B.):

Lemma: Fiir eine wachsende Folge {C,,} von Ereignissen (d. h., wenn C,, C C,,41 fir alle n) gilt:

lim P(C,) = P( lim Cn) =P <[j Cn>

n—oo n—o0

Fiir eine fallende Folge {C),} von Ereignissen (d.h., wenn C,, O C,,41 fir alle n) gilt:
lim P(C,)=P( lim C,) =P <ﬂ cn>
n=1

Sei nun {z,} eine fallende Folge von reellen Zahlen, sodass x,, | , und sei C,, = {X < z,}, dann ist
{Cy} eine monoton fallende Mengenfolge mit (-, C,, = {X < z}. Mit dem obigen Lemma folgt:

nh—{r;oF(x") =P (ﬁ Cn> = F(x)

Das zeigt Eigenschaft (4). (Beweis von Eigenschaft (3) als UE-Aufgabe.)

Sengl. cumulative distribution function (abgekiirzt cdf)
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Behauptung 1: Sei X eine sG mit Verteilungsfunktion Fx. Dann gilt fiir a < b:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
Beweis: Folgt aus der disjunkten Darstellung;:

{—oo< X <b}={-0< X <a}U{a< X <b}

Behauptung 2: Mit F(z—) := lﬁg F(z — h) (= linksseitiger Grenzwert) gilt:

P(X=2x2)=F(zx)— F(z—) fir z€R

Beweis: Die punktformige Menge {z} lésst sich wie folgt darstellen:

Bsp 3.2 Die sG X habe die folgende Verteilungsfunktion (Abb 3.2):

(0 fiur z <0

2¢/3 fir 0<x<3/4
Fx(z) =
x(@) 1/2 fiir 3/4 <z <3/2

1 fir x>3/2

Die Funktion ist zwar nicht stetig — Fx hat einen Sprung an der Stelle x = 3/2 — erfiillt
aber alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktion. (Die Rechtsstetigkeit wird durch den
offen bzw. dick gezeichneten Punkt an der Stelle x = 3/2 hervorgehoben.)
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Abbildung 3.2: Verteilungsfunktion (Bsp 3.2)

1.0

0.6

Fx(x)

0.4

0.2
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0.0
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Beispielsweise gilt:

1 1 1 1 1
(4< - ) x(1) X(4) 26 3

Nach Behauptung 2 gilt an der Stelle z = 3/2:

3 3 3 1 1
P(X==-)=Fx|=|-Fx|l=—|=1—-===
(r=2) - (3) -~ (3) =53
Dieser Wert entspricht der Hohe des Sprungs bei = 3/2. An allen anderen Stellen ist
Fx stetig (d.h. rechts— und linksstetig), daher gilt P(X = z) = 0 fir = # 3/2. |

Vielfach bendtigt man die Umkehrfunktion einer VF F'. Da aber eine VF nicht notwendi-
gerweise streng monoton wéchst, muss man die Definition der Inversen von F' modifizieren.

Verallgemeinerte Inverse: Die verallgemeinerte Inverse F~! : [0,1] — R einer VF F
ist definiert durch:

F'y)=inf{z|F(z) >y} fir ye(0,1)
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Abbildung 3.3: Quantilenfunktion (Bsp 3.3)
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Bem: Ist F' streng monoton wachsend, entspricht F~! der Umkehrfunktion von F.

Aus der deskriptiven Statistik kennen wir das Konzept des Stichprobenquantils (vgl.
1.7.7). Das theoretische Pendant ist die Quantilenfunktion:

z,=F'p) fir pe(0,1)

Dabei ist F~! die (verallgemeinerte) Inverse von F. Allgemein nennt man fiir ein festes
p € (0,1) den Wert z, das p—Quantil von F' (oder von X, wenn F' = Fy).

Bsp 3.3 Die Quantilenfunktion zur VF von Bsp 3.2 ist gegeben durch (Abb 3.3):

3p/2 fur 0<p<1/2
€T, =
’ 3/2 fir 1/2<p<1

Die Quantilenfunktion geht aus Fx durch Spiegelung an der 1. Mediane hervor. Man
beachte, dass hier auch die Quantile fiir p = 0 und p = 1 definiert sind. Bei vielen
praktisch wichtigen Verteilungen liegt zumindest eines dieser Quantile im Unendlichen. H
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3.2.1 Diskrete Verteilungen

Eine stochastische Grofe X hat eine diskrete Verteilung (oder ist diskret), wenn
ihr Merkmalraum My = {x1, 25, ...} aus einer endlichen oder abzéhlbaren Menge von
Punkten besteht. Man schreibt in diesem Fall:

px(x)=P(X =x) fir ze My

und nennt px (z) die Wahrscheinlichkeitsfunktion* (oder die Punktwahrscheinlich-
keiten, auch die Zdhldichte) von X.

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion hat die folgenden Eigenschaften:
(1) 0<px(z) <L, zeMy und (2) ) px(z)=1
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Teilmenge B von My wird wie folgt berechnet:

P(X € B) = px(a)

zeB

Die Verteilungsfunktion einer diskreten sG ist eine Treppenfunktion mit Spriingen der
Hohe px(x) an den Stellen x € My:

Fx(x)=P(X <zx)= pr(:ci), z€eR

r; <z

Bsp 3.4 Die sG von Bsp 3.1 ist diskret mit Wahrscheinlichkeitsfunktion:

67—

=2,3,...,12
36 xz » )

px(x)

Abb 3.4 ist eine graphische Darstellung von py und Fx. Man beachte, dass auf Grund
der Rechtsstetigkeit von F'x bei Spriingen jeweils der obere Punkt giiltig ist. Letzteres ist
insbesondere dann zu beachten, wenn man — so wie hier — die Treppen auszeichnet. W

3.2.2 Stetige Verteilungen

Eine stochastische Grofse X hat eine stetige Verteilung (oder ist stetig), wenn die
Verteilungsfunktion Fy(x) eine stetige Funktion auf R ist.

dengl. probability mass function (abgekiirzt pmf)
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Abbildung 3.4: Wahrscheinlichkeits— und Verteilungsfunktion (Bsp 3.4)
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Nach Behauptung 2 gilt allgemein, dass P(X = z) = Fx(z) — Fx(xz—). Fiir eine stetige
sG X gibt es also keine Punkte mit positiver Wahrscheinlichkeit, d.h., P(X = z) = 0 fiir
alle z € R. Die meisten stetigen sGn sind absolut stetig, d. h., es gibt eine Funktion fx,
sodass:

Fx(z) = P(X <) = / Fx(t) dt

Eine Funktion fx mit dieser Eigenschaft nennt man eine Dichtefunktion® (oder kurz
Dichte) von X. Ist fx selbst stetig, dann folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, dass:

Sengl. probability density function (abgekiirzt pdf)
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d , B
= Fix(x) = Fy(e) = fx(2)

Eine Dichtefunktion hat die folgenden Eigenschaften:
(1) fx(z) >0, z€eR und (2) / fx(t)dt =1

Die Menge Sx aller Punkte # € R mit fy(z) > 0 nennt man den Triger® von X. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine (Borel-) Menge B € B lésst sich wie folgt berechnen:

HXEE:/h@ﬁ

Fiir ein Intervall B = (a,b] (a < b) gilt:

P@<X§®z&@%ﬁﬂ@z/h@ﬁ

a

Bem: Man beachte, dass fiir eine stetige sG X gilt:

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)

Ist Fy streng monoton wachsend, so ist das p—Quantil von X jener (eindeutig bestimmte)
Wert z,, sodass:

&mﬁwasmthme = 1= F()

Bsp 3.5 Angenommen, wir wihlen ganz zufillig einen Punkt im Inneren eines Kreises mit
Radius 1. Der Merkmalraum fiir dieses Experiment ist Q = {(u,v) |u?® 4+ v* < 1}. Sei
X der Abstand des Punktes vom Ursprung. Da der Punkt zufillig gewahlt wird, gilt auf
Basis einer einfachen geometrischen Uberlegung:

Fliche des Kreises mit Radius z 2w 9
_ = =z, 0<z<1

P(X = =
( Flache des Kreises mit Radius 1 T

<)

Sengl. support
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Abbildung 3.5: Dichte— und Verteilungsfunktion (Bsp 3.5)
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Die Verteilungsfunktion von X ist also gegeben durch:

0 r <0
FX($)= x? 0<zr«l1
1 rz>1

Dabei handelt es sich um eine stetige Funktion mit Ableitung (= Dichte):

2x 0<zr<l1

0 sonst

fx() = Fi (o) = {

121

In Abb 3.5 sind fx und Fx grafisch dargestellt, aukerdem wird die Beziehung zwischen

den beiden Funktionen verdeutlicht.
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Abbildung 3.6: Quantilenbestimmung (Bsp 3.5)
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt beispielsweise in einen Ring mit den Radien 1/4
und 1/2 fallt, ldsst sich wie folgt berechnen:

1/2

1 1
PlZ<X<Z)=|[2dt =t

1/4

t=1/2 3

t=1/4 16

Das p-Quantil z, ist gegeben durch (Abb 3.6):

1 =F'(p)=vp, 0<p<1

3.2.3 Gemischte Verteilungen

In einigen praktisch wichtigen Situationen ist die Verteilung weder (rein) diskret noch
(rein) stetig, die Verteilungsfunktion F' also keine (reine) Treppenfunktion aber auch nicht
tiberall stetig. Man denke etwa an ein Produkt (beispielsweise eine Glithlampe), das von
Anfang an defekt ist oder unmittelbar bei der ersten Inbetriebnahme ausfillt. Die Le-
bensdauer dieses Produkts ist also mit positiver Wahrscheinlichkeit gleich Null. Ist das
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Produkt aber zu Beginn intakt und/oder iiberlebt es die erste Inbetriebnahme, ist seine
Lebensdauer stetig verteilt. Eine Verteilung (oder sG) dieser Art nennt man gemischt,
da F' — im obigen Beispiel — eine Mischung aus einer diskreten (F;) und einer stetigen
(Fy) Verteilungsfunktion ist:

F(z) =aFy(x)+ (1 —a)Fy(z), 0<a<l1

Etwas allgemeiner spricht man von einer gemischten Verteilung, wenn sich ihre Vertei-
lungsfunktion F' als Mischung von m (> 2) Verteilungsfunktionen F; darstellen lasst:

F(z) = Zaij(:c) mit «; >0 und Zaj =1
j=1

j=1
wobei mindestens eine der VFn F} diskret und mindestens eine stetig ist.

Bem: Generell ldsst sich durch Mischen von (endlich oder unendlich vielen) Verteilungen
(auch gleicher Art, d.h. alle diskret oder alle stetig) die statistische Modellbildung be-
trachtlich erweitern. Im vorliegenden Text betrachten wir Mischverteilungen aber nur im
obigen enger gefassten Sinn. (Wir werden allerdings dem Mischen von Verteilungen im
allgemeineren Sinn wieder in der Bayes’schen Statistik (Kapitel 8) begegnen.)

Der Merkmalraum einer gemischten Verteilung hat die Form:

M:{xl,l’g,...,l‘k}U(a,b)

wobei (a,b) ein endliches oder unendliches Intervall ist (und die Randpunkte je nach
Anwendung dazu gehoren oder nicht). Die diskreten Punkte z; haben positive Wahr-
scheinlichkeiten p(z;) > 0 und es gibt eine Dichte f* mit Tréger (a,b), sodass:

Zp(xi)jL/f*(x)da::l

Man beachte, dass f* hier keine wollstindige Dichte ist, da f; ff(z)dr < 1 ist. (Bem:
Aus diesem Grund verwenden wir das * —~Symbol.) Die Wahrscheinlichkeit einer (Borel-)
Menge B € B lasst sich wie folgt berechnen:

P(X eB)= Zp(:cl) + /f*(:c) dz

z,EB B
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Abbildung 3.7: F als Mischung von F; und F; (Bsp 3.6)
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Bsp 3.6 Die VF von Bsp 3.2 ist keine Treppe aber auch nicht iiberall stetig, d. h., es handelt
sich um eine gemischte Verteilung mit Merkmalraum M = {3/2} U (0,3/4). (Bem: Der
Bereich zwischen 3/4 und 3/2 hat die Wahrscheinlichkeit 0 und gehért nicht zum Tréger.)

Betrachten wir den stetigen und den diskreten Teil etwas genauer. Die Dichte f* bekommt
man durch Ableiten von Fx (an den Stellen, an denen Fx differenzierbar ist):

3/4
2 . . 1
fi(z) = §1(0,3/4)(9€) mit /f (z) dx = 5 < 1
0

J* ist konstant auf (0,3/4); die vollstandige Dichte lautet f(z) = (4/3) l(o;3/4)(2). Die
(stetige) VF Fj ist also gegeben durch:

f 4
Fs(x):/ dt:—x, 0<z<
0

Q| W~
w
e~ w

Da es nur einen diskreten Punkt gibt (x; = 3/2), ist die diskrete VF F,; gegeben durch:
Fy(x) = I3 /2, 00) (2)
Die VF F ist hier eine Mischung zu gleichen Teilen von Fy und Fy (vgl. Abb 3.7):

Fla) = G) Fa@) + G) Fiz), z€R



3.3 Transformationen 125

Bsp 3.7 Eine wichtige Anwendung von gemischten Verteilungen ergibt sich bei der Analyse
von Lebensdauern, wenn Beobachtungen auf die eine oder andere Weise ,zensiert* (d. h.
unvollstandig) sind.

Angenommen, bestimmte Komponenten sollen hinsichtlich ihrer Lebensdauer (,,Zuverlés-
sigkeit®) getestet werden. Wenn es sich um sehr zuverldssige Komponenten handelt, kann
die Zeitspanne bis zum Ausfall unrealistisch lang sein (u. U. mehrere Jahre). In der Praxis
bricht man daher den Versuch nach einer bestimmten Zeitspanne 7" ab. Ausfille, die inner-
halb von [0, T] auftreten, konnen beobachtet werden; Ausfille, die erst nach T' auftreten,
werden aber nicht beobachtet.

Beispielsweise sei die VF der Lebensdauer (Einheit: h) einer bestimmten Komponente
gegeben durch:

F(ﬁ)zl—eXp(—l(TW), 0<x<oo (=0 sonst)

Ein Versuch, bei dem derartige Komponenten getestet werden, werde nach 7" = 800 h
abgebrochen. Ausfille, die erst nach 800 h auftreten, werden nicht beobachtet und sind
zensiert. Die VF der (beobachteten) Lebensdauer springt also bei 2 = 800 von F(800) =
0.55 auf Eins:

0 <0
a 1 (<5055)  0<w <800
Fx) = P\ 1000 =7
1 x > 800
Vgl. Abb 3.8 fiir eine grafische Darstellung der gemischten Verteilung F. [ |

3.3 Transformationen

Héufig ist man mit Problemen der folgenden Art konfrontiert: Man kennt von einer sG
X ihre Verteilung (d. h. die Verteilungsfunktion F'x, die Dichte fx, oder die Wahrschein-
lichkeitsfunktion px), interessiert sich aber fiir eine Transformation Y = g(X) von X,
wobei g eine (messbare”) Funktion von R nach R ist. Da Y wieder eine sG ist, stellt sich
die Frage nach ihrer Verteilung.

Zweckméafigerweise betrachten wir die Félle, dass X diskret oder stetig verteilt ist, ge-
trennt voneinander. Weiters unterscheiden wir auch danach, ob g eine umkehrbar eindeu-
tige (d.h. bijektive) Funktion ist oder nicht.

"Eine Funktion g : R — R ist messbar, wenn das Urbild g~!(B) jeder Borelmenge B wieder eine
Borelmenge ist (gilt z. B. fiir alle stetigen Funktionen).
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Abbildung 3.8: Zensierte Beobachtungen (Bsp 3.7)
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3.3.1 Transformationen diskreter sGn

Ist g eine umkehrbar eindeutige Funktion, ldsst sich die W—Funktion von Y = ¢(X)
einfach wie folgt bestimmen:

Bsp 3.8 Eine (symmetrische) Miinze wird wiederholt geworfen und X sei die Nummer
des Wurfs, bei dem zum ersten Mal , Kopf* geworfen wird. Der Merkmalraum von X ist
Mx ={1,2, ...} und es gilt:

pw=ro=n=(3) (D)= (3) e=12.

Y sei nun die Zahl der Wiirfe vor dem ersten Kopf, d.h., Y = X — 1. Die Transformation
g(r) = z — 1 ist umkehrbar eindeutig und ¢~'(y) = y + 1. Der Merkmalraum von Y ist
My ={0,1,2, ...} und die W—Funktion von Y ist gegeben durch:
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1 y+1
pY(y):px(y+1):(§) , y=0,1,2,...

Ist die Transformation g nicht umkehrbar eindeutig, lasst sich die Verteilung von Y =
g(X) meist durch eine einfache direkte Uberlegung bestimmen.

Bsp 3.9 Angenommen, wir spielen das Spiel von Bsp 3.8 gegen die ,,Bank‘. Kommt der
erste Kopf bei einem ungeraden Wurf, zahlen wir der Bank 1€, kommt er bei einem
geraden Wurf, gewinnen wir 1€. Ist Y unser (Netto—) Gewinn, so gilt My = {—1,1}.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Kopf bei einem ungeraden Wurf kommt, berechnet
man wie folgt:

P(X €{1,3,5,...}) = i (%)QH = i G)Ml B 1i/12/4 - §

=0

Die Verteilung von Y ist also gegeben durch:

3.3.2 Transformationen stetiger sGn

Unabhéngig davon, ob g umkehrbar eindeutig ist oder nicht, ldsst sich fiir stetiges X die
Verteilung von Y = ¢g(X) mittels der Methode der Verteilungsfunktion bestimmen.
Die Methode werde anhand eines Beispiels demonstriert.

Bsp 3.10 Die Dichte einer sG X sei gegeben durch:

—-1l<z<l1

fx(z) =

S N

sonst

Angenommen, wir mochten die Dichte von Y = X? bestimmen. Dazu bestimmen wir
zunachst durch eine direkte Uberlegung die Verteilungsfunktion von Y. Fiir y > 0 gilt:

Fy(y) = P(X?<y)=P(—y <X <y) = Fx(Vy) — Fx(— 1)
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Abbildung 3.9: Transformation einer stetigen sG (Bsp 3.10)
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Die Verteilungsfunktion von Y ldsst sich durch die Verteilungsfunktion von X ausdriicken.
Letztere ist gegeben durch:

0 r < —1
r+1
1 z>1

Wegen F'y (\/@ — FX( — \/gj) = /y folgt:

0 y <0
1 y>1

Die Dichte von Y bekommt man durch Ableiten:

1
— O<y<l1
fry) = 2VY

0 sonst
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In Bsp 3.10 ist die Transformation (g(x) = z? fiir |#| < 1) nicht umkehrbar eindeutig.
Ist aber g umkehrbar eindeutig, kann die Dichte von Y = ¢(X) mit Hilfe des folgenden
Satzes auch direkt bestimmt werden.

Transformationssatz fiir Dichten: X sei eine stetige sG mit Dichte fy und Trager Sx, und
g sei eine umkehrbar eindeutige differenzierbare Funktion auf Sy . Dann ist die Dichte von
Y = g(X) gegeben durch:

dg~"(y)

o) = ela ) [ 252 ves

Der Trager Sy von Y ist dabei die Menge Sy = {y = g(z) |z € Sx}.

Beweis: Eine umkehrbar eindeutige Funktion ist entweder strikt monoton wachsend oder strikt monoton
fallend. Im ersten Fall gilt fiir die VF von Y:

Fy(y) =P <y)=P(g(X)<y)=P(X <g7'(y) = Fx(97' ()
Die Dichte von Y bekommt man durch Ableiten:

dx
dy

dFy (y)

fr(y) = - Ix(97' W)

Dabei ist dz/dy die Ableitung der Umkehrfunktion z = ¢g~1(y). Ist g strikt monoton wachsend, gilt
dx/dy > 0 und dz/dy = |dx/dy|. Analog argumentiert man, wenn g strikt monoton fallend ist:

Somit:

dx
dy

dFy (y)

fy(y) = oy —Ix(97'(®))

Da in diesem Fall g strikt monoton fallend ist, gilt dz/dy < 0 und daher —dz/dy = |dz/dy|. Die Behaup-
tung des Satzes ist also fiir beide Félle gezeigt.

Jacobian: Die Ableitung dz/dy = dg~'(y)/dy der Umkehrabbildung nennt man in eng-
lischsprachigen Texten hiufig die Jacobian® und schreibt:

_dx dg~(y) 1

T dy dy  dg(w)
dx

J

8Nach CARL GUSTAV JACOB JACOBI (eigentl. JACQUES SIMON; 1804-1851), dt. Mathematiker (be-
deutende Beitriige zu mehreren Gebieten der Mathematik und Physik).
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Abbildung 3.10: Transformation einer stetigen sG (Bsp 3.11)

Dichte von X Dichtevon Y =-21In X
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Bsp 3.11 Die Dichte der sG X sei gegeben durch:

1 O<zr<l1

fx(z) =

0 sonst

Wie lautet die Dichte von Y = —21In X 7 Die Tréger von X und Y sind gegeben durch
Sx = (0,1) bzw. Sy = (0,00). Die Transformation y = —2Inx ist umkehrbar eindeutig
zwischen Sx und Sy. Die Umkehrabbildung lautet z = ¢~'(y) = ¢~%?2 und die Jacobian
ist gegeben durch:

; dr d(efy/z) _ _% o u/2

Nach dem Transformationssatz lautet die Dichte von Y wie folgt:

1
fx(e_y/2)|<]|:§€_y/2 0<y<oo
fr(y) =

0 sonst

Vgl. Abb 3.10 fiir eine grafische Veranschaulichung. [ |
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Wichtige Spezialfille sind affine® Transformationen der Form Y = a + bX.

Dichte einer affinen Transformation: X sei eine stetige sG mit Dichte fy und Y = a + bX,
wobei b # 0. Dann ist die Dichte von Y gegeben durch:

o) = 0 (45

Beweis: Fiir b > 0 (analog fiir b < 0) ist die VF von Y gegeben durch:

FY(y)ZP(YSy)zP(ng_;a>:FX (y;a)

Die Dichte ergibt sich durch Ableiten:

ﬁ4wf§@>£f&<yba)%fx<yba>

Man kann auch den Transformationssatz verwenden: Die Jacobian der Transformation ist J = 1/b und
die Dichte von Y ist gegeben durch:

nwm@%mm%h(gg>

Bsp 3.12 Die Dichte der sG X sei gegeben durch:

Ix(z) = ! exp B , —00< T <00
V2r 2

(Bem: Dabei handelt es sich um die (Standard—) Normaldichte (,,Glockenkurve®), die spater
noch ausfiihrlicher behandelt wird.) Welche Dichte hat Y = 5 + 2X ? Nach dem obigen
Satz gilt:

fr(y) ! [ b= 5)2

= exp |[—2— |, —o<y<oo
oy2r P 8 } y

Abb 3.11 zeigt die urspriingliche und die transformierte Dichte. Man beachte, dass durch
eine affine Transformation wohl die Lage und/oder die Skalierung aber nicht die Form der
Dichte geandert wird. [ |

9Manchmal auch (unkorrekterweise) als lineare Transformationen bezeichnet. ( Lineare Transformatio-
nen im strikten Sinn haben die Form Y = bX.)
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Abbildung 3.11: Affine Transformation (Bsp 3.12)
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3.4 Erwartungswert

Die Verteilungsfunktion (W-Funktion, Dichte) enthélt die gesamte verfiighare (Wahr-
scheinlichkeits—) Information iiber eine sG X. In vielen Situationen gentigen allerdings
einige wenige charakteristische (numerische) Werte. Einer dieser Werte ist der Erwar-
tungswert (auch Mittelwert oder kurz Mittel) von X, der ein (gewichteter) Durch-
schnittswert der moglichen Auspriagungen von X ist.

Bem: Aus rein mathematischer Perspektive wére es im Folgenden nicht notwendig, den
diskreten, den stetigen und den gemischten Fall getrennt zu behandeln. Aus praktischer
Sicht ist diese Vorgangsweise aber durchaus sinnvoll, wobei Ahnlichkeiten zwischen den
einzelnen Fillen offensichtlich sind.

Erwartungswert einer diskreten sG: Ist X eine diskrete sG mit W—Funktion p(z) und gilt
> . lz|p(x) < o0, so ist der Erwartungswert von X definiert durch:

E(X) =) ap(z)
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Der Erwartungswert von X ist also ein gewichteter Mittelwert der moglichen Auspragun-
gen von X, wobei die Gewichte den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Auspragungen
entsprechen.

Bsp 3.13 Angenommen, bei einem Spiel mit zwei Wiirfeln ist der Gewinn gleich der gro-
fseren der beiden Augenzahlen. Um an diesem Spiel teilzunehmen, ist aber ein Einsatz von
d Euro zu entrichten. Wie grofs sollte d sein? Handelt es sich um ein faires Spiel, sollte
der Einsatz dem zu erwartenden Gewinn entsprechen. Bezeichnet X den Gewinn, so gilt:

2t —(x -1 2x-1

p('r) ( x) 36 36 Y T ) Y Y 6
Der Erwartungswert von X ist gegeben durch:
. 161
E(X) = = — =447 = d=4.47
(X0 =3 enle) =

Der Erwartungswert ldsst sich auch wie folgt interpretieren: Angenommen, man spielt
dieses Spiel n Mal, wobei n eine grofe Zahl sei (beispielsweise n = 1000). Ist H,(z) die
(absolute) Haufigkeit eines Gewinns von x Euro, so betrigt der durchschnittliche Gewinn:

6 6

= Za:Hn(:c) = Zaz Hn(z) ~ Za:p(a:) =E(X)

n n
=1 r=1

Dabei legen wir die frequentistische Interpretation von Wahrscheinlichkeit (vgl. 2.1) zu-

grunde. |

E(X) als Schwerpunkt: Der Erwartungswert léasst sich auch als Schwerpunkt von Punkt-
massen interpretieren. Werden (punktférmige) Massen pi,ps,...,p, an den Positionen
X1, T, ..., 2, auf der reellen Achse plaziert, entspricht der Schwerpunkt des Systems dem
Erwartungswert E(X) = ). 2;p;.

P1 P2 ] Pa Ps Pe

X1 X2 X3 Xg Xs5 X6

E(X)



134 3 STOCHASTISCHE GROSSEN UND VERTEILUNGEN

Bem: Wie an den obigen Beispielen zu sehen, ist der Erwartungswert einer (diskreten)
sG X nicht notwendigerweise ein Element des Merkmalraums My . Weiteres Beispiel: Die
mittlere Augenzahl eines (balancierten) Wiirfels ist E(X) =7/2 ¢ Mx ={1,2,3,4,5,6}.

Erwartungswert einer stetigen sG: Ist X eine stetige sG mit der Dichtefunktion f(z) und
gilt [*_|z|f(x)dx < 00, so ist der Erwartungswert von X definiert durch:

e e}

E(X) = / of (z) da

—00

Bsp 3.14 Die Dichte der sG X sei gegeben durch:

4 O<z<1
xTr) =
f) 0 sonst
Dann gilt:
1 1 o
E(X)Z/x(4x3)dx:/4x4dx:i _4
5 0 5

Erwartungswert einer gemischten Verteilung: Den Erwartungswert einer gemischten Vertei-
lung (vgl. 3.2.3) berechnet man wie folgt:

b

wazzywmw+/¢ﬂ@wx

a

(Dabei wird vorausgesetzt, dass die Summe und das Integral absolut konvergieren.)

Erwartungswert einer Funktion von X: Die sG Y = g(X) sei eine Funktion der sG X.

(a) Ist X diskret mit W-Funktion px(z) und gilt > ¢ |9(7)|px(z) < oo, dann exis-
tiert der Erwartungswert von Y und ist gegeben durch:

E(Y) = 3 ga)px(x)

TESX
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(b) Ist X stetig mit Dichte fx(z) und gilt [*_|g()|fx(2) dz < oo, dann existiert der
Erwartungswert von Y und ist gegeben durch:

[e o]

E(Y) = / o) fx () da

—00

Bem: Auch wenn die obigen Aussagen in manchen Lehrbiichern als Definition von E [g(X )}
Verwendung finden, sollte man sich dessen bewusst sein, dass es sich tatséchlich um einen
(mathematischen) Satz handelt. In der englischsprachigen Literatur wird er manchmal
Law of the Unconscious Statistician'® (kurz LotUS) genannt. Diese — auf den ersten Blick
seltsam anmutende — Bezeichnung soll darauf hinweisen, dass jemand, der den Erwar-
tungswert von g(X) nach den obigen Regeln berechnet (und glaubt, dass es sich dabei um
eine Definition handelt), sich unbewusst wie ein/e Statistiker/in verhélt (der/die weif,
dass es ein Satz ist).

Beweis(skizze): Nur fiir (a): Die W-Funktion py (y) von Y ldsst sich wie folgt durch px (x) ausdriicken:

py(y) =P =y)=Pg(X)=y)= Y PX=2)= > px(x)

z:g(x)=y z:g(z)=y

Damit folgt:

EY)=> upv(y)=>_, Y. wypx(@) =) g@)px(x)

v aig(e)=y

(Punkt (b) lasst sich auf dhnliche Weise zeigen; dabei bendtigt man aber etwas tieferliegende Resultate
aus der Analysis.)

Bsp 3.15 Die Kernaussage des obigen Satzes besteht darin, dass man zur Berechnung
des Erwartungswerts einer Funktion ¥ = ¢g(X) von X nicht zuerst die Verteilung von Y
bestimmen muss, sondern auf die Verteilung von X zuriickgreifen kann. Dazu ein einfaches
Beispiel. Die Dichte von X sei gegeben durch:

fx(z) =

2x O<z<l
0 sonst

Dann lésst sich der Erwartungswert von beispielsweise Y = g(X) = 1/X einfach wie folgt
berechnen:

1

E(%) _ 7g(:c)fx(:c)da::/1%(2x)d:c:/2dx:2

—00

0Geprigt von SHELDON M. Ross, Prof. em. University of California/Berkeley.
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Man kann aber auch zuerst die Dichte von Y bestimmen. Die Jacobian der Transformation
g(z) = 1/z ist J = —1/y* und mit dem Transformationssatz (vgl. 3.3.2) bekommt man

die Dichte von Y:
1 1
fr(y) = fx (y) ’ 7

Der Erwartungswert von Y ldsst sich dann wie folgt berechnen:

E(Y) = /yfy dy—7% =

—00

l<y<oo

2
?7

Klarerweise stimmen die Erwartungswerte bei beiden Berechnungen iiberein. Die erste
Berechnung war aber deutlich einfacher. (Allerdings haben wir bei der zweiten Berech-
nung mehr an Information gewonnen, nicht nur den Erwartungswert sondern auch die
Verteilung (Dichte) von Y'.) |

Eigenschaften des Erwartungswerts: Fiir Konstanten a, b, ki, ks und Funktionen g, A gilt:

(1) E(a) =a
(2) E(aX +b) =aE(X)+b
(3) E[k1g(X) + koh(X)] = kiE[g(X)] + k2E[h(X)]

(Beweis als UE-Aufgabe.)

3.5 Varianz

Im vorigen Abschnitt wurde der Erwartungswert E(X) einer sG X als die wichtigste
Mafszahl fiir die Lage einer Verteilung (oder einer sG) definiert. Als Standardbezeichnung
hat sich ux (oder kurz p) etabliert. Weitere wichtige Mafzahlen der Lage sind die p-
Quantile z, (vgl. 3.2), insbesondere der Median (= 0.5-Quantil):

(1
s =5 (5)

(F~! ist die verallgemeinerte Inverse von F; vgl. 3.2.) Fiir den Median sind mehrere
Bezeichnungen gebriuchlich. Neben x5 schreibt man auch #, Median(X ), med(X), o. A.

Neben Mafzahlen der Lage benotigt man aber auch Mafzahlen fiir das Streuungsver-
halten einer Verteilung (oder sG). Die wichtigste Mafzahl dieser Art ist die Varianz.
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Varianz/Streuung einer sG: X sei eine sG mit endlichem Mittelwert px und derart, dass
E[(X — pux)?] endlich ist, dann ist die Varianz von X definiert durch:

Var(X) = E[(X — px)?]

Die Standardbezeichnung fiir die Varianz ist 0% (oder kurz o?) Die (positive) Wurzel aus
der Varianz nennt man die Streuung (oder die Standardabweichung!') von X:

Streuung (X) = 44/ Var(X)

Die Standardbezeichnung fiir die Streuung ist ox (oder kurz o).

Die Varianz ist also die mittlere quadratische Abweichung einer sG von ihrem Mit-
telwert, somit der Erwartungswert von Y = g(X) = (X — pu)?. Aus dem vorigen Abschnitt
wissen wir, wie ein derartiger Erwartungswert zu berechnen ist:

diskret:  Var(X) =Y [z — E(X)]’px(z)

xT

stetig:  Var(X) = / [z — E(X)]Qfx(:c) dx
gemischt:  Var(X) = Z [z — E(X)]Qp(xi) + / [z — E(X)]Qf*(x) dx

Meist ist die Varianzberechnung mit Hilfe des folgenden Satzes einfacher.

Verschiebungssatz fiir die Varianz: Die Varianz c% einer sG X lisst sich auch wie folgt
berechnen:

0% = B(X?) — [E(X)]" = E(X?) — %

Beweis: Unter Verwendung der Rechenregeln fiir den Erwartungswert gilt:

o’ =E[(X — p)*] = E(X? — 2uX + u?)
E(X?) = 2u® 4 p2
E 2

(X?) —p?

Yengl. standard deviation (abgekiirzt sd)
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Da Varianzen nichtnegative Grofen sind, folgt aus dem Verschiebungssatz die wichtige
Ungleichung;:

E(X?) > [E(X)]

(Bem: Fiir den Ausdruck auf der rechten Seite schreibt man meist kiirzer E?(X).)

Bsp 3.16 Die Varianz der (stetigen) sG von Bsp 3.14 ldsst sich nach Definition berechnen
(UE-Aufgabe):

Var(X) = /1 <x— %)2(4333)@

Einfacher ist die Berechnung mittels Verschiebungssatz:

1 1
2,611 2
E(X?) :/$2(4$3)dx:4/x5dx:% _ 2

. 3

Somit:

Eigenschaften der Varianz/Streuung: Fiir Konstanten a, b gilt:

(1) Var(a) =0
(2) Var(aX +b) = a*Var(X)

(3) Oux4p =aox

(Beweis als UE-Aufgabe.)

Einheiten der Kenngrolen: Bei konkreten Anwendungen ist zu beachten, dass die hier be-
handelten Kenngrofen px (Mittelwert), 0% (Varianz) und ox (Streuung) Einheiten
haben. Ist beispielsweise die sG X ein Gewicht in der Einheit [kg|, hat ux die Einheit
[kg|, o% die Einheit [kg?| und oy die Einheit |kg]. Auch der Median (oder ein anderes
Quantil) hat in diesem Beispiel die Einheit |kg].
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MAD: Ein weiteres wichtiges Streuungsmaf ist die mittlere absolute Abweichung vom
Median. Fiir eine stetige sG X mit Dichte fx ist der M AD definiert durch:

MAD(X) = / |z — med(X)| fx(z) dz

Bem: Der MAD ist zwar in gewisser Weise ein ,natiirlicheres Streuungsmafs als die Streu-
ung oy, wegen des Absolutbetrages aber meist schwieriger zu berechnen.

3.6 Simulation

Die Simulation von stochastischen Vorgédngen verschiedenster Art ist mittlerweile ein un-
verzichtbares Werkzeug der modernen (Computer—) Statistik. Der erste (und — aus sta-
tistischer Sicht — schwierigste) Schritt dabei ist die Erzeugung von (unbeschriankt vielen
unabhéngigen) Realisationen einer sG U mit der folgenden uniformen Dichte:

1 O<u<l1
fU(U)Z{

0 sonst

Es existieren zahlreiche Tabellen mit echten Zufallszahlen.'? In der Praxis verwendet man
aber computergenerierte Pseudozufallszahlen, d. h., algorithmisch erzeugte Zahlen, die
den Anschein von echten Zufallszahlen erwecken.

Einfachere (und &ltere) Generatoren sind meist von folgender Bauart: Starte mit einem
Anfangswert zo (genannt Seed) und berechne rekursiv Werte wie folgt:

Tpi1 = (ax, + ¢)(mod m), n>0

Dabei sind a, ¢ und m natiirliche Zahlen. Durch die Rechnung modulo m ist jedes x,, eine
Zahl aus 0,1,...,m — 1 und als Ndherung fiir eine Realisation von U nimmt man z,,/m.
Durch entsprechende Wahl von a, ¢ und m lassen sich auf diese Weise Zahlen erzeugen,
die den Anschein von echten U—Realisationen erwecken.

Bsp 3.17 Wir betrachten als Illustration einen Generator mit m = 23* = 279841, a = 7200
und ¢ = 1:

Tn

Un = 579841

Tps1 = (72002, + 1)(mod 279841)  und

12Dje bekannteste Tabelle dieser Art wurde von der RAND (Research ANd Development) Corporation
herausgegeben: A Million Random Digits with 100,000 Normal Deviates (1955).
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Wihlt man als Startwert beispielsweise xy = 1, werden die folgenden Zahlen erzeugt:

X u
1 7201 0.025732
2 76616 0.273784
3 68590 0.245103
4 208477 0.744984
5 247118 0.883066
6 20523 0.073338
7 9553 0.034137
8 220556 0.788148
9 185367 0.662401
10 80672 0.288278

279838 227376 .812519

0
279839 37351 0.133472
279840 0 0.000000
279841 1 0.000004
279842 7201 0.025732

Man beachte, dass fiir einen Generator dieser Art, unabhéngig vom Startwert xy, die
Periode gleich m ist, d.h., ab der m—ten Zufallszahl wiederholt sich exakt die gleiche
Folge. (Abb 3.12 zeigt ein Histogramm der ersten 10000 Zufallszahlen.) [ |

Bem: Neuere Generatoren sind komplexer (und versuchen, einige der Probleme mit den
obigen linearen Kongruenzgeneratoren zu vermeiden). Ein hiufig verwendeter Generator
neueren Typs ist der sogenannte Mersenne—Twister'®, entwickelt 1997 von MAKOTO MAT-
SUMOTO und TAKUJI NISHIMURA. Das ist auch der standardméfig von der R-Funktion
runif () verwendete Generator.

Hat man eine zuverldssige Methode zur Erzeugung von auf (0,1) uniform verteilten
(Pseudo—) Zufallszahlen zur Verfiigung, stellt sich im néchsten Schritt die Frage, wie
Realisationen fiir eine beliebige sG X erzeugt werden kénnen. Zur Beantwortung dieser
Frage gibt es eine ganze Reihe von (z. T. sehr speziellen) Methoden. Im Folgenden soll nur
eine allgemein anwendbare (in vielen Fillen aber nicht sehr effiziente) Methode vorgestellt
werden. !4

Bhttp://de.wikipedia.org/wiki/Mersenne-Twister
14Vgl. fiir einen Uberblick iiber die verschiedenen Methoden ROBERT & CASELLA (2010).


http://de.wikipedia.org/ wiki/Mersenne-Twister

3.6 Simulation 141

Abbildung 3.12: Histogramm von 10000 Zufallszahlen (Generator von Bsp 3.17)
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Bezeichnung: Hat die sG X die Verteilungsfunktion Fx, so schreibt man kurz X ~ Fy.
Ebenso bedeutet X ~ fx, dass X die Dichte fx hat, oder X ~ px, dass X die W-
Funktion px hat. (Meist ldsst man den Index X auch weg.)

Behauptung: Ist ' eine (beliebige) Verteilungsfunktion und U eine sG mit uniformer Dichte
Ju(u) = Lo)(u), so gilt:

X =FYU)~F
Dabei ist F'~! die verallgemeinerte Inverse von F'.

Beweis (fiir streng monoton wachsendes F'): Fiir die VF von X gilt:

Fx(z)=P(X <z)=P(F '(U)<z)=P(U < F(z)) = Fy(F(2))

Die VF von U ist gegeben durch:

0 u <0
Fy(u)=PU<u)=<% u 0<ux<l1
1 u>1

Damit folgt: Fx (x) = Fy (F(z)) = F(z). Das war zu zeigen.
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Abbildung 3.13: Inversionsmethode (stetige Verteilung)
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Inversionsmethode: Fiir die Erzeugung einer Realisation z einer sG X ~ F geniigen die
beiden folgenden Schritte:

(1) Erzeuge eine Realisation u von U ~ fy(u) = I 1)(u).

(2) Bilde z = F~!(u).

Bsp 3.18 Zur Generierung von Realisationen einer sG X mit beispielsweise der Dichte
Ix(x) = e (g,00)(x) bestimmt man zuerst die Verteilungsfunktion von X:

xT

FX(x):/e_tdtzl—e_x, 0<z<o0

0

Nach der Inversionsmethode ist die VF zu invertieren:

l—e®=u = z=-In(l-u)

Der linke Teil von Abb 3.13 ist eine grafische Veranschaulichung der Inversionsmethode.
Der rechte Teil zeigt ein Histogramm von 10000 auf diese Weise generierten Zufallszahlen.
(Die dariiber gezeichnete Linie entspricht der Dichte von X.) |
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Abbildung 3.14: Inversionsmethode (diskrete Verteilung)
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Bsp 3.19 Die Inversionsmethode lésst sich auch im diskreten (oder gemischten) Fall an-
wenden. Angenommen, wir mochten einen Wiirfel simulieren, bei dem die Wahrschein-
lichkeit, die Augenzahl k zu werfen, proportional zu k ist (vgl. auch Bsp 6 von 2.16). Ist
X die geworfene Augenzahl, so gilt in diesem Fall:

px(z) = P(X =x) :% fir z=1,2,3,4,5,6

Der linke Teil von Abb 3.14 zeigt die Verteilungsfunktion sowie das Prinzip der Gene-
rierung von nach py verteilten Zufallszahlen. Nach der Inversionsmethode ist die VF zu
invertieren, wobei in diesem Fall auf die verallgemeinerte Inverse zuriickgegriffen wer-
den muss. Der rechte Teil von Abb 3.14 stellt die tatséchlichen Wahrscheinlichkeiten px
den relativen Héufigkeiten von 10000 auf diese Weise generierten Realisationen von X
gegeniiber. |

Aufgaben

3.1 Zwei (symmetrische) Wiirfel werden geworfen und Xpax sei die grofere der bei-
den Augenzahlen. Bestimmen Sie die W—Funktion und die Verteilungsfunktion von
Xmax. Wiederholen Sie die Aufgabe fiir X i, (= kleinere der beiden Augenzahlen).
Stellen Sie die beiden Verteilungsfunktionen in einem Plot dar.

3.2 In einem Behélter befinden sich (gut gemischt) N weifse und M schwarze Kugeln. Die
Kugeln werden eine nach der anderen zufillig mit Zuriicklegen solange gezogen, bis
man die erste schwarze Kugel bekommt. Wenn X die Nummer der Ziehung der ersten
schwarzen Kugel ist, bestimmen Sie (a) P(X = z) und (b) Fx(z) = P(X < x).
(Hinweis: Bestimmen Sie zunédchst P(X > x).) Stellen Sie die Verteilungsfunktion
von X grafisch dar (beispielsweise fiir N = 20 und M = 10).
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3.3 Ein W-Raum (€2, A4, P) sei gegeben durch 2 = {w |0 < w < 10} und fiir A € A sei
P(A) = [, 15 dz. Begriinden Sie, warum X (w) = w? eine stochastische GroRe ist.
Bestimmen Sie Mx und Fx(z) = Px(X < z) fir x € R.

3.4 Die Verteilungsfunktion einer stetigen sG X sei gegeben durch:
( 0 x <0
z?/5 0<z<1

(=22 +6x—4)/5 1<x<3

L 1 >3

(a) Stellen Sie die Verteilungsfunktion grafisch dar.
(b) Bestimmen Sie die Dichte und stellen Sie auch Letztere grafisch dar.

(c) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten: P(X < 2), P(1 < X < 2),
P(1<X <2)und P(X >1/2).

3.5 Die Griinphase (einschlieflich Blinkphase) bei einer Fufsgéngerampel betragt 25 Se-
kunden, die Rotphase 65 Sekunden. Sie kommen zu einem zufilligen Zeitpunkt zu
dieser Ampel und X sei die Wartezeit. Bestimmen Sie:

(a) die Verteilungsfunktion von X (plus Zeichnung). Um welchen Verteilungstyp
(diskret, stetig, gemischt) handelt es sich?

(b) die Wahrscheinlichkeit, dass Sie ldnger als 20 Sekunden warten.

(c) die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass Sie noch mindestens weitere 20 Sekun-
den warten, wenn Sie bereits 20 Sekunden gewartet haben.

(d) das 10%—, 25%—, 50%— und das 90%—Quantil von X.

3.6 Die Verteilungsfunktion einer stetigen sG X ist gegeben durch:

61’

:m, —00 < <0
(&

F(z)

(a) Stellen Sie die Funktion grafisch dar und iiberzeugen Sie sich davon, dass F
alle Eigenschaften einer (stetigen) VF erfiillt.

(b) Ermitteln Sie allgemein einen Ausdruck fiir das p-Quantil 2, und bestimmen
Sie konkret die drei Quartile (d.h., 25%, 50%, 75%) der Verteilung.

(c) Bestimmen Sie die zugehorige Dichte f und stellen Sie sie grafisch dar.

3.7 Die sG X habe die Dichte fx(z) = 2%/9, 0 < z < 3, gleich Null sonst. Bestimmen
Sie mittels Transformationssatz die Dichte von Y = X3.

3.8 X sei uniform verteilt mit Dichte fx(z) = 1/m, —7/2 < < 7/2. Bestimmen Sie
mittels Transformationssatz die Dichte von Y = tan(X).
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3.9

3.10

3.11

3.12

3.13
3.14

3.15

3.16
3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

Die sG X habe eine Verteilung mit der Dichte f(z) = e™*, x > 0. Bestimmen Sie
die Dichte von Y = v/X. Verwenden Sie dazu (a) die Methode der VF und (b) den
Transformationssatz. Erstellung Sie eine Abbildung der Dichte.

Eine Ubung wird in vier Gruppen zu 20, 25, 35 bzw. 40 Student /inn/en abgehalten.
Wenn von den insgesamt 120 Personen, die an der Ubung teilnehmen, eine Person
zuféllig ausgewahlt wird und X die Grofe der Gruppe ist, aus der die Person stammt,
berechnen Sie E(X). Geben Sie eine anschauliche Erklarung dafiir, warum E(X)
grofer als die durchschnittliche Gruppengrofe (20 + 25 + 35 + 40) /4 = 30 ist.

Bestimmen Sie fiir Aufgabe 3.1 den Erwartungswert von Xpax und Xpip-
Berechnen Sie den Erwartungswert einer sG X mit der Dichte f(z) = e "Iy ) (7).
Berechnen Sie den Erwartungswert der sG von Aufgabe 3.4.

Berechnen Sie den Erwartungswert der Wartezeit bei der Fukgdngerampel von Auf-
gabe 3.5.

Fiir eine positive sG X mit der Verteilungsfunktion F' kann der Erwartungswert
auch wie folgt berechnet werden:

E(X) = / [1— F(z)] do

Berechnen Sie auf diese Weise die Erwartungswerte von Aufgabe 3.12 und 3.14.
Zeigen Sie, dass der Erwartungswert der sG Y von Aufgabe 3.8 nicht existiert.

X habe die Dichte f(z) = 32?, 0 < = < 1, gleich Null sonst. Betrachten Sie ein
Rechteck mit den Seiten X und 1 — X. Bestimmen Sie den Erwartungswert der
Flache.

Sei f(z) =32% 0 <z < 1, gleich Null sonst, die Dichte von X.

(a) Berechnen Sie E(X?).
(b) Bestimmen Sie die Dichte von Y = X3.
(c) Berechnen Sie E(Y) mit Hilfe von (b) und vergleichen Sie mit (a).

Betrachten Sie eine diskrete sG X mit Merkmalraum M = {1,2,...,k} und W-
Funktion p(x) = 1/k fiir x € M. Bestimmen Sie (a) den Mittelwert x = E(X) und
(b) die Varianz 0% = Var(X). Betrachten Sie speziell den Fall k = 6 (= Augenzahl
eines tiblichen Wiirfels). (Hinweis zu (b): Verwenden Sie den Verschiebungssatz.)

Berechnen Sie die Varianz einer sG X mit der Dichte f(z) = e "I(g (). (Hinweis:
Verwenden Sie den Verschiebungssatz; vgl. auch Aufgabe 3.12.)

Berechnen Sie die Varianz und die Streuung der Wartezeit bei der Fukgangerampel
von Aufgabe 3.5. (Hinweis: Verwenden Sie den Verschiebungssatz; vgl. auch Aufgabe
3.14.)
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3.22

3.23

3.24

3.25

Aufgaben

Wie kann man Realisationen einer sG X mit der Dichte f(z) = 32%[1)(z) erzeu-
gen? Schreiben Sie eine R—Funktion und erzeugen Sie damit N = 1000 Zufallszahlen.
Stellen Sie das Ergebnis in Form eines Histogramms dar.

Wie kann man Realisationen einer sG X mit der (logistischen) Verteilung von Aufga-
be 3.6 erzeugen? Schreiben Sie eine R—Funktion und erzeugen Sie damit N = 10000
Zufallszahlen. Stellen Sie das Ergebnis in Form eines Histogramms dar.

Wie kann man Wartezeiten bei der Fukgangerampel von Aufgabe 3.5 simulieren?
Schreiben Sie eine R—Funktion und erzeugen Sie damit N = 100 Wartezeiten.

Schreiben Sie eine R—Funktion fir die Simulation einer sG X mit der Dichte:

f(z) =30(z* —22° +2%) fiir 0<z<1

Erzeugen Sie N = 10000 Realisationen von X und stellen Sie das Ergebnis in Form
eines Histogramms dar. (Hinweis: Verwenden Sie zur Invertierung der VF die Funk-
tion uniroot().)



4 Spezielle Verteilungen

4.1 Diskrete Verteilungen
4.1.1 Diskrete uniforme Verteilung

Eine stochastische Grofe X hat eine (diskrete) uniforme Verteilung (oder (diskrete)
Gleichverteilung) auf der Menge M = {z1,29,...,2,} (mit x; # x; fiir i # j), wenn
jedes Element von M die gleiche Wahrscheinlichkeit hat:

1
i) = .:1727"'7
p(z;) ~ i n

Der Erwartungswert von X ist gegeben durch:

n

1
E(X) = E xp(x) ==Y =z, =7
zeM n i=1
Fiir die Varianz von X gilt:
2 1 = —\2
X)= —E(X == ; —
Var(X) EEM [z = E(X)]"p(e) = — ;1 (z; — )

Letzterer Ausdruck lédsst sich auch wie folgt schreiben:

Var(X) = % [Z o n(f)Ql

Spezialfall: Besteht der Merkmalraum M aus aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, d. h.,
gilt M ={a,a+1,a+2,...,b} mit a < b, a € Z, so ist der Mittelwert und die Varianz
gegeben durch:

p— 2_
B(0) =20 Var() = P

Speziell fiir M = {1,2,...,k} gilt:
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Abbildung 4.1: Diskrete uniforme Verteilung auf M ={0,1,2,...,10}
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Bsp 4.1 Hat X eine diskrete uniforme Verteilung auf M = {0,1,2,...,10}, so gilt:

0410 (10-0+1)2—1 120
E(X)=——= X) = = =1
Abb 4.1 zeigt die W-Funktion (px) und die Verteilungsfunktion (F). [ |

Zufallszahlen: Um Realisationen einer diskreten uniformen Verteilung zu generieren, kann
man sich der R-Funktion sample () bedienen. Beispielsweise lassen sich 100 Realisationen
der sG von Bsp 4.1 wie folgt erzeugen:
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(x <- sample(0:10, size=100, replace=TRUE))

[1] 8 6 9 4 9 0 3 1 4 9 6 3 7 0 9 6 1 8 7 9
[21] 3 2 8 910 6 0 0 0 3 4 2 0 8 7 110 5 2 7
[41] 310 8 8 0 7 0 8 110 6 0 4 1 3 0 5 7 4 1
[61] 610 7 7 7 71010 91010 7 51010 7 4 8 0 3
1] 3 5 9 1 1 2 9 3 6 7 0 810 0 3 4 5 8 5 1
table(x)

X

01 2 3 4 5 6 7 8 910

13 9 410 7 6 7 13 10 9 12

4.1.2 Bernoulli-Verteilung

Man spricht von einem Bernoulli-Experiment!, wenn man nur beobachtet, ob ein
bestimmtes Ereignis A eintritt oder nicht. Die zugehorige sG ist nur ein Indikator fiir
den Eintritt von A:

1 A tritt ein (,Erfolg")
] 0 A tritt nicht ein (,Misserfolg®)

Gt p=P(X =1)und ¢ =1—p = P(X = 0), so hat X eine Bernoulli-Verteilung
(oder Alternativverteilung) A(p) und die W—Funktion von X ist gegeben durch:

pla) =p"(1—p)'~* fir «e€{0,1}

Den Erwartungswert und die Varianz berechnet man wie folgt:

E(X)=> ap"(1-p)" " =(0)1-p)+ 1)) =p

E(X?) =Y a”p"(1—-p)' " =(0")L—p)+ (1°)(p) =p

Var(X) = E(X?) —E*(X) = p — p* = p(1 — p)

1JakoB (I.) BERNOULLI (1655-1705), Schweizer Mathematiker (wesentliche Beitrige zur Wahrschein-
lichkeitstheorie) und Physiker.
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Abbildung 4.2: Bernoulli-Verteilung A(0.7)
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Bsp 4.2 Die W-Funktion (px) und die Verteilungsfunktion (Fx) einer A(0.7)—Verteilung
ist in Abb 4.2 grafisch dargestellt. Der Erwartungswert ist i = 0.7 und die Varianz betragt
0% = (0.7)(0.3) = 0.21. [

4.1.3 Binomialverteilung

Werden n unabhéngige und identische Bernoulli-Experimente durchgefiihrt, so ist das
Ergebnis ein n—Tupel aus Nullen und Einsen, beispielsweise:

(0,0,1,0,1,...,1)

. i

n Elemente
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Héufig ist man aber nur an der Anzahl der Erfolge interessiert und nicht an der Rei-
henfolge ihres Auftretens. Bezeichnet die sG X die Zahl der Erfolge bei n Bernoulli—
Experimenten, so kann X die Werte 0, 1,...,n annehmen. Gibt es x Erfolge (und daher

n — x Misserfolge), so hat man:
ny\ n!
r)  zl(n—2x)

verschiedene Moglichkeiten, die Positionen fiir die x Erfolge zu wéhlen. Die Wahrschein-
lichkeit fiir jede dieser Moglichkeiten betragt p*(1 — p)"~*. Die W—Funktion von X ist
daher gegeben durch:

p(z) = <Z)pm(1 —p)"T fir 2 €{0,1,2,...,n}

Eine sG mit der obigen W—Funktion hat eine Binomialverteilung und man schreibt
X ~ B(n,p). Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes zeigt man, dass die Summe der Punkt-
wahrscheinlichkeiten p(x) = P(X = x) gleich Eins ist:

n

PGEDD (Z)pm(l —p)" T =[p+(1-p)] =1

z=0

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ B(n, p) sind gege-
ben durch:

E(X) =np,  Var(X)=np(l—p)

Beweis: Nur fiir den Erwartungswert (Herleitung der Varianz als UE-Aufgabe):

x=0
- Zx 3[;'(nnL x)! pr=p)t
- n—1)! -1 n—x
:npzl (x —(1)!(n)— ac)'pm (1-p)
_ npi x!(in_llz'wy px(l p)nflfz

I
3
S
M1
L
Y
3
8 |
_
N———
S
8
=
\
=
3
|
\
8
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Spezialfall: Der Fall n = 1 entspricht der Bernoulli-Verteilung: B(1, p) = A(p).

Modalwert(e): Die Modalwerte (d.h. die z—Werte mit p(z) = max) sind gegeben durch:

[(n+1)p] falls (n+1)p &N

X d =
e (m+1p—1, (n+1)p falls (n+1)peN

(Man beachte, dass es fiir (n + 1)p € N zwei Modalwerte gibt.)

Beweis: Man betrachte den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Wahrscheinlichkeiten:

x xn - n—x
s LI )

xT

)21 < (+lp>x+1
p

Das kleinste =, das die Bedingung nicht erfiillt, ist der Modalwert.

Bsp 4.3 Die W-Funktion (px) und die Verteilungsfunktion (Fx) einer B(10,0.7)-Vertei-
lung ist in Abb 4.3 grafisch dargestellt. Der Erwartungswert ist x4 = (10)(0.7) = 7 und die
Varianz betragt o? = (10)(0.7)(0.3) = 2.1. Der Modalwert ist in diesem Fall eindeutig
bestimmt und gegeben durch z,,,q = [(11)(0.7)| = |7.7] = 7. |

4.1.4 Negative Binomialverteilung

Man betrachte eine Folge von unabhéangigen Wiederholungen eines Bernoulli-Experiments
mit konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p. Ist X die Gesamtzahl der Versuche, die not-
wendig sind, um exakt r Erfolge zu bekommen, so gilt:

p(r) =P(X =1z) = <x_1>pr(1—p)mr fir ze{r,r+1,...}

r—1

Eine Verteilung mit dieser W-Funktion nennt man eine Negative Binomialverteilung?
und schreibt X ~ NB(r, p).

Bem: In Lehrbiichern wird héufig auch die Verteilung von Y = X — r (= Zahl der Miss-
erfolge vor dem r—ten Erfolg) als NB(r, p)—Verteilung bezeichnet. Die W—Funktion von Y
lésst sich einfach wie folgt bestimmen:

y+r—1
r—1

p<y>=P<Y=y>=P<X=y+r>=( )pm—p)y, ye{0.1.2..)

2Manchmal auch als Pascal-Verteilung bezeichnet.
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Abbildung 4.3: Binomialverteilung B(10,0.7)
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Ein Vorteil von letzterer Definition der NB—Verteilung besteht darin, dass — unabhéngig
vom Wert von 7 — der Merkmalraum der Verteilung stets gleich Ny = {0,1,2,...} ist.
Wir verwenden im Folgenden aber die zuerst gegebene Definition.

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ NB(r,p) sind
gegeben durch:

E(X) = %, Var(X) = %

(Der Beweis ist nicht ganz einfach und wird hier nicht gegeben; vgl. fiir den Spezialfall » = 1 den folgenden
Abschnitt.)
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4.1.5 Geometrische Verteilung

Die Negative Binomialverteilung fiir » = 1 nennt man Geometrische Verteilung und
schreibt G(p) (= NB(1,p)). Ist X die Gesamtzahl der Versuche, die notwendig sind, um
exakt einen Erfolg zu bekommen, so gilt:

p(r)=P(X =2)=p(1—p)* ' fir xc{1,2,...}

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ G(p) sind gegeben
durch:

1 1-—
E(X)==-,  Var(X)=-—2
p p
Beweis: Nur fiir den Erwartungswert:
E(X) = ap(l—p)*!
=1
=Y (@—1+1p(l-p)"
r=1
=Y (@—-Dp(l—p)"t+> pl—p)!
r=1 r=1
=1
= pr(l -p)F+1
=0
=(1-p) ) ap(l—p)" " +1
r=1
—E(X)

Daraus folgt, dass E(X) = 1/p. (Bem: Die Herleitung der Varianz erfolgt auf ahnliche Weise mittels
Verschiebungssatz.)

Die Geometrische Verteilung hat eine besondere Eigenschaft (vgl. das folgende Bsp 4.4
fiir eine anschauliche Interpretation).

Gedachtnislosigkeit: Fiir X ~ G(p) gilt:

P(X>a+b|X >a)=P(X >b) fir abe{l,2,...}

Beweis: Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt:
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P(X>a+b|X >a)= PUX >;&b}>ma){X >ab) _ Pg;z:)b)

Nun gilt P(X > z) = (1 —p)* fir € {1,2,...}; somit:

(1 _ p)aer

P(X>a+b|X >a)= a—pr

=(1-p)’=PX >b)

Bsp 4.4 Angenommen, man nimmt wiederholt an einem (reinen) Gliicksspiel teil, bei dem
man mit Wahrscheinlichkeit p = 1/10 gewinnt. (Bem: Letzteres ist beispielsweise die
Gewinnwahrscheinlichkeit beim Joker.) Ist X die Nummer der Runde des ersten Gewinns,
so hat X eine G(p)—Verteilung; daher gilt:

E(X) = ﬁ = 10, Var(X) = % =90, +/Var(X)=~9.5

(Vgl. Abb 4.4 fiir eine grafische Darstellung der Verteilung.) Hat man nun bereits a Run-
den erfolglos gespielt, so besagt die ,Geddchtnislosigkeit“ der G(p)—Verteilung, dass die
Wahrscheinlichkeit, bei der (a + 1)-ten Runde zu gewinnen, genau gleich grofs ist wie
zu Beginn, d.h. unverdndert gleich 1/10. Anders ausgedriickt, es gibt keine ,Pramie* fiir
erfolglose Spiele (etwa in Form einer hoheren Gewinnwahrscheinlichkeit), das Spiel startet
quasi nach jeder (erfolglosen) Runde von vorne.

Bem: Diese — eigentlich selbstverstidndliche — Eigenschaft von (reinen) Gliicksspielen wird
von einigen Spielern nicht verstanden, die der festen Uberzeugung sind, dass mit der Zahl
erfolgloser Spiele im Gegenzug die Gewinnwahrscheinlichkeit steigen muss. Das ist aber
nicht der Fall, da die zugrunde liegende G(p)—Verteilung eben kein ,Gedéchtnis* hat.

Die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit charakterisiert die G(p)—Verteilung.

Behauptung: Die G(p)—Verteilung ist die einzige diskrete Verteilung auf {1,2,...} ohne
Gedéchtnis.

Beweis: Die Gedéachtnislosigkeit ldsst sich auch wie folgt ausdriicken:

P(X>a+b)=P(X >a)P(X >b) fir a,beN
Setzt man p := P(X = 1), so gilt fiir eine geddchtnislose Verteilung:

PX>1)=1-p
P(X >2)=P(X >1)P(X >1)=(1-p)?
P(X>3)=PX>2)P(X>1)=(1-p*(1—-p) =(1-p)?
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Abbildung 4.4: Geometrische Verteilung G(0.1)
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Allgemein fiir z € N:

P(X >a) = (1-p)

Damit folgt:

=p(l—p)*!

D.h., eine geddchtnislose Verteilung auf N = {1,2,...} ist notwendigerweise eine G(p)—Verteilung. Das
war zu zeigen.
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4.1.6 Hypergeometrische Verteilung

Viele praktische Situationen lassen sich durch ein Modell der folgenden Art beschreiben:
In einem Behélter befinden sich (gut gemischt) N (gleichartige) Objekte; davon haben
A < N eine bestimmte Eigenschaft (,Erfolge*) und entsprechend N — A haben diese
Eigenschaft nicht (,Misserfolge). Nun werden auf zufillige Weise n < N Objekte ohne
Zuriicklegen entnommen (d.h., ein gezogenes Objekt wird nicht mehr in den Behélter
zuriickgelegt und kann kein weiteres Mal entnommen werden). Letztere Objekte bilden
eine (einfache) Stichprobe der Grofe (oder des Umfangs) n.

Bem: Ublicherweise stellt man sich vor, dass die Ziehungen hintereinander erfolgen. Man
kann sich aber auch vorstellen, dass alle n Objekte der Stichprobe zugleich entnommen
werden. In beiden Féllen ist aber die vollige Zufélligkeit der Stichprobenentnahme sicher-
zustellen.

Die sG X sei nun die Zahl der Erfolge in der Stichprobe. Mittels einer kombinatorischen
Uberlegung sieht man, dass die W-Funktion von X gegeben ist durch:

()0 =0)

r)\n—zx )

plx) =P(X =2x)= N , z€{max{0,n+ A — N}, ...,min{A n}}
(%)

Eine Verteilung mit der obigen W-Funktion nennt man eine Hypergeometrische Ver-

teilung und schreibt X ~ H(N, A, n).

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ H(N, A, n) sind
gegeben durch:

E(X) Zn%, Var(X) = ns (1_é) N—n

(Der Beweis ist etwas aufwendiger und wird hier nicht gegeben.)

Bem: Setzt man p = A/N, so dhneln die obigen Ausdriicke den entsprechenden Aus-
driicken fir die B(n,p)-Verteilung. Das ist kein Zufall (s. unten). Den bei der Varianz
hinzukommenden Faktor (N —n)/(N — 1) nennt man den Korrekturfaktor fiir endli-
che Grundgesamtheiten. Ist N sehr viel grofier als n, ist der Korrekturfaktor anndhernd
gleich Eins.

Binomialapproximation: Ist NV sehr viel grofser als n, macht es keinen grofsen Unterschied, ob
die Stichprobe auf Basis von Ziehungen ohne oder mit Zuriicklegen zustande kommt.
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In letzterem Fall handelt es sich aber um n unabhéngige und identische Bernoulli-Experi-
mente und die Zahl der Erfolge in der Stichprobe folgt einer B(n,p)—Verteilung mit
p = A/N. Unter bestimmten Umsténden lésst sich also die H(N, A, n)—Verteilung durch
die (einfachere) B(n,p = A/N)-Verteilung approximieren. Fiir die Zuléssigkeit dieser
Approximation gibt es mehrere ,Faustregeln; eine typische Regel lautet wie folgt:

Faustregel: Sind A und N — n beide nicht zu klein und ist n/N < 0.05, so gilt in guter
Néherung:

NN )9 DA
s (6 0-5)

Bsp 4.5 Anwendungen der Hypergeometrischen Verteilung finden sich beispielsweise in
der Qualititskontrolle. Angenommen, ein Los® bestehend aus N = 100 (gleichartigen)
Elementen (z.B. Glithlampen), soll auf seine Qualitéit gepriift werden. Dazu werden dem
Los willkiirlich n = 22 Elemente ohne Zuriicklegen entnommen. Befinden sich darunter
mehr als 2 defekte Elemente, wird das Los zuriickgewiesen (an den Hersteller), andernfalls
wird es akzeptiert.

Befinden sich im Los A defekte Einheiten, betriagt der Defektanteil p = A/100. Fiir Letz-
teren kommen die folgenden diskreten Werte in Frage:

L 99
P =" 700" 100" " 100

Ist X ~ H(N =100, A = 100p, n = 22) die Zahl der defekten Elemente in der Stichprobe,

so ist die Wahrscheinlichkeit, mit der das Los bei einem Defektanteil von p akzeptiert
wird, gegeben durch:

100p\ /100 — 100p
2\ =z 22—z
P(L kzeptiert) = P(X <2) =
(Los akzeptiert) (X <2) ; 100
22
Zum Vergleich betrachten wir auch die Berechnung iiber die Binomialapproximation der
Hypergeometrischen Verteilung. Mit Y ~ B(n = 22, p) gilt:

2

22
P(Los akzeptiert) ~ P(Y < 2) = Z ( )pm(l —p)?"
x

z=0

3engl. lot oder batch
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Abbildung 4.5: Annahmewahrscheinlichkeit (Bsp 4.5)
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In Abb 4.5 ist die Annahmewahrscheinlichkeit des Loses in Abhéngigkeit vom Defektan-
teil grafisch dargestellt. Auch wenn nach der Faustregel die Approximation hier nicht
zuldssig ist (die Auswahlquote n/N = 22/100 = 0.22 ist zu hoch), so ist dennoch die
Binomialapproximation fiir praktische Zwecke ausreichend genau. (Bem: Bei Problemen

der Qualitétskontrolle rechnet man meist mit der einfacheren Binomialverteilung.)

4.1.7 Poisson—Verteilung

Bekanntlich konvergiert die Fxponentialreihe fir alle A € R:

AN U
LA+ S+ 5+ :Z%E:e

Fiir A > 0 lasst sich also die W—Funktion einer sG X wie folgt definieren:
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AT e A

z!

fir x€{0,1,2,...}

Eine Verteilung mit der obigen W-Funktion nennt man eine Poisson—Verteilung? und
schreibt X ~ P(\).

Bem: Wie sich in der Praxis zeigt, lésst sich die Poisson—Verteilung in vielen Situationen
mit befriedigenden Resultaten anwenden. So folgt beispielsweise die Anzahl X der von
einer radioaktiven Substanz wéihrend einer bestimmten Zeitspanne emittierten a—Teilchen
in guter Naherung einer P(\)—Verteilung. Weitere Anwendungen: Zahl der Lackierungsfeh-
ler auf einem Autoblech; Zahl der Verkehrsunfille wihrend einer bestimmten Zeitspanne;
Zahl der Kunden, die im Laufe eines Tages ein Geschéft betreten; Zahl der Blitze wihrend
einer Minute bei einem Gewitter, etc.

Lésst sich ein (zufélliger) Prozess durch eine Poisson—Verteilung beschreiben, spricht man
von einem Poisson—Prozess.

Bedingungen fiir einen Poisson—Prozess: Bezeichnet p(x,w) die Wahrscheinlichkeit von z
,Vorkommnissen® in einem Intervall® der Linge w, so lauten (hinreichende) Bedingungen
fiir das Vorliegen eines Poisson—Prozesses wie folgt:

(1) Proportionalitat im Kleinen: p(1,h) = Ah + o(h) fiir A > 0 (Konstante) und h > 0.

Bem: Das aus der Mathematik bekannte Landau—Symbol o(h) (lies: ,klein o von h*)
bedeutet hier eine Funktion mit ]llirré [o(h)/h] = 0.

(2) Nachwirkungsfreiheit: Zp(:c, h) = o(h).
=2
(D. h., fiir kleine Intervalle kann die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von zwei oder
mehr Vorkommnissen vernachléssigt werden.)

(3) Unabhingigkeit: Die Anzahlen von Vorkommnissen in nicht tiberlappenden Interval-
len sind unabhéngig.

Sind die obigen Bedingungen erfiillt, so kann man zeigen, dass die Zahl X der Vorkomm-
nisse in einem Intervall der Lange w einer P(Aw)—Verteilung folgt.

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ P () sind gegeben
durch:

E(X) = A, Var(X) = A

4SiMEON DENIS Po1ssoN (1781-1840), franz. Physiker und Mathematiker.
5Kann ein zeitliches oder rdumliches Intervall sein.
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Beweis: Nur fiir den Erwartungswert (Herleitung der Varianz als UE-Aufgabe):

oo \Z 67/\ oo bt 67)‘ oo )\zfl 0 \Z
E(X) = = 2 e L — e 2o
D)= Y L ey ey
— — —

—eX

Modalwert(e): Die Modalwerte der P(\)—Verteilung sind gegeben durch:

[A] falls A ¢ N

Tmod =

A—1, A falls AeN

Man beachte, dass es fiir A € N zwei Modalwerte gibt.

(Beweis als UE-Aufgabe.)

Poisson—Verteilung als Grenzfall der Binomialverteilung: Fiir X,, ~ B(n, A\/n) gilt:

) AT ™A
lim P(X, =2) =
n—00 x!
Beweis: Fiir festes z € {0,1,2,..., ... n} gilt

Bem: Die Poisson—Verteilung lésst sich also wie folgt interpretieren: Gibt es wviele unab-
héngige und identische Bernoulli-Experimente mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit, so
folgt die Zahl der Erfolge in guter Naherung einer Poisson—Verteilung. Aus diesem Grund
nennt man die Poisson—Verteilung manchmal auch die ,Verteilung der seltenen Ereignisse”.

Eine géingige Regel fiir die Zuléssigkeit der Approximation einer B(n,p)—Verteilung
durch eine P(\ = np)—Verteilung lautet wie folgt:

Faustregel: Fiir n > 50, p < 1/10 und np < 10 gilt in guter Naherung fiir X ~ B(n, p):

P =)= (M-~ 2T
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Abbildung 4.6: Binomial- und approximierende Poissonverteilung (Bsp 4.6)
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Bsp 4.6 Die sG X habe eine B(50,1/10)-Verteilung und Y habe die approximierende
P(5)—Verteilung. Abb 4.6 zeigt einen grafischen Vergleich der beiden W—Funktionen. (Bem:
Nur Wahrscheinlichkeiten grofser als 0.001 werden dargestellt.) Die Bedingungen der obi-
gen Faustregel sind hier (gerade noch) erfiillt. Wegen (n + 1)p = 5.1 hat die Binomialver-
teilung einen eindeutig bestimmten Modalwert (bei z = 5) und wegen A\ = np = 5 hat die
Poissonverteilung zwei Modalwerte (bei 2 = 4 und = = 5). [ |

4.2 Stetige Verteilungen

Im vorliegenden Abschnitt werden eine Reihe von wichtigen stetigen Verteilungen definiert
und ihre Eigenschaften diskutiert. Wie auch im diskreten Fall héngen diese Verteilungen
von (einem oder mehreren) Parametern ab, sodass man genauer von Verteilungsfa-
milien sprechen kann. Beispielsweise ldsst sich die Familie der Normalverteilungen (vgl.
4.2.4) wie folgt schreiben:
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Fn ={N(p,0%) |p €R, 0> >0}

pund o? (bzw. o) sind die Parameter der Verteilungsfamilie.

4.2.1 Stetige uniforme Verteilung

Eine sG X hat eine (stetige) uniforme Verteilung (oder eine (stetige) Gleichvertei-
lung) auf dem Intervall (a,b) (a < b, a,b € R), wenn die Dichte von X wie folgt lautet:

1

fle)=1{ P
0 fir = ¢ (a,b)

fir x € (a,b)

Man schreibt X ~ U(a,b) oder X ~ Ula, b] (falls die Randpunkte zum Tréger gehoren).

Bem: Man beachte, dass es fiir (Wahrscheinlichkeits—) Berechnungen keine Rolle spielt, ob
man das offene (a, b) oder das abgeschlossene Intervall [a, b] (oder ein halboffenes Intervall)
zugrunde legt.

Die Verteilungsfunktion von X ~ U(a,b) ist gegeben durch:

0 fir r<a

F(z) = a fir a<ax<bd

1 fir z>b

Abb 4.7 zeigt eine grafische Darstellung von VF und Dichte.

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ U(a, b) sind gege-
ben durch:

(b—a)*
12

_a+b

R(X) =2,

Var(X) =

Beweis: Aus Griinden der Symmetrie ist der Erwartungswert der Mittelpunkt des Intervalls:

b
T x? b? — a? a+b
E(X) = de — — —
(X) /b—a "Tob-a)|, 20b-a) 2
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Abbildung 4.7: Stetige uniforme Verteilung
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4.2.2 Exponentialverteilung

Die Geometrische Verteilung G(p) (vgl. 4.1.5) ldsst sich als (diskrete) Wartezeitverteilung
(= Zahl der Versuche bis zum ersten Erfolg) interpretieren. Eine stetige Version der G(p)—
Verteilung ist die Exponentialverteilung.
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Eine sG X hat eine Exponentialverteilung mit dem Skalierungsparameter 7 > 0,
wenn ihre Dichte gegeben ist durch:

1
flz)==e®" fir >0
Setzt man A = 1/7, lautet die Dichte wie folgt:
flz)=Xe™ fiir 2>0

Man schreibt X ~ Exp(\) (oder X ~ Exp(7)).

Verteilungsfunktion: Die Verteilungsfunktion von X ~ Exp(\) ist gegeben durch:

Fx)=1—e? fir x>0

Beweis:
T
xT

F(ac):P(ng):/)\e—/\udu:_e—,\u e as0

0
0

Abb 4.8 zeigt die Verteilungsfunktion und die Dichte fiir 7 = 1/2, 1, 2 (bzw. A = 2, 1, 1/2).
Man beachte, dass die Dichte die y—Achse bei A = 1/7 schneidet.

Erwartungswert/Varianz/Streuung: Der Erwartungswert, die Varianz und die Streuung von
X ~ Exp(A) sind gegeben durch:

1 1
E(X)IXIT, Var(X):F:TQ, Var(X)=— =71
Beweis: Partielle Integration:

E(X) = /x)\e_’\”“' de = —ze

0
=0 ——

Analog bestimmt man die Varianz (UE-Aufgabe).

Wie die G(p)—Verteilung hat auch die Exp(\)—Verteilung kein ,Gedéchtnis”.

Gedachtnislosigkeit: Fiir X ~ Exp(\) gilt:

P(X>s+t| X >s)=P(X>t) fir s,t>0
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Abbildung 4.8: Exponentialverteilung
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Beweis: Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt:

P(X>s+t, X>s) P(X>s+t)
P(X t| X = _
(X >s+t|X >s) PIX > 3) e
Mit:
P(X>az)=1-F()=1-(1—e )= 2>0
folgt:
P(X t —A(s+1)
( >5+ )_e — :e—)\t:P(X>t)
e

P(X >s)
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Interpretation: Die Memoryless Property lasst sich als ,Nicht—Alterung“ interpretieren. Ist
beispielsweise X die exponentialverteilte Lebensdauer einer Komponente, und ist die Kom-
ponente zum Zeitpunkt s noch intakt, so hat die restliche Lebensdauer der Komponen-
te, d.h. X — s, die gleiche Exponentialverteilung wie eine komplett neue Komponente.
M. a. W., die Komponente ,erinnert” sich nicht an ihr Alter und ist zu jedem Zeitpunkt,
zu dem sie noch intakt ist, so gut wie neu.

Die Eigenschaft der Gedéachtnislosigkeit charakterisiert die Exponentialverteilung.

Behauptung: Die Exp(\)—Verteilung ist die einzige stetige Verteilung auf [0, o0) ohne Ge-
déchtnis.

Beweis: Sei X eine sG auf [0, 00) mit dieser Eigenschaft. Mit G(z) := P(X > x) gilt dann:

G(l‘ + y) = G(x)G(y)v T,y € [Oa OO)

Fiir a € N folgt daraus:

Weiter gilt fiir b € N:

G(1) =G (_i %) e <%>b

Fiir rationale Zahlen ¢ = a/b gilt daher:

o =6(§)-6(53) -6 5) -0 -eor

i=1

Jede reelle Zahl z > 0 kann aber von rechts durch rationale Zahlen ¢,, > 0 angendhert werden: ¢, — =x.
Wegen der Rechtsstetigkeit von G(x) =1 — F(z) folgt daher:

G(z) = lim G(gn) = lim G(1)™ = G(1)*

Setzt man A := —InG(1) (d.h. G(1) = e™?), so gilt:

G(z)=P(X >z)=e

D.h., X ist exponentialverteilt:

Das war zu zeigen.
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4.2.3 Gamma- und Chiquadratverteilung

Die Gammaverteilung ist eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung. Eine sG X
hat eine Gammaverteilung mit dem Formparameter a > 0 und dem Skalierungs-
parameter > 0, wenn ihre Dichte gegeben ist durch:

a—1_-z/
f(x):% fir >0

Setzt man A = 1/, lautet die Dichte wie folgt:

)\axaflef)\m

fir >0

Man schreibt X ~ Gam(a, \) (oder X ~ Gam(a, [3)).

Die Gammafunktion I ist eine wichtige Funktion in der Mathematik, definiert durch:

INa) = /u“‘le_“ du fir a>0
0

Sie hat die folgenden Eigenschaften:

(1) T(a+1) =al(a) fir a € (0,00)
2 T(n)=nm-D!firn=1,2, ...

(3) I(1/2) =7

An den Eigenschaften (1) und (2) erkennt man, dass die Gammafunktion eine Verallge-
meinerung der Fakultit auf positive reelle Zahlen ist.°

Spezialfille: Zwei Spezialfille der Gammaverteilung sind von besonderer Bedeutung:

(1) Fiir a = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung Exp(\) (oder Exp(f3)).

(2) Fiir @ = n/2 (mit n € N) und 5 = 2 (oder A = 1/2) ergibt sich die Chiquadat-
verteilung mit n Freiheitsgraden (vgl. Abb 4.9). Man schreibt X ~ x?(n) (oder
X ~ x2). Die Quantile der x*(n)-Verteilung werden (meist) mit x>, bezeichnet
und sind ausfiihrlich tabelliert (vgl. Anhang: Tabellen).

6Aus diesem Grund schreibt man manchmal auch I'(z) = (z — 1)! fiir € RT.
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Abbildung 4.9: Dichte der x?(n)-Verteilung
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Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ Gam(a, \) sind
gegeben durch:

a
= af, Var(X) = i o
Insbesondere gilt fiir X ~ x*(n):
E(X) =n, Var(X) = 2n

Beweis: Den Erwartungswert berechnet man wie folgt:

o0 o0

)\al‘a—le—)\w )\axae—)\w I‘(a—l—l) Oo)\a—i—ll‘ae—)\w a
E X == S = = e
(X) /”” o) @ / o) %= 2 / o+ =3
~——0
=a/\

=1...Gam(a+1,))

Auf analoge Weise zeigt man E(X?) = (a + 1)a/\? (UE-Aufgabe) und mittels Verschiebungssatz:

Var(x) = (et o (%)2 N

>\2
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4.2.4 Normalverteilung

Die in diesem Abschnitt behandelte Verteilung gehort zu den wichtigsten Verteilungen in
Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie.

Eine sG X hat eine Normalverteilung (auch Gauf—Verteilung’) mit dem Lagepara-
meter 1 € R und dem Skalierungsparameter o > 0, wenn ihre Dichte (,Glockenkurve®)
gegeben ist durch:

o2 2 o

f(x) = ! expl—1<x_'u)] fir —oco<z<o0

Man schreibt X ~ N(u,0?).® Die Verteilung mit ¢ = 0 und ¢ = 1 nennt man die
Standardnormalverteilung N(0, 1). Die Dichte von Letzterer wird {iblicherweise mit ¢
bezeichnet und ist gegeben durch:

1 7332/2

fir- —co<z< @

Fiir die Verteilungsfunktion der N(u, 0?) gibt es keinen expliziten Ausdruck; sie lisst sich
allerdings mittels Standardisierung auf die VF der N(0, 1) zuriickfithren. Letztere wird
tiblicherweise mit ® bezeichnet und ist ausfiihrlich tabelliert (vgl. Anhang: Tabellen).

Behauptung: Fiir die VF & der Standardnormalverteilung N(0, 1) gilt:

O(—z)=1—P(z) fir —co<zr<o0
Beweis: Folgt unmittelbar aus der Symmetrie der Standardnormalverteilung um Null.

Standardisierung: Gilt X ~ N(u,0?) und ist Z = (X — u)/o die standardisierte sG, so
hat Z eine Standardnormalverteilung: Z ~ N(0, 1).

Beweis: Die VF von Z ist gegeben durch:

Sz) =P(X <u+o02)

Mittels der Variablensubstitution y = (z — p)/0 (— dx = ody) bekommt man:

ptoz 2 z
1 1 /z—p 1 2
P(X < = _— R — Yy~ /2 =&
(X <p+oz) / - 271_expl 2( . )1dm /\/ﬁe dy (2)

"JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), dt. Mathematiker, Astronom, Geodét und Physiker;
genannt Princeps mathematicorum.
8Manchmal schreibt man auch X ~ N(p,0); hier wird aber stets die erste Schreibweise verwendet.
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Abbildung 4.10: Normalverteilung (o = 1)

(a) Verteilungsfunktion

1_

Daraus folgt, dass X ~ N(u, 0?) als affine Transformation (vgl. 3.3.2) von Z ~ N(0, 1)
dargestellt werden kann:

X=p+0Z mit Z~N(0,1)

Fiir die VF F und die Dichte f von X ~ N(u,0?) gilt:

Fo=o (8), =P = e ()

o o
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Abbildung 4.11: Normalverteilung (u = 0)

(a) Verteilungsfunktion
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Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(u,0?) sind

gegeben durch:

E(X) =u,

Var(X) = o2

Beweis: Da die Dichte symmetrisch um g ist, und — wie man zeigen kann — der Erwartungswert von X

auch existiert, gilt:
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Um zu zeigen, dass die Varianz von X gleich o ist, schreiben wir zunéichst X = u+0Z, wobei Z ~ N(0, 1).
Daraus folgt, dass Var(X) = o?Var(Z). D.h., es geniigt zu zeigen, dass Var(Z) = 1. Wegen E(Z) = 0
gilt:

7 1 2 z 2
V = 2y = 2_° o7 /2, = —z°/2
ar(Z) =E(Z7) /z \/ﬁe dz / z X me dz
—o0 —oo U N—_———

/

v

Partielle Integration ergibt:

z 2
E(Z%) = ———e /2
V2T

Quantile: Zwischen dem p-Quantil z, von N(z, ¢%) und dem p-Quantil z, (manchmal auch
mit u, bezeichnet) von N(0, 1) besteht die folgende Beziehung:

T, =p+oz, fir 0<p<l

Die Quantile der N(0, 1)-Verteilung sind fiir p > 0.5 ausfiihrlich tabelliert (vgl. Anhang:
Tabellen). Fiir p < 0.5 beniitzt man die fiir alle p € (0, 1) giiltige Beziehung;:

Zp = TZ1-p

Beweis: Der erste Teil folgt aus der Standardisierung von X:

X —
pP(ZSzp)P< M§ZP>P(X§M+UZP)
o —_—

=zp

Der zweite Teil folgt aus der Symmetrie der N(0, 1)—Verteilung um Null.

X y\2
Beziehung zur Chiquadratverteilung: X ~ N(u,0?) = (J) ~x*(1)
o

Beweis: Zuniichst gilt Z = (X — u)/o ~ N(0,1) (Standardisierung). Da die Funktion y = 2z auf R nicht
umkehrbar eindeutig ist, benutzen wir fiir den weiteren Beweis die Methode der Verteilungsfunktion (vgl.
3.3.2). Die VF von Y = Z? ist gegeben durch:

Fy(y)=P(2* <y) = P(-Vy<Z < y) =20(Vy) - 1

Letzteres gilt wegen <I)( — \/ﬂ) =1- @(\/g) Die Dichte von Y bekommt man durch Ableiten:
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1 y1/2—1 e—y/2

fy(y)ZF{v(y)=2<p(\/§)2\/y= NI y>0

Wegen I'(1/2) = /7 handelt es sich um die Dichte einer x?(1)-Verteilung.

Vgl. Abb 4.10 und 4.11 fiir grafische Darstellungen der Verteilungsfunktion und Dichte
der N(u, %)~ Verteilung fiir einige Werte von p und o?.

425 F-Verteilung

Die Verteilungen dieses und des folgenden Abschnitts spielen eine grofse Rolle in der
(klassischen) Statistik.

Eine sG X hat eine F—Verteilung® mit m und n Freiheitsgraden, wenn ihre Dichte
gegeben ist durch:

p(mtn (T)’”/Q S(m=2)/2
2 n
(m+4n)/2
() ) [ ()]
2 2 n
Dabei ist I' die in 4.2.3 definierte Gammafunktion. Man schreibt X ~ F(m,n) (oder

X ~ Fpn). Vgl Abb 4.12 fiir grafische Darstellungen der Dichte fiir einige (m,n)-
Kombinationen.

fir >0

fz) =

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ F(m,n) sind ge-
geben durch:

E(X) = - - S (m>2),  Var(X) = ni?n(f‘z;?nfi) (n > 4)

(Der Beweis ist etwas aufwendiger und wird hier nicht gegeben.)

Symmetrie: Es gilt die folgende Symmetriebeziehung:

X ~F(m,n) <= ~ F(n,m)

1
X

Beweis: Mittels Transformationssatz fiir Dichten (vgl. 3.3.2).

9Benannt nach (SIR) RONALD AYLMER FISHER (1890-1962), engl. Biologe, Genetiker und einer der
bedeutendsten Statistiker des 20. Jh.
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Abbildung 4.12: Dichte der F(m, n)-Verteilung

n=10

7 .
08_ _-\

f(x)

0.4

NP2 01w

[eNe]

3333

0.2 —

0.0 T T T - |

0.8

0.6 NI

f(x)

-~
<
7
5 3 35 5

04 - NN

02 4 [V

° o
° o
. o o
- T Ve s oo

0.0 T T — |

Quantile: Die Quantile der F(m, n)-Verteilung werden (meist) mit F,, ., bezeichnet und
sind fiir p > 0.5 ausfiihrlich tabelliert (vgl. Anhang: Tabellen). Fiir p < 0.5 beniitzt man
die aus der obigen Symmetrie folgende fiir alle p € (0, 1) giiltige Beziehung;:

1

an' =
;5P Fn7m71_p

Bem: Die F —Verteilung spielt speziell in der Regressionsanalyse (vgl. Kapitel 9) und in der
Varianzanalyse'® (wird in diesem Text nicht behandelt) eine groke Rolle.

10Vgl. DALGAARD (2008) oder VERZANT (2014).
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42.6 t—Verteilung

Eine sG X hat eine t—Verteilung (oder Student—Verteilung!!) mit n Freiheitsgra-
den, wenn ihre Dichte gegeben ist durch:

((e2)
f(ﬁ)zﬁb

Dabei ist I" die in 4.2.3 definierte Gammafunktion. Man schreibt X ~ t(n) (oder X ~ t,).
Die Dichte ist symmetrisch (um Null) und konvergiert fiir wachsende Freiheitsgrade gegen
die Dichte der Standardnormalverteilung:

lim f(z) =¢(z) fir zeR
Man beachte aber, dass alle t —Dichten schwerere Auslaufer als die Normaldichte haben
(Abb 4.13). Die t(1)-Verteilung nennt man auch Cauchy—Verteilung'? und schreibt
C(0,1). Die Dichte der Cauchy—Verteilung lautet wie folgt:

1

()

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ t(n) sind gegeben

durch:

E(X)=0 (n>1), Var(X)=

— (n>2)

(Der Beweis ist etwas aufwendiger und wird hier nicht gegeben.)

Quantile: Die Quantile der t(n)-Verteilung werden (meist) mit ¢,., bezeichnet und sind
fiir p > 0.5 ausfithrlich tabelliert (vgl. Anhang: Tabellen). Fiir p < 0.5 bentitzt man die
aus der Symmetrie der Verteilung folgende fiir alle p € (0, 1) giiltige Beziehung:

bnsp = —ln;1-p

Beziehung zur F-Verteilung: X ~t(n) = X>~F(1,n)

Beweis: Da die Funktion y = 22 auf R nicht umkehrbar eindeutig ist, benutzt man zum Beweis die
Methode der Verteilungsfunktion (vgl. 3.3.2).

" Benannt nach dem engl. Statistiker WILLIAM SEALY GOSSET (1876-1937); angestellt bei der Dubliner
Brauerei Arthur Guinness €& Son; publiziert unter dem Pseudonym Student.
12 AugusTIN-Louts CAUCHY (1789-1857), franz. Mathematiker (bedeutende Beitriige zur Analysis).
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Abbildung 4.13: Dichte der t(n)-Verteilung
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4.2.7 Betaverteilung

Eine sG X hat eine Betaverteilung Be(a,b) mit den Formparametern a > 0 und
b > 0, wenn ihre Dichte gegeben ist durch:

flz) = =22 ' (1 —2)' fir 0<z<l1

Dabei ist I' die in 4.2.3 definierte Gammafunktion. Die Betafunktion ist definiert durch:

1

B(a,b) = /ua_l(l — ) dy = =——~L—=

0

Die Dichte der Betaverteilung léasst sich also auch wie folgt schreiben:

flz) = 11— 2) fir 0<x <1
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Abbildung 4.14: Dichte der Be(a, b)-Verteilung
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Durch die beiden Formparameter zeigt die Be(a,b)—Verteilung eine grofe Formenvielfalt
(vgl. Abb 4.14). Man beachte auch die Symmetrie um 0.5 bei vertauschten Parametern.

Erwartungswert/Varianz: Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ Be(a,b) sind ge-
geben durch:

a ab
VarlX) = o T D o

Beweis: Den Erwartungswert berechnet man wie folgt:
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E(X) = /fE I(a+?) :Ea*l(l — x)lﬁl dx = IE‘((Z)I:(Z;))) /xa(l - x)bil dx
0 0

= B(a+1,b)

Mit der Fakultétseigenschaft der Gammafunktion (vgl. 4.2.3) gilt:

_ Lle+1DI() __ al(a)T(D)
B(a+1,b) = Ta+b+1) (a+b)I(a+b)

Einsetzen in den ersten Ausdruck ergibt den Erwartungswert. Analog bestimmt man die Varianz mittels
Verschiebungssatz.

Die beiden folgenden Eigenschaften zeigt man mit dem Transformationssatz fiir Dichten
(vgl. 3.3.2):

Symmetrie: X ~ Be(a,b) = 1—X ~ Be(b,a)

Beziehung zur F—Verteilung: Fiir m,n € N gilt:

X/m
X ~ Be(m,n) = a=x)/n ~ F(2m, 2n)

Aufgaben

4.1 Zeigen Sie fiir eine diskrete uniforme Verteilung auf M = {1,2,... k}, dass der
Erwartungswert gleich y = (1 + k)/2 und die Varianz gleich 0% = (k* — 1)/12 ist.

4.2 (a) Stellen Sie die B(15,0.2)—Verteilung grafisch dar.
(b) Zeichnen Sie die B(n, p)—Verteilung fiir n = 15 und p = 0.10,0.20, . .., 0.90.
(c) Zeichnen Sie die B(n, p)—Verteilung fir p = 0.05 und n = 10, 20, 50, 200.

4.3 Zeigen Sie fiir eine B(n, p)-Verteilung, dass 02 = np(1 — p). (Hinweis: Verwenden Sie
den Verschiebungssatz.)

4.4 Ein Kommunikationssystem bestehe aus n (unabhéngigen) Komponenten, wobei je-
de Komponente mit Wahrscheinlichkeit p funktioniert. Das System funktioniert nur,
wenn zumindest die Hélfte der Komponenten funktioniert. Fiir welche Werte von
p ist ein 5-Komponentensystem einem 3-Komponentensystem vorzuziehen? (Hin-
weis: Die Losung fithrt auf eine Gleichung 3. Grades. Falls Sie diese Gleichung nicht
explizit 16sen konnen, losen Sie sie numerisch unter Verwendung der R-Funktion
polyroot().)
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

Aufgaben

Zwei Personen A und B werfen je zehn Freiwiirfe mit einem Basketball. A ist
bei jedem Wurf mit Wahrscheinlichkeit 0.80 erfolgreich, B mit Wahrscheinlich-
keit 0.85. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt A, B, keiner von beiden? Welche
(Unabhéngigkeits—) Voraussetzungen liegen den Berechnungen zugrunde?

Zeigen Sie die folgende Beziehung zwischen der Negativen Binomialverteilung und
der Binomialverteilung: Fiir X ~ NB(r,p) und Y ~ B(z,p), = € N, gilt:

P(X>z)=PY <r)

Aus einer Gruppe, bestehend aus 6 Méannern und 9 Frauen, soll ein Gremium aus
5 Personen gebildet werden. Das Gremium werde ganz zuféllig gebildet und X sei
die Zahl der Manner im Gremium. Wie ist X verteilt? Bestimmen Sie den Erwar-
tungswert und die Varianz von X.

Zusatzl: Wie liefe sich die zufillige Zusammenstellung des Gremiums mit Hilfe von
R praktisch realisieren? (Hinweis: sample().)

Zusatz2: Angenommen, im Gremium gibt es 4 Manner. Erfolgte die Auswahl rein
zuféllig? (Hinweis: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei zufélliger Auswahl
X >47)

Bestimmen Sie die Varianz einer P()\)-Verteilung. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst
E[X (X —1)] und verwenden Sie dann den Verschiebungssatz.)

Bestimmen Sie die Modalwerte der P(\)—Verteilung. (Hinweis: Betrachten Sie den
Quotienten zweier aufeinanderfolgender Wahrscheinlichkeiten, d.h. p(z + 1)/p(x).)

Anfragen erreichen einen Server geméf einer Poissonverteilung mit einem Mittelwert
von 10 pro Stunde. Bestimmen Sie die Lénge eines Zeitintervalls (in Sekunden),
sodass mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.90 wéhrend dieses Intervalls keine Anfrage
eintrifft.

Angenommen, bei der Herstellung von optischen Speichermedien (CDs) treten Ver-
unreinigungen durch Staubteilchen gemé&f einer Poissonverteilung mit einem Mit-
telwert von 0.0002 Teilchen pro cm? auf. Die CDs haben eine Fliche von 100 cm?.

(a) Wenn 50 CDs untersucht werden, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
keine Teilchen entdeckt werden?

(b) Wieviele CDs miissen im Mittel untersucht werden, bevor ein Teilchen entdeckt
wird?

(c) Wenn 50 CDs untersucht werden, wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass es
darunter hochstens 2 CDs mit einem oder mehr Teilchen gibt?

In O gibt es etwa 35000 Eheschliefungen im Jahr. Berechnen Sie (approximativ) die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei zumindest einem der Paare:

(a) beide Partner am 1. Oktober geboren sind.
(b) beide Partner am selben Tag geboren sind.
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4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

Welche Voraussetzungen liegen den Berechnungen zugrunde?

Ein Produkt wird in Losen der Groke N = 500 geliefert. Fiir eine Qualitéatsprii-
fung werden dem Los willkiirlich n = 50 Elemente ohne Zuriicklegen entnommen
und gepriift. Gibt es unter den gepriiften Elementen mehr als ein defektes Ele-
ment, wird das Los zuriickgewiesen. Angenommen, das Los enthélt (i) 0.8%, (ii)
9% defekte Elemente. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Los zuriickgewie-
sen? Rechnen Sie (a) mit der (exakten) Hypergeometrischen Verteilung, (b) einer
passenden Binomialapproximation und (c) einer passenden Poissonapproximation.
(Sind die Approximationen hier zuléssig?)

Zusatz: Der Ausschussanteil betrage allgemein 100p%. Bestimmen Sie unter Verwen-
dung aller drei Verteilungen die Wahrscheinlichkeit mit der das Los angenommen
wird und stellen Sie die Wahrscheinlichkeiten als Funktion von p grafisch dar.

Zeigen Sie, dass die Varianz einer Exponentialverteilung gleich 1/\% = 72 ist. (Hin-
weis: Verwenden Sie den Verschiebungssatz.)

Die Kilometerleistung einer Autobatterie sei exponentialverteilt mit einem Mittel-
wert von 10000 km.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit lasst sich eine 5000 km lange Reise ohne Er-
setzung der Batterie absolvieren?

(b) Wie lang darf eine Reise hochstens sein, dass sie mit 90% Wahrscheinlichkeit
ohne Ersetzung der Batterie beendet werden kann?

(c) Bestimmen Sie den Median, den Mittelwert und die Streuung der Kilometer-
leistung der Batterie.

Die Anzahl N; von bestimmten Ereignissen (z.B. Telefonanrufe, Auftrége an einen
Netzwerkdrucker, etc.) im Zeitintervall (0,¢] sei eine nach P(At) verteilte sG und
T sei die Zeitspanne bis zum Auftreten des ersten Ereignisses. Bestimmen Sie die
Verteilung von 7. (Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst P(T > x).)

Zeigen Sie fiir X ~ Gam(a, \):

(a+ 1)

E(X?) = v

= (a+1)ap”

Die Lebensdauer eines Bildschirms sei eine normalverteilte sG mit Mittelwert 8.2
Jahre und Streuung 1.4 Jahre.

(a) Welcher Anteil solcher Bildschirme funktioniert ldnger als 10 Jahre, nicht langer
als 5 Jahre, zwischen 5 und 10 Jahren?

(b) Bestimmen Sie das 10% und das 90% Quantile der Lebensdauer. Wie sind diese
Werte zu interpretieren?

(c) Sie kaufen einen 3 Jahre alten gebrauchten Bildschirm. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit funktioniert er noch lénger als 5 Jahre? (Hat die Normalvertei-
lung ein ,Gedéchtnis* ?)
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4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

Anhang: R—Funktionen

Angenommen, die Wegzeit von zu Hause zur TU ist normalverteilt mit Mittelwert 40
Minuten und Standardabweichung 7 Minuten. Wenn man um 13 Uhr eine Priifung
hat und mit Wahrscheinlichkeit 0.95 nicht zu spat kommen méchte, wann spétestens
miisste man aufbrechen? Wann, wenn man mit Wahrscheinlichkeit 0.99 nicht zu spét
kommen méchte?

Die sG X sei standardnormalverteilt, d.h. X ~ N(0,1).

(a) Bestimmen Sie E(|.X|). (Hinweis: LotUS)

(b) Bestimmen (und zeichnen) Sie die Verteilungsfunktion und (durch Ableiten)
die Dichte von Y = |X|. (Bem: Die Verteilung von |X| heift auch Halbnor-
malverteilung. Warum?)

(c) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir das p—Quantil von Y.
3
Berechnen Sie / exp [ — 2(z — 3)*] dx.
2

Bestimmen Sie fiir X ~ N(u, 0?) die Verteilungsfunktion und (durch Ableiten) die
Dichte von Y = . Stellen Sie die VF und die Dichte von Y fiir 4 =0 und 0% = 1
grafisch dar. Bestimmen Sie einen allgemeinen Ausdruck fiir das p—Quantil von Y.

(Bem: Die Verteilung von Y nennt man Log(arithmische)-Normalverteilung
und schreibt Y ~ L(u, 02).)

Wenn X nach x?(5) verteilt ist, bestimmen Sie ¢ und d so, dass P(c < X < d) = 0.95
und P(X < ¢) = 0.025.

Bestimmen Sie fiir X ~ F(5,10) zwei Werte a und b so, dass P(X < a) = 0.05 und
P(X <) =0.95, und daher P(a < X < b) = 0.90.

Bestimmen Sie fiir X ~ t(14) einen Wert b so, dass P(—b < X < b) = 0.90.

Anhang: R—Funktionen

Bernoulli-/Binomialverteilung:

dbinom(x, size, prob, log = FALSE)

pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p
gbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p

FALSE)
FALSE)

rbinom(n, size, prob)

Negative Binomialverteilung: x = Zahl der Misserfolge vor dem r—ten Erfolg

dnbinom(x, size, prob, mu, log = FALSE)

pnbinom(q, size, prob, mu, lower.tail = TRUE, log.p
gnbinom(p, size, prob, mu, lower.tail

FALSE)
FALSE)

TRUE, log.p

rnbinom(n, size, prob, mu)
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Geometrische Verteilung: x = Zahl der Misserfolge vor dem ersten Erfolg

dgeom(x, prob, log = FALSE)
pgeom(q, prob, lower.tail
qgeom(p, prob, lower.tail
rgeom(n, prob)

Hypergeometrische Verteilung: m = A, n = N — A,

dhyper(x, m, n, k, log = FALSE)
phyper(q, m, n, k, lower.tail =
ghyper(p, m, n, k, lower.tail
rhyper(nn, m, n, k)

Poisson—Verteilung:

dpois(x, lambda, log = FALSE)

ppois(q, lambda, lower.tail = TRUE, log.p
TRUE, log.p

gpois(p, lambda, lower.tail
rpois(n, lambda)

Stetige unforme Verteilung:

TRUE, log.p
TRUE, log.p

TRUE, log.
TRUE, log.

FALSE)
FALSE)

IR

FALSE)
FALSE)

Mol
o

FALSE)
FALSE)

dunif(x, min = 0, max = 1, log = FALSE)

punif(gq, min = 0, max = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qunif(p, min = 0, max = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
runif(n, min = 0, max = 1)

Exponentialverteilung: rate = A\ = 1/7

dexp(x, rate = 1, log = FALSE)

pexp(q, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

gexp(p, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rexp(n, rate = 1)

Gammaverteilung: shape = a, rate = A\ = 1/

dgamma(x, shape, rate = 1, scale = log = FALSE)

pgamma(q, shape, rate
log.p = FALSE)

ggamma (p, shape, rate = 1, scale

1, scale

lower.tail = TRUE,

lower.tail = TRUE,
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log.p = FALSE)

rgamma(n, shape, rate = 1, scale = 1/rate)

# Gammafunktion

gamma (x)

Normalverteilung: mean = p, sd = o

dnorm(x, mean = 0, sd = 1, log = FALSE)

pnorm(q, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qnorm(p, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

x?>~Verteilung: df = n

dchisq(x, df, ncp = 0, log = FALSE)

pchisq(q, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qchisq(p, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rchisq(n, df, ncp = 0)

F—Verteilung: df1 = m, df2 =n
df (x, df1, df2, ncp, log = FALSE)
pf(q, dfl, df2, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qf (p, df1l, df2, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rf(n, dfl, df2, ncp)

t—\Verteilung: df = n

dt(x, df, ncp, log = FALSE)

pt(q, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qt(p, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rt(n, df, ncp)

Betaverteilung: shapel = a, shape2 = b

dbeta(x, shapel, shape2, ncp = 0, log = FALSE)

FALSE)
FALSE)

pbeta(q, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
gbeta(p, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
rbeta(n, shapel, shape2, ncp

I
(@]
—

# Betafunktion
beta(a, b)



5 Multivariate Verteilungen

Héaufig benétigt man zur Beschreibung von Zufallsexperimenten mehrere stochastische
Grofen. Man betrachte etwa die folgenden Beispiele:

1. Wir wahlen zufillig n = 10 Personen und beobachten ihre Kérpergrofsen. Die ein-
zelnen Beobachtungen seien X, Xo, ..., X,,.

2. Wir werfen wiederholt eine Miinze. Sei X; = 1, wenn der i—te Wurf ein ,Kopf* ist,
und X; = 0 im anderen Fall. Das Experiment lasst sich durch eine Folge X, Xo, ...
von Bernoulli-Gréften beschreiben.

3. Wir wahlen zuféllig eine Person aus einer groffen Population und messen ihr Kor-
pergewicht X und ihre Korpergrofe Y.

Wie lasst sich das Verhalten der obigen sGn beschreiben? Die Spezifikation der einzel-
nen Verteilungen allein geniigt nicht, wir miissen auch den Zusammenhang (oder das
Fehlen desselben) zwischen den einzelnen Gréfen beschreiben. Wenn beispielsweise im
dritten Experiment Y grofs ist, dann ist sehr wahrscheinlich auch X grofs. Andererseits,
in den ersten beiden Experimenten kann man davon ausgehen, dass die einzelnen Grofen
unabhingig sind. D. h., wissen wir etwas liber eine dieser Grofsen, so haben wir dadurch
keine zusdtzliche Information iiber die anderen. M. a. W., wir benotigen die gemeinsame
Verteilung der sGn.

5.1 Bivariate Verteilungen

Man betrachte ein Zufallsexperiment mit Merkmalraum €2 und zwei stochastische Grofen
X7 und Xs, die jedem Element w € € eine reelle Zahl zuordnen:

Xi(w) =21 und Xs(w)=1a9

Dann nennt man (X, Xs) einen (2-dimensionalen) stochastischen Vektor (kurz sV)
mit dem Merkmalraum:

M = {(z1,29) |11 = X1 (w), 22 = Xa(w), w € Q}
Hiufig bezeichnet man den stochastischen Vektor mit X = (X, X5)" (= transponierter
Zeilenvektor).

Wie im eindimensionalen Fall nennt man Teilmengen B C M Ereignisse und die Wahr-
scheinlichkeit P(X € B) fiir den Eintritt von B lésst sich durch die (2-dimensionale)
Verteilungsfunktion charakterisieren.

185
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Verteilungsfunktion: Die (gemeinsame) Verteilungsfunktion des stochastischen Vektors
X = (X1, X;) ist definiert durch:

F(xy,29) = P(Xy < 11, Xp < 1)
Dabei handelt es sich um eine Funktion von R? nach [0, 1].

Bem: Der Ausdruck P(X; < x1, Xs < x9) ist eine Kurzschreibweise fiir P({X1 <xipn
{XQ S I‘Q})

Behauptung: Die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen der Form (aq, b1] X (ag, bo] (= halb-
offener Quader) lasst sich wie folgt mittels F' bestimmen:

P(a1 < X1 < bl, agy < X2 < bz) = F(bl,bQ) — F(al,bg) — F(bl,ag) + F(CLl,CLQ)

Beweis: Man veranschauliche sich das fragliche Ereignis in der Ebene (vgl. Abb 2.2). Die Behauptung folgt
dann durch Anwendung elementarer Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. Kapitel 2).

5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Ist der Merkmalraum M (C R?) eines stochastischen Vektors X = (X1, X5)" endlich oder
abzéhlbar, handelt es sich um einen diskreten sV. Die (gemeinsame) W—Funktion ist
gegeben durch:

p(ﬂfl,l’z) = P(Xl = l’l,XQ = 1’2) fiir alle (%1,.272) eM

Die W-Funktion hat die folgenden Eigenschaften:

(1) 0 <plzy,22) <1, (x1,22) € M und (2) Z p(r1,20) =1

(l‘l,xz)EM

Ist die W-Funktion bekannt, lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein beliebiges Ereignis
{(X1,X,) € B} (B C R?) wie folgt bestimmen:

P((X1,X5) € B) = Z p(xy, 22)

(1‘1,1‘2)63

Bsp 5.1 In einem Behélter befinden sich drei Wiirfel: Wiirfel 1 ist ein {iblicher Wiirfel,
Wiirfel 2 hat keine Augenzahl 6, dafiir zwei Seiten mit der Augenzahl 5, und Wiirfel 3 hat
keine Augenzahl 5, dafiir zwei Seiten mit der Augenzahl 6. Das Zufallsexperiment besteht
in der zufilligen Auswahl eines Wiirfels und dem anschliefsenden Werfen des gewéhlten
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Wiirfels. Sei X; die Nummer des Wiirfels und X, die geworfene Augenzahl. Wie lautet die
W-Funktion p(z1,z) = P(X; = 21, X5 = x3) 7 Die folgende Tabelle zeigt die gemeinsame
Verteilung:

plz,y)] 1 2 3 4 5 6

1 4 1 1 1 1 1
18 18 18 18 18 18
11 1 1 1
X 2 18 18 18 18 9 0
1 1 1 1 1
3 18 18 18 18 0 9

Trager: Wie im eindimensionalen Fall besteht der Trager eines diskreten stochastischen
Vektors (X7, X3) aus allen Punkten (xq,z2) mit p(xy,z2) > 0. Im obigen Beispiel ist der
Trager von (X7, X5) gegeben durch {(xl,x2)|x1 =1,2,3; 2o = 1,2,3,4,5,6}, ohne die
Punkte (3,5) und (2,6).

Randverteilungen: Die Elemente X; und X, eines stochastischen Vektors (X, X5) sind
selbst (1-dimensionale) sGn. Wie bestimmt man ihre Verteilungen? Die W—Funktionen
sind gegeben durch:

Xi:pi(w) =) plenws)  Xo: pa(wa) =) plwr,wo)

Um beispielsweise die Wahrscheinlichkeit von {X; = x;} zu bestimmen, hilt man z; fest
und summiert p(x1, z2) iiber alle moglichen Werte von xs. Die auf diese Weise bestimmten
Verteilungen nennt man die Randverteilungen von (X7, X5).

Bsp 5.2 Die Randverteilungen von (X7, Xs) aus Bsp 5.1 ergeben sich durch Summation
der Zeilen bzw. Spalten in der gemeinsamen Verteilung:

plr,y)| 1 2 3 4 5 6 |p(r)

I R T T U T
18 18 18 18 18 18 3

1 1 1 1 1 1

X2 s s owoso e 0] 3
1 1 1 1 1 1

3 18 18 18 18 0 9 3

=
=

pw2) | § 5 5 %
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Man beachte, dass hier aus der Kenntnis der beiden Randverteilungen von X; und X,
allein die gemeinsame Verteilung von (X7, Xs) nicht rekonstruiert werden kann. Der Grund
dafiir liegt darin, dass X; und X, nicht unabhdngig sind. Dieses Konzept wird spéter noch
ausfiihrlicher diskutiert. |

5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Ist die Verteilungsfunktion F'(zy,x2) eines stochastischen Vektors (X7, Xs) eine stetige
Funktion, spricht man von einem stetigen stochastischen Vektor. In den meisten
Féllen lasst sich die VF eines stetigen sVs wie folgt darstellen:

F(xl,:pQ)://f(wl,wg)dwldwg fiir ({L‘l,l’g)ERQ

—00 —O0

Den Integranden f nennt man die (gemeinsame) Dichtefunktion (kurz Dichte) von
(X1, X3). Analog zum eindimensionalen Fall gilt an den Stetigkeitspunkten von f(xy, z3):

82F<.CL’1, 1’2)

921075 = f(xl, 902)

Eine Dichtefunktion hat die folgenden Eigenschaften:
(1) f(z1,29) >0, (z1,220) € M und (2) // f(x1, x9) doydzy =1
M

Ist die Dichte bekannt, lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis {(Xl, Xy)€eB }
(B C R?) wie folgt bestimmen:

P((X1,X5) € B) = // f(z1, 19) doday

Man beachte, dass P((Xl, Xy) € B) dem Volumen unter der Fliche z = f(x1,z5) tiber
der Menge B entspricht.

Bsp 5.3 Die Dichte eines sVs (X7, X5) sei gegeben wie folgt (vgl. Abb 5.1):

622, O<z21<1, 0<29<1

f(xlva) =

0 sonst



5.1 Bivariate Verteilungen 189

Abbildung 5.1: Gemeinsame Dichte (Bsp 5.3)

" ”
Bz ,.’:I’:’t’,’t’l /7
2z
R I T

Beispielsweise ldsst sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {0 < X; < 3/4} N{1/3 <
Xy < 2} wie folgt berechnen:

2 3/4

3 1
P <0 < X< Z, g < Xy < 2) = //f(xl,@) dridxsy

1/3 0
1 3/4 2 3/4

://Gx%xg dxldx2+//(0) dxr1dTs
1 0

1/3 0

() bow)-3

Diese Wahrscheinlichkeit entspricht dem Volumen unter der Fliche f(x1,z5) = 623z,
iiber dem rechteckférmigen Bereich {(z1,22) [0 < z1 < 3/4, 1/3 < x5 < 1}. [



190 5 MULTIVARIATE VERTEILUNGEN

Abbildung 5.2: Randdichten (Bsp 5.4)

Randdichte von X; Randdichte von X,

3.0
2.0

fl(Xl)
1.5 2.0 25
| |
15

f2 (Xz)
1.0
|

1.0

0.5

0.0
0.0

X1 X2

Trager: Der Tréger eines stetigen stochastischen Vektors (X7, X5) besteht aus allen Punk-
ten (x1,22) mit f(zq1,22) > 0. Im obigen Beispiel ist der Triager von (X7, Xs) gegeben
durch (0,1) x (0,1).

Randdichten: Analog zum diskreten Fall bestimmt man die Randdichten von X; bzw.
X, aus der gemeinsamen Dichte f(x1,x9) von (X, Xy) wie folgt:

Xli f1<l’1):/f(371,372)d.1’2 XQI f2<.§lf2>: /f(.’lfl,.TQ)d.iL’l

Um die Randdichte von X; zu bestimmen, ist die gemeinsame Dichte f(xy,z5) iiber xo
zu integrieren; zur Bestimmung der Randdichte von X, ist iiber x; zu integrieren.

Bsp 5.4 Die Randdichten der gemeinsamen Dichte von Bsp 5.3 bestimmt man wie folgt:

! 2
L5

1
fi(zy) = /6:6%3:2 dry = 627 {—} =327 fir 0<a; <1

0

1
371
fo(za) = /6:6%3:2 dxy = 62y {%} =21y, fir O<ay <1
0

Vgl. Abb 5.2 fiir eine grafische Darstellung. [
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5.1.3 Erwartungswert

Das Konzept des Erwartungswerts lasst sich direkt auf den 2—dimensionalen Fall iibertra-
gen. Sei (X1, X») ein stochastischer Vektor und g : R> — R eine reellwertige Funktion.
Dann ist Y = g(Xi, X») eine (1-dimensionale) sG und existiert ihr Erwartungswert, so
ist er gegeben durch (LotUS; vgl. 3.4):

diskret: E(Y) = Z Zg(:cl,@)p(xl,@)

stetig: E(Y)://9($1,$2)f($1,$2)d951d$2

Behauptung: (X7, X5) sei ein sV und V) = g1(X7, Xs) und Y5 = go( X7, X3) seien zwei sGn,
deren Erwartungswerte existieren. Dann gilt fiir Konstanten k; und ks:

E (ki + ksYa) = kiE(Y:) + koE(Y2)
(Beweis als UE-Aufgabe.)

Bsp 5.5 In der Situation von Bsp 5.3 berechnet man den Erwartungswert von beispiels-
weise Y = X; /X, wie folgt:

11
X x
EY)=E (Y;) = // (l’_l) 62325 dr1dTy
0 0
1

11 L

//Gxi’ dridxs :/6 {—1} dxzs
4 |y

0 0 0

1

o/

3
d$2:§

Do Lo

Bem: Der Erwartungswert des stochastischen Vektors X = (X7, X3) ist gegeben durch:

E(X) =

E(X1)
E(Xy)

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Erwartungswerte von X; und X, existieren.
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Bsp 5.6 Ist (X3, X3) ein stochastischer Vektor, so hat man fiir die Berechnung des Erwar-
tungswerts von beispielsweise X; zwei Moglichkeiten. Man bestimmt zuerst die Randdich-
te von X; und berechnet nach Definition E(X). Die zweite Moglichkeit besteht darin, den
Erwartungswert von Y = g(X;, X3) = X iiber die gemeinsame Verteilung von (X, X5)
zu berechnen.

In der Situation von Bsp 5.3 gilt fi(x1) = 323101y (z1) (vgl. Bsp 5.4) und der Erwartungs-
wert von X ist nach Definition gegeben durch:

00 1
E(X;) = /xlfl(ifl)dfﬁ = /3xi’daz1 =°
. ,

Zweite Moglichkeit:

E(X;) = //:Elf x1, To) dridxs ://6x Ty dr dTy = /%dl‘g
0 0

— 00 —O0

5.1.4 Bedingte Verteilungen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir uns mit der gemeinsamen Verteilung von
(X1, X5) und den Randverteilungen von X; und X, beschéftigt. Hdufig kennt man aber
den Wert einer Variablen (d.h. von X; oder X5) und es stellt sich die Frage, welche
Auswirkungen sich dadurch fiir die Verteilung der anderen Variablen ergeben. Dies fiihrt
zum Konzept der bedingten Verteilung.

Diskreter Fall: (X7, X5) sei ein diskreter sV mit der (gemeinsamen) W—Funktion p(xy, z5)
(positiv auf dem Tréager S) und pi(xy) bzw. pa(z2) seien die Randverteilungen von X
und X,. Sei z; € S; ein Punkt aus dem Tréger S; von X; (d.h. pi(z1) > 0). Dann gilt
nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (vgl. 2.10):

P(Xy =21, Xo=13)  pla1,70)

Fiir alle x5 aus dem Trager Sy von Xs. Fiir jedes feste 1 € S; nennt man:

p(xlv xQ)

fir To € SQ (371 € Sl fest)
p1(r1)

p(a2]z1) =

die durch X; = x; bedingte W—Funktion von Xj. Letztere hat alle Eigenschaften einer
W-Funktion: Es gilt 0 < p(z3]z1) < 1 und fiir die Summe gilt:
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1
ZP(I2|LIZ1) = p1<x1) Zp(xl,xg) =1

xr2 2
N————
=pi(zr1)

Der durch X; = z; bedingte Erwartungswert von X, ist gegeben durch:
E(X;|z1) = 237227 Ta|71)

Ist u(Xs) eine Funktion von X, so ist der durch X; = 27 bedingte Erwartungswert von
u(X3) gegeben durch:

E [U,<X2) ’xl] = Z u(zo)p(xa|xy)

x2

Die durch X; = x; bedingte Varianz von X, lasst sich wie folgt berechnen:

Var(Xalzy) = E(X2|21) — [E(Xa]ar)]?

Analoge Formeln gelten fiir die durch X5 = x5 bedingte Verteilung von Xj:

p(z1,22)

fir =z, €5 (I‘Q € 5y fest)
p2(72)

p(x1|r2) =
E(Xi|zo) = Z%p (x1]|22)

E[u(X1) ‘xg] = Z u(z1)p(x|xe)

1

Var(X, |12) = E(X2|2,) — [E(X)]2)]”

Bsp 5.7 In der Situation von Bsp 5.1 (bzw. 5.2) ist beispielsweise die durch z; = 2 bedingte
Verteilung von X, gegeben durch:

i) ‘

p(xa]r) = 2)

D= =
D= N
D= W
O = |
Wl | ot
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Bedingter Erwartungswert von Xy|zq = 2:

4

E 5 10
E(XQ\:U1:2):;E+§ =<
Bedingter Erwartungswert von X2|z; = 2:
E(X7|x —2)—24:k—2+§—@
Y e T3

Bedingte Varianz von Xs|z; = 2:

40 [/10\° 20
Var(Xs|z, = 2) = 3 (—) = —

Stetiger Fall: (X7, X3) sei ein stetiger sV mit der (gemeinsamen) Dichte f(xz1,x2) (positiv
auf dem Trager S) und fi(z1) bzw. fs(x2) seien die Randdichten von X; und Xs. Sei
x1 € 51 ein Punkt aus dem Trager S; von X (d.h. fi(x1) > 0). Dann definiert man die
durch X; = z; bedingte Dichte von X, wie folgt:

f(x2|my) = M fir xz,€ Sy (1 € 5 fest)

fi(z1)

Die bedingte Dichte hat alle Eigenschaften einer Dichtefunktion: Es gilt f(z3|z1) > 0 und
fiir das Integral gilt:

00 1 00
ZC: f(.TQ‘SL’l) dl’g = mé f(.Tl,SL’Q) dl’z =1

J

:f;?xl)
Den durch X; = x; bedingten Erwartungswert von X, berechnet man wie folgt:

[e.e]

E(X2|ZL'1): /IL‘Qf(ZL'2|ZL‘1)dl‘2

—00

Ist u(X3) eine Funktion von Xs, so ist der durch X; = x; bedingte Erwartungswert von
u(X3) gegeben durch:
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[e.e]

E[U(XQ)’xl] = /u(:pg)f(x2|x1)dx2

— 00

Die durch X; = x; bedingte Varianz von X, lasst sich wie folgt berechnen:

Var(X,|z,) = E(X2|z,) — [E(X2|x1)}2

Analoge Formeln gelten fiir die durch X5 = x5 bedingte Verteilung von Xj:

f(x1|mg) = % fir z; €5 (xy € 55 fest)
E(X1|ZL‘2) = /ZL‘lf(ZL'1|ZL‘2) dl‘l
E[u(Xl)‘.’L‘Q] = /u<l’1>f<l’1‘l’2> d.Tl

Var(X|xy) = E(X7|z9) — [E(X1|x2)}2

Bsp 5.8 Die gemeinsame Dichte von (X, X5) sei gegeben wie folgt:

2 O<a <xog <1

f(xlv x2) =

0 sonst

Bei der Bestimmung der Randdichten ist zu beachten, dass der Tréger von (X7, X5) nicht
rechtecksformig ist (vgl. Abb 5.3; die strichlierten Linien sind zwei exemplarische Integra-
tionswege):

1
fl(ZL‘l) = /le‘g = 2(1 — IL‘1) fuir 0< T <1

1

2
fows) = /2d$6’1 =2xy fir 0<ay<1

0
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Abbildung 5.3: Trager von (X, X5) (Bsp 5.8)

1.0

X2
0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X1

Die durch X5 = x5 bedingte Dichte von X; lautet wie folgt:

2 1
f(z1]xe) = T = o fir 0<a <wy (a9 fest)
2 2

Es handelt sich also um eine (stetige) uniforme Verteilung (vgl. 4.2.1) auf dem Intervall
(0, x2). Der durch X, = x5 bedingte Erwartungswert von X; ist daher gegeben durch:

x
]E(X1|l‘2) = /I‘lf(l‘1|l‘2) dry = 52, O<ra <1
Bedingte Varianz:
2 1 9 2 2 2
T x x x
Var(Xi|a) = [ 22 —d _<_) _ % T _ T 1
ar(X|xs) /x1x2 1 i 3 1 T2’ 0<ay <

0
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5.2 Korrelation

Wir kennen bereits das Konzept der empirischen Korrelation von 1.9.3. Nun betrachten
wir das entsprechende (bivariate) Verteilungskonzept. Da man iiblicherweise in diesem
Zusammenhang statt X; und X, die Bezeichnungen X und Y verwendet, folgen wir in
diesem Abschnitt ebenfalls dieser Konvention.

Die (gemeinsame) W—Funktion bzw. Dichte des stochastischen Vektors (X,Y) sei p(x,y)
bzw. f(x,y). Die Mittelwerte von X und Y seien mit uy bzw. ps bezeichnet, die Vari-
anzen mit o} bzw. o3. Weiters setzen wir voraus, dass im Folgenden alle betrachteten
Erwartungswerte auch existieren.

Kovarianz: Die Kovarianz Cov(X,Y") (auch o15) von X und Y ist definiert durch:

12 = Cov(X,)Y) = E[(X — ) (Y — M2)}

Die Kovarianz lasst sich auch wie folgt berechnen:

E[(X — ) (Y = p2)]

E(XY — X — Y + puapo)
(XY) = (X)) — i B(Y) + pi o

(XY) — pa o

E
E
Letzteren Ausdruck nennt man den Verschiebungssatz (fiir die Kovarianz).
Bem: Die Kovarianz von X und X ist die Varianz von X:

Cov(X,X) = E [(X . E(X))z} — Var(X)

Der Verschiebungssatz fiir die Kovarianz reduziert sich in diesem Fall auf den Verschie-
bungssatz fiir die Varianz:

Cov(X, X) = Var(X) = E(X?) — [E(X)]Q

Korrelation: Sind o7 und o9 beide positiv, ist der Korrelationskoeffizient pxy (kurz p)
von X und Y gegeben durch:

Cov(X,Y) 012

PP = v/ Var(X) /Var(Y) o010y
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Bem: Ersetzt man den Zéhler von p durch den Verschiebungssatz, so folgt fiir den Erwar-
tungswert des Produkts XY

E(XY) = pipiz + porog = ppa + Cov(X,Y)

Eigenschaften von p: Der Korrelationskoeffizient hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Es gilt —1 < p <1 (oder |p| < 1).
(2) Im Grenzfall p = £1 (oder |p| = 1) gilt:

PY=a+bX)=1

D.h., die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von (X,Y) konzentriert sich fiir
|p| = 1 auf einer Geraden. Fir p =1 gilt b > 0, fiir p = —1 gilt b < 0.

Bem: Fiir p =1 gilt b = 09/01 > 0; fiir p = —1 gilt b = —09/01 < 0.
Beweis fiir (1): Man betrachte die folgende nichtnegative quadratische Funktion:
2
h(z) = B{[(X = ) + 2(Y — )]}
Ausquadriert lautet h(z) wie folgt:

h(z) = 0% 4+ 22012 + 2%05 >0

Damit h(z) > 0 fiir alle z, muss die quadratische Gleichung h(z) = 0 zwei (konjugiert) komplexe Losungen
haben. Das ist genau dann der Fall, wenn die Diskriminante 035 — 0303 kleiner oder gleich Null ist:

2
g
oy —0j05 <0 p2< 12) <1
0102

Das war zu zeigen.

Bsp 5.9 In Bsp 5.8 haben wir die Randdichten von X (= X;) und Y (= X5) bestimmt.
Nach einfachen Rechnungen (UE-Aufgabe) ergibt sich:

E(Y)=—, Var(X) = Var(Y) = 1_18

/Qxydxdy— - = Cov(X,Y)= i <%) <§) :3_16

I
o\
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Cov(X,Y) _1/36 1

P /Var(X) /Var(Y) S 1/18 2

Interpretation: Der Korrelationskoeffizient p lasst sich als Mafs fiir den linearen Zusam-
menhang zwischen X und Y interpretieren. Das ergibt sich einerseits aus der obigen
Eigenschaft (2) und andererseits aus dem folgenden Sachverhalt:

Ist die (gemeinsame) Verteilung des stochastischen Vektors (X,Y) derart, dass der be-
dingte Erwartungswert E(Y|x) = a + bx eine Gerade ist, dann kann man zeigen, dass
diese Gerade die folgende Gestalt hat:

g
E(Y]2) = gzt p = (@ = 1)

(Analog, falls E(X|y) eine Gerade ist.) Beispielsweise gilt im Kontext von Bsp 5.8, dass
(UE-Aufgabe):

1+
2

E(Y|z) =

Der durch X = x bedingte Erwartungswert von Y ist eine Gerade; also gilt (vgl. auch

Bsp 5.9):
(5) G (3) =5+ (5) (=)

Bsp 5.10 X sei eine auf dem Intervall (—1,1) (stetig) uniform verteilte sG. Die Dichte
von X ist f(x) = (1/2)I(—1,1)(x) und es gilt:

1

1 1
2 1 3
E(X):/gd:pzo, E(XQ):/%dx:§, IE(X?’):/%dx:O
—1 -1

Definiert man Y = X2, so gilt:

Cov(X,Y) =Cov(X, X?) =E(X*) —EX)E(X*) =0 = pxy =0

D.h., auch wenn die Korrelation gleich Null ist, so gibt es hier dennoch einen perfekten
(deterministischen) Zusammenhang zwischen X und Y (ndmlich Y = X?). Letzterer ist
allerdings nichtlinearer Natur. |
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5.3 Unabhangigkeit

Die gemeinsame Dichte des (stetigen) stochastischen Vektors (X, Xs) sei f(z1,22), und
die beiden Randdichten seien f;(x1) bzw. fa(xs2). Aus der Definition der bedingten Dichte
f(za]z) folgt, dass die gemeinsame Dichte wie folgt geschrieben werden kann:

f(x1,20) = f(@a|zy) fr(m1)

Wenn nun die bedingte Dichte f(xs|x1) nicht von z; abhéngt, so gilt fiir die Randdichte
von Xs:

fo(@2) = 7f(5€175€2)d501: 7f(552\5€1)f1(5€1)d561

= f(za|z1) / fi(xy) day
—00

= f(w2|21)

D.h., im Falle, dass f(xs|z;) nicht von x; abhéngt, gilt:

fa(ze) = f(walz1)  und  f(zy,22) = fi(21) fa(21)

(Analoge Uberlegungen gelten auch im diskreten Fall.) Die obigen Uberlegungen motivie-
ren die folgende Definition.

Unabhangigkeit: Die Dichte (W-Funktion) von (Xi, X3) sei f(z1,x2) (p(z1,22)) und die
Randdichten (Randverteilungen) seien fi(z1) (p1(x1)) bzw. fo(z2) (p2(x2)). Die sGn X,
und X5 sind (stochastisch) unabhéngig (kurz ua.), wenn:

stetig: f(xl,xg) = f1(9€1)f2(9€2) diskret: P(IE1,$2) = pl(xl)pQ(xQ)
Nicht unabhéngige sGn nennt man (stochastisch) abhéingig.

Bem: Die Aquivalenz (=) in der obigen Definition ist wie folgt zu verstehen: Es mag
auch fiir unabhéngige sGn Punkte (z1,z9) € S (= Tréger von (X7, X3)) geben, fiir die
f(z1,20) # fi(x1) fo(xe). Ist aber A die Menge aller derartigen Punkte, so gilt P(A) = 0.
Allerdings, im diskreten Fall muss fiir die Unabhéngigkeit von X; und X, die Gleichung
p(x1, x2) = p1(x1)pa(22) fiir alle Punkte aus dem Tréager von (X, X5) gelten.
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Abbildung 5.4: Dichte von (X;, X5) (Bsp 5.11)

///////

G iy A A A A A A A Y
777777 77
G e S

Bsp 5.11 Die gemeinsame Dichte von X; und X, sei gegeben durch (Abb 5.4):

T1 + o O<zi <1, 0<29<1

T1,T) =
fa,z2) 0 sonst
Randdichten:
/ 1
f1($1):/(l‘1+l‘2)d$2:$1+§ fir O<ri <1
0
i 1
f2($2):/($1+$2)dl’1:$2+§ fir O<ay <1
0
Da f(x1,x9) Z fi(x1)fa(x2), sind X; und X, abhéngig. [ |

Die Unabhéngigkeit von sGn lésst sich auch iiber die Verteilungsfunktionen formulieren.
Dabei muss man nicht zwischen stetigen und diskreten sVn unterscheiden.
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Behauptung 1: Die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X, X5) sei F(z1,z5) und die
Verteilungsfunktionen von X; und X, seien Fj(x1) bzw. Fy(x2). Dann gilt: X; und X5
sind genau dann unabhéngig, wenn:

F(xy,19) = Fi(21)F(xy) fiir alle (21,1,) € R?

Behauptung 2: Existicren E[u(X;)] und E[v(X5)] fiir zwei Funktionen v und v und sind
X; und X, unabhéngig, dann gilt:

E[u(X1)v(Xz)] = E[u(X1)]E[v(X,)]

Beweis: Im stetigen Fall gilt:

oo

E[u(X1)v(Xs)] = /’U,(ZL'l)’U(SCQ)f(SChSCQ)dZ'lde
= 7 w(w1)v(x2) fi(21) fo(2) daydos
— |:/Oou(x1)f1(x1)dac1] {7u(:c2)f2(x2)dm2]
=E[u(X1)]E[v(X2)]

Im diskreten Fall argumentiert man analog.

Folgerung: X und Y seien zwei sGn mit den Mittelwerten py und po und den Varian-

zen o2 > 0 und o7 > 0. Dann folgt aus der Unabhingigkeit von X und Y auch die

Unkorreliertheit:

X, Y va. — pr:O

Bem: Die Umkehrung gilt nicht, d. h., aus der Unkorreliertheit folgt i. A. nicht die Unab-
héngigkeit. (Vgl. Bsp 5.10 fiir ein Gegenbeispiel.)

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Kovarianz gleich Null ist:
Cov(X,Y) =E[(X — p1)(Y — p2)] = E(X — 1) E(Y — pi2) =0

Dabei haben wir Behauptung 2 verwendet.
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5.4 Mehrdimensionale Erweiterungen

Die fiir zwei sGn entwickelten Konzepte lassen sich unschwer auf mehrere sGn erweitern.
Man betrachte ein Zufallsexperiment mit Merkmalraum 2 und n sGn X1, Xs, ..., X, die
jedem Element w € () eine reelle Zahl zuordnen:

Xi(w)=a; fir i=1,2,...,n

Dann nennt man (X7, Xs, ..., X,,) einen (n—dimensionalen) stochastischen Vektor und
schreibt X = (X1, X,...,X,,)". Der Merkmalraum von X ist gegeben durch:

M = {(z1,22,...,20) |2, = X;(w), w€Q, i=1,2,...,n}

Die (gemeinsame) Verteilungsfunktion des stochastischen Vektors X ist definiert durch:

F(x) = F(z1,22,...,2,) = P(X; <21, X5 < 19,..., X, < 1)

Dabei handelt es sich um eine Funktion von R" nach [0, 1].

Sind alle n sGn X1, X, ..., X, vom diskreten Typ, spricht man von einem diskreten sto-
chastischen Vektor. Die (gemeinsame) W—Funktion p(xy,zs, ..., x,) ist gegeben durch:

p(z1, 29, ..., 2,) = P(X1 =21, Xo =29,..., X, = x,) fur (x1,29,...,2,) €M

Eine W-Funktion hat die folgenden Eigenschaften:

(1) 0 <p(x1,22,...,2,) <1 und (2) ZZ"'ZZ)(%’@"”J"): 1

1  x2 Tn

Ist die Verteilungsfunktion F'(z1,xs, ..., x,) eine stetige Funktion, spricht man von einem
stetigen stochastischen Vektor. In den meisten Féllen lasst sich die VF eines stetigen sVs
wie folgt darstellen:

F($1,$2,---,$n)=//---/f(wl,wQ,...,wn)dwlde---dwn

Den Integranden f nennt man die (gemeinsame) Dichtefunktion (kurz Dichte) von X.
An den Stetigkeitspunkten von f(xq,zs,...,z,) gilt:

O"F(x1,x9,...,Ty,)
0110z - - - 0xy,

= f(.Tl,.TQ, Ce ,.I‘n)
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Eine Dichtefunktion hat die folgenden Eigenschaften:

[e.9] o0

(1) f(z1,29,...,2,) >0 und // /f:L’l,a:Q,...,:cn)d:cldx2~-d:vn:1

—00 —0OQ

Ist Y = u(Xq, Xo,...,X,) eine Funktion des stochastischen Vektors, ldsst sich der Er-
wartungswert von Y wie folgt berechnen:

diskret: ZZ Z u(wy, o, ..., Tp)p(x1, Toy .y Tp)

1 T2

stetig: E(Y // / w(wy, ko, .., xy) f(21, 29, ..., xy) dryday . . . dy,

—00 —00

Fir Y; = u;(Xy, Xs, ..., X,,) und Konstanten k;, j =1,2,...,m, gilt:

= (S i) - S wm0)

Das Konzept der Randverteilung lisst sich ebenfalls einfach auf mehrere Dimensionen
erweitern. Im stetigen Fall ist beispielsweise die Randdichte von X; gegeben durch:

o0

fl(xl):/---/f(xl,xg,...,xn)dxg---dxn

Die durch X; = z; bedingte Dichte von (Xs,..., X,,) ist definiert durch:

f(l'l,l'g,...,xn)

fi(xy)

f(xo, ... xplzy) =

Der durch X; = z; bedingte Erwartungswert von u(Xo, ..., X,) ist gegeben durch:

E[ XQ,..., }ZL‘l / / 1‘2,..., (l‘g,...,xn|;p1)d1‘2...dxn

Analoge Ausdriicke gelten fiir andere Randdichten, bedingte Dichten oder bedingte FEr-
wartungswerte (oder fiir diskrete sVn).
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Die sGn Xj, Xy, ..., X, sind (stochastisch) unabhéngig, wenn:

diskret:  p(z1,22,...,2n) = p1(@1)p2(22) - - Pu(2n)
stetig:  f(z1, 22, .., mn) = fr(@1) fo(@2) - - fu(Tn)

Bem: Sind die Gréofen Xy, Xo, ..., X,, unabhéngig, so sind sie auch paarweise unab-
hingig, d.h., X; und X; sind unabhéngig fiir alle ¢ # j. Die Umkehrung gilt aber nicht,
d.h., aus der paarweisen Unabhéingigkeit folgt nicht die (vollstdndige) Unabhéngigkeit
von X1, Xo,..., X,,.

Existieren die Erwartungswerte E[u,(XZ)] fiir Funktionen wu;, ¢ = 1,2,...,n, so gilt fiir
unabhéngige Grofsen X, Xo, ..., X,;:

Bsp 5.12 Die sGn X;, X5 und X3 seien unabhéngig mit identischer Dichte:

2x O<ax<l1
-1

0 sonst

Die gemeinsame Dichte von (X;, Xs, X3) ist gegeben durch:

flxy, zo,23) = fx1) f(x2) f(x3) = 8r12973 flr 0< 2y <1,4=1,2,3

Der Erwartungswert von beispielsweise Y = 5.X; X §’+3X ¢ ?f‘ lasst sich wie folgt berechnen:

11 1
E(Y) = ///(5x1x§ + 32923) 8217915 dvrdrodrs (= 2)
00 0
Wegen der Unabhéangigkeit von X, X5, X5 aber auch wie folgt:

E(Y) =5E(X1X}) + 3E(X2X3) = 5E(X1) E(X?) + 3E(X2) E(X3)
Berechnen Sie E(Y') als UE-Aufgabe nach beiden Methoden. |

Sind die sGn X7, X5, ..., X,, unabhéngig mit identischer Verteilung, nennt man sie uiv
oder iid.! So sind in Bsp 5.12 die Grofen X, X5, X3 iid mit (identischer) Dichte f(z).

Lindependent and identically distributed
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5.4.1 Varianz—Kovarianzmatrix

Die in 5.2 diskutierte Kovarianz zwischen zwei sGn léasst sich auf den mehrdimensionalen
Fall erweitern. Sei X = (X3, X, ... ,Xn)/ ein stochastischer Vektor. Der Erwartungswert
von X ist der Vektor der Erwartungswerte:

’

E(X) = (E(X1), E(X2), ..., E(X,))

Ist W = [W;;] eine (m x m)-Matrix aus sGn, so ist der Erwartungswert von W die Matrix
der Erwartungswerte:

Fiir einen stochastischen Vektor X = (X1, X5, ..., X,) mit Mittelwert p = E(X) ist die
Varianz—Kovarianzmatrix definiert durch:

Cov(X) = E[(X — p)(X — )] = [0]

Dabei ist 0;; = 07 = Var(X;) die Varianz von X; und ¢;; = Cov(X;, X;) die Kovarianz
von X; und X;. Ausfiihrlich geschrieben lautet Cov(X) wie folgt:

Var(Xl) COV(Xl, X2) s COV(Xl, Xn) T
COV(XQ, X1> Var(Xg) s COV(XQ, Xn)
Cov(X) = _
| Cov(X,, X;) Cov(X,,X3) --- Var(X,) |

Wegen Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;) handelt es sich um eine symmetrische Matrix. Au-
ferdem ist Cov(X) positiv semidefinit, d. h.:

aCov(X)a > 0 fiir alle Vektoren a € R"
Im bivariaten Fall (d. h. fir n = 2) hat die Varianz-Kovarianzmatrix die folgende Form:

Var(X;)  Cov(Xy, Xs) o poi0y
Cov(X) = = poros 02

a Cov(Xy,X;)  Var(Xy)

Dabei ist p der Korrelationskoeffizient von X; und Xs.
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Bsp 5.13 Fiir die bivariate Grofte von Bsp 5.8 gilt (vgl. auch Bsp 5.9):

1)1 1121
E(X):§[2] und COV(X):%[12]

Behauptung: Sei X = (X1, Xs, ..., X,) ein stochastischer Vektor mit dem Erwartungswert
p = E(X) und A eine (m x n)-Matrix aus Konstanten. Dann gilt:

(1) E(AX) = Ap
(2) Cov(X) =E(XX') — pp

(3) Cov(AX) = ACov(X)A'
Beweis: (1) folgt aus der Linearitdt des Erwartungswerts; (2) zeigt man wie folgt:

Cov(X)

E[(X - p)(X—p)]

—E[XX —pX —Xp' +pp]
—E[XX] - pE(X) —EX)p + pp
N—— =
I B
= E(XX') - pp

Nach Definition gilt:

Cov(AX) =E[(AX — Ap)(AX — Au)l]
—E[AX - p)(X — ) A']
—AE[(X - p)(X — )] A

Cov(X)
= ACov(X)A’

Das zeigt (3).

5.5 Transformationen

Der Transformationssatz fiir Dichten (vgl. 3.3.2) ldsst sich auf (stetige) stochastische Vek-
toren verallgemeinern.? Um die Verteilung einer reellwertigen Funktion von X zu be-
stimmen, kann man aber auch die Methode der Verteilungsfunktion anwenden. Im
diskreten Fall fithrt hiufig eine direkte Uberlegung zum Ziel. Dazu einige Beispiele.

2Vgl. HoGG ET AL. (2005) fiir eine detaillierte Darstellung des mehrdimensionalen Falls.



208 5 MULTIVARIATE VERTEILUNGEN

Bsp 5.14 [Diskreter Fall] Die gemeinsame W—Funktion von X; und X sei gegeben durch:

T1T2

36

p(xy,22) = fir 1,19 =1,2,3

Wie lautet die W-Funktion von Y = X; X5 7 Der Merkmalraum von Y ist gegeben durch
My ={1,2,3,4,6,9} und die Wahrscheinlichkeit von Y = y ldsst sich wie folgt berechnen:

py(y) =P =y)= > plar,z2)

(x1,22): T1T2=Y

y |1 2 3 4 6 9
gL L6 4129
PYWs6 36 36 36 36 36

Bsp 5.15 [Stetiger Fall] Die gemeinsame Dichte von X; und X, sei gegeben durch:

e~@tr2) 0 <y <00, i=1,2

0 sonst

f(SL’l,SL’z) = {

Wie lautet die Dichte von Y = X; + X5 7 Dazu bestimmt man zunéchst die Verteilungs-
funktion von Y:

Yy y—x2
Fyy=PX1+ X, <y)= // e~ @1te2) do dyy = / / e~ @1t22) do da
T1+T2<y 0 O

Y

y
= /e:’:2 [1 — e’(y’”)] dry = / (e’m2 — e’y) dzo
0

0

=1l—e?V—ye? fir y>0
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Durch Ableiten bekommt man die Dichte von Y:

hy)=Fy)=eV— (¥ —ye ) =ye? fir y>0

Das entspricht einer Gam(2, 1)—Verteilung. Man beachte, dass hier X; und X, unabhéngig
nach Exp(1) verteilt sind.

Bem: Die Bestimmung der Verteilung der Summe Y = X; + X, von zwei (unabhéngigen)
sGn X; und X5 nennt man Faltung. (Vgl. Kapitel 6 fiir eine ausfiihrlichere Diskussion.)

Bsp 5.16 [Minimum] Die sGn Xj, X5, ..., X,, seien Lebensdauern von Komponenten in
einem Seriensystem:

d
=11 2Fqn|—a

Das Seriensystem fallt aus, sobald die erste Komponente ausféllt. Die Lebensdauer Y; des
Seriensystems ist also das Minimum der Lebensdauern der Komponenten:

}/1 = min{Xl,XQ, e 7Xn}

Sind die Grofken X, i = 1,2,...,n, unabhangig, so ist die Verteilungsfunktion von Y;
gegeben durch:

1—P(X1>y,X2>y,...,Xn>y)

:1—H[1—P(Xi§y)}
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Speziell: Fiir Xy, X, ..., X, iid Exp(\) (oder Exp(7)) ist Finin gegeben durch:

Fmin<y> =1- H [1 — (1 — e*Ayﬂ —1—e ™ fir y >0

i=1

D.h. Y] ~ Exp(nA) (oder Exp(7/n)). Die Dichte von Y; lautet:

fmin(y) = Flin(y) =nxe ™ fir y>0

Die mittlere Lebensdauer einer Komponente betrdgt 1/A = 7 und die mittlere Lebens-
dauer des Seriensystems ist gegeben durch:

1

.
E(Y) = > = —

Fiir X; id® Exp(\;), i = 1,2,...,n, ist Fjyi, gegeben durch:

D.h., Y] ~ Exp()\) und fiir die mittlere Lebensdauer des Seriensystems gilt:

1 1
EY - = =
(V1) YN Mttt

Bsp 5.17 [Maximum] Die sGn Xi, X5, ..., X, seien Lebensdauern von Komponenten in

einem Parallelsystem:

1
a 2 b
—— —s
n

3unabhiingig (aber nicht notwendigerweise identisch verteilt)
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Das Parallelsystem fillt erst aus, wenn alle Komponenten ausgefallen sind.* Die Lebens-
dauer Y,, des Parallelsystems ist also das Maximum der Lebensdauern der Komponenten:

Yn = maX{Xl, X27 ce 7Xn}

Sind die Grofken X;, ¢ = 1,2,...,n, unabhingig, so ist die Verteilungsfunktion von Y,
gegeben durch:

Frax(y) = P(Y, <y) = P(X1 <y, Xo <y,.... X, <) = [[ Fiw)
=1

Dabei bezeichnet F; wieder die Verteilungsfunktion von X;.

Speziell: Fiir Xy, X, ..., X, iid Exp(\) (oder Exp(7)) ist Finax gegeben durch:

n

Fnax(y) = H (1 — e”\y) = (1 — e”\y)n fir y>0

i=1

Die Dichte von Y,, bekommt man durch Ableiten:

frnax(y) = Flax(y) = nre (1 — )" fiir y >0

Man beachte, dass die Lebensdauer des Parallelsystems nicht wieder exponentialverteilt
ist. Mit Hilfe der Geddchtnislosigkeit der Exponentialverteilung (vgl. 4.2.2) liasst sich aber
zeigen, dass die mittlere Lebensdauer von Y, gegeben ist durch:

1 /1 1 1

Beispielsweise gilt fiir n = 10:

1 /1 1 1 2.93
E<Y10)=X<1—0+§+-~-+§+1)%T

Abb 5.5 zeigt die Dichte von Y, fiir n = 10 und A = 1/100; die mittlere Lebensdauer des
Parallelsystems betragt in diesem Fall etwa 293 [ZE]. [ |

4Ein Parallesystem nennt man auch ein vollstindig redundantes System.
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Abbildung 5.5: Dichte des Maximums von n = 10 ua. Exp(A = 1/100)-GrdRen

fnax(y)
0.002 0.003 0.004
] ]

0.001
|

0.000
|

Bsp 5.18 [k-aus-n| Ein k-aus-n—System ist intakt, wenn zumindest k der insgesamt n
Komponenten intakt sind. Die beiden vorhin betrachteten Systeme sind Spezialfille: Ein
Seriensystem ist ein n-aus-n—System und ein Parallelsystem ist ein 1-aus-n—System.

Bezeichnet Yy, die Lebensdauer eines k-aus-n—Systems, so gilt fiir Xy, Xy, ..., X, iid F:

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Komponente nach (vor) y ausfallt, ist 1 — F(y) (F(y)). Da die
Komponenten nach Voraussetzung unabhéngig sind, ergibt sich der obige Ausdruck durch Anwendung
der Binomialverteilung.

Abb 5.6 ist fiir K = 1,2,...,n eine vergleichende Darstellung der Verteilungsfunktionen
von Yy, fiir n = 10 ua. Exp(A = 1/100)-Komponenten. Die flachste Kurve entspricht dem
Parallelsystem (1-aus-10), die steilste Kurve dem Seriensystem (10-aus-10). [
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Abbildung 5.6: VF von Y}, fiir n = 10 ua. Exp(A = 1/100)-GroRen
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5.6 Spezielle multivariate Verteilungen
5.6.1 Multinomialverteilung

Ein Experiment bestehe aus n identischen und unabhéngigen Versuchen, wobei jeder
Versuch mit den (konstanten) Wahrscheinlichkeiten py, ..., pg, wobei Zle p; = 1, auf
eine von k Arten ausgehen kann.

Ist X;, i =1,...,k, die Anzahl der Versuche, die auf die i—te Art ausgehen, so hat der
stochastische Vektor (X, Xy, ..., X)) eine Multinomialverteilung M(n, p1,ps, ..., k)
mit der W-Funktion:

k
n 1 X9 Ty .
p(x1, ... ap) = ( )pl py” P mit E Ti=mn
L1, X2y ..., Tk i=1

Dabei ist der Multinomialkoeffizient gegeben durch:
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k
n n! )
= 7 it E Ti=n
T1,T2y...,Tk T1'Xg: Tk pay

Bem: Man beachte, dass es sich — entgegen der Schreibweise — wegen Zle T; = n nur um
eine (k — 1)-dimensionale Verteilung handelt.

Fiir £ = 2 ergibt sich die Binomialverteilung M(n,p;,ps) = B(n,p;). Man schreibt
p1 = p und p; = 1 — p und die W-Funktion lautet (vgl. 4.1.3)

n!

n T n—r __ T(1 _ \Nn—T - _
p(x):(x)p (1-p) —x!(n_x>!p(1 p) fir z=0,1,2,...,n

Fiir £ = 3 ergibt sich die Trinomialverteilung M(n, p;, ps, p3) (mit p; + ps + p3 = 1).
Man schreibt X = X3, Y = X5 (und Z = n — X; — X3) und die W-Funktion von (X,Y)
ist gegeben durch:

n!
lylln —x —y

n—r—y

p(r,y) = I pip3(1 = p1 — p2)
Dabei sind z und y Zahlen aus {0,1,2,...,n} mit r +y < n.

Randverteilungen: Die Randverteilungen der Multinomialverteilung sind wieder Multino-
mialverteilungen. Insbesondere ergibt sich fiir (X, Xo, ..., Xi) ~ M(n,p1,pa, ..., Pk):

(1) Xi ~ M(n,p;, 1 —p;) = B(n,p;)

Beweis: Ergibt sich aus der zu Beginn dieses Abschnitts gegebenen inhaltlichen Interpretation der Multi-
nomialverteilung.

Erwartungswert/Varianz: Wegen X; ~ B(n,p;) sind Erwartungswert und Varianz von X;
gegeben durch (vgl. 4.1.3):

E(X;) = np;, Var(X;) = np;i(1 — p;)

Kovarianz/Korrelation: Fiir ¢ # j gilt:

Di Dj
Cov(Xi, X;) = —npp;, PXiX; = _\/1 — p; \/1 —Jp‘
i ]

Man beachte, dass die Groken X; nicht unabhéngig sind und negativ korrelieren.
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Bsp 5.19 Drei Kugeln werden zufillig und mit Zuriicklegen aus einem Behélter, bestehend
aus 3 roten, 4 weifsen und 5 blauen Kugeln, entnommen, und X bzw. Y sei die Zahl der
roten bzw. weifsen Kugeln in der Stichprobe.

Die gemeinsame Verteilung von X, Y (und Z = 3 — X —Y) ist eine Trinomialverteilung,
M(” = 37p17p27p3) WObei:

3 4

5
pl—ﬁu pQ_E’ p3—ﬁ

Die Randverteilungen von X, Y und Z sind Binomialverteilungen:

X ~ B<37p1)7 Y ~ B<37p2)7 Z ~ B<37p3)

Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist gegeben durch:

B 3/12 4121
Py =\1-3me\l1-412~ 6

5.6.2 Polyhypergeometrische Verteilung

Unter N (gleichartigen) Objekten gebe es A; Objekte der i—ten Art, i = 1,... k, wo-
bei Zle A; = N. Werden zuféllig n Objekte ohne Zuriicklegen gezogen und ist X;, i =
1,..., k, die Zahl der dabei erhaltenen Objekte der i—ten Art, so hat der stochastische Vek-
tor (X1, Xo, ..., X)) eine Polyhypergeometrische Verteilung H(N, Ay, As, ..., A, n)

mit der W-Funktion:
G )G
T T2 Tk .
N mit z; Ti=mn
n

Bem: Man beachte, dass es sich — entgegen der Schreibweise — wegen Zle T; = N nur um
eine (k — 1)-dimensionale Verteilung handelt.

p(ry,. .., 2x) =

Fiir & = 2 ergibt sich die (iibliche) Hypergeometrische Verteilung H(N, A;, Ay, n) =
H(N, A;,n). Man schreibt A; = A und Ay = N — A und die W-Funktion lautet (vgl.
4.1.6):
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A\ (N-A
_(x)(]x“”) fir x € {max{0,n+ A~ N},...,min{A,n}}

Randverteilungen: Die Randverteilungen der Polyhypergeometrischen Verteilung sind wie-
der Polyhypergeometrische Verteilungen. Insbesondere ergibt sich fiir (X, Xo, ..., Xi) ~
H(N, Al, AQ, ey Ak, TL)Z

Beweis: Ergibt sich aus der zu Beginn dieses Abschnitts gegebenen inhaltlichen Interpretation der Poly-
hypergeometrischen Verteilung.

Erwartungswert/Varianz: Wegen X; ~ H(N, A;,n) sind Erwartungswert und Varianz von
X; gegeben durch (vgl. 4.1.6):

A, A, .
E(X;)=n ﬁl, Var(X;) =n NZ (1 - —

Kovarianz/Korrelation: Fiir ¢ # j gilt:

=] =

o i Aj N —n . Az Aj
COV(X,‘,X]‘) =N N N_1’ PXiX; = _\/N— A, \/N_ Aj

Man beachte, dass die Grofen X; nicht unabhéingig sind und negativ korrelieren. (Bem:
Der Korrekturfaktor fiir endliche Grundgesamtheiten (N —n) /(N — 1) kiirzt sich im Aus-
druck fiir p heraus.)

Bsp 5.20 Erfolgen die Ziehungen in der Situation von Bsp 5.19 ohne Zuriicklegen, sind
X,Y und Z =3 — X — Y gemeinsam polyhypergeometrisch H(12, 3,4, 5, 3) verteilt. Der
Korrelationskoeffizient von X und Y ist gegeben durch:

_ \/ 3 \/ 4 _ 1
PY="V1r—3Vi2-4- /6

Man beachte, dass sich der gleiche Korrelationskoeffizient wie bei Ziehungen mit Zuriick-
legen ergibt. Das zeigt sich auch daran, dass man px,x; fiir die Polyhypergeometrische
Verteilung auch wie folgt schreiben kann:
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B AN A;/N
PR =\ 1= AN\ 1- 4,/N

Setzt man p; = A;/N und p; = A;/N, entspricht der obige Ausdruck dem Korrelations-
koeffizienten fiir die Multinomialverteilung. [ |

5.6.3 Multivariate Normalverteilung

Neben der (univariaten) Normalverteilung (vgl. 4.2.4) ist auch ihre multivariate Verall-
gemeinerung von zentraler Bedeutung in Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. (Bem:
Beispielsweise basiert die klassische Regressionsanalyse auf der multivariaten Normalver-
teilung.)

Ein stochastischer Vektor X = (X1, X5, ..., X,) hat eine (n-dimensionale) multivariate
Normalverteilung, X ~ N, (u, ¥), wenn seine Dichte gegeben ist durch:

1
709 = Gy

1 / /
exp =5 (x—p) B (x—p)| i x= (21,2, 20) ERT

Dabei ist g = (11, fta, - - ., fin)  €in Vektor aus R™ und 3 ist eine symmetrische und positiv
definite (n x n)-Matrix.

Im Spezialfall g = 0 und ¥ = I,, (= n-dimensionale Einheitsmatrix) spricht man von
einer (n-dimensionalen) Standardnormalverteilung. Wegen |I,| = 1 und I,' =T, ist
die Dichte von Z ~ N,(0,1,)% gegeben durch:

/

1 1 . n
f(z) = )T exp <—§ZZ) fir z=1(z1,22,...,2,) €R

Erwartungswert /Varianz—Kovarianzmatrix: Fiir X = (X1, Xs,..., X)) ~ N, (u, 2) gilt:

—U% O12 ** Oip |
1
2 021 U% o O2n
EX)=p=1| " |, Cov(X) =X =
fin | 0w On2 o 02|

Mit i = E(XZ), 022 = Var(XZ) und Oij = COV(XZ,X]) (: U]Z) fir Z,j = 1, 2, o, .

5|%| bezeichnet die Determinante und X~ die Inverse von X.
6Ublicherweise bezeichnet man einen standardnormalverteilten sV mit Z.
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Die folgenden (ohne Beweis angegebenen) Behauptungen unterstreichen die Bedeutung
der multivariaten Normalverteilung.

Affine Transformationen: X habe eine N,,(pu, ¥)—Verteilung und Y = AX + b, mit A eine
(m x n)-Matrix und b € R™, sei eine affine Transformation von X. Dann gilt:

Y ~ N, (Ap+b,ATA")

Randverteilungen: Speziell folgt aus der obigen Behauptung, dass die Randverteilungen
einer multivariaten Normalverteilung wieder multivariate Normalverteilungen sind. Sei
beispielsweise X; der Untervektor der ersten m Elemente von X und Xy der Untervektor
der restlichen n — m Elemente:
X4
X =
Xo

Partitioniert man g und ¥ auf die gleiche Weise:

ZJ11 212
ZJ21 222

Hq
1 25)

l’l':

)

so gilt:
Xy ~ Nm(l"’hzll) und Xy ~ anm(l-ll27222>

Bem: X1, (y,) ist die Varianz Kovarianzmatrix von X; (X;) und 215 (= 35,) umfasst
alle (paarweisen) Kovarianzen der Komponenten von X; und Xs.

Bsp 5.21 [Bivariate Normalverteilung] In diesem und im folgenden Beispiel spezialisieren wir
die allgemeinen Uberlegungen auf den Fall n = 2, d. h. auf die bivariate Normalvertei-
lung. Schreibt man — wie iiblich — (X, Y) statt (X, X»), so gilt fiir (X,Y) ~ Nao(, 3):

o % 012
0921 O'%
Dabei ist p; (0%) der Mittelwert (die Varianz) von X, uy (03) ist der Mittelwert (die
Varianz) von Y und 015 = 093 = Cov(X,Y) ist die Kovarianz von X und Y. Es gilt
019 = poi0s, wobei p der Korrelationskoeffizient von X und Y ist. Allgemein gilt p? < 1,

im Folgenden nehmen wir aber an, dass p*> < 1. In letzterem Fall ist 3 invertierbar (und
positiv definit), und es gilt:

l’l':
M2

Ml]
: 3=
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Abbildung 5.7: Bivariate Standardnormaldichte

Bl =oioy(1-p%), T =

1 O'% —pP0102
)

2
— PO103 07

Substituiert man diese Ausdriicke in der allgemeinen Formel fiir die multivariate Normal-
dichte, so bekommt man die Dichte der bivariaten Normalverteilung;:

A :
— exp< 2) fir (z,y) eR

wobei:

1 v 2 B B B 2
q= Hi) 2 = Y — Mo I Y — M2
1— p2 01 01 09 09

Man schreibt im bivariaten Fall auch (X,Y") ~ Na(uy, p2, 03, 03, p). Vgl. Abb 5.7 fiir eine
grafische Darstellung der bivariaten Standardnormaldichte, d.h. von Ny(0,0,1,1,0).
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Die Randverteilungen sind gegeben durch X ~ N(juy,0?) und Y ~ N(us,02). (Bem: Man
beachte, dass die Randverteilungen nicht von p abhéngen.)

Die Héhenschichtlinien der bivariaten Normaldichte sind Ellipsen. (Bem: Fiir 07 = 09
und p = 0 handelt es sich um Kreise.) Abb 5.8 zeigt einige Contourplots der Normaldichte
fiir verschiedene Werte von oy, o5 und p. (In allen Fallen ist p; = pp = 0.)

Allgemein gilt, dass zwei unabhéngige sGn X und Y auch unkorreliert sind (vgl. 5.3).
Im Falle (X,Y) ~ Ng gilt auch die Umkehrung: Aus der Unkorreliertheit folgt die
Unabhéngigkeit. Fiir p = 0 ldsst sich f(z,y) ndmlich wie folgt schreiben:

flz,y) = 27?010'2 exp {_% <$ ;1;“) + <?/ ;QMQ) ] }

2 2
e[ (Y] e[ ()
o1 V2T 2 01 o9V 21 2 02

= filz) x foly) fir (z,y) € R?

Da sich die gemeinsame Dichte als Produkt der beiden Randdichten darstellen lésst, folgt
die Unabhéngigkeit von X und Y. |

In Bsp 5.21 wurde gezeigt, dass fiir (X,Y) ~ Ng aus pxy = 0 auch die Unabhéngigkeit von
X und Y folgt. (Bem: Die Bedingung, dass X und Y gemeinsam normalverteilt sind, ist
hier wesentlich; es gentigt nicht, dass X und Y jeweils fiir sich normalverteilt sind.) Letz-
teres gilt allgemeiner; dazu legen wir wieder die fiir die Randverteilungen vorgenommene

Partitionierung X = [Xll X;}l zugrunde.

Unabhéangigkeit/Unkorreliertheit: Fir X ~ N,(u, X) gilt, dass X; und X, genau dann
unabhéngig sind, wenn X5 = O (d. h., wenn alle paarweisen Kovarianzen/Korrelationen
zwischen den Komponenten von X; und Xs gleich Null sind).

Nicht nur die Randverteilungen einer multivariaten Normalverteilung sind selbst wieder
multivariate Normalverteilungen, auch die bedingten Verteilungen.

Bedingte Verteilungen: Legt man wieder die Partitionierung X = [Xll X;]/ zugrunde, so
gilt fiir X ~ N, (p, X):

Xl’X2 = x5 ~ Ny (py + $1o%5 (%2 — o), Ty — E1222_21221)
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Abbildung 5.8: Contourplots von bivariaten Normaldichten

(Olv 02, p) = (1’ 2, 0) (011 Oy, p) = (1’ 2, 0-5)
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Bsp 5.22 [Bivariate Normalverteilung] Spezialisiert auf den Fall n = 2 bedeutet die obige
Aussage iiber die bedingten Verteilungen, dass:

o
VIX =0~ N (0 2 (o= ), 30— )
1
D.h., der durch X = x bedingte Erwartungswert von Y ist eine Gerade:
02
E(Y|z) = p2 + ,00—1 (@ — )

Diese Gerade nennt man auch die Regressionsgerade von Y auf X. Analog gilt fiir die
durch Y = y bedingte Verteilung von X:
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Abbildung 5.9: Regressionsgeraden (,,Regressionsschere)

E(X[Y=y)

E(Y|X=x)

g
XY=y ~N (uﬁpa—;(y—m), 0?(1—,02)>

Die Regressionsgerade von X auf Y ist gegeben durch:

o
E(le)zuﬁpa—;(y—uz)

Die beiden Regressionsgeraden (,Regressionsschere) schneiden sich im Punkt (uq, p2).
Vgl. Abb 5.9 fiir eine grafische Veranschaulichung fiir den Fall yu; = pus = 0, 07 = 1,
09 = 1.5 und p = 0.7. (Bem: Die Schere klappt zusammen, wenn |p| = 1; sie hat maximale
Offnung (d. h. rechtwinkelig), wenn p = 0. In letzterem Fall verlaufen die Regressionsge-
raden parallel zu den Koordinatenachsen.) Fiir den Tangens des Offnungswinkels 6 gilt:

o109 1 — ,02

tanf =
o405 p
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Aufgaben

5.1 Der Merkmalraum des stochastischen Vektors (X,Y) sei R% Betrachten Sie die
folgenden Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten:
Ay ={(z,y) |z <0,y <4}, P(A3)=3/8

Ay ={(z,y) |z <0,y <1}, P(A)=2/8

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit von A; = {(z,y)|0 <z < 2,1 <y < 4},

5.2 Die gemeinsame W-Funktion von X und Y sei gegeben wie folgt:

p(1,1)=1/8, p(1,2)=1/4
p(2,1) =1/8, p(2,2)=1/2
(a) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X und Y.

(b) Bestimmen Sie die durch Y =i, i = 1,2, bedingte Verteilung von X.
(c) Berechnen Sie P(XY <3), P(X+Y >2), P(X/Y >1).

5.3 Drei Kugeln werden zuféllig und ohne Zuriicklegen aus einem Behélter, bestehend
aus 3 roten, 4 weifsen und 5 blauen Kugeln, entnommen. X bzw. Y sei die Zahl der
roten bzw. weifsen Kugeln in der Stichprobe. Bestimmen Sie:

(a) die gemeinsame Verteilung (2-dimensionale Tabelle) von X und Y.

(b) die Randverteilungen von X und Y.

Wiederholen Sie (a) und (b) fiir Ziehungen mit Zuriicklegen.

5.4 Die gemeinsame W-Funktion von X, Y und Z sei gegeben wie folgt:

p(1,2,3) =p(2,1,1) =p(2,2,1) = p(2,3,2) = 1/4

Berechnen Sie (a) E(XY Z) und (b) E(XY + XZ 4+ Y Z).

5.5 Die gemeinsame Dichte von X und Y sei gegeben durch:

LY

2) fir 0<z<l1l, O0<y<?2

flz,y) = g (932 +
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(a) Bestétigen Sie, dass es sich um eine Dichtefunktion handelt und geben Sie eine
grafische Darstellung.

(b) Bestimmen Sie die Randdichten von X und Y.
(c) Berechnen Sie P(X >Y).
(d) Bestimmen Sie E(X) und E(Y).

5.6 Bestimmen Sie fiir Bsp 5.1:

(a) die Kovarianz von X; und Xs.

(b) den Korrelationskoeffizienten von X; und Xs.

5.7 Bestimmen Sie fiir Bsp 5.11:

(a) die Kovarianz von X (= X;) und Y (= X»).
(b) den Korrelationskoeffizienten von X und Y.
(c) die Dichten von X|Y =y und Y|X = .
(d) E(X|y) und E(Y|z).

5.8 Ein Punkt (X,Y') wird zuféllig im Einheitskreis um den Nullpunkt gewéhlt.

a) Wie lautet die gemeinsame Dichte von (X,Y) 7
b) Bestimmen Sie die Randdichten von X und Y.
c) Sind X und Y unabhéngig?

)

d) Zeigen Sie, dass die Kovarianz (und daher auch der Korrelationskoeffizient) von
X und Y gleich Null ist.

() D = VX2+Y? sei der Abstand des Punktes (X,Y) von (0,0). Bestimmen
Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von D und berechnen Sie E(D).
(Hinweis: Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion mit Hilfe einer geometrischen
Uberlegung.)

(
(
(
(

5.9 Angenommen, A macht sich zwischen 8:00 und 8:30 auf den Weg ins Biiro und
benotigt dazu zwischen 40 und 50 Minuten. X sei der Zeitpunkt des Aufbruchs und
Y die benétigte Zeitspanne. Wenn diese sGn unabhéngig und uniform verteilt sind,
bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass A vor 9:00 im Biiro eintrifft.

5.10 Der Input eines Programms sei eine sG X mit Dichte fx(z) = e *I(g,«)(2) (d. h. eine
Exp(1)-Verteilung). Bedingt durch X = x sei die Ausfithrungszeit des Programms
eine exponentialverteilte sG mit Mittelwert 1/x. Bestimmen Sie die Dichte der Aus-
fithrungszeit Y des Programms. (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die gemeinsame
Dichte von (X,Y’) und anschliefend die Randdichte von Y'.)

5.11 Die Kantenlédngen X, Y, Z eines Quaders seien unabhéngige U(0, 1) verteilte sGn.
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz des Volumens V = XY Z.
(Hinweis: Nehmen Sie fiir die Varianzberechnung den Verschiebungssatz.)
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5.12

5.13

5.14

5.15

Die gemeinsame Dichte von X und Y sei gegeben durch:

Ce @) 0<ax<oo0, 0<y< oo

x,y) =
fle.) { 0 sonst

(a) Bestimmen Sie die Konstante C' und stellen Sie die Dichte grafisch dar.
(b) Bestimmen Sie die Randdichten von X und Y.

(c) Sind X und Y unabhéngig?

(d) Bestimmen Sie E(Y|z) und E(X|y).

(e)

e) Bestimmen Sie die Dichte von Z = X/Y. (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die
Verteilungsfunktion von Z.)

Ein Seriensystem bestehe aus drei Komponenten mit unabhéngigen exponentialver-
teilten Lebensdauern mit den Mittelwerten 100, 200 bzw. 300 Stunden. Bestimmen
Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Lebensdauer des Systems sowie den
Mittelwert und die Streuung.

Die logische Struktur eines Systems sei gegeben wie folgt:

— K1 Ky

K3

Die Lebensdauern der Komponenten seien unabhéngig und identisch verteilt mit
Dichte f(z) = e "I (g0)(x). Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte
der Lebensdauer des Systems sowie den Mittelwert.

Fiir die Komponenten des folgenden Systems gelte: Die Lebensdauern der Kompo-
nenten der ersten Parallelgruppe sind exponentialverteilt mit Mittelwert 1000 Stun-
den, die der zweiten Parallelgruppe sind exponentialverteilt mit Mittelwert 3000
Stunden, und die Lebensdauer der letzten Serienkomponente ist exponentialverteilt
mit Mittelwert 5000 Stunden. Alle Lebensdauern seien unabhéngig.

K2l
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5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

Aufgaben

(a) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion der Lebensdauer
des Systems.

(b) Simulieren Sie die Systemlebensdauer mehrere tausend Mal und stellen Sie das
Ergebnis in Form eines (Dichte—) Histogramms dar.

Hinweis: Fine simulierte Lebensdauer fiir beispielsweise die erste Parallelgruppe
lasst sich mittels max(rexp(3, rate=1/1000)) erzeugen. Nehmen Sie eine for

Schleife.

Der stochastische Vektor X = (X1, X5, X3)' sei normalverteilt N5(0, ), wobei:

>

— N W
— N DN
LW = =

Bestimmen Sie (a) die Verteilung von Y = X; — 2X5 + X3 und berechnen Sie (b)
P(Y? > 15.36).

In einem (amerikanischen) Lehrbuch findet sich die folgende Aufgabe: Angenommen,
der Korrelationskoeffizient zwischen der Képergrofe des Mannes (X) und der Frau
(Y') von verheirateten Paaren betragt 0.70, und die mittlere Kérpergrofse des Mannes
betragt 5 ft. 10 in. mit der Standardabweichung 2 in., und die mittlere Kérpergrofse
der Frau betriagt 5 ft. 4 in. mit der Standardabweichung 1% in. Wenn man von einer
bivariaten Normalverteilung ausgeht:

(a) Wie lautet die gemeinsame Verteilung der Korpergrofen in der Einheit cm?
(Hinweis: 1 ft. = 12 in. = 30.48 cm, 1 in. = 2.54 c¢m)

(b) Welche Grofe wiirden Sie fiir die Frau prognostizieren, wenn der Mann 6 ft.
grof ist? (Hinweis: Betrachten Sie E(Y|z).)

(c) Bestimmen und zeichnen Sie die beiden Regressionsgeraden. (Wie sind diese
Geraden zu interpretieren?)

X und Y seien bivariat normalverteilt mit den Parametern py = 5, pp = 10, 07 =1,
o5 =25und p > 0. Wenn P(4 <Y < 16| X = 5) = 0.954, bestimmen Sie p.

Mit Hilfe der (eigenen) Funktion biv.rnorm() lassen sich bivariat normalverteil-
te Beobachtungen simulieren. Erzeugen Sie mit dieser Funktion n = 500 Beob-
achtungen einer (a) N2(0,0,1,1,0), einer (b) N2(100,200,25,36,0.8) und einer (c)
N2(100, 200, 25, 36, —0.6) Verteilung und und stellen Sie die Ergebnisse mittels Scat-
terplot (vgl. 1.9.1) grafisch dar. Verwenden Sie fiir eine erweiterte grafische Darstel-
lung auch die Funktionen scatter.with.hist() und scatter.with.box() (vgl.
den R-Code zu Kapitel 5).

Erzeugen Sie n = 500 Beobachtungen des (3—dim.) normalverteilten stochastischen
Vektors X = (X1, Xy, X3)" von Aufgabe 5.16 und stellen Sie das Ergebnis grafisch
dar. (Hinweis: Nehmen Sie fiir die Simulation die Funktion mvrnorm() aus dem
Package MASS, und fiir die grafische Darstellung pairs().)



6 Folgen von stochastischen Groflen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen von (unabhéngigen) stochastischen Grofsen,
X1, Xo, ..., X, und speziell die wichtige Klasse der linearen Funktionen, d.h. Funk-
tionen der Form T = )"  a;X;, etwas genauer. Dabel untersuchen wir nicht nur die
Eigenschaften dieser Funktionen fiir festes n (d.h. Erwartungswert, Varianz, Verteilung),
sondern auch das Konvergenzverhalten fiir n — oo. Da es sich dabei aber um sto-
chastische Folgen handelt, sind die aus der Analysis bekannten Konvergenzbegriffe ent-
sprechend zu adaptieren bzw. zu erweitern.

6.1 Lineare Funktionen

Fiir stochastische Grofen X7, X, ..., X, und (reelle) Konstanten aq, as, . . ., a, nennt man
eine Funktion der Form:

T = i aiXi
i=1

eine lineare Funktion (oder eine Linearkombination) von X, X5, ..., X,,.

Bem: Im Folgenden wird generell vorausgesetzt, daf alle betrachteten Erwartungswerte,
Varianzen und Kovarianzen existieren und endlich sind.

Behauptung 1: Sei T'= """ | a;X; eine lineare Funktion von Xi, Xs,..., X, dann gilt:

E(T) = Z a;E(X;)

Beweis: Ergibt sich unmittelbar aus der Linearitdt des Erwartungswerts.

Um die Varianz einer linearen Funktion zu bestimmen, betrachten wir zunéchst ein all-
gemeines Resultat iiber die Kovarianz von zwei Linearkombinationen.

Behauptung 2: Fiir 7' = > 77" | @, X; und W = 377" | b;Y; gilt:
Cov(T, W) = Z Z a;b;Cov(X;,Y;)
i=1 j=1

Beweis: Nach Definition der Kovarianz von stochastischen Groften (vgl. 5.2) gilt:

227



228 6 FOLGEN VON STOCHASTISCHEN GROSSEN

Cov(T,W) =E Zi (a:iXi — a;B(X;)) (b;Y; — bE(Y;))

= 30 e B[, B0) 3 05)

=Cov(X,,Y;)

In der zweiten Gleichung wird Behauptung 1 verwendet.
Um die Varianz von T' zu bestimmen, setzen wir in Behauptung 2 einfach W = T.
Folgerung 1. Fiir 7' = Y7 | ;X; gilt:
Var(T) = Cov(T,T) Za Var(X;) + QZaiajCov(Xi,Xj)
i<j

Sind X7, Xs, ..., X, unabhéngig, so gilt Cov(X;, X;) = 0 fir ¢ # j. Das fiihrt uns zur
zweiten Folgerung.

Folgerung 2: Sind X3, X5, ..., X, unabhéngig, so gilt:
Var(T) = Z a? Var(X;)
i=1

Bem: Fiir die Giiltigkeit von Folgerung 2 gentigt die (paarweise) Unkorreliertheit von X;
und X fiir alle ¢ # j.

Bsp 6.1 [Stichprobenmittelwert] Ist X7, X5, ..., X, eine iid—Folge von stochastischen Gro-
fen (d. h. eine ,Stichprobe*; vgl. 7.1) mit dem Mittelwert p und der Varianz o2, so nennt
man die folgende lineare Funktion:

3

n

X; = 1 Z X;
=1

S|
3

=1

den Stichprobenmittelwert von X;, X5, ..., X,,. Nach Behauptung 1 gilt:

1 & n
:—g E(X;)=—=u
nz‘:l\’_/ n
=n

Nach Folgerung 2 gilt:
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no? o2
2

— 1 &
Var(X,) = — g Var(X;) = -
=1

Fiir wachsendes n strebt die Varianz von X,, gegen Null. Da der Mittelwert aber konstant
bleibt, hat es den Anschein, dass die Verteilung von X, fiir n — oo gegen 1 konvergiert.
Diese Form der ,Konvergenz* wird spéater noch ausfiihrlicher diskutiert. [ |

Bsp 6.2 [Matchingproblem] Wir betrachten noch einmal das Matchingproblem (Bsp 3 von
2.16). Eine interessante Frage betrifft die zu erwartende Anzahl von Ubereinstimmungen
bei zwei zufélligen Permutationen von 1,2, ..., N. Dazu definieren wir Indikatorvaria-
blen fiir die Ubereinstimmung an der i-ten Position:

{ 1 Ubereinstimmung an der i-ten Position

0 sonst

Da die Permutationen ganz zuféllig erfolgen, gilt:

N —-1)! 1 N -1

1
N

Nach Behauptung 1 gilt fiir die Zahl X = Zf\il X; der Ubereinstimmungen:

H%@zE(E}&)zE:MXQZ%zl

Man kann also — unabhéngig von N — genau eine Ubereinstimmung erwarten.

Varianz von X: Die Berechnung der Varianz von X wird dadurch erschwert, dass die X;
nicht unabhéangig sind. Zunéachst gilt:

1 N-1 N-1

Var(Xi):N N = e

Fiir die paarweisen Kovarianzen gilt nach dem Verschiebungssatz:
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i<j: Cov(X;X;)=EXX;) —EX;)E(X),)

Nun gilt X;X; =1 (gleich 0 sonst) genau dann, wenn es an der i-ten und j-ten Position
eine Ubereinstimmung gibt:

P(X,X;=1)= & _.2)! S —  E(XX;) = m

1 1) 1
= Cov(X;, Xj) = m N (N) - m

Nach Folgerung 1 gilt:

Var(X) =) Var(X;) +2)  Cov(X;, X))

1<j
N(N—1) N(N—1)
- N? N2(N —1)
_N-1 1
N N

Wir bekommen also das bemerkenswerte Resultat, dass — unabhéngig von N — nicht nur
der Erwartungswert sondern auch die Varianz der Anzahl der Uberstimmungen bei zwei
zufalligen Permutationen exakt gleich 1 ist. |

6.2 Faltung

Mochte man die Verteilung von X + Y aus den Verteilungen von zwei unabhéngigen sGn
X und Y bestimmen, spricht man von Faltung.! (Bem: Der Name bezieht sich auf den
geometrischen Aspekt der Art und Weise, wie die Verteilung von X +Y bestimmt wird.?)

6.2.1 Diskrete Faltung

X und Y seien zwei ua. diskret verteilte sGn mit den W—Funktionen px bzw. py. Das
Ereignis {X 4+ Y = a} ldsst sich als Vereinigung von disjunkten Ereignissen darstellen:

(X+Y=at= |J {(X=2Y=y}

(z,y): z+y=a

Lengl. convolution
2Vgl. WIKIPEDIA fiir animierte Grafiken.
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Aus der Additivitdat der W—Verteilung folgt:
pxev(@) =P(X+Y =a)= » PX=zY=y)
(z,y): vt+y=a

Als Folge der vorausgesetzten Unabhéngigkeit von X und Y gilt:

P(X=1z,Y =y)=PX =z)PY =y) =px(z)py(y)
Bezeichnet My, My bzw. Mx.y den Merkmalraum von X, Y bzw. X + Y, so ist die
W-Funktion von X + Y gegeben durch:
pxiv(a) = Y px(@pyla—z)= > pxla—y)py(y) fir a€ My,
reMx yeMy

Die obigen Summendarstellungen fiir py.y nennt man auch das Faltprodukt von px
und py und man schreibt:

Px+y = Px * Py = Py * Px

Bsp 6.3 Als Beispiel fiir eine diskrete Faltung bestimmen wir die Verteilung der Summe
von zwei ua. poissonverteilten sGn X ~ P(A;) und Y ~ P(\;). Das Faltprodukt von:

)\1‘ e—)\l )\y €—>\2
= , T €N und py(y) = 2 , Yy €Ny

px(z) y!

z!

ist gegeben durch:

a _ — —
Ale A Ay e A2

pror(@) = 2 T )
=0 ’ )

SRR
— z!(a — z)!
—(M1+A2) @ !
e al e
Tl Zx!(a—x)!)\1>\2
0

r=
[ 4

P
=(A1+A2)®

AL+ g% e~ (Mitr2)
e ( ! 2)a| 5 a E NO

D.h., X +Y hat wieder eine Poissonverteilung mit Mittelwert Ay + Ao. [
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6.2.2 Stetige Faltung

X und Y seien zwei unabhéngige, stetig verteilte sGn mit den Dichten fx bzw. fy.
Zunéchst bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X + Y

Feov(e) = POXC+Y <) = [ [ fx(@)fv(o) dody

z+y<a

oo a—y

- / / P () fr () dady

—00 —00

e} a

- / fx()dz| fr(y) dy

— [ Fxta= vy
Durch Ableiten bekommt man die Dichte:
d o0
fxiv(a) = Ta Fx(a—y)fy(y)dy

o

:/%[Fx(a—y)} fr(y) dy

— [ txta— )t dy
Aus Symmetriegriinden gilt auch:

Frov(a) = / fx(@) fy(a— ) de

Die letzteren beiden Integraldarstellungen fiir fx,y nennt man auch das Faltprodukt
von fx und fy und man schreibt:

Ixiy = fx* fy = fy * fx
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Bsp 6.4 Als Beispiel bestimmen wir die Verteilung der Summe von zwei ua. stetig uniform
verteilten sGn X ~ U(0,1) und Y ~ U(0, 1). Das Faltprodukt von:

fx (@) = L) () und () = Lo (y)
ist gegeben durch:

[e.e]

fxiv(a) = / Loy(a—y) Loy (y)dy fir ac(0,2)

—00

Der Integrand ist genau dann gleich Eins (sonst gleich Null), wenn:
{O<a—y<1 und O<y<1} = {a—1<y<a und O<y<1}

Die zweite Form der Bedingung legt die folgende Fallunterscheidung nahe:

a

(1) 0<a<1: fX+y(a):/dy:a

(2) 1<a<2: fX+y(a):/dy:2—a

Zusammenfassung:
a O<a<l
fxiy(@)=¢ 2—a 1<a<2
0 sonst
Abb 6.1 ist eine grafische Darstelllung der Faltung von X und Y. [ |

6.2.3 Additionstheoreme

Die Faltung léasst sich unschwer von zwei auf mehrere stochastische Gréfen erweitern. Im
Folgenden ein Uberblick iiber die wichtigsten derartigen Additionstheoreme. Man be-
achte, dass vielfach bestimmte Einschrankungen notwendig sind, und dass in allen Féllen
die Groken X, Xo, ..., X,, als unabhéngig vorausgesetzt werden.
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Abbildung 6.1: Faltprodukt U(0,1) % U(0, 1)
= <
X y
2 7
%
=g
a
(1) Bernoulli-Verteilung:
X; ~A(p), i=1,2,...,n, ua. ZXZ-NB(n,p)
i=1
(2) Binomialverteilung:
X; ~B(n;,p), i=1,2,...,n, ua ZXi~B<Zni,p>
i=1 i=1
(3) Poissonverteilung:
X, ~P(N), i=1,2,...,n, ua. ZXZ~P<Z)\Z>
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(4)

6.3

Geometrische Verteilung:

X;~G(p), i=1,2,...,r, uva. — ZXiNNB(T,p)

i=1

Exponentialverteilung:

X; ~Exp(A\), i=1,2,...,n, uva. = ZXi ~ Gam(n, \)

i=1

Bem: Eine Gammaverteilung Gam(a, A), deren Formparameter a aus N ist, nennt
man auch eine Erlang—Verteilung® und schreibt Er(n, \) (= Gam(n, \)).

Gammaverteilung:

X; ~ Gam(a;, A), i =1,2,...,n, ua. — ZXi ~ Gam (Zai,)\>
i=1 i=1

Chiquadratverteilung:

Xi~x*(ny), i=1,2,...,n, ua. = ZXi ~ x> (an>
i=1 i=1

Normalverteilung:

X; ~N(pi,0), i=1,2,...,n, ua. = iXi ~ N (im,iaf)
i=1 =1 =1

Mit Konstanten ay,as, ..., a, gilt etwas allgemeiner:

X; ~N(ug,02), i=1,2,...,n, ua. = zn:aiXi ~ N (i ai,ui,zn:a?cr?>
i=1 i=1 i=1

Konvergenz

In diesem Abschnitt erweitern wir den aus der Analysis bekannten Konvergenzbegiff auf
Folgen von stochastischen Groéfsen und formulieren zwei klassische Theoreme der Wahr-
scheinlichkeitstheorie: das Gesetz der grofien Zahlen und den Zentralen Grenzver-
teilungssatz. Fiir beide Theoreme gibt es mehrere Versionen mit unterschiedlich starken
Voraussetzungen. Wir betrachten jeweils nur die einfachste Version.

3AGNER KRARUP ERLANG (1878-1929), dénischer Mathematiker und Ingenieur; Beitrige zur War-
teschlangentheorie (Erlang-C-Formel).
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6.3.1 Ungleichungen

Die folgenden (klassischen) Ungleichungen sind nicht nur fiir sich von Interesse, sondern
spielen auch eine grofe Rolle beim Beweis von Konvergenzaussagen.

Markow'sche Ungleichung:* X sei eine nichtnegative sG (d.h. X > 0), deren Erwartungs-
wert E(X) existiert. Dann gilt fiir a > 0:

E(X)

P(X >a) <

Beweis: Wir betrachten nur den stetigen Fall:

Allgemeinere Form der Markow'schen Ungleichung: w(X) sei eine nichtnegative Funktion
der sG X (d.h., u(X) > 0). Existiert E[u(X)], dann gilt fiir a > 0:

E[u(X)]

P(u(X)>a) < -

Tschebyschew’'sche Ungleichung:® Ist X eine sG mit Mittelwert x4 und Varianz o2, dann
gilt fiir £ > 0:

[\

P(X—ul > k) <55

4 ANDREI ANDREJEWITSCH MARKOW (1856-1922), russ. Mathematiker (bedeutende Beitriige zur
Wahrscheinlichkeitstheorie und Analysis).

SPAFNUTI LWOWITSCH TSCHEBYSCHEW (richtiger: TSCHEBYSCHOW; 1821-1894), russ. Mathematiker
(bedeutende Beitrage zu mehreren Gebieten der Mathematik und Physik).
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Beweis: Da (X — u1)? eine nichtnegative sG ist, lisst sich die Markow’sche Ungleichung anwenden:

Da (X — u)? > k? genau dann, wenn | X — p| > k, kann die obige Ungleichung auch wie folgt geschrieben
werden:

E[(X —p)?] o2
P(|X_N|Zk)§T—ﬁ

Das war zu zeigen.

Aquivalente Formen der Tschebyschew'schen Ungleichung:

P(|X — p| > ko) <% oder  P(|X —pu| < ko) 21—%

Bsp 6.5 Angenommen, die Zahl der in einer Fabrik wéhrend einer Woche produzierten
Einheiten ist eine sG mit Mittelwert 500. Was lasst sich {iber die Wahrscheinlichkeit
sagen, mit der die Wochenproduktion zumindest 1000 Einheiten betrdagt? Diese Frage
lasst sich mit der Markow’schen Ungleichung beantworten:

E 1
P(X > 1000) < X) _ 500 1
1000 1000 2

Wenn bekannt ist, dass die Streuung der wochentlichen Produktionszahlen gleich 10 ist,
was lasst sich iiber die Wahrscheinlichkeit sagen, mit der die wochentliche Produktion
zwischen 400 und 600 Einheiten liegt? Diese Frage lasst sich mit der Tschebyschew’schen
Ungleichung beantworten:

o2 100 1
P(|X — 500 > 100) < - _
( > 100) < (100)2 ~ (100)2 100

Somit:

199
P(IX — 100) > 1— — =2
(1 = 500 < 100) 2 1 = 755 = 755

D. h., die Wahrscheinlichkeit, mit der die wochentliche Produktion zwischen 400 und 600
Einheiten liegt, betragt mindestens 0.99. |

Bsp 6.6 X sei eine diskrete sG mit dem Merkmalraum M = {—1,0,1} und der W-
Funktion:
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In diesem Fall gilt:

Fiir £ = 2 gilt:

2 1
P(IX = pl = ko) = P(X]| > 1) = 2 = ¢

Andererseits gilt nach der Tschebyschew’schen Ungleichung:

1

1
P(X — il = ko) < 5 -
D.h., P(|X — ul > k:cr) erreicht hier die obere Grenze der Ungleichung. Dieses Beispiel
zeigt, dass die Tschebyschew’sche Ungleichung scharf ist, d.h., ohne zusétzliche Voraus-
setzungen nicht verbessert (,verschérft) werden kann. |

6.3.2 Gesetz der groRen Zahlen

Die Vorstellung, dass sich eine Folge von stochastischen Grofen einer anderen stochasti-
schen Grofe ,nahert”, lasst sich wie folgt formalisieren.

Stochastische Konvergenz: {X,,} sei eine Folge von stochastischen Grofen und X sei eine
andere stochastische Grofe. Dann konvergiert X,, stochastisch (oder in der Wahr-
scheinlichkeit®) gegen X, wenn fiir alle € > 0:

lim P(|X, —X|>¢) =0

n—oo

Oder dquivalent:

lim P(|X, — X|<¢) =1

n—0o0

Man schreibt in diesem Fall:

Sengl. convergence in probability
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Vielfach ist X eine Konstante, d.h., die W—Verteilung von X konzentriert sich in einem
Punkt a (d.h. px(a) = 1). In diesem Fall schreibt man:

X, — a

Behauptung: Angenommen, die Folge {X,} konvergiert in der Wahrscheinlichkeit gegen

eine Konstante a, d. h. X, L, 4. Dann gilt fiir eine an der Stelle a stetige Funktion g:
P
9(Xn) — g(a)

Die obige Behauptung hat viele niitzliche Anwendungen. Beispielsweise ergeben sich aus

X, L, a auch die folgenden Aussagen:

X2 L a2 1/X, £, 1/a (falls a#0),

Schwaches Gesetz der groRen Zahlen (schGGZ): {X,,} sei eine iid—Folge mit dem Mittelwert

p und der Varianz o2 < oco. Sei X,, = n~! >y X; der Stichprobenmittelwert der ersten
n Elemente der Folge. Dann gilt:

P
%/J/

<

n

Beweis: Von Bsp 6.1 wissen wir, dass:

0.2

E(X,)=p und Var(X,)=—
n

Nach der Tschebyschew’schen Ungleichung gilt fiir alle € > 0:

Das war zu zeigen.

Bemerkungen:

(a) Anschaulich besagt das schwache GGZ, dass fiir grofses n der Stichprobenmittelwert
X, mit hoher Wahrscheinlichkeit in der Ndhe von p liegt. (Aber wie nahe? Mit dieser
Frage beschéftigen wir uns im folgenden Abschnitt.)
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(b) Das erste GGZ (fiir Bernoulli-Gréfsen) wurde von JAKOB (I.) BERNOULLI formu-
liert und bewiesen (Ars Conjectandi, posthum 1713). Da aber die Tschebyschew’sche
Ungleichung zu seiner Zeit noch nicht bekannt war, beruht der Beweis auf einer Rei-
he von spitzfindigen Uberlegungen.

(c) Man kann im schwachen GGZ auf die Existenz der Varianz verzichten. In dieser
Form wurde es vom russ. Mathematiker A. J. CHINTSCHIN (auch: KHINTCHINE;
1894-1959) bewiesen.

(d) Es gibt auch ein starkes Gesetz der grofen Zahlen: Ist {X,,} eine iid-Folge mit dem
Mittelwert p, dann gilt:

P(limyn:u):l

n—oo

Diese Art der (stochastischen) Konvergenz nennt man fast sichere Konvergenz.

Bsp 6.7 Als Beispiel fiir das schwache GGZ betrachten wir eine diskrete sG X auf dem
Merkmalraum M = {0, 1,2, 3,4} mit der folgenden W—Funktion:

r 0 1 2 3 4
p(z)[0.1 02 03 035 005

Der Erwartungswert von X ist gegeben durch:

Da auch die Varianz von X existiert, besagt das schwache GGZ, dass:
X —lzn:x- L E(X) =205
n — n £ 7 — 4.

Vgl. Abb 6.2 fiir die grafische Darstellung einer simulierten Folge von Stichprobenmittel-
werten X, fiir n =1,2,...,10000. [ |

6.3.3 Zentraler Grenzverteilungssatz

Das schwache GGZ besagt, dass sich der Stichprobenmittelwert X, fiir wachsendes n
dem Erwartungswert p = E(X) néhert. Lasst sich etwas iiber die Giite dieser Ndherung
aussagen? Zur Beantwortung dieser Frage benotigen wir einen weiteren Konvergenzbegriff.
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Abbildung 6.2: Simulation zum schwachen GGZ

1 10 100 1000 10000

Konvergenz in der Verteilung: {X,,} sei eine Folge von stochastischen Grofen und X sei
eine andere stochastische Grofe. Sind Fx, und Fx die Verteilungsfunktionen von X,
bzw. X und ist C'(Fyx) die Menge aller Stetigkeitspunkte von Flx, so konvergiert X,, in
der Verteilung’ gegen X, wenn:

lim Fy, (x) = Fx(x) fiuralle ze€ C(Fx)

n—0o0

Man schreibt in diesem Fall:

X, — X

Behauptung:® Konvergiert X,, in der Wahrscheinlichkeit gegen X, so konvergiert X,, auch
in der Verteilung gegen X :

X, 2 Xx = x,2x

Tengl. convergence in distribution (oder in law)

8Gilt X, L., 4 fiir eine Konstante a, so gilt auch die Umkehrung, d. h. X, £, a.
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Bem: Die obige Behauptung besagt, dass die Konvergenz in der Verteilung schwécher als
die Konvergenz in der Wahrscheinlichkeit ist. Aus diesem Grund nennt man (in mathe-
matischen Texten) die Konvergenz in der Verteilung auch die schwache Konvergenz.

Zentraler Grenzverteilungssatz (ZGVS): {X,,} sei eine iid-Folge mit dem Mittelwert p und
der Varianz 02 < oo. Dann konvergieren die Grofen Y,,, definiert durch:

_Xo—p_ V(X —p)
o\/n o/\/n o

in der Verteilung gegen eine standardnormalverteilte stochastische Grofe Z ~ N(0, 1),
d.h., fiir n — oo gilt:

in‘ —np
_ =1

Y,

P(Y,<z) — ®(z) firale zeR

Historische Bemerkung: Die erste Version des ZGVS wurde vom franz. Mathematiker
ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754) fir A(p = 1/2)-Grofen bewiesen (1733) und spé-
ter von PIERRE-SIMON DE LAPLACE auf allgemeines p erweitert. Laplace bewies auch
den allgemeineren ZGVS in der obigen Form. (Sein Beweis hatte allerdings eine Liicke,
die erst vom russ. Mathematiker und Physiker A. M. LJAPUNOW (1857-1918) um 1902
geschlossen wurde.)

Bsp 6.8 Wenn 10 symmetrische Wiirfel geworfen werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegt dann die Augensumme zwischen 30 und 40 (inklusive)? Ist X; die geworfene Augen-
zahl des i—ten Wiirfels, ¢« = 1,2, ..., 10, so gilt:

62—1_§
12 12

E(X;) = ; und Var(X;) =

Nach dem ZGVS gilt fiir X = Zgl X;:

V/350/12 © /350/12 = \v/350/12

29.5 — X — 40.5 —
P(29.5§X§40,5):p<95 35 35 0.5 35)

Yy (L,
\/350/12

= 20(1.0184) — 1

= 0.6915
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Abbildung 6.3: Illustration zum ZGVS (Bsp 6.9)

n=1 n=15
o
o
o g
o
[ee}
O__
& b=
e [{e}
—~ — o 4
E . ¥ o
o o
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o o
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-] o 4
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o o
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e T T T T T e T T T T T
0 1 2 3 4 0 5 10 15 20
X X
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0.06
]

p(x)

0.04
|

p(x)

0.02
]

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.00
|

Bsp 6.9 Als Illustration des ZGVS fiir den diskreten Fall betrachten wir die W—Funktion
der Summe ) | X; von n iid-Groken X; mit dem Merkmalraum M = {0, 1,2, 3,4} und
der folgenden W-Funktion:

r |0 1 2 3 4
p(z) 025 0.5 0.1 02 03

Abb 6.3 zeigt das Ergebnis fiir n = 1,5, 10, 25. Die Ausgangsverteilung ist noch weit von
einer Normalverteilung entfernt, aber bereits fiir n = 5 ist die Form der Glockenkurve
deutlich erkennbar, und fiir héhere n—Werte ist mit freiem Auge kein Unterschied mehr
feststellbar. Das illustriert den durch den ZGVS ausgedriickten Sachverhalt, dass durch
wiederholte Faltung die Ausgangsverteilung quasi ,abgestreift” wird. [ |
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Abbildung 6.4: Illustration zum ZGVS (Bsp 6.10)

n=3 n=>5
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Bsp 6.10 Als Illustration des ZGVS fiir den stetigen Fall betrachten wir die Dichte der
standardisierten Summe Y,, von n iid-Grofen mit X; ~ Exp(1):

Abb 6.4 zeigt das Ergebnis fiir n = 3,5, 10, 50 auf Basis von jeweils N = 10000 simulierten
Werten fiir Y,,. Die dariiber gezeichneten Kurven entsprechen der Dichte ¢(z) der N(0, 1)-
Verteilung. Da die Ausgangsverteilung hier sehr schief ist (vgl. Abb 4.8(b)), braucht es
vergleichsweise grofe n—Werte, um ihren Einfluss auf die Faltung ,abzustreifen” (vgl. die
Schlussbemerkung zu Bsp 6.9). Selbst fiir n = 50 macht sich die Schiefe der Exp—Verteilung
noch bemerkbar. |
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6.3.4 Normalapproximation

Nach dem ZGVS lésst sich die Verteilung der Summe ) | X; von iid-Groken X; (diskret
oder stetig) mit Mittelwert x4 und Varianz o? fiir nicht zu kleines n in guter Ndherung wie
folgt durch eine Normalverteilung approximieren:

Z X; =~ N(nu,no?)

i=1

Im diskreten Fall, d.h., wenn die X; — und daher auch die Summe — diskrete sGn sind,
lasst sich die obige Approximation haufig auf einfache Weise verbessern.

Stetigkeitskorrektur: Die Approximation einer diskreten Verteilung durch eine stetige Ver-
teilung (insbesondere Normalverteilung) ldsst sich haufig durch die Stetigkeitskorrektur
verbessern. Ist X die diskrete und Y die stetige Grofe, und besteht der Merkmalraum von
X aus aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, lautet die Approximation unter Verwendung
der Stetigkeitskorrektur wie folgt:

1 1
P(angb)%P(a—§§Y§b+§)

D.h., am unteren Randpunkt von [a,b] wird 1/2 abgezogen, am oberen Rand addiert.
(Bem: Diese Korrektur wurde bereits in Bsp 6.8 verwendet.)

Normalapproximation der B(n, p)-Verteilung: Nach Additionstheorem (1) von 6.2.3 hat die
Summe X,, = Y ., X; von n unabhéngigen A(p)-Groken X; cine B(n,p)-Verteilung.
Unter Verwendung der Stetigkeitskorrektur gilt fir a < b (a,b € {0,1,...,n}):

Pla <X, <b) z®<w>_¢<w>

np(1 —p) np(l —p)

Approximation der Verteilungsfunktion von X,,:

P(X,<z) ~ ® (W)
np(1 —p)

Nach einer géngigen Regel ist die Approximation ausreichend gut, wenn np(1 — p) > 10.

Bsp 6.11 Angenommen, man méchte fir X ~ B(100,0.1) die Wahrscheinlichkeit von {5 <
X < 15} mit Hilfe der Normalapproximation X ~ N(np, np(1—p)) = N(10,9) berechnen.
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Abbildung 6.5: Normalapproximation der B(100, 0.1)-Verteilung
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Abb 6.5 zeigt die geometrischen Verhéltnisse. Die dick gezeichnete Linie ist die Dichte der
approximierenden Normalverteilung, der stérker schraffierte Bereich entspricht der Stetig-
keitskorrektur. Wie auch an den numerischen Werten erkennbar, wird durch die Korrektur
die Approximation deutlich verbessert. (Man beachte, dass hier die oben erwidhnte Regel
knapp nicht erfiillt ist.) [ |
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Normalapproximation der P(\)-Verteilung: Hat X eine P(\)—Verteilung, so gilt unter Ver-
wendung der Stetigkeitskorrektur fiir a < b (a,b € Ny):

Pasx <y~ o(T222) e (222

Approximation der Verteilungsfunktion von X:

P(X <)~ ® (%ﬁ)

Nach einer giangigen Regel ist die Approximation ausreichend gut, wenn A > 9.

Bsp 6.12 Angenommen, man mochte fir X ~ P(1000) den Wert von P(X < 950) mit
Hilfe der Normalapproximation X ~ N(X,A) = N(1000,1000) berechnen. Die exakte
Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch:

950
1000* —1000
P(X <950) =Y —————
x!
z=0

Die rechnerischen Schwierigkeiten mit diesem Ausdruck sind offensichtlich. (Bem: Die R—-
Funktion ppois() liefert einen Wert von 0.0578.) Die Wahrscheinlichkeit ldsst sich aber
wie folgt approximieren:

950.5 — 1000
P(X <950) = ¢ <—) = 0.0588
v/1000
Ohne Stetigkeitskorrektur ergibt sich:
950 — 1000
P(X <950) ~ ¢ <7) = 0.0569
1000
In diesem Fall sogar ein leicht besserer Wert (absolut und relativ). |

Aufgaben

6.1 Ein Hersteller von Cornflakes legt den Packungen Figuren aus einem aktuellen Film
bei. Insgesamt gibt es m verschiedene Figuren und jede Packung enthéalt mit gleicher
Wahrscheinlichkeit eine dieser Figuren. Natiirlich méchte man die komplette Serie
haben. Die erste Packung setzt den Beginn; die zweite Packung enthélt eine neue
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6.2

6.3

6.4

6.5

0.6

6.7

Aufgaben

Figur oder dieselbe wie in der ersten Packung, usf. Berechnen Sie den Erwartungs-
wert der Anzahl X, von verschiedenen Figuren, die Sie mit n Packungen bekommen.
Berechnen Sie E(X,,) konkret fiir m = 20 und n = 10, 20, 100.

Hinweis: Nummerieren Sie die verschiedenen Figuren mit 1,2,...,m und stellen Sie
X,, als Summe dar:

m 1 wenn (mindestens) eine i-Figur dabei ist
X, =YY, mit Y;=
p 0 sonst

X1, Xy, ..., X, seien identisch verteilte GroRen mit Mittelwert p und Varianz o2

Ermitteln Sie fir ihre Summe S,, = > | X; den Mittelwert E(S,,) und die Varianz
Var(S,,), wenn:

(a) die Grofen stochastisch unabhéngig sind.

(b) je zwei Grofen eine Korrelation von 0 < p < 1 aufweisen. (Was ergibt sich
speziell fir p=0und p=17)

Ein regelméfiger Tetraeder mit den Seiten 1, 2, 3,4 wird mehrfach geworfen. Wenn
X; die beim i-ten Wurf unten liegende Seite ist, bestimmen Sie die Verteilung von
(a) X; + X5 und von (b) X; + X5 + X3. Bestimmen Sie jeweils auch den Mittelwert
und die Varianz.

X und Y seien unabhingige stochastische Gréfen mit den Dichten:
1
fx(@)=Ton(x) und  fy(y) = 5 To2)(y)

Bestimmen Sie mittels Faltformel die Dichte von X + Y. (Zusatz: Simulieren Sie
die Faltung mehrere tausend Mal und stellen Sie das Ergebnis in Form eines Histo-
gramms grafisch dar.)

Ein System bestehe aus einer Arbeits— und einer Reservekomponente. Féllt die Ar-
beitskomponente aus, wird sie unverziiglich durch die Reservekomponente ersetzt.
Wenn die Lebensdauern der Komponenten unabhéngig exponentialverteilt mit Mit-
telwert 4 bzw. 3 sind, bestimmen Sie fiir die Zeitspanne bis zum Ausfall des Systems
(a) die Dichte und (b) den Mittelwert und die Streuung. (Zusatz: Simulieren Sie das
System mehrere tausend Mal und beantworten Sie die Fragen empirisch.)

An einem Schalter folgen die Servicezeiten einer Exponentialverteilung mit Mittel-
wert 10 Minuten. Wie ist Thre Wartezeit verteilt, wenn beim Eintreffen drei Personen
vor dem Schalter warten und eine Person bedient wird? Mittelwert? Streuung? (Hin-
weis: Niitzen Sie die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung; vgl. 4.2.2.)

Wenn man keinen 10 M) Widerstand hat, einen solchen aber durch Hintereinan-
derschalten von (1) zehn 1 MS, oder (2) fiinf 2 MQ Widerstédnden herstellen kann,
welche der beiden Moglichkeiten sollte man wahlen, wenn der 10 M2 Widerstand
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0.8

0.9

6.10

6.11

6.12

moglichst genau sein sollte und die Widerstande aus einer Normalverteilung stam-
men, deren Mittelwert gleich dem Nominalwert und deren Streuung 1.5% des No-
minalwerts betrigt?

Wenn X eine stochastische Grofe mit Mittelwert = Varianz = 20 ist, was ldsst sich
tiber P(0 < X < 40) sagen?

Angenommen, die Punktezahl pro Student/in bei einem Abschlusstest ist eine sG
mit dem Mittelwert 75 und der Varianz 25.

(a) Geben Sie eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Punktezahl
85 iibersteigt.

(b) Was ldsst sich tiber die Wahrscheinlichkeit sagen, dass die Punktezahl zwischen
65 und 85 liegt?

(c) Wieviele Student/inn/en miissten bei der Priifung antreten, sodass mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 0.9 der Punktedurchschnitt um weniger als
5 vom Mittelwert 75 abweicht?

Betrachten Sie ein Quadrat der Seitenldnge 2 (in Nullpunktslage) und den einge-
schriebenen Kreis. Wéhlt man zuféllig einen Punkt (Vi, V5) im Quadrat, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt innerhalb des Kreises liegt, gleich 7/4. (Warum?)
Simuliert man eine Folge von Punkten und definiert:

Xi:

1 wenn der i—te Punkt innerhalb des Kreises liegt
0 sonst

so folgt, dass {X;} eine iid-Folge mit E(X;) = m/4 ist. Nach dem schGGZ gilt:

Xi++X, p 7
—_—

n 4

D.h., durch Simulation einer grofsen Zahl von Punkten (V;,V3) lésst sich der Wert
von 7 approximieren.” Erzeugen Sie auf diese Weise einige tausend Punkte und
ermitteln Sie einen Naherungswert fiir 7. (Streuung des Néherungswerts?)

Ein symmetrischer Wiirfel wird 1000 Mal geworfen. Berechnen Sie approximativ
die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl 6 zwischen 150 und 200 Mal inklusive
geworfen wird. Wenn die Augenzahl 6 exakt 200 Mal geworfen wird, berechnen
Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl 5 weniger als 150 Mal
geworfen wird. (Rechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur.)

Beim (franzosischen) Roulette gibt es 37 Felder, nummeriert mit 0, 1, 2, ..., 36.
Wenn Sie 1€ auf eine bestimmte Zahl setzen, so gewinnen Sie entweder 35€, wenn
diese Zahl kommt, oder Sie verlieren den Einsatz, wenn die Zahl nicht kommt. Wenn

9Diese Idee zur Bestimmung von 7 geht zuriick auf den franz. Naturforscher GEORGES-LOUIS LECLERC
DE BUFFON (1707-1788), bekannt v. a. durch seine Nadelexperimente (Buffon’sche Nadel).
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6.13

6.14

6.15

Aufgaben

Sie kontinuierlich auf diese Weise spielen, mit welcher approximativen Wahrschein-
lichkeit sind Sie (a) nach 35 Spielen, (b) nach 1000 Spielen, (c) nach 100000 Spielen
im Plus? (Rechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur.)

Die Zahl X der Zugriffe auf eine Webseite folge einer Poissonverteilung mit einem
Mittelwert von 10000 pro Tag. Bestimmen Sie approximativ:

a
b
c

d

Die Wahrscheinlichkit von mehr als 20000 Zugriffen pro Tag.
Die Wahrscheinlichkeit von weniger als 9900 Zugriffen pro Tag.

(a)
(b)
(c) Einen Wert ¢ so, dass P(X > ¢) ~ 0.01.

(d) Die zu erwartende Anzahl von Tagen in einem Jahr (365 Tage), an denen es
mehr als 10200 Zugriffe gibt.

(e) Die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem Jahr (365 Tage) mehr als 15 Tage mit
jeweils mehr als 10200 Zugriffen gibt.

Angenommen, eine bestimmte Komponente ist kritisch fiir die Funktionsfahigkeit
eines Systems, und muss nach Ausfall sofort ausgetauscht werden. Wenn die mitt-
lere Lebensdauer dieser Komponente 100 [h] und die Standardabweichung 30 |[h]
betrigt, wieviele derartige Komponenten miissen vorratig sein, sodass die Funktion
des Systems fiir die nachsten 2000 Stunden mit einer Mindestwahrscheinlichkeit von
0.95 gewahrleistet ist?

A hat 20 Jobs zu erledigen, wobei die fiir die Erledigung der Jobs bendtigten Zeit-
spannen unabhéngige sGn mit Mittelwert 50 [min| und Standardabweichung 10
[min| sind. B hat ebenfalls 20 Jobs zu erledigen, wobei die fiir die Erledigung der
Jobs benotigten Zeitspannen unabhéngige sGn mit Mittelwert 52 [min| und Stan-
dardabweichung 15 [min| sind. Mit welcher (approximativen) Wahrscheinlichkeit ist
A vor B fertig?



7 SchlieRende Statistik

Allgemein formuliert besteht die Grundaufgabe der schliefenden Statistik! darin, ba-
sierend auf Stichproben (d.h. Daten oder Beobachtungen) Riickschliisse auf das zu
Grunde liegende (,datengenerierende”) statistische Modell zu ziehen. Héufig sind sta-
tistische Modelle durch Parameter charakterisiert und die Aufgabe besteht konkreter
darin, diese Parameter zu schitzen, Aussagen iiber die Genauigkeit der Schitzungen
zu treffen und Hypothesen iiber die Parameter zu testen. Naturgeméfs ist das nur unter
Inkaufnahme von mehr oder weniger grofsen Unsicherheiten méoglich.

7.1 Grundbegriffe

Man unterscheidet zwischen parametrischen und nichtparametrischen statistischen
Modellen. Erstere sind dadurch charakterisiert, dass sie durch einen ein— oder mehrdi-
mensionalen Parameter § € © C R* beschrieben werden kénnen. Die Menge © aller
moglichen Parameter nennt man den Parameterraum.

Bsp 7.1 Ein Beispiel fiir ein diskretes parametrisches Modell ist etwa die Klasse aller
B(n, p)—Verteilungen (mit festem n € N):

P ={B(n,p)|pe(0,1)}

Ein Beispiel fiir ein stetiges parametrisches Modell ist etwa die Klasse aller N(u,0?)—
Verteilungen:

P={N(u,0*)|peR, 0 <0’ < o0}

Im ersten Fall handelt es sich um einen eindimensionalen, im zweiten Fall um einen zwei-
dimensionalen Parameter. Hingegen ldsst sich ein statistisches Modell der folgenden Art:

P = {F| F eine stetige Verteilungsfunktion }

nicht durch einen endlichdimensionalen Parameter charakterisieren. In diesem Fall handelt
es sich um ein nichtparametrisches Modell. [ |

Stichprobe: Man nennt die stochastischen Grofen X, Xs, ..., X, eine Stichprobe (oder
auch Zufallsstichprobe?) einer stochastischen Gréfe X, wenn die Grofen X; unabhiingig
und so wie X verteilt sind (d.h., wenn es sich um iid-Grofen handelt). Héufig schreibt

/

man X = (X1, Xy, ..., X,,) .

! Auch inferentielle Statistik genannt.
2engl. random sample

251
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Bem: Man unterscheide genau zwischen den stochastischen Grofen X, X, ..., X, und
ihren Realisationen 1, s, ..., x, (d.h. der konkreten Stichprobe).

Ist p(z) (bzw. f(x)) die W-Funktion (bzw. Dichte) von X, ist die gemeinsame Verteilung
der Stichprobe gegeben durch:

diskret:  p(z1,29,...,2,) = Hp(:cl)

stetig:  f(x1,T9,...,T,) = H f(zs)

Statistik: Fine Funktion 7' = T'(X3, Xs, ..., X,,) einer Stichprobe X, X5, ..., X, nennt
man allgemein eine Statistik. Handelt es sich bei 7" um eine Abbildung in den Parame-
terraum O, d. h., gilt 7: R* — O, nennt man die Statistik eine Schitzfunktion (kurz
einen Schétzer) fiir den Parameter 6 € ©. In diesem Fall schreibt man:

0, = T(X1, Xs,..., X,)

Ebenso verfihrt man bei anderen unbekannten GréRen. So bezeichnet beispielsweise F), (x)
einen Schétzer (auf Basis von n Beobachtungen) fiir die Verteilungsfunktion F(x).

Bsp 7.2 Statistiken sind uns schon an mehreren Stellen begegnet. So sind beispielsweise

die in Kapitel 1 diskutierten grafischen Darstellungen (Histogramm, Boxplot, ...) von
Daten xq, xs, ..., x, Statistiken im obigen Sinn. Ebenso handelt es sich bei den diversen
Kennzahlen (Mittelwert, Median, ...) um Beispiele fiir Schatzfunktionen. |

Die bei weitem wichtigsten Schétzfunktionen in der Statistik sind der Stichprobenmit-
telwert X, und die Stichprobenvarianz S :

n

_ 1 & 1 _
X"ZE;XZ" S’%:n—lzo(i_xn)2

i=1

Allgemein gilt: Der Stichprobenmittelwert ist ein Schétzer fiir den Mittelwert p und die
Stichprobenvarianz ist ein Schitzer fiir die Varianz o2 einer Verteilung. Ein Schitzer fiir
die Streuung o ist die Stichprobenstreuung S, :

Sy = /= | > (X=X,

n—1

Die Eigenschaften dieser (und anderer) Schétzer werden im Folgenden noch ausfiihrlicher
diskutiert.
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7.2 Schatzer
7.2.1 Empirische Verteilungsfunktion

Die Verteilung einer sG X ist durch ihre Verteilungsfunktion spezifiziert:

Flz)=P(X <z) fir z€R

Hat man X mehrfach beobachtet, d.h., hat man eine Stichprobe X, X5,..., X,, von X,
so stellt sich die Frage, wie F' geschétzt werden kann. Dazu nehmen wir die bereits in
1.7.2 diskutierte empirische Verteilungsfunktion:?

~ 1 <&
Fu(w) =~ Y I wu(X) fir zeR
=1

Fiir ein festes x € R ist F\n(aj) der Anteil der Beobachtungen X, X»,..., X, die kleiner
oder gleich x sind.

Eigenschaften der empirischen VF: Fiir festes z € R gilt:

(1) E[F,(z)] = F()

F(x) [1 — F(x)}

n

(2) Var [ﬁn(x)] =

(3) F\n(x) £, F(z) fir n— o0

Beweis: Aus der Definition von F, () folgt, dass Y, = nF,(z) (= Zahl der Beobachtungen kleiner oder
gleich z) binomialverteilt B(n,p) ist, wobei p = F(z) (= Wahrscheinlichkeit, dass eine Beobachtung
kleiner oder gleich z ist). Damit gilt:

E(Y,) =np=nF(z) = E[ﬁn(x)] =E (—) = F(x)

Var(Yy,) = np(1 —p) =nF(z)[1 - F(z)] = Var[/\n(z)] = Var <%> = M

Das zeigt (1) und (2); (3) folgt aus dem schGGZ (UE-Aufgabe).

Eigenschaft (3) besagt fiir festes v € R, dass F,(z) in Wahrscheinlichkeit gegen F(z)
konvergiert. Es gilt aber noch mehr:

Sengl. empirical (cumulative) distribution function (abgekiirzt e(c)df)
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Satz von Gliwenko—Cantelli:* Fiir eine Stichprobe X1, X», ..., X,, von X ~ F(z) gilt:

P (lim sup |Fy(z) — F(z)| = 0) =1

n—oo JBGR

D. h., mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert ﬁn (x) gleichmdfig gegen die zugrunde liegende
Verteilungsfunktion F'(z).

Bem: Wegen seiner groken Bedeutung heift dieser Satz auch Fundamentalsatz — oder
Hauptsatz — der Statistik.

Bsp 7.3 Zur Illustration des Satzes von Gliwenko-Cantelli simulieren wir Beobachtungen
einer Exp(r = 2)—Verteilung, zeichnen die empirische Verteilungsfunktion F),(z) und be-
stimmen Stelle und Wert des grofiten Abstands D,, zur (theoretischen) Verteilungsfunktion
F(z)=1—e%/?2:

D,, = sup }ﬁn(x) — F(x)‘ = sup ‘ﬁn(x) — (1 — e_x/Q)}

z €R z €R

Abb 7.1 zeigt das Ergebnis fiir eine kleine Stichprobe (n = 10) und Abb 7.2 das Ergebnis
fiir eine grofe Stichprobe (n = 100). Deutlich zeigt sich der {iber ganz Rt gleichméRig
kleinere Abstand von F;, und F' fiir die grofere Stichprobe. [ |

Bem: Insbesondere ist die Schiatzung der VF mittels empirischer VF fiir stetige Verteilun-
gen von Bedeutung, also fiir das — nichtparametrische — Verteilungsmodell:

P = {F|F eine stetige Verteilungsfunktion}

Héufig interessiert man sich aber auch fiir die Schéitzung der Dichte, legt also das folgende
— nichtparametrische — Verteilungsmodell zugrunde:

P=Af|f eine Dichtefunktion}

In Kapitel 1 haben wir zwei diesbeziigliche Dichteschéitzer kennengelernt, das Histo-
gramm (vgl. 1.7.5) und die Kernschétzung (vgl. 1.7.6), und dabei auch einige kritische
Punkte angesprochen (Wahl der Bins, der Bandbreite, ... ). Generell ldsst sich sagen, dass
die Schatzung der Dichte ein statistisch schwierigeres Problem darstellt als die Schatzung
der Verteilungsfunktion. (Eine weitere Diskussion geht aber tiber den Rahmen dieser VO
hinaus.)

YWALERI IWANOWITSCH GLIWENKO (1897-1940), russ. Mathematiker; FRANCESCO PAOLO CANTELLI
(1875-1966), ital. Mathematiker.
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Abbildung 7.1: Illustration zum Fundamentalsatz (kleine Stichprobe)

n=10 D=0.2546 x=0.8475

/

1.0

Fa(x)

7.2.2 Momentenschatzer

Die Idee hinter der Momentenmethode zur Schétzung von Parametern besteht dar-
in, die theoretischen Momente der Verteilung den entsprechenden Stichprobenmomenten
gleichzusetzen. Da Erstere Funktionen der unbekannten Parameter sind, lassen sich durch
Auflésen dieser Gleichungen Schétzer fiir die Parameter gewinnen.

Das k-te Moment einer stochastischen GroRe X ist definiert durch E(X*). (Speziell ist
etwa der Mittelwert E(X) das erste Moment.) Ist X7, X5, ..., X}, eine Stichprobe von X,
so ist das k-te Stichprobenmoment definiert durch (1/n) Y1 | XF. (Speziell ist etwa
der Stichprobenmittelwert X, das erste Stichprobenmoment.)

Gibt es im Verteilungsmodell m unbekannte Parameter, 61, 60s, ..., 0,,, so lassen sich durch
Auflésen des folgenden Gleichungsystems:

1 n
E(X*) = EZX{“, k=1,2,...,m
i=1
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Abbildung 7.2: lllustration zum Fundamentalsatz (groRe Stichprobe)

n=100 D=0.0632 x=1.6276

Fa(x)

Schéatzer fiir die Parameter gewinnen:
O = To(X1, X, ..., X)), k=1,2....m

Bem: Meist handelt es sich um ein nichtlineares Gleichungssystem, sodass — speziell bei
mehreren Parametern — die explizite Ausflosung nach 6 schwierig sein kann. In diesem
Fall miissen numerische Methoden (z. B. Iterationsverfahren) angewendet werden.

Bsp 7.4 Sei X1, X5, ..., X, eine Stichprobe von X ~ N(u,c?). Wie lauten die Momenten-
schiitzer von p und o2 ? Die ersten beiden Momente von X sind gegeben durch:

E(X)=p,  EX?)=p*+0°

(Letzteres folgt aus dem Verschiebungssatz.) Das Gleichungssystem lautet also wie folgt:
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In diesem Fall ist die Auflésung einfach:

— ~ 1 (& —2 1 —
A:Xn 2 =_ XQ—X - - Xz_Xn2
i-X (TR - i3

i=1

Die Schiitzer haben eine plausible Form; man beachte allerdings, dass der Schitzer fiir o
nicht identisch mit dem tiblichen Varianzschitzer S? ist. Fiir nicht zu kleine Stichproben
sind die Unterschiede aber gering. [ |

7.2.3 Maximum Likelihood

Neben der Momentenschatzung ist auch die Maximum-Likelihood—Schétzung eine
konstruktive Methode zur Gewinnung von Schétzfunktionen. (Bem: Entwickelt von R. A.
FISHER in den 1920er Jahren.) Wie unten noch ausfiihrlicher diskutiert, bekommt man
mit dieser Methode — unter bestimmten Bedingungen — ,optimale Schétzer (zumindest
fiir grofe Stichproben).

Maximum-Likelihood—Schatzer (diskreter Fall): Ist X eine diskrete sG mit der W-Funktion
p(x;0), wobei §# € O ein einzelner unbekannter Parameter ist, und sind xq, 2o, ..., 2,
(konkrete) Beobachtungen einer Stichprobe X, Xo, ..., X,, von X so ist die Likelihood—
Funktion (kurz Likelihood®) der Stichprobe definiert durch:

n

L(O) = [ [ p(xi;0) fir 6€©

i=1

Der Maximum-Likelihood—Schitzer (kurz ML—Schétzer) von 6 ist nun jener Wert
aus ©, der L(f) maximiert.

Bemerkungen:

(a) Im diskreten Fall ldsst sich die Likelihood der Stichprobe wie folgt interpretieren:
Fiir 6 € © entspricht L(0) gerade der Wahrscheinlichkeit, die Stichprobenwerte
1, To,...,T, zu beobachten:

L(e):P(Xl:x17X2:x27"'7Xn:xn) :HP(XZ:'IZ)

5likelihood = Wahrscheinlichkeit, Plausibilitét
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Dabei wird fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit(en) der Parameterwert 6
zugrunde gelegt.

(b) Der ML—Schétzer ist jener —Wert, der die Beobachtung der (konkreten) Stichprobe
x1, T, ..., T, am wahrscheinlichsten (oder plausibelsten) macht.

(c) Das der ML-Schétzung zugrunde liegende Likelihood—Prinzip lésst sich wie folgt
formulieren: Entscheide dich fiir das plausibelste Verteilungsmodell. Oder: Entschei-
de dich fiir jenes Modell, das die Daten mit h6chster Wahrscheinlichkeit (oder Plau-
sibilitét) erzeugt (hat).

Bsp 7.5 Fiir eine Bernoulli-Grofse X lautet die W—Funktion wie folgt:

0*(1—0)' =01
p(ﬂf;ﬁ):{ ( )

0 sonst

Dabei ist 0 < 6 < 1 der zu schétzende Parameter (= Erfolgswahrscheinlichkeit). (Bem:
Es ist nicht uniiblich, in der schliefsenden Statistik den in Frage stehenden Parameter
allgemein mit 6 zu bezeichnen.) Die Likelihood-Funktion fiir eine (konkrete) Stichprobe
X1, T, ..., T, der Grofe n ist gegeben durch:

L(0) = [ [ plas; 0) = 6= (1 — o) iz

i=1

Letzterer Ausdruck ist nach 6 zu maximieren. Das ist zwar nicht schwierig, einfacher ist es
jedoch, anstelle von L(6) die logarithmierte Likelihood—Funktion In L(6) zu maximieren:%

In L(0) = <i azz> Inf + (n — ixz> In(1 —p)

Letzteres nennt man die Log-Likelihood (—Funktion). Die Stelle des Maximums be-
stimmt man auf die iibliche Weise:

dinL(6) ;x - n_;x

do P 1—p

Setzt man die Ableitung gleich Null und 16st nach 6 auf, ergibt sich:

~ 1

6Der Logarithmus als strikt monoton wachsende Funktion veréndert die Stelle des Maximums nicht.
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Man iiberzeugt sich leicht davon (2. Ableitung), dass es sich um die Stelle eines Maximums
handelt. Der ML—Schétzer von 6 ist also gegeben durch:

Der Erwartungswert von X ist 6 ; der Momentenschétzer ist in diesem Fall also identisch
mit dem ML-Schétzer. |

Bem: Man unterscheide allgemein zwischen dem Schétzer (oder der Schatzfunktion)
und dem Schétzwert. Beispielsweise ist der ML-Schétzer von 6 im obigen Beispiel gege-
ben durch X, (eine sG), der ML-Schétzwert von 6 aber ist Z,, (eine konkrete Zahl).

Auch wenn sich die in der obigen Bemerkung (a) gegebene Interpretation der Likelihood
einer Stichprobe genaugenommen auf diskrete sGn beschréankt, lasst sich die ML-Methode
sinngemaéfs auf den stetigen Fall iibertragen.

Maximum-Likelihood—Schatzer (stetiger Fall): Ist X eine stetige sG mit der Dichte f(x;0),
wobei § € © ein einzelner unbekannter Parameter ist, und sind z1, zo, . .., x, (konkrete)
Beobachtungen einer Stichprobe X7, X5, ..., X,, von X, so ist die Likelihood—Funktion
(kurz Likelihood) der Stichprobe definiert durch:

L(0) = ﬁf(xl,ﬁ) fir €O

i=1

Der ML—Schiétzer von 6 ist nun jener Wert aus O, der L(f) maximiert.

Bsp 7.6 Die sG X sei exponentialverteilt X ~ Exp(A). Die Likelihood einer (konkreten)
Stochprobe xy, x,, ..., x, von X ist gegeben durch:

L(A) = H f(xza >\) — H )\6_>\xi = )\”e—AZ?:l T4
i=1

i=1

Die Likelihood ist beziiglich A zu maximieren. Wieder ist es in diesem Fall einfacher, dafiir
die Log-Likelihood heranzuziehen:

ML) =nln XA =AY

Ableiten und Nullsetzen:
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Der ML-Schétzer von A ist also gegeben durch:

1

/)\\:_—
Xy

Bem: Der Erwartungswert von X ist 1/X; der Momentenschétzer ist in diesem Fall also
identisch mit dem ML-Schétzer.

Als konkretes Beispiel seien etwa die Ausfallzeiten (Einheit [h]) von n = 8 gleichartigen
Komponenten wie folgt:

Ausfallzeiten [h]

11.96 5.03 67.40 16.07 31.50 7.73 11.10 22.38

Handelt es sich — in guter Ndherung — um Beobachtungen einer Exp(\)—Verteilung, so ist
der ML-Schétzwert von A gegeben durch:

L_ 1 = 0.0462
T 21.65

X =
Die durchgezogene Linie in Abb 7.3 zeigt die Log-Likelihood” fiir ein Intervall um den
ML-Schétzwert A. Diese Kurve ist als Folge der nur kleinen Stichprobe vergleichsweise
flach um das Maximum, d. h., die Prézision der Schétzung ist nicht sehr hoch. Hatten wir
— fiir einen unverdnderten Wert von T — die Schétzung auf n = 20 (strichliert) oder sogar
n = 40 (punktiert) Beobachtungen stiitzen konnen, wéren die Kurven um das Maximum
starker gewolbt und die Schatzungen daher préziser. |

Die ML-Schéatzmethode hat eine sehr niitzliche Eigenschaft unter Transformationen.

Invarianz der ML-Schéatzung: X7, X, ..., X,, sei eine Stichprobe von X ~ f(x;6) (oder

X ~ p(x;60)) und 1 = g(0) sei eine Funktion des Parameters. Ist 6 der ML-Schitzer von
0, so ist der ML—Schétzer von n gegeben durch:

"Genauer die Funktion In L()\) — max In L(A).
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Abbildung 7.3: Log-Likelihood (Bsp 7.6)
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Beispielsweise ist im Kontext von Bsp 7.6 der ML—Schétzer von 7 = 1/A (= Erwartungs-
wert von X) ohne weitere Rechnung gegeben durch:

_X,

7=

> =

Die ML-Methode lésst sich auch fiir die Schatzung von mehreren Parametern anwenden,
im Folgenden formuliert nur fiir den stetigen Fall (analog fiir den diskreten Fall).

Mehrere Parameter: Ist X eine stetige sG mit der Dichte f(z;8), wobei @ = (6y,6,,...,6;)
ein k—dimensionaler Parameter aus © C R¥ ist, so ist fiir eine (konkrete) Stichprobe
x1,Ta, ..., T, von X die Likelihood (—Funktion) gegeben durch:

n

L(0) = L(61,02,....0;) = [[ f(2:1:0) fiir 6 €O

i=1

Der ML—Schétzer von 6 ist nun jener Wert aus O, der L(6) maximiert.
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Manchmal lasst sich der ML—Schétzer durch Losen der folgenden Gleichungen bestimmen:

aL<917 927 ) 914:)
00;

Oder — meist einfacher — durch Losen der folgenden Gleichungen auf Basis der Log-

Likelihood:

8111[/(91792, .. ,Hk)
00;

Bem: Die obigen sog. ML—Gleichungen haben vielfach keine explizite Losung, sodass
man — ausgehend von Startwerten — iterative Losungsmethoden anwenden muss. Man kann
aber auch versuchen, die Stelle des Maximums von L(0) direkt numerisch zu bestimmen
(beispielsweise mittels der R-Funktion optim()).

Bsp 7.7 [Normalverteilung] Fiir eine (konkrete) Stichprobe zy, xs, ..., z, von X ~ N(u,0?)
ist die Likelihood gegeben durch:

n

2 1 x; — 1) 1 1 )
Lip,07) = H exXp [_( QUQM) } ~ (2r02)n 2 exXp [_T‘.Q Z(sz — 1) ]

- o\ 2T
=1

Die Log-Likelihood lautet wie folgt:

In Ly, o0?) = —g In(270?) — — Z(w, — p)?

Partiell ableiten und Nullsetzen:

n

M:iZ(%—N):

o 3
O1n L, 0?) n 1 < 9
d(0?) 202 * 204 ;<x 2

Dieses Gleichungssystem lisst sich einfach nach p und o2 auflésen:

[\

_ ~ 1 _
i=X, wd o?=-) (X;-X,)
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Die oben erwiahnte Invarianzeigenschaft der ML-Methode gilt auch fiir mehrdimensio-
nale Parameter, sodass der ML—Schétzer fiir o gegeben ist durch:

o~

1 & _
5=Vor= | S (X, ~X,)
ok o n;( )

Man beachte, dass der ML-Schitzer fiir o2 nicht mit dem iiblichen Varianzschétzer S?
tibereinstimmt. (Fiir grofe Stichproben ist der Unterschied aber gering.) |

Bsp 7.8 Wir betrachten noch einmal die n = 8 konkreten Ausfallzeiten von Bsp 7.6, passen
diesmal aber die allgemeinere Gam(a, \)—Verteilung an. Die ML—-Gleichungen haben in
diesem Fall eine komplizierte Form und es gibt keine explizite Losung. Der folgende R-
Output zeigt die Losung mittels fitdistr() (Package: MASS).

require (MASS)
x <- ¢(11.96,5.03,67.40,16.07,31.50,7.73,11.10,22.38)

# avoid spurious accuracy
op <- options(digits = 3)

fitdistr(x, "gamma")
shape rate
1.7457  0.0806
(0.8032) (0.0429)

# now do this with more control

fitdistr(x, dgamma, start=list(shape=1, rate=0.1), lower=0.001)
shape rate

1.7459 0.0807

(0.8032) (0.0429)

Die ML-Schétzwerte fiir o (= shape) und A (= rate) sind also gegeben durch:

~

a = 1.746 und A =0.081

Die eingeklammerten Werte sind Schitzwerte fiir die Streuungen der ML—-Schétzer. W

7.2.4 Gutekriterien fiir Schatzer

Fiir die Schétzung von Parametern auf Basis einer Stichprobe hat man vielfach mehrere
Schétzer zur Auswahl und es stellt sich die Frage, welche(n) man bevorzugen sollte. Man
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kann sich auch fragen, welche Schétzer in einer bestimmten Situation optimal®“ sind. Zur
Beantwortung dieser Fragen benotigt man entsprechende Giitekriterien fiir Schétzer.

Erwartungstreue: Ein Schétzer 0, = T(X1,Xs,...,X,) fiir einen Parameter § € © heifst
erwartungstreu (oder unverzerrt®), wenn:

Ey(0,) =0 fiir alle € ©

Gilt fiir n — oo, dass:

Ey(6,) — 6 firalle 6€©

nennt man 0, asymptotisch erwartungstreu (oder unverzerrt).

Bemerkungen:

(a) Anschaulich bedeutet die obige Definition, dass man bei Verwendung eines erwar-
tungstreuen Schétzers keinen systematischen Fehler macht, sondern im Mittel (oder
im Durchschnitt) an der gewiinschten Stelle ist.

(b) Die Schreibweise Eg(é\n) soll darauf hinweisen, dass der Erwartungswert von 6, mit
dem Parameterwert 6 zu berechnen ist.

(c) Ein wesentlicher Punkt bei der obigen Definition besteht darin, dass die Bedingung
fiir alle 6 € © erfiillt sein muss, und nicht etwa nur fiir den ,wahren“ Wert des
Parameters.

(d) Fiir einen verzerrten Schiitzer 6, definiert man die Verzerrung (engl. Bias) durch:

Bias(,: 0) = Eg(6,) —0, 0 €O

Meist ist die Verzerrung eine Funktion von 6.

Bsp 7.9 [Stichprobenmittelwert/Stichprobenvarianz] In diesem Beispiel zeigen wir, dass fiir
eine Stichprobe X, Xs,..., X, von X (deren Mittelwert und Varianz existieren) der
Stichprobenmittelwert X, und die Stichprobenvarianz S2? erwartungstreue Schiit-
zer fiir p = E(X) bzw. 02 = Var(X) sind. Der Nachweis der Erwartungstreue von X,, ist
einfach:

- 1 & 1 & n
= 1= =u

8engl. unbiased
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Fiir den Nachweis der Erwartungstreue von S? miissen wir etwas weiter ausholen. Zunéchst
gilt nach dem empirischen Verschiebungssatz:

n

(n=1)82 = (X;— X,)? = zn:xf —nX.
i=1

i=1
Nach dem Verschiebungssatz fiir sGn wiederum gilt:
E(X}?) = Var(X;) + E*(X;) = 0 + 12
Die Varianz von X, ist gegeben durch:

2 2

_ 1 — 1 & no o
i= i= 2

2
—  E(X]) = Var(X,) + EX(X,) = % ol

Damit folgt:

E[(n—1)S?] = ZE(XZ?) —nE(X,)

= (n—1)0?

D.h., E(S?) = o? (fiir alle Werte von p und o?). Das erklirt den Faktor 1/(n — 1) im
Ausdruck fiir S2. Hétten wir die Stichprobenvarianz wie folgt definiert:

R — n—1
S 2 - - XZ - Xn 2 = 52
R
wiirden wir o? systematisch unterschiitzen (Bias = —a?/n). |

Effizienz: Neben dem Erwartungswert spielt auch die Varianz eine wesentliche Rolle bei
der Beurteilung von Schétzern. Man sagt, dass ein erwartungstreuer Schétzer ¢; des Pa-
rameters 0 effizienter als ein anderer erwartungstreuer Schéitzer 6, desselben Parameters
ist, wenn:

Var(é\l) < Var(é\g)
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Ist ein erwartungstreuer Schéatzer des Parameters 6 effizienter als jeder andere erwartungs-
treue Schétzer desselben Parameters, nennt man ihn effizient.

Bsp 7.10 [Linear effiziente Schatzer] Der Nachweis der Effizienz eines Schétzers erfordert
in der Regel weitergehende Konzepte der Statistik. Beschrankt man sich allerdings auf
lineare Schétzer, d.h. auf Schétzer der Form T,, = Y | a;,X;, genligen meist einfachere
Uberlegungen. Im Folgenden zeigen wir, dass der Stichprobenmittelwert X,, der linear
effiziente Schéitzer des Mittelwerts p = E(X) ist.

Sei T,, = >, a;X; ein beliebiger linearer erwartungstreuer Schétzer fiir y auf Basis einer
Stichprobe X1, X5, ..., X, von X; dann gilt fiir alle u:

M:E(Tn):E<ZaiXi> Zal X;) Zaz — Zal_l

u

Fiir die Varianz von T,, gilt:

Var(T,,) = Var <i aZ-Xi> = iaQ Var(X;) = o Za ——  Min!

Nun gilt:

3
3

Der letztere Ausdruck ist minimal (= 1/n), wenn die erste Summe gleich Null ist, d.h.,
wenn a; = 1/n fiir alle i = 1,2,...,n. Der linear effiziente Schétzer fiir u lautet also wie
folgt:

n

n

Z X, =X,
=1

X; =

S|
§|>—‘
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Konsistenz: Ein Schétzer é\n =T(X1, Xs, ..., X,), basierend auf einer Stichprobe der Grofe
n, heift (schwach) konsistent fiir 6, wenn:

~ p .
0, — 0 fir n— oo

Bemerkungen:

(a) Anschaulich bedeutet Konsistenz, dass sich ein Schétzer mit dieser Eigenschaft fiir
wachsendes n mit hoher Wahrscheinlichkeit in der N&he des zu schétzenden Pa-
rameters aufhéalt. Letzteres ist eine sehr wiinschenswerte Eigenschaft von ,,guten
Schétzern.

(b) Aus den Eigenschaften der stochastischen Konvergenz (vgl. 6.3.2) folgt: Ist 8, kon-
sistent fiir 6 und ist g eine stetige Funktion, so ist auch ¢(6,,) konsistent fiir g(f).

(c) Ist 0, cin asymptotisch erwartungstreuer Schiitzer (d.h. lim, E(@\n) = 0) und gilt
lim,, ., Var(6,) = 0, dann ist 6,, auch ein konsistenter Schétzer von 6.

Bsp 7.11 [Stichprobenmittelwert/Stichprobenvarianz] In diesem Beispiel zeigen wir, dass
fiir eine Stichprobe X7, Xs,..., X, von X (deren Mittelwert und Varianz existieren) der
Stichprobenmittelwert X, und die Stichprobenvarianz S? konsistente Schitzer fiir
p = E(X) bzw. 6% = Var(X) sind. Ersteres wissen wir schon: Die Konsistenz von X, ist
dquivalent zum schGGZ (vgl. 6.3.2):

— 1 — .
X,=-> X, E(X) =
nz; — E(X)=pn

Daraus folgt nach der obigen Bemerkung (b), dass 75 £, p?. Das schGGZ lisst sich

aber auch auf die iid-Folge {X?} anwenden:

1 n
=3 x2S E(XY) =0 44
n

=1

Damit folgt:

n

1 — n 1 « -2 P
2 _ o 2: - 2_ 2
S =1 X=X n_l{n;& g/] ~ o

=1

*'“2
—1
*?0'24’}142

Das zeigt die Konsistenz von S2. Auf #hnliche Weise zeigt man, dass S, = ++/52 ein
asymptotisch erwartungstreuer (d.h. lim, ., E(S,) = ¢) und konsistenter Schétzer von
o ist (Letzteres folgt wieder aus der obigen Bemerkung (b)):
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Asymptotische Normalverteilung: Ein Schatzer 0, = T(X1, X, ..., X,) ist asymptotisch
normalverteilt, wenn er in Verteilung (vgl. 6.3.3) gegen eine normalverteilte sG konver-
giert, d.h., wenn fiir alle z € R:

6, — E(0,
lim P ni(An) <z | =9(2)
e Var(6,,)

Das lésst sich auch wie folgt ausdriicken:

. asympt. - -
b~ N(E@), Var(d,))

Bsp 7.12 [Empirische Verteilungsfunktion] Die in 7.2.1 diskutierten Eigenschaften der em-

pirischen Verteilungsfunktion konnen auch so formuliert werden, dass ﬁn(x) fiir festes
z € R ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer von F(x) ist. Dariiberhinaus gilt,
dass F,,(x) nach dem ZGVS (vgl. 6.3.3) auch asymptotisch normalverteilt ist:

n\T ~
n

PN <F(x)’ F(z)[1 - F(x)]>

Zur Tlustration dieses Sachverhalts betrachten wir ein konkretes Beispiel: X sei nach
Exp(1) verteilt und z = —In(1 —1/2) = In 2 sei der Median von X. Dann gilt F(z) = 1/2
und F(Z)[1 — F(Z)] = 1/4. D.h., an der Stelle z = 7 gilt:

~ asympt. 1 1
F.(z) ~ N <— —)

2" 4n

Abb 7.4 zeigt in Form eines Histogramms der F,(Z)-Werte das Ergebnis von N = 10000
Simulationen zu je n = 100 Beobachtungen einer Exp(1)—Verteilung. Die Linie entspricht
der Dichte der N(1/2,1/(4n))-Verteilung. Man beachte, dass in der ,Mitte“ der Vertei-
lung die Normalapproximation besonders gut ist; an den ,Rédndern” der Verteilung ist sie
weniger gut. (Man iiberpriife das als UE-Aufgabe.) [ |
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Abbildung 7.4: Asymptotische Normalverteilung der empVF (Bsp 7.12)
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Im Folgenden ein Uberlick iiber die wichtigsten Eigenschaften der ML-Schitzmethode.
Dadurch wird deutlich, dass ML—Schétzer asymptotisch (d.h. fiir n — oo) optimale
Schitzer sind. (Bem: Bis auf (1) sind alle Eigenschaften asymptotischer Natur.)

Eigenschaften von Maximum-Likelihood—Schatzern: Unter bestimmten Regularititsvoraus-
setzungen® sind ML-Schétzer:

1) invariant

2) asymptotisch erwartungstreu

4) konsistent

5

(

(2)

(3) asymptotisch effizient

(4)

(5) asymptotisch normalverteilt

YErfiillt fiir eine grofe Klasse von Verteilungen (Normal, Gamma, Poisson, ...); vgl. HOGG ET AL.
(2005) fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Bedingungen.
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7.3 Konfidenzintervalle

Ein wesentlicher Teil jeder Schatzprozedur sind Aussagen betreffend die Genauigkeit
(oder Prazision) der Schétzer. Ohne derartige Aussagen wire die bloke Angabe von
Schatzwerten fiir z. B. Verteilungsparameter nur von geringer Bedeutung. Allgemein bie-
ten sog. Intervallschétzer eine prazise Moglichkeit zur Beschreibung der Ungenauigkeit
in den Schéatzwerten.

Ist X = (X1, Xs,...,X,) eine Stichprobe der sG X, deren Verteilung von einem un-
bekannten Parameter § € © abhingt und sind 77(X) < T5(X) zwei Funktionen der
Stichprobe, so nennt man das Zufallsintervall (77(X),75(X)) ein Konfidenzintervall
(kurz KI) fiir § mit Konfidenzkoeffizient 1 — a, wenn:

PQ(T1<X> <f< T2(X.)) >1—« firalle 60O

Gilt die obige Aussage nur approximativ, spricht man von einem approximativen Kon-
fidenzintervall. Die Wahrscheinlichkeit P (71 (X) < 6 < T5(X)) nennt man die Uber-
deckungswahrscheinlichkeit!® (kurz UW). Fiir ein exaktes (1 — o)-Konfidenzintervall
betrigt die UW mindestens 1 — « fiir alle § € ©; fiir approximative Kle kann die tatséich-
liche UW fiir bestimmte 6 auch kleiner als 1 — « sein.

Es gibt mehrere Methoden zur Konstruktion von Konfidenzintervallen. Wir behandeln im
Folgenden eine klassische — auf R. A. FISHER zuriickgehende — Methode und eine auf
Simulation basierende Methode etwas genauer.

7.3.1 Pivotmethode

Unter einer Pivotgréfe (kurz Pivot!'!) versteht man eine sG T = T(X, ), die eine
Funktion der Stichprobe X und des Parameters 6 ist, deren Verteilung aber bekannt ist
und nicht von 6 abhéngt.

Bsp 7.13 X1, X5, ..., X,, sei eine Stichprobe von X ~ N(u,1) (d.h., 02 sei bekannt und
gleich 1). Wie schon mehrfach diskutiert, ldsst sich y durch den Stichprobenmittelwert
X, schitzen. Fiir Letzteren gilt in diesem Fall:

X, —u
N

YNNNOL,%) . 7o V(X =) ~ N(0,1)

T ist eine Funktion der Stichprobe und des Parameters u, die Verteilung von 7' ist aber
bekannt und hangt nicht von p ab. D.h., T ist eine Pivotgrofe. Um nun ein KI fiir p

Oengl. coverage probablity
Hpivot engl. /franz. = Dreh—, Angelpunkt
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mit Konfidenzkoeffizient 1 — « fiir p zu konstruieren, nehmen wir das («/2)- und das
(1 — a/2)-Quantil der Pivotverteilung (hier N(0, 1)):

Pu(za/g <T< Zl_a/g) =1—a firalle pelR
Der Ausdruck in Klammern ldsst sich dquivalent wie folgt schreiben:

— 1 — 1
X, _Zl_aﬂ% <p < Xyt z1a Jn

T1 T2

(Man beachte, dass za/2 = —21-q/2.) Das Zufallsintervall (7, 75) ist symmetrisch um X,
daher schreibt man manchmal auch kiirzer:

— 1
Xn + Rl—a)2 — =

Vn

Wie lasst sich dieses KI interpretieren? Zieht man wiederholt Stichproben der Gréfse
n aus X ~ N(u,1) und bestimmt jeweils das obige KI, so werden etwa 100(1 — a)%
dieser Intervalle das wahre p iiberdecken. Das lasst sich mittels einer Simulation empirisch
iiberpriifen.

In Abb 7.5 ist das Ergebnis einer Simulation von 100 Stichproben der Grofe n = 10 aus
X ~ N(g, 1) fiir g = 0 und a = 0.05 grafisch dargestellt. Beim abgebildeten Durchlauf
iiberdecken 6 der 100 Intervalle den wahren Wert von s nicht. Die geschiitzte UW des
Konfidenzintervalls betrigt also 94%. [ |

In Verallgemeinerung des obigen Beispiels besteht die Konstruktion von Konfidenzinter-
vallen mittels Pivotmethode aus den folgenden Schritten:

1) Formuliere eine statistisches Modell fiir die Stichprobe X.

)
2) Wikhle eine geeignete Pivotgrofe T'(X, 0).
3)
)

Bestimme die Verteilung des Pivots.

(
(
(
(

4) Bestimme zwei Quantile ¢; und ¢y der Pivotverteilung, sodass:

P(q1 <T(X,0) < q2) =1—-«
(5) Bringe das Ereignis {q < T(X,0) < g2} in die Form {T1(X) < § < T5(X)}.

(6) (T1(X),T5(X)) ist ein 100(1 — o) %—Konfidenzintervall fiir 6.
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Abbildung 7.5: 95%—-Konfidenzintervalle fiir u

Bemerkungen:

(a) Ublicherweise wihlt man fiir ¢; das (a/2)- und fiir ¢, das (1 — a/2)-Quantil der
Pivotverteilung. In diesem Fall spricht man von Equal-Tails—Konfidenzinter-
vallen.

(b) Je kleiner ov umso breiter das KI; sehr breite Kle sind aber nur von geringer prak-
tischer Relevanz. Ubliche Werte fiir o sind 0.01, 0.05 oder 0.1.

(c) Vielfach findet man keine exakten sondern nur approximative Pivots (etwa auf
Basis des ZGVS). Dabei ist zu beachten, dass bei kleinen (oder auch mittleren)
Stichprobengrofen die tatsichliche UW von mit approximativen Pivots konstruier-
ten KIn u. U. erheblich vom nominellen 1 — o abweichen kann.
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7.3.2 Approximatives Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

X1, X5, ..., X, sei eine Stichprobe von einer sG X mit Mittelwert g und Varianz 0% < oo,
wobei beide Parameter unbekannt seien. Vom ZGVS (vgl. 6.3.3) wissen wir, dass:

— o? Yn—/i
X, ~ N[ pu— — ~ N(0,1
<u n) A N0,

Letztere Grofse ist noch keine (approximative) Pivotgrofe fiir u, da sie noch von der (un-
bekannten) Streuung o abhéngt. Die Stichprobenstreuung S, ist aber ein konsistenter
Schétzer fiir o (vgl. Bsp 7.11). Ersetzt man o durch S,,, bekommt man einen approxima-
tiven Pivot fir u:

Damit folgt fiir grofses n:

P(Xn—21_a/2% <”<Xn+21—a/2%) ~1l—a«a

Ein approximatives (1 — o)-Konfidenzintervall fiir p ist also gegeben durch:

S,
NG

Yn + Zl—a/2

Bsp 7.14 [Monte Carlo Integration] Angenommen, wir méchten I = fooo V& e ® dx berech-
nen. Das Integral ldsst sich auf die Gammafunktion (vgl. 4.2.3) zuriickfithren:

T 3 1 1\ 7

I = gy =T (2 )= (=)T[=) = X= =0.882
/x e T (2) <2> <2) 5 0.886
0

Das Integral ldsst sich aber auch als Erwartungswert von Y = v/ X, wobei X ~ Exp(1), in-
terpretieren. Diesen Erwartungswert kann man auf Basis einer Stichprobe X7, X5, ..., X,
von X wie folgt konsistent schéitzen:

I =

S

Aufserdem ldsst sich mittels eines (beispielsweise) 95%Konfidenzintervalls fiir E(\/)_( )
eine Aussage iiber die Genauigkeit der Schétzung machen.
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n <- 1076

x <- rexp(n, rate=1)
y <- sqrt(x)

alph <- 0.05

options(digits=5)

(That <- mean(y))

[1] 0.88617

(Ihat + c(-1,1)*gnorm(1-alph/2)*sd(y)/sqrt(n))
[1] 0.88526 0.88708

Man beachte, dass der wahre Wert von I im 95%KI enthalten ist. [ |

7.3.3  Normalverteilung (eine Stichprobe)

Auf Basis einer Stichprobe X1, Xy, ..., X,, von X ~ N(u,0?) konnen exakte Konfidenzin-

tervalle fiir g und o? konstruiert werden. Dazu benétigen wir das folgende fundamentale
Resultat:!?

Behauptung: Fiir eine Stichprobe X1, Xs, ..., X, von X ~ N(u,o?) gilt:

X,

— K
(1) A~ N
(n— 1S

() P~ - )

(3) X,, und S? sind (stochastisch) unabhingig.
Xn— 1
SV

(4)

~ t(n—1)

Man beachte, dass die Grofen von (2) und (4) Pivotgrofen fiir 4 bzw. o2 sind. Auf Basis
dieser Pivots lassen sich exakte Konfidenzintervalle konstruieren.

Konfidenzintervall fiir u: Auf Basis von Behauptung (4) gilt wegen t,_1,0/2 = —tn_1,1-a/2"

X, —u
Pl—th 11 0ap0<———<ti11-a =1-
< 1;1-a/2 Sn/\/ﬁ 1;1 /2) Q

12Haufig als Hauptsatz der mathematischen Statistik oder als Satz von Student bezeichnet.
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Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p ist also gegeben durch:

— S — Sy,
<Xn —tn-1;1-a/2 I Xn+tn11-a/2 %>

In der Kurzform:

. S
Xn + tnfl;lfa/2 =

N

Konfidenzintervall fiir 02: Auf Basis von Behauptung (2) gilt:

(n—1)52

n

P (X?L—l;a/Q < B < X727,—1;1—Oé/2) =1l-a

o

Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir o2 ist also gegeben durch:

((n ~ )52 (n— 1>s,%>

2 ’ 2
Xn—l;l—a/Q Xn—l;a/Z

Konfidenzintervall fiir o: Zieht man im (1 — «)-KI fiir 02 auf beiden Seiten die Wurzel,
bekommt man ein (1 — «)-KI fiir o:

(n—1)53 [(n—1)S3
Xifl;lfaﬂ’ X?Lfl;a/2

7.3.4 Normalverteilung (zwei ua. Stichproben)

Hat man Stichproben X, X, ..., X,, und Y}, Y5, ..., Y, von zwei ua. sGn X ~ N(ux,o%)
bzw. Y ~ N(py,o%), lassen sich Konfidenzintervalle fiir die Differenz der Mittelwerte
px — py bzw. fiir den Quotienten der Varianzen 0% /o3 konstruieren.

Die Konstruktion eines Kls fiir px — py verlduft dhnlich wie im Falle einer Stichprobe,
vorausgesetzt man trifft die zusétzliche Annahme, dass die beiden Varianzen gleich
sind, d. h., dass 6% = 0% = ¢ (unbekannt). In diesem Fall gilt zunéchst:

(X —Y) = (ux — i)

ov1/m+1/n

~ N(0,1)
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Die gemeinsame Varianz o? lisst sich durch einen gepoolten Varianzschitzer'?, d.h.
durch einen gewichteten Mittelwert der beiden Stichprobenvarianzen S% und S%, er-
wartungstreu schétzen:

m—1)S% + (n—1)5%

52:(
P m-+n—2

Ersetzt man o2 durch Sg, bekommt man einen Pivot fiir px — py:

pl V) )

Sp\/1/m+1/n

Konfidenzintervall fiir ux — py: Unter der Voraussetzung o% = 0% ist ein (1 — a)-KI fiir
x — py gegeben durch:

- = 1 1
X =Y =+ tiin-21-a/25p . + -

Bem: Lisst man die Voraussetzung o3 = o2 fallen, gibt es keinen exakten Pivot fiir
itx — py, wohl aber approximative Pivots. Sind beide Stichprobengrofen m und n nicht
zu klein, kann man etwa das folgende approximative (1 — «)—KI fiir gx — py nehmen:

R — S3 5%
X—Y:l:zl,a/g —X+—Y
m n

Fiir die Konstruktion von KIn fiir 6% /0% benétigen wir das folgende Resultat.

Behauptung: Fiir zwei unabhéngige Stichproben X;i, Xs,...,X,, und Y7,Y5,...,Y, von
X ~ N(pux,0%) bzw. Y ~ N(uy, 0%) gilt:

Sk /0%
Sy /oy

~ Fm—-1,n-1)

Konfidenzintervall fiir 0% /0% : Auf Basis der obigen Behauptung gilt:

Sk /ox
Sy/oy

P (le,nl;a/Q < < le,nl;la/2) =1—«

Bengl. pooled sample variance
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Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 0% /0% ist also gegeben durch:

( 1 2 1 53()
mel,nfl; 1—a/2 552/ ’ mel,nflga/Q 552/

Bem: Bei der Verwendung von Tabellen fiir die Bestimmung der F-Quantile ist zu be-
achten, dass meist nur F,,_1,_1;,1-q/2 tabelliert ist; fiir F},_1,_1.4/2 verwendet man die
folgende Beziehung;:

1
mel,nflga/2 - F

n—1,m—-1;1—«a/2

7.3.5 Normalverteilung (verbundene Stichproben)

Ein praktisch wichtiges Problem ist die Entwicklung von Konfidenzintervallen fiir die Dif-
ferenz der Mittelwerte, wenn die Stichproben abhingig (oder verbunden) sind. Das
betrifft in erster Linie Vorher/Nachher -Situationen (u. A.) an denselben Untersuchungs-
einheiten. In derartigen Situationen wiirde das t-Intervall fiir unabhéngige Stichproben
einen falschen Eindruck vermitteln. Die korrekte Vorgangsweise in solchen Féllen ist die
Bildung der Differenzen D; = X; — Y; der Beobachtungen.

Nach Folgerung 1 von 6.1 gilt fir D = X — Y-
D ~ N(px — py, g§( + oy — 2 Cov(X, Y)J) = N(up,o5)

TV
2
H“D ohH

Nun kann man auf Basis der Stichprobe Dy, Ds, ..., D, von D ~ N(up,c%) ein Konfi-
denzintervall fiir up = pux — py bestimmen.

Bsp 7.15 Belastend bei gleichférmiger Bildschirmarbeit wirken u. a. die vielen kleinen Be-
wegungen des Oberarms (Hebungen um weniger als 30°). In einer Studie an 16 Personen
wurde der Zeitanteil der Arbeitszeit mit Bewegungen des Oberarms um weniger als 30°
erhoben. Einige Monate spéater wurde diese Untersuchung an denselben Personen wieder-
holt, wobei in der Zwischenzeit eine Umstellung der Arbeit vorgenommen wurde. Hat sich
der Anteil der Arbeitszeit mit Bewegungen des Oberarms um weniger als 30° signifikant
verdndert?

Person 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Vorher 81 &7 8 82 90 8 96 73 T4 75 T2 80 66 72 56 82
Nachher | 78 91 78 78 84 67 92 70 58 62 70 58 66 60 65 73
Differenz | 3 -4 8 4 6 19 4 3 16 13 2 22 0 12 -9 9
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Abbildung 7.6: Boxplot fiir die Differenzen d; = =; — y;
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Abb 7.6 zeigt den Boxplot fiir die Differenzen d; = z;—vy;, 7 = 1,2, ..., 16. Die Box liegt zur
Génze im positiven Bereich, sodass bereits hier eine signifikante Abnahme des Zeitanteils
mit kleinen Bewegungen behauptet werden kann.

Der folgende R—Ouput zeigt die Berechnung eines 95%-Konfidenzintervalls fiir pp mit
Hilfe der Funktion t.test(). Als Kontrast wird auch ein 95%-Konfidenzintervall fiir
px — py unter der Annahme unabhéngiger Stichproben berechnet (Varianzen gleich).

x <- ¢(81,87,86,82,90,86,96,73,74,75,72,80,66,72,56,82)
y <- c(78,91,78,78,84,67,92,70,58,62,70,58,66,60,65,73)
d <- x-y

t.test(x, y, paired=TRUE)$conf.int
[1] 2.3624 11.1376
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

t.test(x, y, var.equal=TRUE)$conf.int
[1] -0.74626 14.24626
attr(,"conf.level")

[1] 0.95
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Die Schlussfolgerungen sind ganz verschieden; im ersten (korrekten) Fall zeigt sich eine
deutliche Signifikanz (Null ist kein Element des Intervalls), im zweiten Fall aber nicht. B

7.3.6 Exponentialverteilung

Auf Basis einer Stichprobe Xi, Xs, ..., X, von X ~ Exp(7) (7 = Erwartungswert von X)
ist der ML—-Schétzer von 7 gegeben durch:

F=

S
=1

SRS

Mit dem Additionstheorem fiir Exp—Verteilungen (vgl. 6.2.3) — und mit dem Transforma-
tionssatz (vgl. 3.3.2) — zeigt man, dass:

onX,
~ x*(2n)

eine (exakte) Pivotgrofe fiir 7 ist.

Exaktes Konfidenzintervall fiir 7: Auf Basis des obigen Pivots ist ein exaktes (1 — «a)—
Konfidenzintervall fiir 7 gegeben durch:

onX, onX,
X%n; 1—a/2 ’ X%n;a/Q

Wir betrachten noch zwei approrimative Kle. Die Streuung von X ist 7; nach dem ZGV'S
(vgl. 6.3.3) gilt daher fiir grofes n:

S AN )

Ersetzt man im Nenner 7 durch den (konsistenten) Schétzer 7, bekommt man einen ap-
proximativen Pivot!'* fiir 7:

T—T

T/Vn

~ N(0,1) (**)

Auf Basis dieses Pivots lésst sich nun einfach ein (approximatives) KI fiir 7 konstruieren.

M Tatséchlich sind auch die Grofen (**) und (*) ezakte Pivots, deren Verteilungen — fiir grofes n —
durch N(0,1) approximiert werden kénnen.
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Bem: Nach diesem Prinzip konstruierte Kle werden in der Literatur meist Wald—Inter-
valle!® genannt.

Wald-Intervall fiir 7: Auf Basis des Pivots (**) ist ein approximatives (1 — a)-Konfidenz-
intervall fiir 7 gegeben durch:

~ T . T ~ T
T+ 2ap—F— =T % 21 ap—F—

T Ame NG NG

Auf Basis des Pivots (*) gilt:

T—1
Pl—zi_ap < ——=<zi_a ~1—
(o)

Die obige Doppelungleichung lésst sich einfach nach 7 auflosen.

Bem: Nach diesem Prinzip konstruierte Kle werden in der Literatur meist Scoreintervalle
genannt. (Bem: Der Ausdruck stammt aus der Maximum-Likelihood-Theorie.)

Scoreintervall fiir 7: Auf Basis des Pivots (*) ist ein approximatives (1 — «)-Konfidenz-
intervall fiir 7 gegeben durch:

~ ~

T T
(1 + 21as2/v/n 1 — Zla/2/\/7_l)

7.3.7 Bernoulli-Verteilung

Auf Basis einer Stichprobe Xi, Xs,..., X,, von X ~ A(p) (Bernoulli-Verteilung) ist der
ML-Schétzer von p gegeben durch:

_ 1 &
p=X,=— Z X; = Anteil der Einser in der Stichprobe
"

In diesem Fall ist es schwierig, einen exakten Pivot fiir p zu finden. Ist n nicht zu klein,
kann man sich aber auf den ZGVS berufen (vgl. 6.3.4):
p

R e =

5Nach ABRAHAM WALD (1902-1950), geb. in Siebenbiirgen (damals Ungarn); gehért zu den bedeu-
tendsten Statistikern des 20. Jh.

~ N(0,1)




7.3 Konfidenzintervalle 281

Auf Basis dieses approzimativen Pivots gilt:

P —z_qp < S <Zilap | mR1-a (*)
p(1

Damit folgt:

~ 1-— N 1—
P(P—Zi—a/z\/]%<p<p+2’1—a/2\/1¥> ~1l—a«a

Ersetzt man im Wurzelausdruck das unbekannte p durch den (konsistenten) Schétzer p,
lautet ein approximatives (1 — a)—Konfidenzintervall fiir p wie folgt:

p(1—p)

p* “1—a/2
n

Das ist das Standardintervall (oder Wald—Intervall) fiir p. Als Alternative kann man

auch die Doppelungleichung (*) nach p auflésen. Setzt man a = z,_q/2, lautet die zu
l6sende quadratische Gleichung wie folgt:

n(p—p)* =a’p(l —p)

Die quadratische Gleichung hat zwei reelle Losungen:

a’?+2np £ a \/a2 + 4np(1 — p)
2(a®>+n)

Tio =

Das Intervall (T,7T3) ist das Scoreintervall fiir p. Wie sich zeigt (vgl. das folgende
Beispiel) hat es hinsichtlich UW — speziell an den Réndern, d.h. fiir kleine oder grofe
Werte von p — deutlich bessere Eigenschaften als das Standardintervall.

Bsp 7.16 Es ist interessant, die tatsichliche UW des Standard- und des Scoreintervalls
zu bestimmen und miteinander zu vergleichen. (Bem: Die UW lisst sich direkt durch
Abzihlen bestimmen; vgl. den R-Code.) Abb 7.7 zeigt die UW als Funktion von p fiir
n = 35 und a = 0.05. Die UW des Scoreintervalls stimmt iiber den ganzen Bereich
0 < p < 1 — insbesondere aber an den Réndern — deutlich besser mit der nominellen UW
von 1 — a = 0.95 iiberein als die UW des Standardintervalls. (Bem: Der gezackte Verlauf
der beiden Kurven ist typisch fiir diskrete sGn.) |

Bem: Es gibt auch ,exakte Konfidenzintervalle fiir p, die sog. Pearson-Clopper—Inter-
valle. Thre Herleitung ist allerdings schwieriger und wird hier nicht weiter diskutiert. (Die
R-Funktion binom.test () ist eine Implementierung der exakten Prozedur.)
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Abbildung 7.7: Vergleich der UW des Standard— und das Scoreintervalls fiir p
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7.3.8 Poisson—Verteilung

Auf Basis einer Stichprobe Xj, Xs,..., X, von X ~ P()) ist der ML-Schétzer von A
gegeben durch:

~ =1
)\:Xn:EZXZ-

Auch in diesem Fall ist es schwierig, einen exakten Pivot fiir A zu finden. Ist n nicht zu
klein, kann man sich aber auf den ZGVS berufen (vgl. 6.3.4):

XzN<A,%) — )\_)\zN(O,l)

VA/n

Auf Basis dieses approzimativen Pivots gilt:
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A=A\
P <—zla/2 < - ) ~l-a (%

Damit folgt:

P(A—zl_a/g\/i<p<)\+zl_a/2\/i> ~1l—«
n n

Ersetzt man im Wurzelausdruck das unbekannte A durch den (konsistenten) Schétzer X,
lautet das Standardintervall (oder Wald—Intervall) fiir A wie folgt:

~

~ A
A x f—a/2\| =
n

Als Alternative kann man auch die Doppelungleichung (*) nach A auflésen. Setzt man
a = z1_q/2, lautet die zu loésende quadratische Gleichung wie folgt:

~

n(A =" =a?x

Die quadratische Gleichung hat zwei reelle Losungen:

a2+2n/)\\ 4 a,/a2+4n/):
T o =

2n

Das Intervall (T1,T3) ist das Scoreintervall fiir \. Wie sich zeigt (vgl. das folgende
Beispiel) hat es hinsichtlich UW — speziell fiir kleine A — deutlich bessere Eigenschaften
als das Standardintervall.

Bsp 7.17 Ahnlich wie im Falle der Bernoulli-Verteilung ist es auch hier interessant, die
tatséchliche UW des Standard— und des Scoreintervalls zu bestimmen und miteinander
zu vergleichen. Abb 7.8 zeigt die UW als Funktion von A fiir n = 35 und o = 0.05. Die
UW des Scoreintervalls stimmt iiber den hier betrachteten Bereich fiir A — insbesondere
aber fiir kleine A-Werte — deutlich besser mit der nominellen UW von 1 — a = 0.95
iiberein als die UW des Standardintervalls. Fiir grofe A-Werte werden die Unterschiede
aber immer geringer. (Bem: Auch hier ist der stark gezackte Verlauf der Diskretheit der

Poisson—Verteilung geschuldet.) |

Bem: Es gibt auch fiir den Poissonparameter ,exakte” Konfidenzintervalle. Thre Herleitung
ist allerdings schwieriger und wird hier nicht weiter diskutiert.
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Abbildung 7.8: Vergleich der UW des Standard— und das Scoreintervalls fiir A
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7.3.9 Resampling und Bootstrapping

Die Idee hinter dem Resampling ist sehr einfach: Hat man eine (konkrete) Stichprobe
X = (x1,79,...,7,) aus einer stetigen sG X mit unbekannter Dichte f, so ist — ohne
weitere Annahmen iiber f — die beste Information iiber f die Stichprobe x selbst. Die
beste Moglichkeit, das Experiment, das zu x gefiihrt hat, zu ,wiederholen®, besteht nun
darin, die (urspriingliche) Stichprobe x zur (neuen) Grundgesamtheit zu erkldren und aus
ihr (neue) Stichproben zu ziehen. Das entspricht einem Ziehen mit Zuriicklegen aus einem
Behilter, der die Elemente {z;} der urspriinglichen Stichprobe enthélt.

Anders ausgedriickt: Das Resampling entspricht dem Ziehen von Stichproben von einer
sG, deren Verteilungsfunktion gleich F,, (= empirische Verteilungsfunktion auf Basis der
urspriinglichen Stichprobe) ist.

Durch Resampling kann man quasi das Experiment, das zur Originalstichprobe gefiihrt
hat, beliebig oft wiederholen. Das ist etwa dann sehr niitzlich, wenn man etwas iiber
die Eigenschaften einer auf Basis von x bestimmten Statistik erfahren mochte. Hat man
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beispielsweise auf Basis der Originaldaten die Statistik 7'(x) bestimmt, kann man durch
Resampling von x Informationen iiber die Verteilung von T'(X) (also iiber die zugehérige
sG) gewinnen.

Das Bootstrapping ist eine Formalisierung der Idee hinter dem Resampling. Wir be-
trachten hier nur die Bestimmung eines Quantilen-Bootstrap—Konfidenzintervalls
fiir einen Parameter 0 etwas detaillierter. Der Parameter werde auf eine bestimmte Weise
auf Basis der Originalstichprobe x = (1, s, ..., x,) geschitzt, d.h. § = #(x). Im folgen-
den Algorithmus bezeichnet B die Zahl der durch Resampling bestimmten Stichproben
(iiblich sind etwa B = 3000 oder mehr Resamples).

Algorithmus zur Bestimmung eines Bootstrap—Konfidenzintervalls:

(1) Setze j = 1.

(2) Solange j < B, gehe zu (3) — (5).

(3) Ermittle durch Resampling eine Stichprobe xj der Gréfe n aus F,.
(4) Bestimme é\j = é\(xj)

(5) Setze j =7+ 1.

~

(6) Sind 0??1) < 0??2) < e < é\sz) die der Grofe nach geordneten Werte von «9}, 05,
setze m = |(a/2)B] und bilde das Intervall:

(N

Bem: Die offensichtlich selbstreferenzielle Vorgangsweise beim Bootstrapping!® wirkt auf
den ersten Blick nicht sehr vielversprechend. Aber die einzige Information {iber die Va-
riabilitdt der Stichprobe ist die (konkrete) Stichprobe selbst, und durch Resampling kann
man diese Variabilitdt simulieren. Klarerweise gibt es Situationen, in denen diese Metho-
de nicht funktioniert (jedenfalls nicht besser als herkdmmliche Methoden). Andererseits
zeigt aber die Praxis, dass es in zahlreichen Féllen funktioniert (vgl. das folgende Beispiel)
und vielfach bessere Ergebnisse liefert als Methoden, die sich auf die Theorie der grofien
Stichproben berufen.

Bsp 7.18 Zur Hlustration des Bootstrapping und zum Vergleich mit klassischen Metho-
den betrachten wir eine simulierte Stichprobe der Grofe n = 25 aus einer Exp(r = 3)-
Verteilung. Von 7.3.6 kennen wir ein exaktes und zwei approximative Konfidenzintervalle
fiir den Parameter 7. Wir berechnen fiir a = 5% alle drei Intervalle und zusétzlich nach
dem obigen Algorithmus das Bootstrapintervall auf Basis von B = 3000 Resamples der
(simulierten) Stichprobe. Als Schétzer fiir 7 (= Mittelwert der Verteilung) nehmen wir
den Stichprobenmittelwert 7.

6 pootstrap engl. = Stiefellasche, —riemen; Redewendung: pull yourself up by your bootstraps (= sich am
eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen)
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Abbildung 7.9: Histogramm der Bootstrapmittelwerte T*
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Abb 7.9 zeigt das Histogramm der Bootstrapmittelwerte; die d&uferen strichlierten Linien
markieren die Grenzen des 95%-Bootstrapintervalls, die mittlere Linie ist an der Stelle des
Mittelwerts T der Originalstichprobe. Der folgende R-Output zeigt eine Zusammenfassung
aller vier Intervalle (vgl. chap7.r fiir den R-Code).

Lower2.5% Upper97.5% Length

Exact 1.846 4.075 2.229
Wald 1.603 3.671 2.068
Score 1.895 4.337 2.443
Boot 1.860 3.503 1.643

Alle vier Intervalle {iberdecken den (hier bekannten) wahren Wert von 7; das Bootstrap-
intervall ist aber mit Abstand am kiirzesten. |
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7.4 Statistische Tests

Neben Punktschatzungen und Konfidenzintervallen betrachtet man in der schliefsenden
Statistik auch das Testen von statistischen Hypothesen. Dabei unterscheidet man
grundsatzlich zwischen Parameter— und Verteilungshypothesen. Unter einer Parame-
terhypothese versteht man eine Behauptung iiber den (oder die) Parameter von ei-
ner (oder mehreren) Verteilung(en). Bei dieser Art von Hypothesen wird angenommen,
dass der Verteilungstyp bekannt ist (beispielsweise, dass es sich um eine Normalverteilung
handelt). Ist der Verteilungstyp aber nicht bekannt und moéchte man testen, ob eine be-
stimmte Verteilung oder eine bestimmte Verteilungsfamilie (beispielsweise, die Familie der
Normalverteilungen) ein zufriedenstellendes Modell fiir die vorliegenden Beobachtungen
darstellt, spricht man von einer Verteilungshypothese.

7.4.1 Parametertests

Wie in den vorigen Abschnitten nehmen wir an, dass unser Interesse einer sG X ~ f(x;6)
(oder X ~ p(x;0)) mit unbekanntem Parameter § € © gilt. Auf Grund einer Theorie
(oder einer Vermutung, einem fritheren Experiment, ...) gelte § € ©y oder § € ©; mit
©pNO; = und OUO; C O. Die erste Behauptung nennt man die Nullhypothese, die
zweite die Alternativ— oder Gegenhypothese und schreibt das Testproblem wie folgt:

Ho:0 €0y gegen H;:0€ 06,

Bem: Es ist nicht gleichgiiltig, welche Behauptung die Null- und welche die Gegenhypo-
these ist; das ist eine Folge der Asymmetrie des Testens. Als Nullhypothese wéihlt man in
der Regel diejenige Behauptung, die die bisherige Situation oder den ,Normalfall“ (oder
,Status quo“) représentiert. Die Alternativhypothese ist haufig einfach das Komplement
zur Nullhypothese, oder diejenige Behauptung, deren Zutreffen ein bestimmtes Handeln
erfordert oder die gravierenderen Konsequenzen (positive oder negative) nach sich zieht.

Ein—/Zweiseitige Alternativhypothesen: Im Folgenden betrachten wir nur einfache Nullhy-
pothesen der Form H, : 6 = 6y. Lautet die Alternativhypothese # # 6y nennt man sie
zweiseitig:

Ho:0 =00 gegen Hi:0 0,
In den beiden folgenden Féllen nennt man die Alternativhypothese einseitig:
Ho:0=0y gegen H;:0 <60y oder Hy:60> 6

Testentscheidung: Eine auf einer Stichprobe X = (X, X5,...,X,,) von X basierende Ent-
scheidungsregel iiber Hypothesen nennt man einen (statistischen) Test. Ein Test wird
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durch seinen kritischen Bereich C charakterisiert. Dabei handelt es sich um eine Teil-
menge des Stichprobenraumes M% (= Menge aller moglichen Stichproben von X') mit:

Verwerfe Hy (Akzeptiere H;) falls X e C
Akzeptiere Hy (Verwerfe H;) falls X € C¢

Typ |/ Typ lI-Fehler: Allgemein unterscheidet man Typ I-und Typ II-Fehler (oder auch
Fehler 1. und 2. Art). Der erste tritt auf, wenn die Hy verworfen wird, obwohl sie richtig
ist; der zweite tritt auf, wenn die Hy nicht verworfen wird, obwohl sie falsch ist. Die
folgende Tabelle zeigt die moglichen (Fehl-) Entscheidungen:

Wahrer Zustand
Entscheidung H, trifft zu H, trifft zu
Verwerfe H, Typ I-Fehler Korrekte Entscheidung
Akzeptiere ‘H, | Korrekte Entscheidung Typ II-Fehler

Die Wahrscheinlichkeit eines Typ [-Fehlers bezeichnet man mit a:

o = P(Typ I-Fehler) = Py, (X € C)

Die Wahrscheinlichkeit eines Typ II-Fehlers bezeichnet man mit j:

3 = P(Typ II-Fehler) = Py(X € C°)

Um ( berechnen zu koénnen, brauchen wir einen spezifischen Wert 6 aus der Alternativ-
hypothese ©1, d.h., 3 = 3(0) ist keine Konstante, sondern héngt vom wahren Wert des
Parameters ab.

Bem: Die Wahrscheinlichkeit « eines Typ I-Fehlers nennt man auch das (Signifikanz-)
Niveau des Tests.

Bsp 7.19 Als Illustration betrachten wir fiir X ~ N(,u, (2.5)2) das folgende zweiseitige
Testproblem:

Ho : 0 =50 (= o) gegen Hy:pu #50
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Abbildung 7.10: Dichte von X unter H, und kritischer Bereich

0 _
o

Dichte

a/2=0.0287 a/2=0.0287

0.1

0.0

X|

289

Angenommen, wir ziehen eine Stichprobe der Gréfe n = 10 und die Entscheidungsregel
lautet: Verwerfe Hy, wenn T < 48.5 oder T > 51.5, andernfalls verwerfe Hy nicht. Der

kritische Bereich des Tests ist also gegeben durch:

C = {(21,22,...,2,) |T < 48.5 oder T > 51.5}

Wie grofs ist bei diesem Test die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art? Unter H, gilt:

_ 2 9.5)2
X ~N(pZ)=N 50, (22)
n 10

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I-Fehler ist daher gegeben durch:

o (M) n {1 o (m)} — 0.0287 + 0.0287 = 0.0574
2.5/1/10 2.5/1/10

(Vgl. Abb 7.10 fiir eine grafische Veranschaulichung.) Wie grofs ist bei diesem Test die
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Abbildung 7.11: Wahrscheinlichkeit eines Typ II-Fehlers fiir ;1 = 52

©
o

unter Hg : p=50 unter Hy : p=52

0.4

Dichte
0.3

0.2

0.1

0.0

46

X|

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art? Um diese Frage beantworten zu konnen, miissen wir
einen Wert aus der Alternativhypothese spezifizieren. Fiir beispielsweise p = 52 gilt:

X ~ N (52, (21'?))2)

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ II-Fehler ist daher gegeben durch:

51.5 — 52 48.5 — 52
G- <72.5/ o) -e <72.5/ ) 02613

(Vgl. Abb 7.11 fiir eine grafische Veranschaulichung.) Aus Symmetriegriinden ergibt sich
der gleiche Wert fiir 3, wenn p = 48. Liegt der wahre Wert von p sehr nahe bei pg = 50,
erhoht sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ II-Fehler drastisch. Fiir beispielsweise
p = 50.5 ergibt sich 8 = 0.8923 (vgl. Abb 7.12). [ |
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Abbildung 7.12: Wahrscheinlichkeit eines Typ [I-Fehlers fiir ;x = 50.5

©
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unter Hg : p=50 unter H; : pn=50.5
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Starke/Schwache Schlussfolgerungen: In der Praxis verwendet man Tests, die eine vorge-
gebene (kleine) Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I-Fehler nicht iiberschreiten. Wird H,
verworfen, spricht man daher von einer starken Schlussfolgerung. Wird H nicht verwor-
fen, hat man moglicherweise einen Typ II-Fehler begangen, und iiber seine Grofe weifs
man meist nur wenig (0 ist eine Funktion des wahren Parameterwerts, und der ist eben
nicht bekannt). In letzterem Fall spricht man daher von einer schwachen Schlussfolge-
rung und sagt meist vorsichtiger, dass man Hy nicht verwerfen kann (und nicht, dass man
Hy ,akzeptiert”).

Schérfe: Die Schérfe (oder Power) eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit der Verwerfung
der Nullhypothese Hy, wenn die Alternativhypothese zutrifft (d. h., die richtige Entschei-
dung zu treffen, wenn H, falsch ist). Betrachtet man die Schérfe als Funktion von 6,
spricht man von der Schirfefunktion (oder Powerfunktion):

70(0) =1- ﬁ(@) fir 0 € O,
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Abbildung 7.13: Powerfunktion fiir den Test von Bsp 7.19

Power

a =0.0574

Bem: Die Power eines Tests hingt eng mit seiner Sensitivitat zusammen, d. h., mit seiner
Fahigkeit, Abweichungen von der Nullhypothese Hj als solche zu erkennen. Ist die Power
eines Tests zu gering, kann man entweder o oder — nach Méglichkeit — die Stichprobengrofe
n erhohen.

Bsp 7.20 Die Powerfunktion fiir den Test von Bsp 7.19 ist gegeben durch:

7c(ﬂ)=1—ﬁ(u)=¢(%)—®<%), LeR

Fiir p = py = 50 entspricht die Powerfunktion der Wahrscheinlichkeit eines Typ [-Fehlers,
d.h. 7¢(50) = @ = 0.0574. (Vgl. Abb 7.13 fiir eine grafische Darstellung,.) [ |

742 p-Wert

Die allermeisten Statistikpakete (auch R) verfolgen beim Testen von Hypothesen nicht die
im vorigen Abschnitt beschriebene ,klassische Vorgangsweise, sondern berechnen statt
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dessen einen Wahrscheinlichkeitswert. Der p—Wert!” (oder das beobachtete Signifi-
kanzniveau) der H, entspricht der Wahrscheinlichkeit — bei Zutreffen von Hy — den
beobachteten Wert der Teststatistik oder einen extremeren zu bekommen. Was konkret

unter .extremer* zu verstehen ist, hingt von der Gegenhypothese (oder vom kritischen
Bereich) ab.

Bsp 7.21 Angenommen, im Kontext von Bsp 7.19 ergibt sich ein Stichprobenmittelwert
von T = 51.8 (= Wert der Teststatistik). Beim vorliegenden zweiseitigen Testproblem
bedeutet ,extremer”, dass sich X unter H, um mehr als 1.8 von py = 50 unterscheidet.
D.h., der p—Wert ist wie folgt zu berechnen:

p—Wert = P, (| X — 0| > 1.8)
=1-P,(48.2< X <51.8)
1 lq) (51.8 - 50) ® (48.2 — 50)}
2.5/v/10 2.5/v/10
= 0.0228

Nach dem unten angegebenen Beurteilungsschema bedeutet dieser Wert, dass fiir einen
beobachteten Wert von T = 51.8 starke Einwénde gegen die Giiltigkeit der Hy : u = 50
vorliegen. ]

Bezug zum klassischen Testen: Ein klassischer Test ergibt sich dadurch, dass eine H, deren
p—Wert kleiner als « ist, auf dem Niveau a verworfen wird. Anders ausgedriickt:

Der p—Wert der 'H, ist der grifste Wert von «, fiir den die Hy nicht
verworfen wird.

Die Beurteilung von Hypothesen mittels p—Wert hat u. a. den Vorteil, dass man auf Basis
einer Zahl fiir alle Werte von a die Testentscheidung unmittelbar ablesen kann.

Interpretation des p—Werts: Bei der Interpretation des p—Werts halt man sich meist an das
folgende Beurteilungsschema:

p—Wert Signifikanz

< 0.01 sehr hoch (
0.01 — 0.05 | hoch (starke Einwénde gegen Hy)
0.05 — 0.10 | schwach (schwache Einwéande gegen H)
> 0.10 keine (

sehr starke Einwinde gegen H)

sehr schwache/keine Einwédnde gegen H)

Tengl. p-value
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Bemerkungen:

(a) Die oben verwendete Sprechweise von der ,Signifikanz* eines Tests ist zwar weit
verbreitet aber mit einer gewissen Vorsicht zu gebrauchen. Ein Test ist signifikant,
wenn er die Nullhypothese verwirft. Das ist eine formale Aussage, die von den Hypo-
thesen, vom verwendeten Test, von der Stichprobengréfse und von o abhéngt. Diese
statistische Signifikanz sollte nicht mit der praktischen (oder wissenschaftlichen) Si-
gnifikanz verwechselt werden. Mdoglicherweise ist ein formal signifikantes Ergebnis
nur von geringer praktischer Bedeutung.

(b) Bei der Beurteilung des p—Werts nach dem obigen Schema ist eine gewisse Vorsicht
angebracht. Ein ,grofer* p—Wert (beispielsweise grofer als 0.10) bedeutet nicht
automatisch eine Unterstiitzung fiir Hy. Ein moglicher anderer Grund dafiir konnte
auch sein, dass die Hy falsch ist, aber der Test eine zu geringe Power hat, um das
zu erkennen.

(c) Man verwechsle den p—Wert einer Nullhypothese nicht mit P(Hy|Daten). Derartige
Aussagen sind nur im Rahmen der Bayes’schen Statistik (vgl. Kapitel 8) moglich
und sinnvoll. Der p—Wert ist nicht die Wahrscheinlichkeit fiir die Giiltigkeit der H !

7.4.3 Beziehung zwischen Tests und Konfidenzintervallen

Es gibt eine enge Bezichung zwischen Parametertests und Konfidenzintervallen. Ange-
nommen, (73(x), T>(x)) ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir einen Parameter 6 € © auf

Basis einer (konkreten) Stichprobe x = (x1,2s,...,2,) von X. Dann ist ein Test zum
Niveau « fiir die Hypothesen:

Ho:0 =0y gegen Hi:0 0,
gegeben durch:

0o € (T1(x),T>(x)) — Ho nicht verwerfen

0o ¢ (T1(x), Tx(x)) — Ho verwerfen

Bsp 7.22 Ebenso wie in Bsp 7.21 nehmen wir an, dass sich im Kontext von Bsp 7.19 ein
Stichprobenmittelwert von 7 = 51.8 ergibt. Ein 95%-Konfidenzintervall fiir p ist dann
gegeben durch:

2.5
T £ 20915 —— = (50.251, 53.349)

V10

Da g = 50 kein Element dieses Intervalls ist, wird Hg : i = 50 zum Niveau 5% verworfen.
(Man beachte auch, dass der in Bsp 7.21 zu T = 51.8 berechnete p—Wert der H, kleiner
als a = 0.05 ist.) [
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Bem: Auch wenn Parametertests und Konfidenzintervalle dquivalente Konzepte darstel-
len, so vermitteln sie dennoch unterschiedliche Einsichten. Durch ein Konfidenzintervall
bekommt man — zu einem bestimmten Konfidenzlevel — einen Bereich von ,plausiblen®
Werten fiir den in Frage stehenden Parameter. Auf Basis von Tests andererseits gewinnt
man — beispielsweise durch Berechnung von p—-Werten — Einsichten hinsichtlich der mit
bestimmten Entscheidungen verbundenen Risiken.

7.4.4 Tests fir den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz bekannt)

Gegeben sei eine Stichprobe X, Xy, ..., X, von X ~ N(u,c?), wobei die Schreibweise o2
fiir die Varianz andeuten soll, dass sie als bekannt vorausgesetzt wird. Wie schon frither
diskutiert, ist der Stichprobenmittelwert X, allgemein ein unverzerrter Schétzer fiir y mit
Varianz o7 /n. Fiir Stichproben aus einer Normalverteilung ist die Stichprobenvertei-

lung'® von X, gegeben durch:
n

Fiir die Entwicklung von Tests fiir Ho : 1 = 10 (gegen ein— oder zweiseitige Alternativen)
ist es vorteilhaft, X,, zu standardisieren und den kritischen Bereich durch die folgende
Teststatistik zu definieren:

7n_,uO

SN

Unter Ho : i = po ist Zy standardnormalverteilt, Zy ~ N(0, 1), und exakte Tests fiir den
Mittelwert p zum Niveau « sind gegeben wie folgt:

Nullhypothese: Ho : 0= o

_ Xn — o
Uo/\/ﬁ

Teststatistik: Z

Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
H# o |Zo|l > 21-0/2
> o Zy > Zl—a
1< o Zy < 2o (= —21-0)

Bengl. sampling distribution
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p—Wert: Ist zy der beobachtete Wert der Teststatistik Z, so ist der p—Wert der Hy —
abhéngig von der Alternativhypothese — wie folgt zu berechnen:

Alternativhypothese H; p—Wert
A o 2[1 — (|z))]
1> o 1 —®(z)
1< o P(20)

Bem: Tests werden héufig nach den vorkommenden Schwellenwerten (= Quantile der
Teststatistik unter Hy) benannt. Die Tests dieses Abschnitts werden dementsprechend
meist als z —Tests bezeichnet.

Powerfunktion: Bei bekannter Varianz o? ist es nicht schwierig, explizite Ausdriicke fiir
die Testpower zu finden. Instruktiver und niitzlicher fiir Anwendungen sind aber grafische
Darstellungen der Powerfunktion fiir ein (grobes) Raster von Stichprobengréfen.

Abb 7.14 zeigt einige Powerfunktionen fiir den z-Test fiir zweiseitige Alternativen in
Abhéngigkeit von 6 = |pu—po|/0o (d. h. in standardisierten Abweichungen von pg). Mochte
man beispielsweise die Power des z—Tests von Hy : p = 50 (gegen H; : p # 50) an
der Stelle p = 51 bestimmen, wenn n = 25, g = 2 und a = 5%, so findet man fiir
5 = |51 — 50]/2 = 1/2 einen Wert von 70%. D.h., in etwa 30% der Félle wird der Test
eine Abweichung von der Grofe einer halben Standardabweichung nicht entdecken.

Umgekehrt lésst sich aus Diagrammen dieser Art auch abschétzen, wie grof die Stichprobe
sein miisste, um eine bestimmte Power zu erzielen. Wenn man beispielsweise fiir eine
standardisierte Abweichung von § = 1/2 eine hohe Power von (mindestens) 90% haben
mochte, so findet man aus Abb 7.14 eine Stichprobengrofe von etwa n = 40.

Tests fiir groRe Stichproben: Ist die Stichprobe nicht zu klein (etwa n > 40), konnen die
Tests dieses Abschnitts in guter Niherung auch dann verwendet werden, wenn o? nicht
bekannt ist (und durch s? ersetzt wird), ungeachtet der tatsichlichen Form der zugrunde
liegenden Verteilung. Dabei beruft man sich auf den ZGVS und auf die Konsistenz von

S? zur Schitzung von o2

7.4.5 Tests fir den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz unbekannt)

Gegeben sei eine Stichprobe X, Xs, ..., X,, von X ~ N(u,c?), wobei wir nun davon aus-
gehen, dass auch o2 nicht bekannt ist und durch die Stichprobenvarianz S? erwartungstreu
und konsistent geschétzt werden kann. Nach der Behauptung (4) in 7.3.3 gilt in diesem
Fall, dass:
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Abbildung 7.14: Powerfunktionen fiir den z—Test bei zweiseitigen Alternativen (o = 5%)
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Exakte t —Tests fiir den Mittelwert p zum Niveau « sind dann gegeben wie folgt:

Nullhypothese: Ho : 0= o

.. yn — Mo
Teststatistik: Ty =
SN
Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
1 # fo To| > ta-151-a/2
> flo To > th—1;1-a

<o Ty < tnfl;a (I _tnfl;lfa)
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p—Wert: Ist ty der beobachtete Wert der Teststatistik Tq, so ist der p—Wert der Hy —
abhéngig von der Alternativhypothese — wie folgt zu berechnen:

Alternativhypothese H; p—Wert
1t F o 2[1 = F(|to])]
> fio 1 — F(to)
1< fo F(to)

Dabei bezeichnet F' die Verteilungsfunktion einer t(n — 1)—Verteilung,.

Bsp 7.23 Zehn Beobachtungen aus einer Normalverteilung seien gegeben wie folgt:

52.1 49.0 514 50.0 50.3 49.6 50.6 50.8 51.0 51.7

Sind die Beobachtungen zum Niveau o = 5% kompatibel mit der Behauptung p = 507
Der folgende R-Output zeigt das Ergebnis des t—Tests gegen die zweiseitige Alternative
w7 50.

x <- ¢(52.1,49.0,51.4,50.0,50.3,49.6,50.6,50.8,51.0,51.7)
t.test(x, mu=50)

One Sample t-test

data: x
t = 2.1423, df = 9, p-value = 0.06079
alternative hypothesis: true mean is not equal to 50
95 percent confidence interval:
49.964 51.336
sample estimates:
mean of x
50.65

Da der p—Wert grofer als 0.05 ist, wird die Nullhypothese auf dem Niveau 5% nicht
verworfen. Aquivalent dazu kann man auch das 95% Konfidenzintervall fiir z heranziehen.
Da p = 50 Element des Intervalls ist, wird Hy : i = 50 nicht verworfen. |

Powerfunktion: Bei unbekannter Varianz o2 ist die Berechnung der Testpower schwieri-
ger als bei bekannter Varianz.!® Instruktiver und niitzlicher fiir Anwendungen sind aber

¥Dabei kommt die sog. nichtzentrale t —Verteilung ins Spiel.
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Abbildung 7.15: Powerfunktionen fiir den t—Test bei zweiseitigen Alternativen (a = 5%)
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grafische Darstellungen der Powerfunktion fiir ein (grobes) Raster von Stichprobengrofen
(Abb 7.15). Auch in diesem Fall ist es sinnvoll, die Powerfunktion in Abhéngigkeit von
der standardisierten Abweichung § = | — po|/o darzustellen.

Méchte man beispielsweise die Power des (zweiseitigen) t—Tests fiir 6 = 1, n = 10 und
a = 5% bestimmen, so findet man aus dem Diagramm einen Wert von 80%. Fiir die-
selben Vorgaben findet man fiir den z—Test eine Power von etwa 88% (Abb 7.14). Die
hohere Power verdankt sich dem Umstand, dass die Varianz beim z-Test als bekannt
vorausgesetzt wird und nicht aus den Beobachtungen geschétzt werden muss.

7.4.6 Tests fiir die Varianz einer Normalverteilung

Fiir die Entwicklung von Tests fiir die Varianz einer Normalverteilung beziehen wir uns
auf Behauptung (2) von 7.3.3. Ist X, X5, ..., X, eine Stichprobe von X ~ N(gu,0?) und
ist S die Stichprobenvarianz, so gilt:
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n—1)5?
( O-2> no_ X2(n_1)

Exakte Tests fiir die Varianz o2 zum Niveau « sind dann gegeben wie folgt:

Nullhypothese:  Hy : 0% = 03

Teststatistik: Xo = w
90
Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
0® # a3 Xg < Xifl;a/2 oder xg > Xifl;lfaﬂ
o? > o X6 > Xo-1;1-a
0% <0 Xo < Xo-t;a

Bsp 7.24 Angenommen, wir testen Hy : 02 = 5 gegen H; : 02 < 5 und der Wert der
Teststatistik fiir eine Stichprobengrofe von n = 15 betrigt & = 4.2. Wie grof ist der
p—Wert? Der p—-Wert ist der grofste Wert von «, fiir den die H nicht verworfen wird:

p—Wert = P(x*(14) < 4.2) = 0.0059

Testet man zweiseitig (d.h. gegen H; : 02 # 5), ist der p—Wert wie folgt zu berechnen:

p-Wert = 2min { P(x*(14) < 4.2), P(x*(14) > 4.2) } = 0.0117

=0.0059 =1-0.0059

In beiden Féllen ist zum (iiblichen) Niveau von o = 5% die Nullhypothese Hy : 0% = 5
zugunsten der Alternativhypothese zu verwerfen. Zum ,yorsichtigeren“ Niveau o = 1%
allerdings nur im ersten Fall. [ |

7.4.7 Tests fiir einen Anteil

Ist Xy, Xo,..., X, eine Stichprobe von X ~ A(p) (Bernoulli-Verteilung), so hat ¥ =
¢ 1 X; (= Anzahl der Einser in der Stichprobe) eine Binomialverteilung B(n,p). Be-
trachten wir zunéchst einen Test von:

(1) Ho:p=po gegen Hi:p > po
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Intuitiv wird man Hy verwerfen, wenn Y einen bestimmten Schwellenwert iiberschreitet,
d.h., wenn Y > k. Unter H, gilt:

P(Y 2 k) = (7)1 =

Fiir einen Test zum (vorgebenen) Niveau o miisste man k so wihlen, dass die Summe auf
der rechten Seite gleich « ist. Da es aber aufgrund der Diskretheit der Binomialverteilung
ein derartiges k in der Regel nicht gibt, wahlt man den Schwellenwert £* wie folgt:

k* = min {k

Als Alternative zur obigen Vorgangsweise kann man auch den p—Wert der H bestimmen.
Ist y der beobachtete Wert von Y, so gilt:

i (?)pé(l —po)" " < oz}

i=k

n

n\ . —
p-Wert = ) (i)pé(l —po)"

=y

Bsp 7.25 Ein Hersteller von Computerchips behauptet, dass nicht mehr als 2% seiner
Chips defekt sind. Ein Abnehmer testet 300 Chips und findet darunter 10 defekte Chips.
Léasst sich damit die Behauptung des Herstellers widerlegen? Der Abnehmer testet die
folgenden Hypothesen:

Ho:p=po=0.02 gegen H;i:p> po
Eine einfache Suchprozedur ergibt fiir a = 0.05 einen Schwellenwert von k* = 11. Die

Nullhypothese kann also zum Niveau 5% nicht verworfen werden. Man kann auch den
p—Wert berechnen:

9
p-Wert = B, (Y >10) =1-) (33()) (0.02)7(0.98)*" = 0.0818

=0

Auch am p-Wert zeigt sich, dass zum Niveau 5% die Nullhypothese nicht verworfen
werden kann, wohl aber zum weniger vorsichtigen Niveau 10%. [ |

Analoge Uberlegungen gelten fiir einen Test von:

(2) Ho:p=po gegen Hi:p <po



302 7 SCHLIESSENDE STATISTIK

Nun ist Hy zu verwerfen, wenn Y < k*, wobei £* wie folgt gewéhlt wird:

k* = max {k:

Ist y der beobachtete Wert von Y, so ist der p—Wert von H, gegeben durch:

i (?)pé(l —po)" " < oz}

=0

Yy
n\ . L
p—Wert = Z (Z,)pé(l — po)"

1=0

Im Falle einer zweiseitigen Alternative:

(3) Ho:p=mpo gegen Hy:pF# po

wird man Hy verwerfen, wenn der beobachtete Wert y vonY = """ | X, entweder deutlich
grofer oder kleiner als der Wert ist, den man fiir p = pg erwarten wiirde, d. h., wenn:

Pp(Y > y) < oder P, (Y <y) <

| e
| e

D.h., der p—Wert fiir Y = y ist gegeben durch:
p-Wert = 2min {PPO(Y >y), P (Y < y)}

Bsp 7.26 Angenommen, die Ausschussquote eines Prozesses liegt schon seit langerer Zeit
bei 4%. Nach einer Umstellung der Arbeitsablaufe mochte man herausfinden, ob sich die
Ausschussquote verandert hat. In einer Stichprobe der Grofe n = 500 gibt es 16 defekte
Teile (entspricht einer Ausschussquote von 3.2%). Da die urspriingliche Fragestellung auf
eine Verdnderung der Ausschussquote abzielt (und nicht auf eine Verbesserung), sind die
folgenden Hypothesen zu testen:

Ho:p=po=004 gegen H;:pF#po

Fiir p = 0.04 gilt P(Y < 16) = 0.2158 und P(Y > 16) = 0.8487; der p—Wert der H, ist
also gegeben durch:

p-Wert = 2P(Y < 16) = 0.4316

Der vergleichsweise grofse p—Wert zeigt, dass der Stichprobenbefund nicht ausreicht, um
auf eine Verdnderung der Ausschussquote schlieffen zu kénnen.
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Der folgende R-Output zeigt die Verwendung der Funktion binom.test():

binom.test (16, 500, p=0.04)
Exact binomial test

data: 16 and 500
number of successes = 16, number of trials = 500, p-value = 0.4242
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.04
95 percent confidence interval:

0.018399 0.051447

sample estimates:
probability of success

0.032

Der kleine Unterschied zum zuerst berechneten p—Wert erklart sich aus der — im zweiseiti-
gen Fall — etwas anderen Berechnung, und zwar als Summe aller Binomialwahrscheinlich-
keiten, deren Wert kleiner oder gleich P, (Y = 16) ist. Praktisch ist die unterschiedliche
Berechnung des p—Werts aber nur von geringer Bedeutung. |

Approximative Tests fiir groBe Stichproben: Fiir grofe Stichproben gilt unter Verwendung
des ZGVS (vgl. 6.3.3):

Y — ZXi ~ N(np,np(1 —p))

i=1

Approximative Tests zum Niveau « sind also gegeben durch:

Nullhypothese: - Ho : p = po

Yy —
Teststatistik: ~ Zg = ———r0
npo(1 — po)
Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
P # Do | Zo| > z1-a/2
P>Dpo ZQ > Zl—a

P <Dpo ZO < Za (: _zlfa)
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Bsp 7.27 Wir betrachten noch einmal die Situation von Bsp 7.26. Die Stichprobengrofse
von n = 500 ist ausreichend grof, sodass die Normalapproximation der Binomialverteilung
auch fiir p = 0.04 zuléssig ist (Faustregel: (500)(0.04)(0.96) = 19.2 > 10). Fiir den Wert
der Teststatistik ergibt sich:

L 16— (500)0.04) oo
" /(500)(0.04)(0.96) '

Der (approximative) p—Wert ist also gegeben durch:

p—Wert = 2[1 — ®(|z])] = 0.3613

Auch dieser Wert zeigt, dass nicht auf eine Verédnderung der Ausschussquote geschlossen
werden kann. [}

7.4.8 Tests fiir die Mittelwerte von zwei Normalverteilungen

Fiir Stichproben X1, Xo, ..., X,, und Y1, Y5, ..., Y, von zwei ua. sGn X ~ N(ux,o%) bzw.
Y ~ N(uy,o?), betrachten wir nun Tests fiir die Differenz p1y — py der Mittelwerte. Dabei
nehmen wir zunéchst an, dass die beiden Varianzen 0% und i unbekannt aber gleich
sind, d.h. 6% = 0% = ¢ (unbekannt). Ebenso wie fiir die Konstruktion von Konfidenzin-
tervallen fur puy — py (vgl. 7.3.4) ist es in diesem Fall sinnvoll, die Varianzschitzungen

S% und S% zu kombinieren. Der gepoolte Varianzschiitzer von o? ist gegeben durch:

m—1)S% + (n—1)5%
m+n—2

2 (
S, =
Mit diesem Varianzschéatzer gilt:

T:(7_7>_(MX_MY> Nt(m+n—2)

Sp\/1/m+1/n

Exakte (gepoolte) t—Tests fiir die Differenz uy — py der Mittelwerte zum Niveau «
sind dann gegeben wie folgt:

Nullhypothese: Ho : px — py = Do

(X -Y) - A

Sp\/1/m+1/n

Teststatistik: Ty =
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Alternativhypothese H; ‘Hy verwerfen, falls
px — by # Ao To| > tmgn—2:1-a/2
px — py > Ag To > tmin-21-a
px — py < Ag Ty < tmtn—2:a (= —tmin—2:1-a)

In vielen Féllen kann man nicht davon ausgehen, dass die beiden Varianzen % und o3
gleich sind. Im Falle 0% # 02 (beide unbekannt) gibt es keinen exakten Test fiir die
Differenz der Mittelwerte. Sind beide Stichprobengréfen m und n nicht zu klein, kann
man den folgenden approximativen Test verwenden:

Nullhypothese: Ho : px — py = Do

Teststatistik: Zy = (X _Y) A
VS%/m+ SZ/n
Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
px — py 7 Ao | Zo| > Z1—a/2
px — py > Ag 2y > Z—a
x — by < Ay Zy < 2o (= —21-0)

Bsp 7.28 Zwei Stichproben aus unabhéngigen Normalverteilungen seien gegeben wie folgt:

Stichprobe 1 ‘ 3,7, 25, 10, 15, 6, 12, 25, 15, 7

Stichprobe 2 ‘ 48, 44, 40, 38, 33, 21, 20, 12, 1, 18

Die Stichprobenstreuung der ersten Stichprobe ist s; = 7.63, der zweiten sy, = 15.3.
Die Annahme, dass die beiden Streuungen gleich sind (d.h., oy = o3) erscheint hier
wenig plausibel und das Poolen der beiden Stichprobenvarianzen daher wenig sinnvoll.
Der folgende R-Output zeigt die Verwendung der Funktion t.test () fiir den Test von:

Ho:pn = p2 gegen Hy: g # fio
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x <- ¢(3,7,25,10,15,6,12,25,15,7)
y <- c(48,44,40,38,33,21,20,12,1,18)
t.test(x, y, var.equal=TRUE)

Two Sample t-test

data: x and y
t = -2.7669, df = 18, p-value = 0.0127
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-26.3894 -3.6106
sample estimates:
mean of x mean of y
12.5 27.5

t.test(x, y, var.equal=FALSE)
Welch Two Sample t-test

data: x and y
t = -2.7669, df = 13.196, p-value = 0.01583
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-26.6941 -3.3059
sample estimates:
mean of x mean of y
12.5 27.5

Der erste t—Test wird unter der (hier fragwiirdigen) Voraussetzung o? = o3 durchgefiihrt,
der zweite ohne diese Voraussetzung. Die Ergebnisse unterscheiden sich allerdings nur we-
nig, die p—Werte sind dhnlich, und in beiden Féllen wird die Gleichheit der Mittelwerte
zum Niveau 5% verworfen (nicht aber zum vorsichtigeren Niveau 1%). Man beachte auch,
dass fiir var.equal=FALSE ein anderer als der oben angegebene Naherungstest verwen-
det wird, namlich der sog. Welch—Test. Letzterer ist im Fall ungleicher Varianzen der
bevorzugte Naherungstest.? [ |

7.4.9 Tests fiir die Varianzen von zwei Normalverteilungen

Fiir Stichproben X1, X»,...,X,, und Y;,Y5,...,Y, von zwei ua. sGn X ~ N(ux,o%)
bzw. Y ~ N(uy,o0%), betrachten wir nun Tests fiir die Varianzen von X und Y. Dabei
greifen wir auf die in 7.3.4 angegebene Behauptung zuriick, dass unter den gegebenen
Bedingungen:

20Vgl. z. B. WIKIPEDIA fiir Details zum Welch-Test.
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2/ 2
F = 5)2(/0;( ~ Fm—-1,n-1)
Sy /oy

Exakte F—Tests fiir den Quotienten ¢% /0% der Varianzen zum Niveau « sind dann
gegeben wie folgt:

Nullhypothese:  Hg : 0% = o

- S%
Teststatistik: Fo= =5
52
Alternativhypothese H; Hy verwerfen, falls
0% # 0y Fo < Fy_in—1,a2 oder  Fy > Fp1-1,1-a/2
Ug( > 0-52/ FO > Fm—l,n—l;l—a
0%( < 012/' FO < mel,nfl;a

Bsp 7.29 Fiir die beiden Stichproben von Bsp 7.28 sind die Stichprobenstreuungen gege-
ben durch s; = 7.63 bzw. s, = 15.3. Da sy etwa doppelt so grofs wie s; ist, erscheint die
Annahme o7 = 05 nur wenig plausibel zu sein. Der folgende R-Output zeigt die Verwen-
dung der Funktion var.test() fiir einen formalen Test von:

L2 2 .2 2
Ho: 0] =05 gegen Hy:oi # oy

var.test(x, y)
F test to compare two variances

data: x and y
F =0.2473, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.04936
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.061438 0.995819

sample estimates:
ratio of variances

0.24735
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Wie der p—Wert zeigt, wird — etwas iliberraschend — die Hy zum Niveau 5% nur ganz
knapp verworfen. Man beachte allerdings, dass aufgrund der nur kleinen Stichproben der
F—Test hier nicht sehr scharf ist. Testet man einseitig gegen H; : 02 < o3 ist der p—
Wert nur halb so grofs (0.02468), die Verwerfung der Hj also deutlicher. (Man beachte
allerdings, dass es i. A. nicht korrekt ist, die zu testenden Hypothesen erst nach Ansicht

der Stichprobenwerte zu formulieren!)

Bem: Da es keine Rolle spielt, welche Stichprobe die ,erste“ und welche die ,zweite" ist,
wahlt man — bei héndischer Rechnung — beim zweiseitigen Test die Reihenfolge zweck-
maéakigerweise so, dass Fy grofer als 1 ist. In diesem Fall geniigt der Vergleich mit dem
oberen Schwellenwert (der untere Schwellenwert ist kleiner als 1 und muss nicht tiberpriift
werden). Im vorliegenden Fall wére es also zweckméfiger, die Reihenfolge zu vertauschen:

2
Fy = % =4.0429 > Fyg9.0975 = 4.026 —  Hy verwerfen (o = 5%)

(Klarerweise sind bei Vertauschung von Zahler und Nenner von Fj auch die Freiheitsgrade
der F—Verteilung zu vertauschen!)

7.4.10 Tests fiir den Korrelationskoeffizienten

Der Korrelationskoeffizient p einer bivariaten Normalverteilung (vgl. Bsp 5.21):

(X, Y) ~ NQ(,Ul, 2, 0-%7 0'%, p)

kann mittels des (Stichproben—) Korrelationskoeffizienten R geschétzt werden (vgl.
auch 1.9.3). Ist (X1,Y7),...,(X,,Ys) (mit n > 2) eine Stichprobe von (X,Y), so ist R
definiert wie folgt:

Z(Xz - 7n)z Z(Yz - ?n)2

i=1

Bem: R wird allgemein zur Schitzung der Korrelation von zwei gemeinsam stetig verteilten
sGn X und Y verwendet. Im Fall einer bivariaten Normalverteilung kann man aber zeigen,
dass R der ML-Schétzer von p ist.

Die Verteilung von R héngt vom tatsédchlichen Wert von p ab und hat eine komplizierte
Form. Fiir p =0 (d.h., wenn X und Y unabhéngig sind) gilt:
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Behauptung: Ist (X1,Y1),...,(X,,Ys) (n > 2) eine Stichprobe aus einer bivariaten Nor-
malverteilung, so gilt fiir p = 0:

R+/n—2

T=——07— ~ t(n—2)

Vi-R

Exakte Unabhéngigkeitstests zum Niveau « sind dann gegeben wie folgt:

Nullhypothese: Ho:p=0

Rvn—2
V1 — R?

Teststatistik: T =

Alternativhypothese H;

Ho verwerfen, falls

p#0
p>0
p <0

7| > tn—2;1-a/2
T > tn—2;1—a

T < tn72;a (Z _tn72;17a>

Bsp 7.30 Angenommen, fiir eine Stichprobe der Grofe n = 35 aus einer bivariaten Nor-
malverteilung (X,Y) ~ No(uy, pe, 02,03, p) ergibt sich ein Korrelationskoeffizient von
R = 0.30. Der Wert der Teststatistik fiir einen Test von:

Ho:p=0 gegen Hi:p>0

ist gegeben durch:

0.3v/33
7= 03V e — p-Wert = P(t(33) > 1.8066) = 0.0400

v1—0.09

Wie der p—Wert zeigt, wird die Nullhypothese (= X, Y unabhéngig) auf dem Niveau 5%
zugunsten von p > 0 verworfen, nicht aber auf dem Niveau 1%. |

7.4.11 Normal-QQ-Plot

Héaufig moéchte man iiberpriifen, ob ein Datensatz aus einer bestimmen Verteilungsfami-
lie stammt. Fiir derartige Verteilungshypothesen gibt es zahlreiche formale statistische
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Tests (vgl. den folgenden Abschnitt) aber auch grafische Methoden, wie den Q(uantilen)-
Q(uantilen)—Plot. Der QQ-Plot ist insbesondere dann eine gute Methode zur Uberprii-
fung von Verteilungshypothesen, wenn die Verteilungsfunktion wie folgt darstellbar ist:

r —cC

d

F(:c):P(ng):FO( ), reR, ceR, d>0

(Fp ist eine nicht von unbekannten Parametern abhéngige VF.) Dann sagt man, dass die
Verteilung zu einer L(age)S(kalen)—Familie gehort. In diesem Fall lasst sich der Graph
von F' durch ,Strecken der Ordinatenachse in eine Gerade transformieren.

Im Folgenden betrachten wir speziell die LS-Familie der Normalverteilungen etwas
genauer. Fiir die VF einer normalverteilten sG X ~ N(u,o?) gilt:

g

(Fy entspricht der VF & der Standardnormalverteilung N(0,1).) Zwischen den Quantilen
von F' und den Quantilen von ® besteht die folgende lineare Beziehung:

Ty =p+0z
Die Quantile z, = ®~*(p) sind bekannt, die Quantile z, = F~!(p) sind nicht bekannt (da
sie von den unbekannten Parametern p und o abhéngen), konnen aber aus den gegebenen

Beobachtungen w1, xo, ..., x, geschitzt werden. Ist x(; die i-te Ordnungsstatistik (vel.
1.7.1), so gilt:

Z(p) ~ 1 (i), 1=1,2,...,n
n

Nun gilt fiir ¢ = n ungiinstigerweise F'~'(n/n) = F~(1) = oco. Aus diesem Grund be-
trachtet man (meist) die folgende modifizierte Beziehung:

0.5
:p(i)zF1<Z ) i=1,2,....n

n

Der Normal-QQ-Plot wird nun wie folgt erstellt:

(1) Daten der Groke nach ordnen: x(1y) <z < -+ < 2y

(2) Der kumulierte Anteil der Daten links von z(; ist gegeben durch:

0.5
Py =" Ci=1,2,....n
n
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(3) Bestimme die p; —Quantile der Standardnormalverteilung:

=0 p), i=12,...,n

(4) Zeichne die folgenden Punkte in ein tibliches Koordinatensystem:

(z@),2), i=12,...,n

Fiir eine Normalverteilung liegen die Punkte anndhernd auf einer Geraden:

Ty —
g

Bem: Héufig zeichnet man auch die Punkte mit vertauschten Koordinaten, d. h. die
Punkte (zi,x(i)), 1=1,2,...,n.

(5) Lege eine Vergleichsgerade durch die Punkte, beispielsweise eine ,robuste* Gerade
durch das 1. und 3. Quartil (oder durch die Hinges). Nicht uniiblich ist es auch, die
ML-Gerade durchzulegen, d.h. die Gerade:

- -1
A mit n—2

= - S (oder 0= sn)

=)
I

§|
Q)
I

Bem: Ublicherweise verwendet man entsprechende Software zur Erstellung von QQ-Plots.
Es gibt aber auch vorgefertigte W—Netze, meist versehen mit Skalen und diversen Hilfs-
linien, die das Eintragen der Punkte und das Ablesen von Schétzwerten fiir die Parameter
erleichtern. (Vgl. den Anhang: Normal-W-Netz fiir ein typisches Normalnetz.)

Bsp 7.31 Zehn Beobachtungen der effektiven Nutzungsdauer [min| von in Notebooks ver-
wendeten Akkus waren wie folgt:

176 183 185 190 191 192 201 205 214 220

Es besteht die Vermutung, dass die Nutzungsdauer der Akkus eine normalverteilte sG ist.
Der folgende R-Output zeigt die einzelnen Schritte zur Erstellung eines entsprechenden

QQ-Plots (vgl. Abb 7.16).

<- ¢(176,183,185,190,191,192,201,205,214,220)
<- length(x)

sort (x)

<- (1:n-0.5)/n

<- gnorm((1:n-0.5)/n)

N DT X B X
A
|
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nnetz <- data.frame(x=x, p=p, z=z)
round (nnetz, 3)

X P z
1 176 0.05 -1.645
2 183 0.15 -1.036
3 185 0.25 -0.674
4 190 0.35 -0.385
5 191 0.45 -0.126
6 192 0.55 0.126
7 201 0.65 0.385
8 205 0.75 0.674
9 214 0.85 1.036
10 220 0.95 1.645

Die eingezeichnete Linie entspricht der ML—-Geraden. Wie sich zeigt, lasst sich die Nor-
malverteilung als Verteilungsmodell nicht ausschliefen. (Das ist kein ,Beweis* fiir die
Giiltigkeit des Normalmodells, andere Modelle mogen ebenso addquat sein.) Die ML—
Schatzwerte von p und o lassen sich hier einfach berechnen:

12 X un o 10 S
=14.032

Grobe Schitzwerte fiir p und o kénnen im positiven Fall (d.h., wenn die Punkte ausrei-

chend gut auf einer Geraden liegen) aber auch wie in Abb 7.16 angedeutet dem QQ-Plot
entnommen werden. [

7.4.12 Chiquadrat—Anpassungstests

Die diversen Chiquadrat—Tests?! gehoren zu den éltesten Methoden der schlieRenden
Statistik. Wie in 4.2.4 gezeigt, gilt fiir X ~ N(u, 0?):

<X — M)Q ~ X*(1)

g

Hat man n unabhingige sGn X; ~ N(u;,0?), 7 = 1,...,n, so gilt nach dem Additions-

1
theorem fiir Chiquadratverteilungen (vgl. 6.2.3):

zn: <Xi;m)2 ~ x*(n)

i=1

2Entwickelt um 1900 vom engl. Statistiker KARL PEARSON (1857-1938).
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Abbildung 7.16: Normal-QQ-Plot fiir die Daten von Bsp 7.30

15
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0.5
|
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0.0
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-1.0

i U | g

180 190 200 210 220

Neben diesen exakten Resultaten gibt es aber auch sGn, deren Summe ihrer Quadrate
approzimativ einer Chiquadratverteilung folgt. So gilt fiir einen multinomial verteilten
stochastischen Vektor X = (X1, Xy, ..., X)) ~ M(n, p1,pa, ..., i), dass:

k

O :ZM D2k —1)

i=1 "pi
Diese Uberlegungen bilden die Basis fiir die folgenden Tests.

Einfacher Chiquadrat—Anpassungstest: Der Merkmalraum M eines statistischen Experi-
ments zerfalle in k paarweise disjunkte Teilmengen Aj,..., Ay, wobei p; = P(A;) fiir
i =1,...,k. Das Experiment werde n Mal (unabhéngig) wiederholt und X; sei die An-
zahl der Versuchsausgénge in A;. Dann ist die Teststatistik eines Tests von:

Ho:pi =pio, t=1,...,k gegen Hy - 3i mit p; # pio
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gegeben durch:

k

C min)2
Qk—l _ Z (Xz nsz)

n N
i=1 Dio

Hy wird verworfen, falls:
2
Qr-1> Xj—1;1-a

Bem: Der obige Test hat nur approximativ das Niveau a. Verschiedene Regeln haben sich
etabliert, um die Zulissigkeit der y?-Approximation zu gewihrleisten. Die iibliche Regel
besagt, dass man den Test nur dann verwenden soll, wenn np;,g > 5, i =1, ..., k; andern-
falls miissen benachbarte Klassen zusammengefasst werden. Eine andere Regel verlangt
nur, dass np,o > 1,4 =1,...,k, und dass 80% der np;y groker oder gleich 5 sind.

Bsp 7.32 Ein Wiirfel wird 60 Mal geworfen, mit dem folgenden Ergebnis:

Augenzahl| 1 2 3 4 5 6
Hiufigkeit | 13 19 11 8 5 4

Handelt es sich um einen ,fairen Wiirfel? Bezeichnet p; die Wahrscheinlichkeit, die Au-
genzahl ¢ zu werfen, so sind die folgenden Hypothesen zu testen:

1 1
Hozpizé,i:1,2,3,4,5,6 gegen leﬂimitpﬁég

Die folgende Tabelle zeigt die einzelnen Rechenschritte fiir den y?—Anpassungstest:

Klasse | X; | pio | npio (Xz' - npz‘o)Q/ npio

1 1311/6| 10 0.9

2 19 11/6| 10 8.1

3 1111/6| 10 0.1

4 8 |1/6| 10 04

5 5 1/6| 10 2.5

6 4 |1/6| 10 3.6
Summe | 60 | 1 60 15.6

Testet man auf dem Niveau o = 5%, so ist der Wert der Teststatistik Q5 = 15.6 mit
X2.095 = 11.07 zu vergleichen. Wegen 15.6 > 11.07 wird die Nullhypothese verworfen.
Den (approximativen) p—Wert der H, berechnet man wie folgt:
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p—Wert = P(x*(5) > 15.6) = 0.0081

Die Nullhypothese wird also auch auf dem vorsichtigeren Niveau 1% verworfen. (Man
beachte, dass hier wegen np;y > 5 die Chiquadrat—Approximation der Teststatistik nach
der strengeren Faustregel ausreichend gut ist.) [ |

Zusammengesetzter Chiquadrat—Anpassungstest: Sind die Wahrscheinlichkeiten p; fiir die
Klassen A; durch die Hy nicht vollsténdig spezifiziert, gilt also p; = p;(6) fiir einen (un-
bekannten) s—dimensionalen Parameter(vektor) 6 € ©, so ist der Anpassungstest zu mo-
difizieren. Die Teststatistik eines Tests von

Ho:pi=pi(0), i=1,2,...k gegen Hy : 3i mit p; # pi(0)
ist gegeben durch:

~

& [ p0)]
Qkfsfl - ; npz(é\)

Dabei ist der Schiitzwert 8 fiir den Parameter 0 so zu wahlen, dass Q;_s_1 minimal wird.
Die Nullhypothese ist zu verwerfen, falls:

2
Qk-s-1> Xk-s-1.1-a

Bem: Den obigen Schétzer von # nennt man den Minimum-Chiquadrat—-Schdtzer. Das ist
die korrekte Vorgangsweise. Praktisch geht man aber fast nie auf diese Weise vor. Der
Grund dafiir liegt darin, dass der Minimum-Chiquadrat—Schéatzwert nur in Ausnahmefal-
len einfach ermittelt werden kann. Ublich ist die folgende Vorgangsweise: Man bestimmt
zunéchst auf Basis der urspriinglichen Beobachtungen (also nicht auf Basis der Zahlvaria-
blen X;) den ML—Schétzwert von 6 und setzt diesen Schétzwert in Qy_s_1 ein. Da sich die
ML-Schétzwerte meist aber von den Minimum—Chiquadrat—Schéitzwerten unterscheiden,
ist dabei zu bedenken, dass sich dadurch das Niveau des Tests erhdht, der x?-Test also
verwerfungsfreudiger wird.

Bsp 7.33 Wir demonstrieren die in der obigen Bemerkung angesprochene Vorgangsweise an
einem simulierten Datensatz. Mittels (zusammengesetztem) Chiquadrat—Anpassungstest
(mit a = 0.05) soll iiberpriift werden, ob die folgenden Werte (Datenfile: rn01.txt) aus
einer Normalverteilung stammen.
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-0.0895 -1.0233 0.9375 -1.1317 -0.7107
-1.1695 1.0654 -0.6804 -1.72568 0.8132
1.4419 0.6723 0.1387 -0.8595 -0.7523
1.2296 1.1508 -0.6080 0.8062 0.2171
-0.3735 -0.8320 0.2869 -1.8189 -1.5731
2.0157 -0.0720 2.6289 -0.2433 0.1733
0.9232 -0.1786 -0.5217 1.4320 -0.8701
0.8075 -0.5106 0.7435 0.8479 -0.8299

Fiir den (zusammengesetzten) Chiquadrat—Anpassungstest von:

Ho: X ~ N(p,0%) gegen Hy: X o N(u,o?)

werden zunichst die ML—-Schiitzwerte von p und o2 bestimmt:

7l = T, = 0.0439,

~2

1 n )
o - ;1 (x; — Tp)

Auferdem muss eine Klasseneinteilung vorgenommen werden; dafiir gibt es zahlreiche
Moglichkeiten. Eine komfortable Einteilung ergibt sich, wenn man unter Hy gleichwahr-
scheinliche Klassen nimmt. H&alt man sich dabei an die Regel np;g > 5, so ist bei 40
Beobachtungen die maximale Klassenzahl gleich 8. (Die minimale Klassenzahl ist 4, da
k—s—1=Fk—32>1sein muss.) Bei 8 Klassen lautet diese Einteilung mit ¥, = i+ 2,0

wie folgt:

(=00, Z1ys], (T1/s: Tays), - - -5 (Tr/8,00)

Klassen | X P | np| (X —np)?*/np
(—o0,—1.1433] | 4]0.125| 5 0.2
(—1.1433, —0.6522] 91 0.125 ) 3.2
(—0.6522,—0.2849] | 4 | 0.125 5} 0.2
(—0.2849,0.0430] | 4|0.125| 5 0.2
(0.0439,0.3728] | 4|0.125| 5 0.2
(0.3728,0.7401] | 10125 | 5 3.2
(0.7401,1.2312] | 10 | 0.125 ) 5.0
(1.2312,00) | 4] 0.125 ) 0.2
Summe | 40 | 1.000 | 40 12.4
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Hier gilt k —s—1=8 -2 —1 =5 und wegen @5 = 124 > Xg;o_% = 11.071 wird die
Nullhypothese auf dem Niveau 5% verworfen.

Der obige Test lasst sich mit den folgenden R—Zeilen durchfiihren:

dat <- scan("rn0O1.txt")

m <- mean(dat)

s2 <- var(dat)*(length(dat)-1)/length(dat)

class.2 <- cut(dat, breaks=c(-Inf,m+sqrt(s2)*qnorm((1:7)/8),Inf))
result <- chisq.test(table(class.2), p=rep(1/8,8))

result

Chi-squared test for given probabilities

data: table(class.2)
X-squared = 12.4, df = 7, p-value = 0.08815

Die Zahl der Freiheitsgrade df = 7 ist hier nicht korrekt (und daher auch der p—Wert
nicht), da chisq.test () stets von einem einfachen Anpassungstest ausgeht. Die korrekte
Anzahl?? ist df = 5 und der p—Wert ist:

p-Wert = P(x*(5) > 12.4) = 0.0297

Am p-Wert zeigt sich, dass die Nullhypothese zumindest zweifelhaft ist; fiir o = 5% wird
sie verworfen, fiir das ,yorsichtigere“ o = 1% aber nicht.

Interessant ist hier auch der graphische Test mittels Normal-QQ-Plot (Abb 7.17). Die
Geradenanpassung ist augenscheinlich nicht schlecht, das Normalmodell daher nicht aus-
zuschliefen. (Bem: Tatséchlich handelt es sich bei diesem Datensatz um simulierte Werte
aus einer Standardnormalverteilung.) |

Aufgaben

7.1 Simulieren Sie (a) n = 10 bzw. (b) n = 100 standardnormalverteilte Beobachtungen,
zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion F, und bestimmen Sie grafisch den
grofsten Abstand von @ (= VF der Standardnormalverteilung), d.h., bestimmen
Sie sup,cp }ﬁn(x) - @(x)’ Fiihren Sie die Simulationen mehrfach durch und kom-
mentieren Sie die Ergebnisse. (Hinweis: Sie konnen dazu auch die (eigene) Funktion
dist.norm() verwenden.)

22Wie Simulationsstudien zeigen, liegt der korrekte Wert meist zwischen k — 1 und k — s — 1.
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Abbildung 7.17: Normal-QQ-Plot fiir rn01.txt

Z
0

X(i)

7.2 Xy, Xo, ..., X, sei eine Stichprobe von X ~ U(0,6) (6 > 0).

(a) Bestimmen Sie den Momentenschétzer von 6.
(b) Ist der Momentenschétzer unverzerrt? Konsistent?
(c) Wie lautet in diesem Fall der linear effiziente Schétzer von 67

7.3 Die folgende Tabelle ist die Zusammenfassung einer Stichprobe der Grofse n = 55
von X ~ P()\):

. \0 1 2 3 45
Hiiufigkeit |7 14 12 13 6 3

a) Bestimmen Sie den ML-Schétzer von .

(a)

(b) Ist der ML—Schétzer unverzerrt? Konsistent?
(c) Bestimmen Sie den ML-Schétzwert von A.
(d)

d) Bestimmen Sie den ML-Schéitzwert von P(X = 2).
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7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Bei einem Gliicksspiel benotigten zehn Spieler die folgenden Anzahlen von Runden
bis zum ersten Gewinn:

9 10 1 4 3 12 13 13 8 22

Bestimmen Sie (a) den Momentenschétzer und (b) den ML—-Schétzer fir die Wahr-
scheinlichkeit p (0 < p < 1) mit der man bei diesem Spiel gewinnt.

X1, Xo,..., X, sei eine Stichprobe von X ~ N(0,c?). Bestimmen Sie den ML-
Schétzer von o2 und von o.

Argumentieren Sie, dass fiir eine Stichprobe X7, Xs, ..., X, von X ~ U(0,0) (§ > 0)
der ML—Schétzer von 6 gegeben ist durch:

0 = max{X;, Xs,..., X,} = X(n)
Zeigen Sie fiir eine Stichprobe X, Xy, ..., X, von X ~ U(0,0) (0 > 0), dass:

maX{X17 X27 CE 7Xn} — X(n)

T:
0 0

eine Pivotgrofse ist.

Berechnen Sie I = fol 44/1 — 22 dx mittels Monte Carlo Integration und bestimmen
Sie ein (approximatives) 95%—Konfidenzintervall fiir I (vgl. Bsp 7.14). Enthélt das
Intervall den exakten Wert von [ 7

Fiinfzehn unabhiingige Beobachtungen von X ~ N(pu, 0?) waren wie folgt:

492 512 502 487 500 483 490 498 489 503
497 494 508 506 497

Bestimmen Sie die ML-Schitzer/Schitzwerte (a) von u, (b) von % und (c) von o.

Bestimmen Sie (a) ein 90%-, (b) ein 95%— und (c) ein 99%Konfidenzintervall fiir
den Mittelwert p auf Basis der Daten von Aufgabe 7.9.

Bestimmen Sie ein 95%Konfidenzintervall (a) fiir die Varianz ¢ und (b) fiir die
Streuung o auf Basis der Daten von Aufgabe 7.9.

Zusammengefasst ergab sich fiir zwei Stichproben aus unabhéngigen Normalvertei-
lungen X ~ N(ux,c%) bzw. Y ~ N(uy,0%):

04  s% =290
14 s2 =510

n1:10 x

1
ne =20 y=1

Ermitteln Sie unter der Voraussetzung 0% = 0% ein 95%Konfidenzintervall fiir die
Differenz puy — px der Mittelwerte.
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7.13

7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

Aufgaben

Werden (herkémmliche) Glithlampen (60 W) unter normalen Bedingungen (230 V,
Gliithfadentemperatur 2700 K) vom Einschalten bis zum Ausfall beobachtet, so folgt
die Brenndauer ndherungsweise einer Exponentialverteilung. Angenommen, bei 25
Gliithlampen ergibt sich eine mittlere Brenndauer von 976 Stunden. Bestimmen Sie
— inklusive Herleitung — den ML—Schétzer/Schiatzwert (a) fiir den Mittelwert und
(b) fiir den Median der Brenndauer, sowie (c) fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Gliithlampe langer als 2000 Stunden brennt.

Bestimmen Sie (a) ein exaktes 95%—Konfidenzintervall, (b) das 95%—Wald-Intervall
und (c) das 95%—Scoreintervall fiir die mittlere Brenndauer der Glithlampen von

Aufgabe 7.13.

Angenommen, bei der Herstellung von ICs mittels Photolithographie stellt sich her-
aus, dass von 300 zufillig ausgewéhlten ICs 13 defekt sind. Bestimmen Sie (a) den
ML-Schétzwert, (b) das 95%—Standardintervall und (c) das 95%—Scoreintervall fiir

den Defektanteil p bei dieser Produktionsmethode.

Bei der optischen Priifung von 20 zufillig herausgegriffenen Autoblechen wurden
die folgenden Anzahlen von Lackierungsfehlern pro Blech gefunden:

171325 285460546245 236

Bestimmen Sie (a) den ML-Schétzwert, (b) das 95%—Standardintervall und (c) das
95%-Scoreintervall fiir die mittlere Fehlerzahl A pro Blech.

Bestimmen Sie ein 95%-Bootstrapintervall fiir den Mittelwert p auf Basis der fol-
genden zehn Beobachtungen:

79 83 39 17 40 27 45 100 50 71
(Hinweis: Sie konnen dazu die (eigene) Funktion percentciboot () verwenden.)

Ein Produzent behauptet, dass (hochstens) 1% seiner Produkte fehlerhaft sind. Zur
Priifung dieser Behauptung entnehmen Sie — ohne Zuriicklegen — aus einem Los
der Grofke N = 1000 zufallig 55 Einheiten, und beschliefen, das Los nur dann zu
akzeptieren, wenn die Stichprobe nicht mehr als 1 fehlerhafte Einheit enthélt.

(a) Formulieren Sie die Null- und Alternativhypothese.
(b) Wie grof ist bei diesem Test die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art?

(c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art, wenn der Defektanteil
tatséchlich 5% (10%) betrégt?

(Hinweis: Rechnen Sie mit der Binomialverteilung.)

Fiir eine normalverteilte stochastische Groke X, deren Varianz mit o2 = 4 bekannt
ist, mochten wir Hy : p = 100 gegen H; : p # 100 auf Basis einer Stichprobe der
Grofe n = 9 testen.
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7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

(a) Wenn der kritische Bereich durch T < 98.5 oder T > 101.5 gegeben ist, wie
grofs ist die Wahrscheinlichkeit eines Typ I-Fehlers?

(b) Wenn der tatsichliche Mittelwert gleich 103 ist, wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit eines Typ II-Fehlers?

Testen Sie auf Basis der Daten von Aufgabe 7.9 die Hypothese Hy : u = 500 gegen
Hy : p # 500. Die Wahrscheinlichkeit eines Typ I-Fehlers soll o = 0.05 betragen.
(Gibt es einen Zusammenhang mit den in Aufgabe 7.10 bestimmten Konfidenzinter-
vallen?) Wie grof ist der p—Wert?

Bei 15 unabhéngigen Messungen des Gewichts von einem Blatt Papier ergibt sich
eine Stichprobenstreuung von s = 0.0083 g. Wenn die Messwerte normalverteilt
sind, testen Sie Hy : 0 = 0.01 gegen H; : 0 # 0.01 mit a = 5%. Wie grof ist der
p—Wert?

Der Natriumgehalt [mg| von dreifsig 300g Packungen Cornflakes war wie folgt (Da-
tenfile: sodium.txt):

131.15 130.69 13091 129.54 129.64 128.77 130.72 128.33 128.24 129.65
130.14 129.29 128.71 129.00 129.39 130.42 129.53 130.12 129.78 130.92
131.15 130.69 13091 129.54 129.64 128.77 130.72 128.33 128.24 129.65

Wenn es sich um normalverteilte Beobachtungen handelt:

(a) Unterscheidet sich der mittlere Natriumgehalt signifikant von 130 mg? (Neh-
men Sie a = 5%.) Wie grof ist der p—Wert?

(b) Wie grof ist die Power des Tests, wenn der wahre Natriumgehalt 130.5 mg
betrégt? (Hinweis: Verwenden Sie Abb 7.15.)

(c) Lésst sich (a) auch mit einem Konfidenzintervall fiir den mittleren Natriumge-
halt beantworten?

Angenommen, Sie finden bei der Lospriifung von Aufgabe 7.18 in der Stichprobe 2
fehlerhafte Einheiten. Wie grofs ist in diesem Fall der p—Wert?

Fortsetzung von Aufgabe 7.12:

(a) Testen Sie unter der Voraussetzung 0% = o2, ob die beiden Mittelwerte gleich
sind, d. h., testen Sie Hy : pux = py gegen Hi : px # py. (a =5%)

(b) Testen Sie, ob die beiden Varianzen als gleich angesehen werden konnen, d. h.,
testen Sie Hy : 0% = 02 gegen Hy : 0% # 0. (a = 10%)

Bei 15 ménnlichen Erwachsenen wurde die Cholesterinkonzentration im Blut vor
und nach einem 3-monatigen Didt— und Bewegungsprogramm gemessen, mit dem
folgenden Ergebnis (Datenfile: cholesterol.txt):
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7.26

7.27

7.28

7.29

7.30

7.31

Aufgaben

vor nach vor nach vor nach
11265 229 6| 245 241 11 | 283 246
21240 231 7287 234 12 | 240 218
3258 227 8| 314 256 13 ] 238 219
41295 240 9| 260 247 14 | 225 226
51251 238 10 | 279 239 15 | 247 233

Bewirkt die Therapie eine signifikante Reduktion der mittleren Cholesterinkonzen-
tration im Blut? (o = 5%) Wie grof ist der p—Wert?

Die folgenden acht Beobachtungspaare stammen von einer bivariaten Normalvertei-
lung (X7 Y) ~ NQ(Mlv K2, 0-%7 U%v p)

‘12345678

x| 10.33 9.53 9.82 10.11 8.99 10.37 9.99 9.01
y| 9.75 844 10.03 10.67 9.30 10.68 11.14 7.87

Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten R und testen Sie mit o = 5%, ob X
und Y unabhéngig (gegen eine positive Abhéngigkeit) sind, d. h., testen Sie:

Ho:p=0 gegen Hi:p>0
Wie grofs ist der p—Wert?

Erstellen Sie den Normal-QQ-Plot fiir die Daten von Bsp 7.31 mit der Hand unter
Verwendung eines vorgefertigten W—Netzes (vgl. Anhang: Normal-W—-Netz).

Priifen Sie mittels QQ—Plot, ob die Daten von Aufgabe 7.22 als normalverteilt an-
gesehen werden konnen.

Erstellen Sie fiir die folgenden vier Datenvektoren einen Normal-QQ-Plot und kom-
mentieren Sie die Ergebnisse:

x <- rnorm(50)
y <-x+2

z <- x/2

u <- 2*x

Erstellen Sie fiir die acht Batches von euroweight.txt — angeordnet in einem 4 x 2—
Array — einen Normal-QQ-Plot und kommentieren Sie die Ergebnisse. (Vgl. auch
Aufgabe 1.7.)

Ein Wiirfel wird 100 Mal geworfen, mit dem Ergebnis:

Augenzahl | 1 2 3 4 5 6
Héiuﬁgkeit‘li% 17 9 17 18 26

Ist der Wiirfel ausbalanciert? (o = 5%)
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7.32

7.33

7.34

7.35

Die folgenden Daten wurden mittels round (sort (runif (30)), 4) erzeugt:

0.0920 0.1469 0.1696 0.1903 0.2304 0.2415 0.2550 0.2917 0.2949 0.3201
0.3300 0.3474 0.3690 0.4259 0.4725 0.4749 0.5155 0.5820 0.5959 0.6509
0.6829 0.6950 0.7144 0.7415 0.8392 0.8459 0.8678 0.8853 0.9005 0.9640

Priifen Sie mit @ = 5%, ob die Daten als Stichprobe von X ~ U(0,1) angesehen
werden konnen. Nehmen Sie dazu die Klasseneinteilung [0, 0.2),[0.2,0.4),...,[0.8,1].

Priifen Sie mit o = 5%, ob die Daten von rn01.txt aus einer Standardnormalver-
teilung stammen, d. h., testen Sie Hy : X ~ N(0, 1) gegen H; : X £ N(0,1). Nehmen
Sie dazu 8 unter H, gleichwahrscheinliche Klassen. Vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem zusammengesetzten y?—Anpassungstest von Bsp 7.33. (Hinweis: Nehmen Sie die
Funktion chisq.test (); die Klasseneinteilung lasst sich mittels cut () und table()
durchfiihren.)

Eine sG X wurde 100 Mal beobachtet, mit dem folgenden Ergebnis:

Wert [0 1 2 3 4
Hiufigkeit [ 24 30 31 11 4

Ist die Poissonverteilung ein geeignetes Modell? (o« = 5%) Wie grofs ist der p—
Wert? (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst den ML-Schétzwert fiir den Parameter A der
Poissonverteilung. Achten Sie auf die Einhaltung der Faustregel np > 5.)

Der Datensatz 1lifetimes.txt umfasst 24 Beobachtungen der Ausfallzeit einer elek-
tronischen Komponente. Priifen Sie mit o = 5%, ob die Exponentialverteilung ein
geeignetes Modell ist. Wie grof ist der p—Wert? (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst den
ML-Schétzwert fiir den Parameter 7 der Exponentialverteilung. Klassieren Sie die
Daten z. B. wie folgt: (0,44], (44, 106], (106, 212], (212, c0). Fiir die konkrete Durch-
fithrung des Tests konnen Sie auch die (eigene) Funktion chi2.exp() nehmen.)
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Anhang: Normal-W-Netz
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8 Bayes—Statistik

In der (klassischen) frequentistischen Statistik bilden Stichproben Xi, X5, ..., X,, von
X ~ f(z;0) die alleinige Quelle von Unsicherheit, wobei (unbekannte) Parameter § € ©
als fest betrachtet werden. Statistische Prozeduren (Schétzer, Konfidenzintervalle, Tests)
basieren auf der gemeinsamen Verteilung der Daten:

n

F:0) = flan,aa, .. 203 0) = [[ £(2i50)

i=1

In der Bayes—Statistik! andererseits betrachtet man den (unbekannten) Parameter 6
als weitere Quelle von Unsicherheit und modelliert das Vorwissen (d.h. das Wissen vor
Ziehung der Stichprobe) tiber 6 in Form einer W—Verteilung (d. h. durch eine W—Funktion
p(6) oder eine Dichte f(0)).

Bsp 8.1 Wirft man beispielsweise eine (neue) 1€ Miinze fiinfmal und bekommt einmal
,Kopf*, so wiirde man aus frequentistischer Perspektive die Wahrscheinlichkeit p fiir Kopf
mit 1/5 schédtzen. Wir wissen aber, dass dieser Wert viel zu niedrig ist, da p in der Ndhe
von 1/2 liegen wird. Aus Bayes’scher Perspektive wird man daher dieses Vorwissen in
Form einer A-priori—Verteilung fir p, etwa durch eine Dichte wie in Abb 8.1 dargestellt,
modellieren. [ |

Bem: Ein Vorteil dieser Betrachtungsweise besteht u.a. darin, dass man sich fiir die In-
terpretation von Resultaten nicht auf die ,,Auf-lange-Sicht“~Perspektive berufen muss. In
vielen Féllen hat man nur eine beschrinkte Zahl von Beobachtungen zur Verfiigung und
die Vorstellung, dass sich das Experiment beliebig oft wiederholen lésst, ist der Problem-
stellung haufig nicht addquat. Man denke auch an folgende Situation: Eine unbekannte
Klaviersonate taucht auf und es besteht die Vermutung, dass sie von Mozart stammen
konnte. Hier gibt es kein (wiederholbares) ,Experiment®; wohl aber ldsst sich auf Ba-
sis bestimmter Eigenheiten (des Auffindungsorts, der Komposition, etc.) eine A-priori—
Wahrscheinlichkeit fiir die Vermutung angeben.

8.1 A-priori— und A-posteriori—Verteilung

Das Vorwissen iiber den Parameter § € © wird durch die A-priori—Verteilung? model-
liert. Unabhéngig davon, ob letztere Verteilung diskret oder stetig ist (d.h., durch eine
W-Funktion oder durch eine Dichte beschrieben wird), wird sie tiblicherweise mit 7(6)
bezeichnet. Das ist die eine Informationsquelle {iber den Parameter 6; als Zweites gibt es
aber auch die Dateninformation X = (X1, Xs,...,X,), im stetigen Fall gegeben durch
die folgende bedingte Dichte:

1Vgl. zum Namensgeber die Fufinote zu 2.13.
2engl. meist kurz prior

325
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Abbildung 8.1: A-priori—Verteilung fiir p = P(Kopf)

25

1.5

f(p)

1.0

0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n

F(x(0) = flwr, 0, wal0) = T f(2:10)

=1

Bem: Handelt es sich — wie in der klassischen Statistik — um einen festen (unbekannten)
Parameter, schreibt man meist f(z;6) oder p(z;0). Mochte man aber hervorstreichen,
dass es sich — wie in der Bayes—Statistik — um eine bedingte Dichte handelt, schreibt man

f(z]0) oder p(x|0). (Vgl. dazu auch 5.1.4.)

A-priori-Verteilung 7(#) und Dateninformation f(x|¢) werden nun {iber das Bayes’sche
Theorem? zur A-posteriori—Verteilung? von @ verkniipft:

f(x[8)(6)

T(0|x) =7m(0|1X =x) = ()

3Eine Verallgemeinerung der Bayes'schen Formel von 2.13.
4engl. meist kurz posterior



8.1 A-priori— und A-posteriori—Verteilung 327

Abbildung 8.2: Verkiipfung von A-priori- und Dateninformation

Daten
f(x|6)

Posterior
m(O|x)

Bayes'sches
Theorem

Der Nenner m(x) reprisentiert die — nicht von # abhiingige — Randverteilung® von X,
berechnet tiber den Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit (vgl. 2.12):

(0) diskret: m(x) =Y f(x[0)7(0)
0

7(0) stetig: m(x)z/f(x\@)w(@) do
(S

Vegl. Abb 8.2 fiir eine schematische Darstellung der Verkniipfung von A-priori- und Da-
teninformation; als Schnittpunkt fungiert das Bayes’sche Theorem.

Bsp 8.2 Ein Hersteller behauptet, dass der Defektanteil seiner Produkte nur 5% betrigt,
der Abnehmer ist aber der Meinung, dass er bei 10% liegt. Bevor das Ergebnis einer
Stichprobenpriifung bekannt wird, geben wir beiden Anteilen eine 50-50 Chance:

7(0.05) = 7(0.10) = 0.5

Angenommen, in einer Stichprobe der Grofse 20 gibt es 3 defekte Einheiten. Legen wir die
Binomialverteilung B(20, §) zugrunde, ist die Dateninformation gegeben wie folgt:

5Auch A-priori-Pridiktivverteilung genannt.
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p(3]0 = 0.05) = (230) (0.05)3(0.95)'" = 0.0596
p(3]6 = 0.10) = (230) (0.10)3(0.90)'" = 0.1901

Die Randverteilung von X (= Zahl der defekten Einheiten in der Stichprobe) lautet fiir
x = 3 wie folgt:

m(3) = p(3]0.05)7(0.05) 4+ p(3|0.10)7(0.10) = 0.1249

Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten sind nun gegeben wie folgt:

p(3]0.05)7(0.05)
m(3)

7(0.05|X = 3) = — 0.2387

p(3]0.10)7(0.10)

7(0.10[X = 3) = (3)

=0.7613

A-priori hatten wir keine Préferenz fiir einen der beiden Defektanteile. Nach Beobach-
tung eines vergleichsweise hohen Defektanteils von 3/20 = 15% in der Stichprobe ist
a-posteriori # = 0.10 aber etwa dreimal so wahrscheinlichlich wie 8 = 0.05. [ |

8.2 Konjugierte Verteilungsfamilien

Durch geeignete Wahl der A-priori—Verteilung lésst sich die Bestimmung der A-posteriori—
Verteilung vereinfachen.

Konjugierte A-priori—Verteilung: Man nennt eine Familie von A-priori—Verteilungen konju-
giert zum Modell f(x|0), wenn die A-posteriori—Verteilung zur selben Familie gehort.

Wir betrachten dazu drei Standardsituationen. (Bem: Den im Mittelpunkt des Interesses
stehenden Parameter bezeichnen wir im Folgenden — abweichend von frither verwendeten
Bezeichnungen — stets mit 6.)

Poisson-Modell: X = (X, Xs,..., X,,)" sei eine Stichprobe von X ~ P(f). Dann gilt fiir
die durch 6 bedingte W—Funktion:

n n fi 6—0 92?:1 i e—n@

p(d0) = [T ntedt) = T = o

i=1Ti:
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Da fiir die Berechnung von 7(#|x) nur die von ¢ abhéngigen Terme relevant sind, schreiben

wir kiirzer:©

p(x]6) o fLi=1Ti o=0

An der Form von p(x|0) sicht man, dass die Familie der Gammaverteilungen {Gam(a, \)}
(vgl. 4.2.3) konjugiert ist:

)\aeafl 67)\9
)= —=—— x 0""e? 6>0
7(0) o) x e,
(Man beachte, dass auch von m(#) nur die von 6 abhéngigen Terme relevant sind.) Da die
Randverteilung m(x) (definitionsgeméf) nicht von 6 abhéngt, ergibt sich die A-posteriori—
Dichte von 6 wie folgt:

m(0]x) oc p(x|0)m(6)
X (922;1 i e’"e) («90"1 e’)“g)

o ferinmiTl =i g 5

Vergleicht man den zuletzt erhaltenen Ausdruck mit der allgemeinen Gammadichte, so
erkennt man, dass 7(0|x) wieder einer Gam(a*, \*)—Verteilung entspricht, wobei:

a*:a+2xi und N=A+n
i=1

Wihlt man also die A-priori—Verteilung aus der Familie der Gammaverteilungen und
beobachtet X = x, so ergibt sich die A-posteriori—Verteilung durch Updating der A-
priori-Parameter:

m(0) = Gam(a, ) = 7w(f]x) = Gam (a + in,)\ —l—n)
i=1

Bsp 8.3 Die Zahl der wichentlichen Blackouts eines Netzwerks folge einer P(6)—Verteilung.
Der Parameter 6 ist nicht genau bekannt, aber aus der Vergangenheit weiff man, dass es
pro Woche durchschnittlich 4 Blackouts gibt, mit einer Sreuung von 2. Man findet leicht
eine Verteilung aus der konjugierten Gam(«, A)-Familie, deren Erwartungswert gleich 4
und deren Streuung gleich 2 ist:

5Das Zeichen o bedeutet ,proportional zu“.
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Abbildung 8.3: A—priori-Dichte und A-posteriori-Dichten (Bsp 8.3)
n(6)
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Gibt es in der laufenden Woche beispielsweise x; = 2 Blackouts und wahlt man als A-priori

fiir 6 eine Gam(4, 1), so ist die A-posteriori eine Gam(a*, A*), wobei:
AN=A+1=2
Gibt es in der néchsten Woche x5 = 0 Blackouts, ergeben sich die folgenden Parameter:

af=a+24+40=6, N'=X+2=3

Vgl. Abb 8.3 fiir ein grafische Darstellung der A-priori—Dichte und der beiden A-posteriori—
[ |

Dichten von 6.



8.2 Konjugierte Verteilungsfamilien 331

Bernoulli-Modell: X = (X}, Xy, ..., X,) sei eine Stichprobe von X ~ A(f). Dann gilt fiir
die durch 6 bedingte W-Funktion:

n

p(xlf) = [[ pll) = [[ 671 — )"~ = 65F1m(1 — gy S
i=1

=1

An der Form von p(x|0) sieht man, dass die Familie der Betaverteilungen {Be(a,b)} (vgl.
4.2.7) konjugiert ist:

1
B(a,b)

m(0) = 0 (1—0)"" x 71 —0)", 0<h<1

Die A-posteriori-Dichte von 6 ergibt sich dann wie folgt:

m(0]x) o< p(x|0)m(6)
x [92?:1@(1 _ 9)n—z;;1xl} |:9a—1<1 B 9)1,_1]

x Qi gyt iiaml g < g <]

Vergleicht man den zuletzt erhaltenen Ausdruck mit der allgemeinen Betadichte, so er-
kennt man, dass 7(6|x) wieder einer Be(a*,b*)—Verteilung entspricht, wobei:

a*:a—i—ixi und b*:b—l—n—ixi
i=1 i=1

Wihlt man also die A-priori—Verteilung aus der Familie der Betaverteilungen und beob-
achtet X = x, so ergibt sich die A-posteriori—Verteilung durch Updating der A-priori—
Parameter:

7(0) = Be(a,b) = 7(f|x) = Be (a + Zg; b+n— Zl“)
1=1 i=1

Normalmodell: Fiir eine Stichprobe X = (X3, Xy,...,X,) von X ~ N(6,0?), wobei die
Varianz o2 als bekannt vorausgesetzt werde, gilt:

n

f(x]0) = Hg\}%exp [—%} X exp [—Z%] , feR

i=1 i=1

In diesem Fall ist die Familie der Normalverteilungen {N(u, 7'2)} konjugiert:
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7(0) x exp [—M] , #eR

272

Nach langerer Rechnung zeigt sich, dass die A-posteriori-Dichte von 6 gegeben ist durch:

6 — iu* 2
m(0]x) o exp [—%] , #eR
wobei:
.« _ W7+ nT/o? 4 1
= un =
1/12 4+ n/o? ’ 1/72 +n/o?

Wihlt man also die A-priori—Verteilung aus der Familie der Normalverteilungen und be-
obachtet X = x, so ergibt sich die A-posteriori—Verteilung durch Updating der A-priori—
Parameter:

w(0) =N(u,7%) = w(0}x) =N <M1//:'21WTJ?/UOQ- ’I/TQin/ﬁ)

Drei Grenzfalle:

(1) Fiir n — oo néhert sich p* dem Stichprobenmittelwert T (= klassischer Schétzwert
fiir ) und 7*? konvergiert gegen Null. In diesem Fall dominiert die Stichproben-
information die A-priori-Information und die Bayes’sche Analyse nahert sich der
frequentistischen Analyse.

(2) Fiir 7 — oo nihert sich p* ebenfalls dem Stichprobenmittelwert Z und 7*2 néhert

sich dem Wert o2 /n:
~ o?
Olx) ~N|z,—
(o0 &N (7.7

Fiir grokes 7 wird die A-priori—Verteilung sehr flach und daher die A-priori-Infor-
mation sehr vage. In diesem Fall spricht man von einer nichtinformativen A-
priori-Verteilung. (Bem: Nichtinformative A-priori—Verteilungen spielen generell ei-
ne wichtige Rolle in der Bayes—Statistik; sie kommen zur Anwendung, wenn man
sich moglichst ,,objektiv verhalten moéchte, oder wenn iiber den interessierenden
Parameter nur wenig bekannt ist.)

(3) Fiir 0 — oo steckt sehr viel Unsicherheit in der Stichprobe. In diesem Fall bekommt
die A-priori-Information ein grofes Gewicht und es gilt:

(0]x) & N(p, %)
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8.3 Bayes—Schatzer

Die gesamte Information iiber den (unbekannten) Parameter, nach Beobachtung von X,
steckt in der A-posteriori—Verteilung. Naheliegenderweise verwenden wir daher Letztere
fiir weitere statistische Analysen. Um den Parameter 6 zu schitzen, nehmen wir den
A-posteriori-Erwartungswert:

' S 6p(x10)m(6)
Or(0]x) = 0 diskret
Ze: ) > p(x[0)7(9)
é\B = X =x) =
B /ef<x|e> (6) do
/ (0|x)d 0 stetig
K / <l

Den bedingten Erwartungswert é\B, gegeben die Beobachtungen X = x, nennt man den
Bayes—Schétzer von 6.

Wie genau ist der Bayes-Schitzer? Unter allen Schitzern 6 (von 6) hat Op = E(0]x) die
kleinste A-posteriori—Varianz (vgl. dazu auch 1.8.1):

B[(0 )X = x]

Diese Varianz nennt man auch das A-posteriori—Risiko (beziiglich eines quadratischen

Fehlers (9 ) )2) Der Bayes—Schétzer minimiert auch das Bayes—Risiko, fiir stetiges X
und stetiges 6 gegeben durch:

R(m,0) :/{/(0—5)2f(x|0)dx} 7(0) db

Bsp 8.4 Fiir die Situation von Bsp 8.3, nach zwei Wochen mit zwei bzw. keinem Ausfall,
ist die A-posteriori—Verteilung eine Gam(6, 3)—Verteilung. Der Bayes—Schétzer von 6 ist
also gegeben durch:

a*

Op = E(0]|x) = = g =2 [Blackouts/Woche]

Das A-posteriori-Risiko betrégt:

2
Var(0|x) = a* =3
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Im Folgenden ein Uberblick beziiglich Bayes-Schitzer und A-posteriori-Risiko fiir die drei
in Abschnitt 8.2 betrachteten Standardmodelle:

Poisson—Modell: Der Bayes—Schétzer lautet wie folgt:

~ a+dr T a+nT
0p = E(0|x) = )\+n1 =37

Es ist instruktiv, den Bayes—Schétzer als gewichteten Mittelwert aus A-priori-Mittelwert
(= a/A) und Stichprobenmittelwert (= Z) darzustellen:

= (532) 5+ (555) @

Das A-posteriori-Risiko des Bayes—Schétzers ist gegeben durch:

o+ nx

Var(0|x) = )2

Bernoulli-Modell: Der Bayes—Schéatzer lautet wie folgt:

~ (],~|»Z1.17 Z; a+nf
0 =E(f|x) = =10
B (0]x) at+b+n at+b+n

Darstellung als gewichteter Mittelwert aus A-priori-Mittelwert (= a/(a + b)) und Stich-
probenmittelwert (= Z):

o= (atiia) () )

Das A-posteriori-Risiko des Bayes—Schétzers ist gegeben durch (mit ¢* = a + nT und
b*=b+n(l—1)):

a*b*

(a*+b*)2(a*+b*+1)

Var(0|x) =

Normalmodell: Der Bayes—Schétzer lautet wie folgt:

~ p/7* 4+ nT /o
bp = Ex) = 7507
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Darstellung als gewichteter Mittelwert aus A-priori-Mittelwert (= p) und Stichproben-
mittelwert (= 7):

~ 1/72 n/o?
Op—=—H"" 77\ (z
B <1/72+n/02) ('u)+<1/7'2+n/0'2 (x)
Das A-posteriori-Risiko des Bayes—Schétzers ist gegeben durch:

1

Var(@‘x) = W

8.4 Bayes'sche Intervallschatzer

Konfidenzintervalle haben in der Bayes—Statistik eine vollkommen andere Bedeutung als
in der klassischen Statistik. Da wir eine A-posteriori—Verteilung fiir 6 haben, miissen wir
nicht mehr auf die ,,Auf-lange-Sicht“~Interpretation der klassischen Konfidenzintervalle
zuriickgreifen, sondern kénnen von der (a-posteriori) Wahrscheinlichkeit sprechen, mit der
0 von einem Intervall iiberdeckt wird. Derartige Aussagen sind in der frequentistischen
Statistik unmoglich.

Vertrauensintervalle: Ist C' = (u(x),v(x)) ein Intervall, sodass:

P(§ € C|X =x) :/ﬂ(9|x)d9:1—a

so ist C' ein Intervallschédtzer fiir # in dem Sinn, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit,
dass 0 zu diesem Intervall gehort, gleich 1 — v ist. Zur Unterscheidung von den klassischen
Konfidenzintervallen spricht man hier von (Bayes’schen) Vertrauensintervallen (oder
allgemeiner von Vertrauensbereichen) mit Sicherheit 1 — a.

HPD-Intervalle: Wiinschenswert sind moglichst kurze Intervalle (oder moglichst kleine
Bereiche); das fiihrt zum Begriff des HPD—Intervalls” (oder HPD—Bereichs). Darunter
versteht man Vertrauensbereiche C' der folgenden Form:

C={0|n(0x) > c}

In einigen Fallen konnen derartige Bereiche explizit bestimmt werden, meist ist man aber
auf numerische Methoden angewiesen.

Bsp 8.5 [Normalmodell] Fiir das Normalmodell (mit bekannter Varianz) ist das (1 — «)—
HPD-Intervall fiir # aufgrund der Symmetrie der A-posteriori—Verteilung gegeben durch:

Tengl. highest posterior density credible set
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Pt 2T = (= 2ap T A 2imap T)

Fiir die nichtinformative A-priori—Verteilung (d. h. fiir 7 — oo oder fiir 7(0) x ¢) lautet
das HPD-Intervall wie folgt:

_ o
T x Rl—a)2 — =

vn

Dieses Intervall stimmt formal mit dem klassischen Konfidenzintervall fiir 6 (bei bekannter
Varianz) iiberein (vgl. Bsp 7.13). Die Interpretation der Intervalle ist aber génzlich ver-
schieden. Fiir das HPD-Intervall gilt auch a-posteriori (d.h. nach den Beobachtungen):

sz)zl—a

Eine analoge Aussage gilt fiir das klassische Intervall nur a-priori (d. h. vor den Beobach-
t_ungen); dann bezieht sie sich allerdings nicht auf # sondern auf die stochastische Grofe
X, (0 ist im klassischen Fall eine — unbekannte — Konstante):

Vi Vi

P (x_zl_a/g T pertaan

Bsp 8.6 Fiir die Situation von Bsp 8.3, nach zwei Wochen mit zwei bzw. keinem Ausfall,
ist die A-posteriori-Verteilung eine Gam(6, 3)—Verteilung. Bezeichnet g, /o bzw. ¢1_o/2 das
(a/2)- bzw. das (1 — «/2)-Quantil dieser Verteilung, so ist das (1 — a)—Equal-Tails—
Intervall fiir § gegeben durch:

(%/2, Q1—a/2)

Wegen der Schiefe der Gammaverteilung entspricht dieses Intervall nicht dem kiirzesten
(1—a)-HPD-Intervall fiir 6. Letzteres muss numerisch bestimmt werden (vgl. die (eigene)
Funktion gam.hpd()). Abb 8.4 zeigt einen Vergleich beider Intervalle fiir &« = 5% (Equal-
Tails: schraffiert; HPD: grau unterlegt). [ |

8.5 Bayes—Tests

Die Grundidee beim Bayes’schen Testen von (Parameter—) Hypothesen ist sehr einfach:
Berechne die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten von Hg und H; und wéhle die wahrschein-
lichere Hypothese. Derartiges ist beim klassischen Testen nicht moglich, da Parameter
feste (unbekannte) Grofen sind und keine Verteilung haben.
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Abbildung 8.4: 95% Equal-Tails— und HPD—-Intervall
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Beim Bayes’schen Testen nimmt man fiir die Null- und Alternativhypothese meist Teil-
mengen O, ©; C O des Parameterraums © (mit ©oNO; = (), aber nicht notwendigerweise
auch Q) U O, = O):

Ho:0 €0y gegen H;:60€ 06,

Bem: Die beim klassischen Testen haufig genommenen einfachen Nullhypothesen der Form
0 = 6 sind im Bayes’schen Kontext meist nicht sinnvoll, da ihr Zutreffen in der Regel
unwahrscheinlich ist und in der Praxis ohnehin ein (kleines) Intervall um 6y gemeint ist.
(Vgl. allerdings Bsp 8.7 fiir eine sinnvolle Verwendung von einfachen Hypothesen.)

Wir verwenden die A-posteriori-Verteilung um die folgenden bedingten Wahrscheinlich-
keiten zu berechnen:

g = P(Q € @O}X) und o = P(Q € @1’)()

Eine einfache Entscheidungsregel besagt nun: Akzeptiere Hy, falls ag > ;.
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Bsp 8.7 In Bsp 8.2 haben wir eigentlich ein Testproblem fiir den Defektanteil 6:

Ho:0=0.05 gegen H;:0=0.10

Auf Basis des Stichprobenbefundes (3 defekte Einheiten in einer Stichprobe der Grofe
20) ergaben sich die folgenden A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten:

7(0.05|x) = 0.2387 und 7(0.10|x) = 0.7613

Nach der obigen Entscheidungsregel wiirde man H, verwerfen. Eine Wahrscheinlichkeit
von 23.87% mag allerdings nicht klein genug sein, um die gesamte Lieferung zuriickzuwei-
sen. Jedenfalls bestehen starke Zweifel an der Behauptung des Herstellers; eine weitere
Stichprobenziehung oder andere genauere Uberpriifungen sind angezeigt.

Allgemein verwirft der Bayes—Test die Nullhypothese, wenn 7(0.05|x) < 1/2. Wie die
folgende Rechnung zeigt, ist das genau dann der Fall, wenn es in der Stichprobe 3 oder
mehr defekte Einheiten gibt:

x <- 0:20

p0O <- 0.5; pl <- 0.5

b0 <- dbinom(x, 20, 0.05)

bl <- dbinom(x, 20, 0.10)
post0 <- bO*p0/ (b0*pO+bl*pl)
postl <- bl*pl/(bO*pO+blxpl)

round(data.frame(post0, postl), 4)
postO0 postl
0.7467 0.2533
0.5828 0.4172
0.3982 0.6018
0.2386 0.7614
0.1293 0.8707

gD W N

21 0.0000 1.0000

# Fehler 1. Art
sum(dbinom(3:20, 20, 0.05))
[1] 0.07548367

Interpretiert man den Bayes—Test als klassischen Test, entspricht das einer Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art von ca. 7.5%. [ |
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Aufgaben

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

Der Defektanteil 6 in einem grofsen Los sei entweder 0.1 oder 0.2 und a-priori gelte:

7(0.1) =0.7, 7(0.2)=0.3

Wenn 8 Einheiten zufillig aus dem Los entnommen werden und davon genau 2 defekt
sind, wie lautet die A-posteriori—Verteilung von 67 Bayes—Schétzer? A-posteriori—
Risiko?

Die Zahl der Blaschen auf einer Glasscheibe folge einer Poissonverteilung, deren
Mittelwert 6 entweder 1.0 oder 1.5 ist. Wenn a-priori gilt:
7(1.0) =04, =(1.5)=0.6

und bei einer zufillig ausgewédhlten Glasscheibe 3 Bléschen gefunden werden, wie
lautet die A-posteriori—Verteilung von 6 7 Bayes—Schétzer? A-posteriori—Risiko?

Der Defektanteil 6 in einem grofsen Los sei unbekannt. A-priori gelte:
(@) m(0) = Lo(0)  (b) w(0) = 2(1 = 0)1(0.1)(0)

Wenn von 8 zufillig ausgewéhlten Einheiten genau 3 defekt sind, wie lautet die
A-posteriori—Verteilung? Bayes—Schéatzer?

Fortsetzung von Aufgabe 8.3: Bestimmen Sie (a) 95%—-Equal-Tails-Intervalle und
(b) 95%-HPD-Intervalle fiir 6. (Hinweis zu (b): Nehmen Sie die (eigene) Funktion
beta.hpd().)

Die Zeit |min|, die eine Person in der Friih auf den Bus warten muss, sei auf dem
Intervall (0, #) uniform verteilt, wobei 6 > 0 unbekannt ist. Die A-priori-Verteilung
sei gegeben wie folgt:

192
14 fird >4
7(0) = 0
0 sonst

Wenn an drei aufeinanderfolgenden Tagen die Wartezeiten 5, 3 und 8 min betragen,
bestimmen Sie (a) die A-posteriori—Verteilung, (b) den Bayes—Schétzer und (c) das
95%-HPD-Intervall fiir 6.

Die folgende Stichprobe stammt aus einer Poissonverteilung mit Mittelwert 6:

1 711 6 5 9 14 10 9 5
§ 10 &8 10 12 9 3 12 14 4

Wir vermuten, dass 6 etwa 12 ist, aber wir sind nicht sicher. Daher wéhlen wir eine
Gam(a =10, A = 5/6) als A-priori-Verteilung fiir 6.
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8.7

8.8

8.9

8.10

Aufgaben

a) Bestimmen Sie die A-posteriori-Verteilung von 6.

b
c

d

Wie lautet der Bayes—Schéatzer von 67
Bestimmen Sie das 95%—Equal-Tails/HPD-Intervall fiir 6.
Testen Sie die folgenden Hypothesen:

()
(b)
()
(d)

Ho:0 <10 gegen H;:0>10

X sei eine Beobachtung einer G(#)—Verteilung. Wenn 6 a-priori nach U(0, 1) verteilt
ist, bestimmen Sie:

a
b
c

d

die A-posteriori—Verteilung von 6.
die Randverteilung von X.

(a)
(b)
(c) den Modus der A-posteriori-Verteilung.
(d)

den Bayes—Schétzer von 6.

X sei normalverteilt mit unbekanntem Mittelwert § und bekannter Varianz o? = 9.
A-priori sei 6 normalverteilt mit ¢ = 4 und 72 = 1. Eine Stichprobe des Umfangs
n = 25 ergibt einen Stichprobenmittelwert von ¥ = 4.85.

a) Bestimmen Sie die A-posteriori-Verteilung von 6.

b) Wie lautet der Bayes—Schétzer von 67 (ML-Schétzer?)

d) Bestimmen Sie das 95%-HPD-Intervall fiir 6.

(a)
(b)
(c) Wie grofs ist das A-posteriori-Risko des Bayes—Schétzers?
(d)
()

Beantworten Sie die vorhergehenden Fragen, wenn fiir 6 eine nichtinformative
A-priori-Verteilung der Form 7(0) o ¢ gewéhlt wird.

Eine Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert 6 und bekannter Varianz o2 = 2
wird n Mal beobachtet. A-priori sei § normalverteilt mit 72 = 4. Wie grof muss n
mindestens sein, sodass das A-posteriori-Risiko nicht grofer als 0.01 ist?

Angenommen, x; = 1.1065, xo = 0.5343, x3 = 11.1438, x4 = 0.4893, x5 = 2.4748
sind die beobachteten Werte einer Stichprobe von einer Exp(\)-Verteilung. Wenn
fiir A eine nichtinformative A-priori-Verteilung der Form m(\) oc 1/A gewéhlt wird,
bestimmen Sie:

(a) die A-posteriori—Verteilung von A.
(b) den Bayes—Schétzer von A.
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Das Ziel vieler wissenschaftlicher Untersuchungen besteht darin, Zusammenhinge zwi-
schen mehreren Variablen zu erkennen und zu modellieren. Haufig interessiert die Stérke
des Zusammenhangs zwischen einer Antwortvariablen! und einer oder mehreren er-
klarenden Variablen? (auch Pridiktorvariablen oder Pradiktoren genannt). Als
Beispiel denke man etwa an die Beziehung zwischen Benzinverbrauch und verschiedenen
Charakteristiken (Gewicht, Hubraum, Antrieb, etc.) eines Fahrzeugs.

Nur in Ausnahmeféllen kennt man einen ezakten funktionalen Zusammenhang zwischen
der Antwortvariablen und den erkldrenden Variablen. Beziehungen dieser Art nennt man
deterministisch, da wiederholte Experimente unter identischen Einstellungen der erkla-
renden Variablen zur gleichen Antwort fiihren. Ein Beispiel fiir einen deterministischen
Zusammenhang ist etwa das Ohm’sche Gesetz (Spannung = Widerstand x Stromstérke).

In der iiberwiegenden Zahl der Faille sind die Beziehungen zwischen den Variablen aber
nicht bekannt oder zu kompliziert, als dass sie durch einige wenige erkldarende Variablen
beschrieben werden konnten. In solchen Fillen muss man auf — die reale Situation nur
approximierende — statistische Modelle zuriickgreifen. Die Antwortvariable ist nun eine
stochastische Grofe, die um einen — von den Werten der erkldrenden Variablen abhidngigen
— Mittelwert streut.

Die Regressionsanalyse beschiftigt sich mit der Entwicklung von derartigen statisti-
schen Modellen, die trotz ihrer nur approximativen Natur ein duflerst niitzliches Instru-
ment der Datenanalyse darstellen. Haufig bekommt man auf diese Weise einfache — aber
in vielen Fallen dennoch ,leistungsfahige* — Modelle, die das Wesen des Zusammenhangs
zwischen mehreren Variablen erfassen und beschreiben.

9.1 Einfache lineare Regression

Im einfachsten Fall hat man fiir eine Antwortvariable (Y') nur eine erklirende Variable
(z) und die Beziehung zwischen den beiden Gréfsen wird durch ein lineares Modell be-
schrieben:

}/i:ﬁo—i_ﬁlxi—i_giv i:1727"'7n

Die iiblichen Annahmen iiber die Parameter und stochastischen Grofien in diesem Modell
lauten wie folgt:

1. Die Grofen z; sind die beobachteten Werte der erklarenden Variablen. Bei geplanten
Experimenten handelt es sich um feste vorgegebene Werte aus dem interessierenden
Versuchsbereich.

Lengl. response variable
2engl. explanatory variables
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2. Die sGn Y, sind die zu z; gehorigen Werte der Antwortvariablen. (Bem: Aus diesem

Grund schreibt man manchmal auch Y,, anstelle von Y;.)

. Die Grofen [y (Interzept) und 3 (Anstieg) sind die Koeffizienten in der linearen

Beziehung. Eine Verédnderung um eine Einheit in der erklarenden Variablen x geht
mit einer Verdnderung um [; Einheiten in der Anwortvariablen einher.

. Die sGn g; modellieren die Fehler, die das Streuen der Beobachtungspaare (Y}, z;)

um die Gerade 3y + (1x; bewirken. Wir nehmen an, dass diese Fehler unabhéngig
und normalverteilt sind, mit Mittelwert Null und konstanter Varianz o?:

g ~ N(0,0%), i=1,2,...,n; ua.

Die Grofen e; subsummieren einerseits nicht beriicksichtigte erklarende Variablen,
andererseits aber auch Fehler, die beim Messen (oder Beobachten) von Y auftreten.

Aus den obigen Annahmen folgt, dass sich die Anwortvariable Y; aus einem deterministi-
schen Teil (Signal) und einem normalverteilten zufilligen Teil (Noise) zusammensetzt:

Yi= 0o+ bz + &
Signal Noise

D.h., Y; ist eine normalverteilte sG mit Erwartungswert:

E(Y;) = E(By + frxi + ;) = Po + B + E(e;) = Bo + B,
=0

und Varianz:

Var(Y;) = Var(8y + fiz; + ;) = Var(e;) = o”
——

=2

Aus der Unabhéngigkeit der ¢; folgt, dass auch die Y; unabhéngig sind. D. h., es gilt:

Y, ~ N(ﬁOJrﬁlxi,ch), 1=1,2,...,n; ua.

Bem zur Notation: Die beobachteten Werte der erklarenden Variablen x werden mit Klein-
buchstaben bezeichnet, zq,xs,...,z,. Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, dass
diese Werte als fest (oder gegeben) betrachtet werden und nicht als sGn. Die Werte der
Antwortvariablen Y andererseits werden vor ihrer Beobachtung (oder vor Durchfiihrung
des Experiments) mit Grofbuchstaben bezeichnet, Y7, Y5, ... Y,. Das entspricht der iib-
lichen Konvention zur Bezeichnung von sGn. Konkrete Beobachtungen der Antwortvaria-
blen wiederum werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet, yq,vs, ..., Y.
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Abbildung 9.1: Beobachtungen und einfache lineare Regression

N(Bo + [31X3:02)
o Bo +Bax

N(Bo + lezxoz)

N(Bo + lelxoz)

X1 X2 X3

Bsp 9.1 Man betrachte die Beziehung zwischen dem Gewicht (z) eines Fahrzeugs und dem
Benzinverbrauch (Y'). Nun ist der Benzinverbrauch annéhernd proportional zum Kraftauf-
wand, der notwendig ist, um das Fahrzeug zu bewegen. Kraft wiederum ist proportional
zum Gewicht, sodass man davon ausgehen kann, dass der Benzinverbrauch anndhernd
proportional zum Gewicht ist. Es ist also sinnvoll, ndherungsweise ein lineares Modell
anzusetzen:

Y =0+ iz +e

Dabei ist € ein Fehlerterm, der verschiedene Abweichungen von einem strikten Geraden-
modell By + Bz subsummiert. Einerseits ist Gewicht sicher nicht die einzige Grofse, die
den Benzinverbrauch bestimmt (andere Faktoren sind etwa Bauart, Motortyp, etc.). An-
dererseits lasst sich der Bezinverbrauch aber auch nicht ohne Fehler messen, sodass auch
Messfehler in Rechnung zu stellen sind. Die weiteren Voraussetzungen (normalverteilte
Fehler, konstante Varianz, Unabhéngigkeit) sind zunédchst nur Annahmen, die iiberpriift
werden miissen. Vgl. Abb 9.1 fiir eine grafische Veranschaulichung des einfachen linearen
Regressionsmodells. |
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9.1.1 Parameterschatzung

Die drei Parameter des einfachen linearen Modells, die Koeffizienten 3y, 4 und die Varianz
o2, sind auf Basis einer Stichprobe (z1,%1), (z2,¥2), .- -, (Tn, yn) zu schiitzen. Dazu gibt es
mehrere Moglichkeiten. Die am haufigsten verwendete — und mathematisch einfachste
— Methode besteht darin, die Koeffizienten 5y und 3; so zu wihlen, dass die folgende
Quadratsumme minimal wird:

S(Bo, br) Z — (6o + 51%)]

=1

Dieses Prinzip der kleinsten Quadrate wurde bereits in 1.9.4 aus deskriptiver Per-
spektive diskutiert. (Bem: Die Koeffizienten werden dort mit o und [ bezeichnet.) Als
Losung ergeben sich die KQ— (oder (O)LS—) Schitzwerte:

n n

(@i —D)yi-7) Y (w-D)y

) i=1 i=1
61 = n = n ?

Z(%‘ —7)° Z(%‘ —7)°

i=1 i=1

IS8
I
<
|
=)
ST

Die Prognosewerte?® sind gegeben durch:

/y\Z://B\O+lei7 ’L.:1,2,...,TL

Die Differenzen zwischen den (tatséchlichen) Beobachtungen (y;) und den Prognosewerten
(7;) sind die Residuen:*

&=y —v;, 1=12,...,n

Die Residuen unterliegen den beiden folgenden Bedingungen:

iei =0 und iez% =0
i=1 i=1

Eine wichtige Grofse ist die Residuenquadratsumme:

n

SSE = Z [yi - (B\o + Bll’z')r = Zef
i=1

i=1

3engl. fitted values
‘engl. residuals
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Auf Basis von SSE bekommt man einen (erwartungstreuen) Schitzer fiir o2:

n
2
2
_ i=1

52 SSE
T n—2 n-2

Bsp 9.2 In Fortsetzung von Bsp 9.1 betrachten wir den Benzinverbrauch (in gpm®) von
einundvierzig 2007er Modellen in Abhéngigkeit vom Gewicht (in 1000 1b®) des Fahrzeugs.
(Datensatz: carsnew.txt) Die R-Funktion fiir die Anpassung von linearen Modellen ist
1m(). Aus dem sich ergebenden 1m-Objekt kénnen Detailergebnisse (Koeffizienten, Pro-
gnosewerte, Residuen, etc.) ausgelesen werden.

carsn <- read.table("carsnew.txt", header=TRUE)

attach(carsn)

plot (100/MPGHwy ~ CurbWeight, type="p", pch=19,
xlab="weight", ylab="gpm (Highway)", col="grey50")

mod <- 1m(100/MPGHwy ~ CurbWeight)

abline(mod, 1lwd=2)

coef (mod)
(Intercept) CurbWeight
0.8462777  0.7455568

fit <- data.frame(y=100/MPGHwy, yhat=fitted(mod), e=resid(mod))
round(fit, 4)
y yhat e

1 2.7027 2.8116 -0.1089
2 3.5714 3.2917  0.2797
3 3.4483 3.5623 -0.1141
4 4.3478 4.0335 0.3143
5 3.4483 3.1963 0.2520
6 3.1250 3.2969 -0.1719
7 3.5714 3.6138 -0.0424
8 3.8462 4.0067 -0.1605
9 2.7778 2.9010 -0.1233
10 2.9412 3.2619 -0.3207

40 4.0000 3.8375 0.1625
41 4.0000 4.1170 -0.1170
detach(carsn)

51 gpm (gallons per 100 miles) = 100/mpg = 2,352 1/100km
51 1b (pound) = 0,45359 kg
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Abbildung 9.2: Benzinverbrauch in Abhangigkeit vom Fahrzeuggewicht
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Abb 9.2 zeigt eine grafische Darstellung der Beobachtungspaare (z;,y;) sowie die ange-
passte KQ- (oder LS-) Gerade:

7= Bo + Bz = 0.846 + 0.746 z

Der Anstieg Bl = (.746 lasst sich wie folgt interpretieren: Ein zusétzliches Gewicht von
1000 1b geht mit einer (mittleren) Erhthung des Verbrauchs von 0.746 gpm einher.

Uber den Beobachtungsbereich von etwa 2300 bis 5200 b ist der Zusammenhang von
Verbrauch und Gewicht annédhernd linear; auflerhalb dieses Bereichs mag die Beziehung
von anderer Form sein (aber Daten dazu sind nicht verfiigbar).

Man beachte auch, dass dem Interzept BO = (0.846 keine allzu grofse Bedeutung zukommt
(dient nur der Definition der Geraden); er ist jedenfalls nicht als Verbrauch von ,Fahrzeu-
gen“ mit Gewicht = 0 Ib zu interpretieren! |
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9.1.2 Verteilung der Koeffizienten

Auf Basis der Beobachtungspaare (x1,Y7), (22, Y2), ..., (z,, Y,) ldsst sich der KQ—-Schétzer
des Anstiegs 1 (= Regressionskoeffizient) wie folgt darstellen:

Sy, ]
B\l:i:nl—zzci}/; mit Cz‘:#
d (@i-m)?* > (z;—7)

=1

D.h., B\l ist eine lineare Funktion von Y7, Y5, ...,Y,. Fiir die Koeffizienten ¢; der Linear-
kombination gelten die folgenden Aussagen:

n
1 _
2 == Y (@i —7) =
T e T Seew
j=1 '
Damit folgt, dass B\l ein erwartungstreuer (unverzerrter) Schéitzer von f3; ist:

n

E(3) = cEY) =Y c(bo+ b)) =5y cith Y e =B
i=1 =1 =1

i=1
=0 -1
Fiir die Varianz von 31 gilt:
n n 0_2
Var () = EVar(Y;) =0 ) = —
i=1 — i=1 (z; — 7)?
=g x; —T)
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Die Groken Y; sind ua. mit Y; ~ N(8y + 3174, 02); somit folgt nach dem Additionstheorem
fiir Normalverteilungen (vgl. 6.2.3):

Analoge Uberlegungen gelten fiir den Schétzer B\O:

n
D
Go ~ N| Boy—5————

n Z(w, —7)?
i=1
Die Schéatzer B\o und B\l sind nicht unabhéngig; ihre Kovarianz ist gegeben durch:

COV(BOaal) = _n—:c = —Tvaf(gl)

Gilt T = 0 (d. h., ist die erkldrende Variable zentriert), sind BO und Bl unkorreliert bzw.
unabhéngig.

Bem: Wie man leicht nachweist, sind unter den gegebenen Voraussetzungen die KQ-
Schétzer [y und 3; auch die ML—-Schéatzer von Gy bzw. ;. Der ML—Schétzer der Modell-
varianz o2 ist allerdings gegeben durch:

Der ML-Schitzer 62 = (n—2)5?%/n ist also (leicht) verzerrt. In der Praxis verwendet man
aber ausschlieRlich den (unverzerrten) Schéitzer 2.

9.1.3 Varianzzerlegung

Das Ziel der Regressionsanalyse besteht darin, die in der erkldrenden Variablen (x) ent-
haltene Information dazu zu beniitzen, um (zumindest einen Teil) der Variation in der
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Anwortvariablen (Y) zu erkléren. Ignoriert man die in xq, s, ..., x, enthaltene Informa-
tion, kann man die Variation in Y7, Y5, ..., Y,, durch die folgende totale Quadratsumme
beschreiben:

n

SST = (Vi-Y)

i=1

Bis auf den Faktor 1/(n — 1) ist SST identisch mit der (iiblichen) Stichprobenvarianz S%:

e DIk

n—14
=1

Ein Teil der Variation in Y1, Y5, ... Y, ldsst sich aber (moglicherweise) auf die verschie-
denen Werte z1, xs, ..., x, der erklarenden Variablen zuriickfiihren. In Bsp 9.2 liegt das
Gewicht der Fahrzeuge zwischen etwa 2300 und 5200 1b, und diese Gewichtsunterschiede
tragen sicher ihren Teil zur Variation im Benzinverbrauch bei. Die Variation der auf Basis
des Regressionsmodells prognostizierten Werte Y; = Gy + iz, @ = 1,2,...,n, um den
Mittelwert Y, beschrieben durch:

n

SSR=Y (V;-Y)

i=1

entspricht jenem Teil von SST, der durch das Regressionsmodell ,erklarbar® ist. Aus
diesem Grund nennt man SSR auch die Regressionsquadratsumme. Der durch das
Regressionsmodell nicht erklarbare Rest lasst sich durch die in 9.1.1 definierte Residu-
enquadratsumme (oder Fehlerquadratsumme) SSE beschreiben.

Mittels einfacher algebraischer Umformungen zeigt man, dass die oben intuitiv hergeleitete
Varianzzerlegung auch formal giiltig ist:

Y-V =Y V-V Y (-
i=1 i=1 i=1
SST SSR SSE

Zum besseren Verstdndnis der Varianzzerlegung zwei Grenzfille:

(1) Gilt B, = 0, so gibt es keine (lineare) Assoziation zwischen erklirender Variable und
Antwortvariable. Unabhéngig vom Wert von x gilt stets }//\; =Y, sodass SSR = 0
und SSE = SST. In diesem Fall tragt das Regressionsmodell nichts zur Erklarung
der Variation in Y7,Y5,... Y, bei.
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(2) Verlauft die Regressionsgerade exakt durch alle Punkte (z;,Y;), i = 1,2,...,n, so
gilt stets Y; = Y;, sodass SSE = 0 und SSR = SST. In diesem Fall wird durch das
Regressionsmodell die gesamte Variation in Y7, Y5, ..., Y, erklart.

9.1.4 Bestimmtheitsmal}

Auf Basis der Varianzzerlegung von 9.1.3 lésst sich eine Mafzahl fiir die Giite der An-
passung des Regressionsmodells an die Daten definieren. Das BestimmtheitsmafR” ist
gegeben durch:

SSR SSE

2
:—:1——
h SST SST

Das Bestimmtheitsmafs misst den Anteil der Variation in Y, der durch das Regressions-
modell erklart wird. Wegen 0 < SSR < SST gilt:

0<R’<1

Die Félle R? = 0 bzw. 1 entsprechen den in 9.1.3 diskutierten Grenzfillen (1) bzw. (2).

Im Falle des einfachen linearen Regressionsmodells besteht eine direkte Beziehung zwi-
schen R? und dem in 1.9.3 definierten Korrelationskoeffizienten r. Dazu bringen wir SSR
in eine etwas andere Form:

n n

SSR=3" (V= V)’ =3 [Bo + Bras — (Bo + 5i2)]* = B2 Y (s — 7)?
=1

i=1 i=1

B\l ist gegeben durch (vgl. 9.1.1):

Substitution in den obigen Ausdruck ergibt:

Tengl. coefficient of determination
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n

D (@i —T)(Y;i =)

i=1
n

> (x—T)

i=1

SSR =

Damit lisst sich R? auch wie folgt schreiben:

i=1

[Z(m —T)(Yi-Y)
R? = — -
Y (@7 (Y -Y)?

i=1 i=1

D.h., R? ist das Quadrat des Korrelationskoeffizienten der Punkte (x;,Y;),i=1,2,...,n:
R* = TaQUY

Bsp 9.3 Fiir die Daten von Bsp 9.2 bekommt man fiir die einzelnen Quadratsummen die
folgenden Werte:

SST = 11.1635, SSR =9.3724 SSE = 1.7911

Damit ergibt sich das Bestimmtheitsmaf zu:

,_ 93724 17911

111635 ¢ 111635~ 830

D.h., etwa 84% der Variation im Benzinverbrauch wird durch das Fahrzeuggewicht erklért.
Anders ausgedriickt, das einfache lineare Regressionsmodell reduziert die Variation in der
Antwortvariablen um 84%. [ |

9.1.5 ANOVA-Tafel und F-Test

Die Zerlegung von SST in SSR und SSE wird meist in Form einer sog. Varianzanalyse-
tafel® dargestellt. Dabei spielen die den Quadratsummen zugeordneten Freiheitsgrade®
eine zentrale Rolle. Da wegen > (Y; —Y) = 0 fiir die Berechnung von SST = > (V; — Y)?
nur n — 1 Komponenten benotigt werden, sind der totalen Quadratsumme n — 1 Freiheits-
grade zugeordnet. Wegen Y e; = > e;x; = 0 sind der Fehlerquadratsumme SSE = 3 e?

8engl. analysis-of-variance (ANOVA) table
Yengl. degrees of freedom (abgekiirzt df)
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n — 2 Freiheitsgrade zugeordnet, und da es im einfachen linearen Modell nur eine Pradik-
torvariable gibt, hat die Regressionsquadratsumme nur 1 Freiheitsgrad.

ANOVA —Tafel fiir das einfache lineare Regressionsmodell

df SS MS F
Regression 1 SSR MSR = SSR/1 MSR/MSE
Fehler n—2 SSE  MSE=SSR/(n —2)
Total n—1 SST

Die MS—Spalte beinhaltet die mittleren Quadratsummen, d.h. die Quadratsummen
geteilt durch die Freiheitsgrade. In der F'—Spalte steht eine Teststatistik fiir einen Test
der Hypothesen:

Ho: 05, =0 gegen Hi:[(;#0

Wie man zeigen kann, gilt unter Hy:'°

MSR

D.h., Hy wird zum Niveau « verworfen, falls:

F >, 91-q

Den p-Wert berechnet man wie folgt:
p-Wert = P(F(1,n—2) > F)

Bemerkungen zur Form der Teststatistik: In 9.1.4 haben wir gezeigt, dass SSR wie folgt
dargestellt werden kann:

n

SSR =3 (z; — 7)?

i=1

Unter Hy (d. h. fiir 51 =0) gilt (vgl. 9.1.2):

0Vgl. HOGG ET AL.(2005) oder GURKER (2015).
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B N| 05—
(z; —T)?
i=1
Daraus folgt (vgl. 4.2.4):
72 (xz _ SL’)2
SSR ; ) SSR
02 = 02 ~ X (1) E ? =

D.h., unter H, ist SSR ein unverzerrter Schitzer von o?. Nun haben wir festgestellt,
dass 62 = SSE/(n — 2) in jedem Fall (d. h., auch wenn H, nicht zutrifft) ein unverzerrter
Schitzer von o? ist. Unter H, ist die F-Statistik also ein Quotient aus zwei unverzerrten
Schitzern von o

MSR  SSR/(1)

F = = ~
MSE  SSE/(n —2)

Trifft Ho nicht zu (d.h., gilt 3; # 0) ist der Zédhler von F tendenziell grofer als o und
F =MSR/MSE > 1.

Bsp 9.4 Fiir die carsnew—Daten (Bsp 9.2) ergibt sich die ANOVA —Tafel wie folgt:

anova(mod)
Analysis of Variance Table

Response: 100/MPGHwy

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
CurbWeight 1 9.3724 9.3724 204.07 < 2.2e-16 *x**
Residuals 39 1.7911 0.0459

Signif. codes: 0 “**x> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ *> 1

Die mittlere Fehlerquadratsumme von MSE = 0.0459 ist der Schitzwert von o2. Der
Wert der F-Statistik (204.07) ist sehr viel grofer als F 39099 = 7.33, sodass wir mit
hoher Sicherheit davon ausgehen koénnen, dass 3; # 0. Das zeigt sich auch am kleinen
p—Wert von nahezu Null. [ |
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9.1.6 Konfidenzintervalle und t—Tests

Unter den gegebenen Voraussetzungen konnen auf Basis der t —Verteilung einfach Konfi-
denzintervalle und Tests fiir die beiden Koeffizienten 3y und (3 hergeleitet werden (vgl.
dazu auch 7.3.3). Im Folgenden betrachten wir in erster Linie Intervalle und Tests fiir
den meist im Mittelpunkt des Interesses stehenden Koeffizienten ;. In 9.1.2 haben wir
gezeigt, dass:

o~ 2 e} f—
Bi ~ N ﬁlana— = b by ~ N(0,1)

Z(x’ —7)’ Uz/i(fm — )2

=1

Ersetzt man das unbekannte o durch 52 = MSE, so gilt:

- Bi— b o 2)

MSE / i(x _7)?

Den Ausdruck im Nenner von 7" nennt man auch den (geschitzten) Standardfehler des
Schatzers f;:

Konfidenzintervall fiir 8;: T ist eine Pivotgrofe und ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 5,
ist gegeben durch:

Br £ thoo1-as2 S(ﬁl) =01 £ thoo1-a/2

t—Test fiir 4;: Ein Test zum Niveau « fiir die Hypothesen:

Ho: 81 =P gegen Hi: [ # Bio

ist gegeben durch:
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Wl 510}

Verwerfe H,, falls:
s(0h)

>tho2.1-a/2

Héufig interessiert man sich fiir die folgenden Hypothesen:

Ho: 01 =0 gegen Hyi:f[i#0

Ein Test zum Niveau o lautet wie folgt:

5]

Verwerfe H,, falls: ‘t(ﬁl)‘ = —
s(61)

>tn-21-a/2

Letzteren Test nennt man kurz den t—Test fir ;. (Er gehort auch zum Standardoutput
von R; vgl. dazu das folgende Beispiel.) Der p—Wert ist gegeben durch:

p-Wert = 2P( t(n — 2) ‘t(ﬁl)‘)

Bem: Wir sind diesem Testproblem bereits im Zuge der ANOVA —Tafel von 9.1.5 begegnet,
haben dort aber einen F—Test dafiir angegeben. Beide Tests sind aber dquivalent, denn:

n

~ 12 % 612;(% -7 MSR
I'= s(3)]> ~ MSE MSE "

Uberdies gilt (vgl. dazu auch 4.2.6):

2

(tnf2; 1701/2) =Fin-21-qa

Bsp 9.5 Der folgende R—Output zeigt fiir die carsnew—Daten (Bsp 9.2) die Schitzwerte,
die (geschéitzten) Standardfehler und die t—Tests fiir 5y und ;. Beide p—Werte sind
nahezu Null, die Tests daher hoch signifikant.

Darunter steht der Wert von & = vMSE, das Bestimmtheitsmaff R? und die uns schon
von der ANOVA —Tafel bekannte F-Statistik. (Bem: Die Bedeutung des adjusted R? wird
in 9.2.2 diskutiert.)
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summary (mod)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.84628 0.19416 4.359 9.24e-05 *xx*x
CurbWeight 0.74556 0.05219 14.285 < 2e-16 **x

Signif. codes: 0 “**x> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ *> 1

Residual standard error: 0.2143 on 39 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8396, Adjusted R-squared: 0.8354
F-statistic: 204.1 on 1 and 39 DF, p-value: < 2.2e-16

Konfidenzintervall fiir E(Y5): Sind Bo und B\l die unverzerrten Schétzer fiir Gy und (1, so
ist ein unverzerrter Schétzer fiir die mittlere Antwort E(Yy) = 5y + S12¢ an der (neuen)
Stelle x = xy gegeben durch:

Yo = Bo + Bixo

Unter Verwendung der in 9.1.2 angegebenen Ausdriicke fiir die Varianzen und die Kova-
rianz von [y und [y, ergibt sich nach einfacher Rechnung:

Var(%) = Var(Bo) + 3 Var(al) + 2z COV(BQ, B\l)

1 _ =)2
=0’ | =+ —n(xo 7)
n —\2

(z: — )
i=1

(Man beachte, dass diese Varianz fiir die Stelle xy = T, also im Zentrum der Daten, am
kleinsten ist.) Ersetzt man die (unbekannte) Varianz o2 durch MSE, so ergibt sich ein
(1 — a)-Konfidenzintervall fiir E(Y;) wie folgt:

) ) 1
Bo+ fixo £ thoo1—a/2 | MSE - +



9.1 Einfache lineare Regression 357

Prognoseintervall fiir Yj: Sind Bo und B\l die unverzerrten Schétzer fiir Gy und 3y, so ist ein
Prognosewert fiir die Antwort Yy = By + S11o + €0 an der (neuen) Stelle x = x5 gegeben
durch:

Yo = Bo + Bixo

(Man beachte, dass hier die Prognose der sG Yj von Interesse ist, und nicht die Schatzung
von E(Yp).) Ein (1 — a)-Prognoseintervall fiir Yj ist gegeben wie folgt:

To — E)Q

S|~

- 2 1
Bo+ Bizo £ tho1-ap |MSE | 1+ - +
(z; — T)?

i=1

Bsp 9.6 Mit Hilfe der folgenden R-Commands werden auf einem gleichméfigen Gitter von
Punkten (erzeugt mit pretty()) aus dem Beobachtungsbereich der erkléarenden Variablen
CurbWeight jeweils 95%-Konfidenz— bzw. Prognoseintervalle fiir E(Y,,) bzw. Y, bestimmt
und grafisch dargestellt (Abb 9.3).

attach(carsn)

plot (100/MPGHwy ~ CurbWeight, type="p", pch=19,
xlab="weight", ylab="gpm (Highway)", col="grey50")

mod <- 1lm(100/MPGHwy ~ CurbWeight)

x <- CurbWeight

CuWe.new <- data.frame(CurbWeight=pretty(range(x), 100))

pred.c <- predict(mod, CuWe.new, interval="confidence")

pred.p <- predict(mod, CuWe.new, interval="prediction")

matplot(CuWe.new, cbind(pred.c, pred.pl[,-1]), type="1",
lty=c(1,2,2,3,3), 1lwd=3, col=c(1,2,2,3,3), add=TRUE)

legend ("bottomright", c("LS - line", "95% confidence band",
"95% prediction band"), lty=1:3, lwd=3, col=1:3)

detach(carsn)

Werden die Endpunkte der Intervalle durch Geradenstiicke verbunden, ergeben sich Kon-
fidenz— bzw. Prognosebdnder. (Man beachte allerdings, dass diese Bander — wie in Abb
9.3 fiir zwei Stellen angedeutet — punktweise fiir jedes einzelne x und nicht ,simultan® auf
dem Beobachtungsbereich zu verstehen sind.) |
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Abbildung 9.3: 95%-Konfidenz— und Prognosebander
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9.1.7 Residualanalyse

Ein einfaches lineares Modell (d.h. ein Geradenmodell) sollte nur dann angepasst wer-
den, wenn ein (grob) linearer Zusammenhang zwischen x und Y vorliegt. Gibt es im
Scatterplot erkennbare quadratische oder andere nichtlineare Patterns, muss das einfache
Modell modifiziert werden. Ebenso sollten auch die anderen Voraussetzungen — zumin-
dest annéhernd — erfiillt sein, d. h. eine iber dem Beobachtungsbereich konstante Varianz
und unabhéngige (unkorrelierte) Fehler. Letzterer Punkt ist moglicherweise dann verletzt,
wenn die Beobachtungen (z;,Y;), i = 1,2,...,n, zeitlich (oder rdumlich) hintereinander
erhoben werden und i die zeitliche (oder rdumliche) Ordnung reprisentiert.

Zur Uberpriifung der Modellvoraussetzungen verwendet man hauptséchlich auf den Re-
siduen ¢; = y; — v;, 1 = 1,2, ..., n, basierende grafische Methoden. Insbesondere zeichnet
man die folgenden Residualplots:

(1) Einen Plot der Residuen e; gegen die Prognosewerte ;.

(2) Einen Plot der Residuen e; gegen ;.
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(3) Plots der Residuen e; gegen andere erklérende Variablen, die nichtim urspriinglichen
Modell enthalten sind (z. B. gegen die Zeit oder gegen die Ordnung, wenn die Daten
sequenziell erhoben wurden).

(4) Einen Plot der Residuen e; gegen die Lag-1-Residuen e;_;, wenn die Daten sequen-
ziell erhoben wurden.

Sind die Voraussetzungen erfiillt, sollten sich in den Plots keine Patterns zeigen und die
Residuen sollten groftteils innerhalb eines horizontalen 20-Bandes um Null liegen. (Als
Schiitzwerte von unabhingigen N (0, 0%)-Fehlern sollten etwa 95% der Residuen innerhalb
von + 2v/MSE liegen.) Betrachtet man standardisierte Residuen der Form s; = e;/vMSE,

so sollten sie grofsteils innerhalb von £ 2 um Null liegen.

Bem: Die in R mittels rstandard () bestimmten Residuen werden aber wie folgt berechnet:

€;

T
MSE 1 — h;

Man kann niimlich zeigen, dass Var(e;) = o%(1 — h;), wobei h; die sog. Hatwerte sind.
(Letztere werden mittels hatvalues() bestimmt.)

Bsp 9.7 Zur Illustration betrachten wir zwei Félle, bei denen einige der Modellvorausset-
zungen nicht erfiillt sind. Im 1. Fall wird die Regressionsfunktion (d.h. E(Y|z)) falsch
spezifiziert. Der Zusammenhang ist quadratischer Natur, wir passen aber ein einfaches li-
neares Modell an. (Vgl. Abb 9.4.) Im 2. Fall ist die Varianz nicht konstant, sondern wéchst
mit der Grofse von Y. (Vgl. Abb 9.5.) In beiden Féllen zeigen sich charakteristische Pat-
terns in den Residualplots, die leicht zu deuten sind.

Die Feststellung allein, dass es Probleme mit dem Regressionsmodell gibt, ist allerdings
zu wenig. Man muss auch versuchen, die Modelldefizite zu beheben. Im 1. Fall wiirde
man im néchsten Schritt ein Modell der Form Y; = 3y + 1x; + (o2 + ¢; anpassen (vgl.
dazu den folgenden Abschnitt 9.2). Im 2. Fall wiirde man nach einer varianzstabilisieren-
den Transformation von Y suchen. Wachst die Streuung von Y proportional zu Y, ist die
logarithmische Transformation (InY’) geeignet. Wéchst die Varianz von Y proportional
zu Y, sollte man die Wurzeltransformation (v/Y') versuchen. In der Praxis versucht man
mehrere Transformationen (1/Y, InY, v/Y, ...) und nimmt diejenige, die die beste vari-
anzstabilisierende Wirkung zeigt. (Man beachte allerdings, dass mit jeder Transformation
von Y auch die Fehlerverteilung veréndert wird!) n

Bsp 9.8 Fiir die carsnew—Daten von Bsp 9.2 sind die Residualplots in Abb 9.6 dargestellt.
Es zeigen sich keine besonderen Auffélligkeiten, sodass das einfache lineare Modell als
durchaus addquat betrachtet werden kann. Lediglich ein Punkt (Nr. 27 = Mercedes C230
Sport Sedan) sticht etwas hervor. (Vgl. 9.1.8 fiir eine ausfiihrlichere Diskussion derartiger
Punkte.) Man beachte allerdings, dass man durch Hinzunahme von weiteren erkldrenden
Variablen (wie etwa Anzahl der Zylinder oder Hubraum) die ,,Erklarungskraft* des Modells
deutlich erhohen konnte. [ |
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Abbildung 9.4: Scatterplot und Residualplots fiir Fall 1 (Bsp 9.7)
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9.1.8 Ausreiler und Hebelpunkte

Ein Scatterplot der Datenpunkte ist ein unabdingbarer erster Schritt in jeder Regressi-
onsanalyse. Dadurch lassen sich bereits im Vorfeld grobe Irrtiimer vermeiden. Man be-
trachte dazu etwa den aus vier Unterdatensitzen gleicher Grofe bestehenden Datensatz
anscombe. txt.!! Fiir alle vier Datensitze stimmen die KQ-Schitzwerte, die Standardfeh-
ler, die ANOVA —Tafel und R? exakt iiberein, aber nur im Fall oben/links ist ein einfaches
lineares Modell addquat (Abb 9.7). Der Scatterplot oben/rechts zeigt einen quadratischen
Zusammenhang; die Plots in der unteren Reihe zeigen die Auswirkungen von ungew6hn-
lichen einzelnen Datenpunkten. Im Plot unten/links liegen 10 Punkte exakt auf einer
Geraden, aber ein Punkt weicht davon ab. Punkte mit ungewohnlichen Y—~Werten nennt

HE. J. ANSCOMBE: Graphs in Statistical Analysis, The American Statistician, Vol. 27, 1973.
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Abbildung 9.5: Scatterplot und Residualplots fiir Fall 2 (Bsp 9.7)
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man Ausreifer.!? Ausreifier verindern (mehr oder weniger stark) den Anstieg der KQ-
Geraden. Der Plot unten/rechts zeigt den extremen Fall, wie ein einzelner Punkt mit
ungewohnlichem x—Wert die KQ-Gerade komplett an sich zieht. Derartige Punkte — auch
mit weniger drastischen Auswirkungen — nennt man Hebelpunkte.!?

Was soll man mit ungewdhnlichen Datenpunkten tun? Das ldsst sich nicht einfach generell
beantworten. Kann man die Punkte auf bestimmte (auferstatistische) Ursachen zuriick-
fithren (Schreib—, Ablesefehler, fehlerhaftes Messinstrument, ... ), sollten diese Werte kla-
rerweise korrigiert, oder — falls das nicht moglich ist — nicht fiir die Modellanpassung
verwendet werden.

2engl. outlier
Bengl. leverage points
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Abbildung 9.6: Scatterplot und Residualplots fiir die carsnew—Daten
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Héaufig zeigt sich jedoch, dass bestimmte Beobachtungen zwar ungewohnlich sind aber
ansonsten korrekt erhoben wurden. Das Weglassen derartiger Punkte (um die Anpassung
zu ,yverbessern®) ist problematisch, da auf diese Weise ein falscher Eindruck von der Prézi-
sion der Anpassung entstehen kann. Nicht selten sind die ,,Ausreifer” die interessantesten
Punkte des Datensatzes, weil sie die Aufmerksamkeit auf entscheidende Regionen des Mo-
dells lenken, Modelldefizite aufzeigen, oder auf andere Weise fiir die Untersuchung von
Bedeutung sind. Eine genauere Analyse dieser Punkte (und der Bedingungen, unter de-
nen sie erhoben wurden) ist unumgénglich und fithrt nicht selten zur Identifizierung von
bisher nicht beachteten Pradiktoren.

Ungewohnliche Punkte einfach wegzulassen ist keine gute Strategie. Besser ist es, die
Auswirkungen zu analysieren, indem man die Anpassung einmal mit und einmal ohne diese
Punkte durchfiihrt. (Untersuchen Sie als UE-Aufgabe, welchen Einfluss der als Ausreifter



9.1

Einfache lineare Regression

8 10 12

6

8 10 12

6

Abbildung 9.7: Die Anscombe—Datensatze
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identifizierte Datenpunkt Nr. 27 im Datensatz carsnew.txt auf die KQ-Gerade hat.!*)
Klarerweise mochte man nicht mit einem Modell arbeiten, das stark von einigen wenigen
Datenpunkten abhéngt. Falls moglich, wird man in so einem Fall danach trachten, an den
kritischen Regionen zusétzliche Daten zu erheben und so zu einem stabileren Modell zu

kommen.

Als Alternative zu der gegeniiber Ausreifsern sehr empfindlichen KQ-Methode gibt es
mittlerweile eine ganze Reihe von robusten Schitzmethoden.'> Allerdings sollte man auch
bei ihrer Anwendung nicht auf eine genaue Erforschung der Ursachen fiir die Instabilitit

verzichten.

4 Antwort: Praktisch keinen.
15Vgl. GURKER (2015).
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9.1.9 Matrixschreibweise

In Matrixform konnen die meisten (praktischen und theoretischen) Berechnungen einfa-
cher und {iibersichtlicher ausgefiihrt werden. Das gilt insbesondere fiir die multiple Regres-
sion, aber auch schon bei nur einer erklarenden Variablen ergeben sich dadurch Vorteile.
Mit den Bezeichnungen:

Yi 1 T €1
Y- 1 =z €
Y _ .2 ’ X _ . .2 ’ B _ ﬁo ’ c — .2
: Co 51 :
Yn 1 In En

lasst sich das einfache lineare Regressionsmodell wie folgt schreiben:

Y=XB+¢
Die Normalgleichungen sind gegeben durch:
X'X3=XY

Dabei ist X X eine (2 x 2)-Matrix der Gestalt:

n
i=1
n
2m
i i=1

XX =

Ist diese Matrix invertierbar, so gilt:

1 Z v B Z v
(X’X) 1 _ . z:ln i=1

Der KQ—Schatzer ist gegeben durch:

B= [ o ] - (xX'X) XY
A
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Bem: X'X ist genau dann singulédr, wenn alle x; identisch sind, d.h. 1 = x9 = - -+ = x,;
das bedeutet nicht, dass die Normalgleichungen nicht losbar sind, sondern nur, dass sie
nicht eindeutig 16sbar sind. Anders ausgedriickt, 3 ist in diesem Fall nicht identifizierbar.

Fiir die Prognosewerte gilt:
Y =X3=X(XX)"'XY
Der Residuenvektor léasst sich wie folgt schreiben:
e=Y-Y=Y-XB=Y-X(XX)'XY=(I-H)Y
Dabei ist I die (n x n)—Einheitsmatrix und H die sog. Hatmatriz:

1 /

H=X(XX) X

Bem: Die Bezeichnung kommt daher, dass der Prognosevektor Y auch wie folgt geschrie-
ben werden kann: Y = HY. Die Diagonalelemente von H nennt man die Hatwerte (vgl.
dazu auch die Bem in 9.1.7).

2

Sind die Fehler ¢; unabhéngig (unkorreliert) mit gleicher Varianz o°, so ist die Varianz—

Kovarianzmatrix von 3 gegeben durch:
—~ 7 _1
Cov (6) = o? (X X)
Beweis: Unter Verwendung der Rechenregeln fiir die Varianz—Kovarianzmatrix (vgl. 5.4.1) gilt:

Cov(B) = Cov[(X'X)T'X'Y] = (X'X) 7'X Cov(V)X(X'X) ' = 0?(X'X) ™"

Letzteres gilt wegen:

Cov(Y) = Cov(e) = 0’1

Der unverzerrte Schitzer fiir die Varianz o ist gegeben durch:
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9.2 Multiple lineare Regression

Bisher gab es nur eine erkldrende Variable (x), die in einer linearen Beziehung zur Ant-
wortvariablen (V') stand. Derartige Modelle sind héufig gute Approximationen fiir kompli-
ziertere funktionale Beziehungen, insbesondere iiber nicht zu grofsen z—Bereichen. Vielfach
sind die Beziehungen aber nichtlinearer Natur, etwa wenn x und Y in einer quadrati-
schen Beziehung stehen:

}/i:/80+ﬁlxi+ﬁ2xz?+€ia ’L.:1,2,...,TL

Oder allgemeiner in einer polynomialen Beziehung:

E:ﬁ0+51$i+-'-+ﬁk$?+€i, 1=1,2,...,n

Modelle dieser Art sind zwar nichtlinear in z, aber immer noch linear in den Koeflizienten
Bo, 01, - - -, Bk; aus diesem Grund spricht man nach wie vor von linearen Regressionsmo-
dellen. Neben polynomialen gibt es auch andere nichtlineare Beziehungen zwischen x und
Y, beispielsweise Beziehungen der folgenden Art:

V= (o + Bum)e be, Vim0 g

Modelle dieser Art sind nicht nur nichtlinear in x sondern auch in den Koeffizienten. Aus
diesem Grund spricht man von nichtlinearen Regressionsmodellen.

Die obigen Modelle beinhalten nach wie vor nur eine erklarende Variable. Vielfach gibt es
aber mehrere Grofen, die eine Antwortvariable beinflussen. Betrachten wir zunéchst den
Fall zweier Einflussgrofsen x1 und x5 und ein lineares Modell der Form:

Yi =060+ bixa + Boxio + €, 1=1,2,...,n

Die Fehler {¢;} seien unabhéngige, nach N (0, 0?) verteilte, stochastische Grofen. Der Er-
wartunsgwert E(Y |xy, z5) = By + fi21 + [ax2 definiert eine Ebene im 3-dimensionalen
Raum. Haufig ist die Beziehung zwischen x1, x5 und Y aber etwas komplexer. Beispiels-
weise lautet ein volles polynomiales Modell (2. Ordnung) in x; und z, wie folgt:

Y= B+ Bz + 51137@21 + Boxa + 52237?2 + BiawinTio + €

Wegen des Terms (3151110 hingt der Effekt einer Anderung von x; um eine Einheit vom
Wert der anderen erkldrenden Variablen x5 ab (und umgekehrt). Man sagt in diesem Fall,
dass x, und w9 interagieren.
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Ein multiples lineares Regressionsmodell mit p erkldrenden Variablen (Pradik-
toren oder Regressoren) lautet wie folgt:

Y, = 6o+ biwa + Potio + -+ Bprip +e1, i=1,2,....n

Die Fehler {¢;} seien unabhingige, nach N (0, 0?) verteilte, stochastische Grofen. Bei den
Regressoren kann es sich um p verschiedene Einflussgrofien handeln oder um Funktionen
einer kleineren Menge von Variablen. Beispielsweise gibt es beim obigen vollen polyno-
mialen Modell 2. Ordnung in z; und x, nur zwei erklarende Variablen aber insgesamt
p = 5 Regressoren.

Matrixschreibweise: Mit den Bezeichnungen:

Y, 1z - T1p Bo €1
Y: Yé ) X: 1 x-Ql x?p ) /6: /8-1 ) €= -
Yn 1 Tn1 xnp ﬁp En

lasst sich das Regressionsmodell wie folgt darstellen:

Y =XB+e, € ~ Nn(O,O'QI)

Dabei bezeichnet 0 = (0,0,...,0)" den n-dimensionalen Nullvektor und I die (n x n)-
Einheitsmatrix. Damit folgt:

Y ~ N, (XB,0°T)

9.2.1 Parameterschatzung

Die Koeffizienten Sy, 31, . . ., 3, und die Varianz Var(e;) = o2 sind iiblicherweise unbekannt
und miissen auf Basis von Beobachtungen (v, z1, ..., %), i = 1,2, ..., n, geschitzt wer-
den. Nehmen wir dazu wieder das KQ-Prinzip, so sind die Koeffizienten [y, 31, ..., 5,
so zu bestimmen, dass die folgende Quadratsumme minimal wird:

n

S(Bo, Bry -+ -5 Bp) = Z [yz — (Bo + Brwa + - - —i—ﬁpscip)f

i=1

Dieses Minimierungsproblem lésst sich auf die tibliche Weise 16sen, indem wir die (p + 1)
partiellen Ableitungen bilden und gleich Null setzen:
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85(507517"'76])) .
—0, j=01,...,

Fiir die Losung des auf diese Weise entstehenden linearen Gleichungssystems (Normal-
gleichungen) verwendet man in der Praxis ein entsprechendes Computerprogramm. In

Matrixschreibweise lauten die Normalgleichungen wie folgt:

X'X38 =XY

Ublicherweise kann man davon ausgehen, dass X'X invertierbar ist; in diesem Fall ist der

KQ-Schatzer gegeben durch:

Bo
-~ ﬁl ’ —1 !
B= =(XX) XY

Der KQ-Schétzer ist erwartungstreu:
-~ ’ — 1,/ ’ —1,/
E(B) = (XX) XE(Y)=(XX) XX3=p0
Die Varianz—Kovarianzmatrix ist gegeben durch:

Cov(B) = (X X) X Cov(Y) X(XX)  =0*(XX)"

=021

Der KQ-Schétzer ist eine lineare Funktion von Y; damit folgt:
B~ Ny (B,*(X'X) )

Der Vektor der Prognosewerte ist gegeben durch:

Y1
~ }/}2 -~ ’ —1
Y=| 7| =XB=X(XX)'X'Y=HY
: N’
~ =H
Y,

(H ist die Hatmatriz; vgl. 9.1.9.) Fiir den Vektor der Residuen ¢; = Y; — ?Z gilt:
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Bem: Die Residuen unterliegen (p + 1) linearen Bedingungen:
Doei=0. Y ew; =0 j=12..p

i=1 i=1

Auf Basis der Residuen ist ein erwartungstreuer Schitzer von o2 gegeben durch:

9.2.2 ANOVA-Tafel und F—Test

Ebenso wie fiir das einfache lineare Regressionsmodell gilt auch im multiplen Fall eine
Varianzzerlegung der folgenden Form:

D (H-T) = 3 (B-V) 4 X (vi-T)
=1 =1 =1
SST SSR SSE

SST (= totale Quadratsumme) hat nach wie vor n — 1 Freiheitsgrade, SSR (= Regressi-
onsquadratsumme) sind p und SSE (= Fehlerquadratsumme) sind n—p—1 Freiheitsgrade
zugeordnet. Die verschiedenen (mittleren) Quadratsummen werden tiblicherweise in Form
einer ANOVA —Tafel angeordnet. Fiir das multiple lineare Modell ist diese Tafel gegeben
wie folgt:

ANOVA —Tafel fiir das multiple lineare Regressionsmodell

df SS MS F
Regression p SSR MSR =SSR/p MSR/MSE
Fehler n—p—1 SSE MSE=SSR/(n—p—1)
Total n—1 SST
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Zunéachst stellt sich die Frage, ob die Regressoren in ihrer Gesamtheit iiberhaupt etwas
zur Erklarung der Variation in der Antwortvariablen beitragen, d. h., man interessiert sich
zunédchst fiir einen Test von:

Hoy:r=0=--=03,=0 gegen Hp:3imit [ #0

Eine geeignete Teststatistik steht in der F—Spalte der ANOVA —Tafel; wie man zeigen
kann, gilt unter H:

MSR

F=2""" CF(pn—p—1
VISE (p,n—p—1)

D.h., Hy wird zum Niveau « verworfen, falls:

F> Fp,n—p—l;l—a

Den p—-Wert berechnet man wie folgt:
p—Wert = P(F(p,n —p—1)> F)

Multiples BestimmtheitsmaR: Auf Basis der Varianzzerlegung lasst sich auch fiir das mul-
tiple lineare Modell das Bestimmtheitsmalfs wie folgt definieren:

oSSR, SSE
~ SST SST

R? liegt zwischen 0 und 1 und repésentiert den Anteil an der Variation von Y, der durch
das Regressionsmodell erklirt wird. Allerdings ist R? in mehrfacher Hinsicht kein idea-
les MaR fiir die ,Qualitéit“ eines Regressionsmodells. So kann man zeigen, dass R? bei
Hinzunahme eines weiteren (moglicherweise irrelevanten) Regressors nicht kleiner werden
kann. Ein besseres Mafs bekommt man dadurch, dass man nicht die ,rohen” Quadratsum-
men miteinander vergleicht, sondern die auf diesen Quadratsummen basierenden Vari-
anzschatzungen. Ignoriert man die erkldrenden Variablen ist SST/(n —1) ein Schétzer fiir
die Varianz; auf Basis des Modells ist SSE/(n — p — 1) ein unverzerrter Varianzschétzer.
Das modifizierte!” Bestimmtheitsmaf ist dann definiert wie folgt:

. SSB/n—p-1)
Re =1~ —asm/m - 1)

Wie man zeigen kann, gilt R? < R? und das modifizierte R? kann bei Hinzunahme eines
weiteren Regressors auch kleiner werden.

16Unter der — hier getroffenen — Voraussetzung, dass € ~ N, (0, 0°T).
Tengl. adjusted
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9.2.3 Konfidenzintervalle und t—Tests

Mit Hilfe des F—Tests des vorigen Abschnitts kann man testen, ob die Prédiktoren (oder
Regressoren) in ihrer Gesamtheit einen Beitrag zur Erklarung der Variation in der Ant-
wortvariablen leisten. Das ist aber nur ein erster Schritt. Ist der F—Test signifikant (d. h.,
wird Hy : i = o = --- = [, = 0 verworfen), stellt sich als néchstes die Frage nach der
Signifikanz der einzelnen Koeffizienten 3;, j = 1,2, ..., p. Schreibt man:

COO COI . COp

) . CIO Cll . Clp
C=XX) =| . . . .

de dpl .. dpp

so folgt wegen B ~ Np+1(ﬁ,02 (XIX)fl), dass (vgl. 5.6.3):

BJNN(ﬁj,UQij), j=0,1,....p

Ersetzt man das unbekannte o2 durch den unverzerrten Schitzer MSE, so ist der (ge-
schitzte) Standardfehler von [3; gegeben durch:

s(3;) = VMSE Cii

und es gilt:

,_Bj—ﬁjw L
b=y ey

Konfidenzintervall fiir 3;: T} ist eine Pivotgrofe und ein (1 — o)-Konfidenzintervall fiir 3;
ist gegeben durch:

Bj + tnfpfl;lfaﬂ S(BJ)

t=Test fiir 3;: Ein Test zum Niveau « fiir die Hypothesen:

Ho: B; = Bjo gegen Hy: B; # Bjo

ist gegeben durch:
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Verwerfe H,, falls: M > typ_1:1-a/2

s(5))

Héufig interessiert man sich fiir die folgenden Hypothesen:

Ho:0B;=0 gegen H;:[5;#0

Ein Test zum Niveau o lautet wie folgt:

Verwerfe H,, falls: ‘t(aj)} = % > lyp—1:1-a/2
S\Pj

Letzteren Test nennt man den partiellen t —Test fiir 3;. (Er gehort zum Standardoutput
von R.) Der p—Wert ist gegeben durch:

p—Wert = 2P<t(n -p—1)> }t(B\l) D

Interpretation des partiellen t—Tests: Da der Schéatzer Bj von 3; nicht nur vom Regressor z;
sondern i. A. auch von den anderen Regressoren x; (7 # j) des Modells abhédngt, handelt
es sich um einen partiellen Test, d.h., der Regressor x; wird so interpretiert, als ob
er der letzte war, der in das Modell aufgenommen wurde (alle anderen Regressoren im
Modell). Ein nichtsignifikanter partieller t—Test besagt also nicht, dass der entsprechende
Regressor keinen Einfluss hat, sondern lediglich, dass der iiber alle anderen Regressoren
hinausgehende zusdtzliche Einfluss gering ist.

Bem: Folgende (paradoxe) Situation kann vorkommen: Der F-Test verwirft (ist signifi-
kant), jedoch keiner der partiellen t—Tests. Das ist ein Hinweis darauf, dass man auf
(zumindest) einen Regressor verzichten kann. Auch der umgekehrte Fall kann vorkommen
(allerdings wesentlich seltener): Der F—Test ist nicht signifikant, wohl aber ein oder meh-
rere partielle t—Tests. Letzteres ist ein Hinweis auf ein sehr ungiinstiges ,,Modelldesign®.

9.2.4 Beispiele

1. [Polynomiales Modell] Der Scatterplot (Abb 9.8) der folgenden Daten deutet auf einen
nichtlinearen Zusammenhang hin:

x‘012345678

y‘1.2 16.5 28.9 23.1 81.7 120.3 132.5 197.6 283.8
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Das einfachste Modell fiir einen nichtlinearen Zusammenhang ist ein quadratisches Modell.
Zum Vergleich betrachten wir auch ein einfaches lineares und ein kubisches Modell:

Modell (].) Y:B()+ﬁ1l‘+€

Modell (2) Y = By + Bz + pua® +¢

Modell (3) Y = ﬁo —+ 6137 —+ ﬁlll’z -+ 51111’3 +é
Modell (1): Der F—Test und der (dquivalente) t—Test (fiir ;) sind beide (hoch) signifikant.
An diesem Beispiel kann man auch sehen, dass ein signifikantes Modell keineswegs auch

ein addquates Modell sein muss. (Signifikanz und Addquatheit sind verschiedene Dinge!)
R? =~ 90% ist zwar akzeptabel, lisst sich aber noch verbessern.

modl <- 1m(y ~ x)

summary (mod1)
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
(Intercept) -33.473 20.221 -1.655 0.14182
X 32.968 4.247 7.762 0.00011 *x*x*

Signif. codes: 0 “**x> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 32.9 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8959, Adjusted R-squared: 0.881
F-statistic: 60.25 on 1 and 7 DF, p-value: 0.0001104

Modell (2): Der F—Test ist (hoch) signifikant; von den partiellen t—Tests ist nur der Test
fiir By (hoch) signifikant, nicht aber der fiir 4;. Man sollte allerdings daraus nicht den
Schluss ziehen, dass man auf den linearen Term (/z) verzichten kann! Aus folgendem
Grund: Verdndert man die Skalierung von z, ersetzt beispielsweise x durch x + 5, ist
der lineare Term signifikant. (Generell: Gibt es einen Term hoherer Ordnung im Modell,
sollten auch alle Terme niedrigerer Ordnung enthalten sein.) R? und R? haben gegeniiber
Modell (1) deutlich zugelegt.

mod2 <- 1m(y ~ x + I(x~2))
summary (mod2)
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Abbildung 9.8: Polynomiale Regression
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 8.0994 12.7025 0.638 0.54726
X -2.6654 7.4043 -0.360 0.73119
I(x~2) 4.4542 0.8905 5.002 0.00245 x*x

Signif. codes: 0 ‘**x*’ 0.001 ‘**’> 0.01 ‘x> 0.05 “.”> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 15.63 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9799, Adjusted R-squared: 0.9732
F-statistic: 146 on 2 and 6 DF, p-value: 8.161e-06

Modell (3): Der F—Test ist (hoch) signifikant, aber keiner der partiellen t—Tests! Das
illustriert die Bem am Schluss des vorigen Abschnitts. Man kann also auf den kubischen
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Term verzichten. R? hat praktisch nicht mehr zugelegt, R? ist aber gegeniiber Modell (2)

leicht gesunken.

mod3 <- 1m(y ~ x + I(x~2) + I(x73))
summary (mod3)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 1.4939 14.6221 0.102

X 11.5677 16.8760 0.685
I(x~2) -0.2640 5.0953 -0.052
I(x~3) 0.3932 0.4179 0.941

Residual standard error: 15.78 on 5 degrees of freedom
Adjusted R-squared: 0.9726

Multiple R-squared: 0.9829,

0.923
0.524
0.961
0.390

F-statistic: 95.77 on 3 and 5 DF, p-value: 7.748e-05

2. [Multiples Modell] Bei einer Untersuchung zum Drahtbonding von Chips wurde ne-
ben der Reiffestigkeit (y) auch die Drahtlénge (x;) und die Chiphéhe (z3) erhoben

(wirebond.txt):

n Y T To
1 9.95 2 50
2 24.45 8 110
3 31.75 11 120
4 35.00 10 550
5 25.02 8 295
6 16.86 4 200
7 14.38 2 375
8 9.60 2 52
9 24.35 9 100

10 27.50 8 300

11 17.08 4 412

12 37.00 11 400

13 41.95 12 500

n Y 1 To
14 11.66 2 360
15 21.65 4 205
16 17.89 4 400
17 69.00 20 600
18 10.30 1 585
19 34.93 10 540
20 46.59 15 250
21 44 .88 15 290
22 54.12 16 510
23 56.63 17 590
24 22.13 6 100
25 21.15 5 400

Gesucht ist ein emprisches Modell fiir den Zusammenhang von y und x; und x». Ein erster
Schritt sind paarweise Scatterplots (Abb 9.9); auffillig ist der starke lineare Zusammen-

hang zwischen Strength und Length.
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Abbildung 9.9: Scatterplotmatrix der wirebond—Daten
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In Ermangelung einer physikalischen (oder sonstigen) Theorie nehmen wir ein multiples
lineares Modell der Form:

Y =0y + 121 + Baza + €

Der folgende R-Output zeigt die Detailergebnisse der Anpassung dieses Modells:

bond <- read.table("wirebond.txt", header=TRUE) [,-1]
mod <- lm(Strength ~ Length + Height, data=bond)
summary (mod)
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 2.263791 1.060066 2.136 0.044099 x*
Length 2.744270 0.093524 29.343 < 2e-16 *x*
Height 0.012528 0.002798 4.477 0.000188 *x*x*

Signif. codes: 0 ‘**x*’ 0.001 ‘**’> 0.01 ‘%> 0.05 “.”> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 2.288 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9811, Adjusted R-squared: 0.9794
F-statistic: 572.2 on 2 and 22 DF, p-value: < 2.2e-16

Der F—Test und die partiellen t—Tests fiir Length und Height sind alle (hoch) signifikant.
Letzteres mag etwas iiberraschen, da im Scatterplot der Zusammenhang zwischen Strength
und Heigth nur schwach ausgeprigt ist. Uber Length hinausgehend leistet im multiplen
Modell aber auch Height einen (hoch) signifikanten Beitrag zur Erklarung der Variation
in Strength. R? und R? sind beide sehr hoch, sodass sich das Modell von dieser Seite fiir
Prognosezwecke eignen sollte. Bevor das Modell verwendet werden kann, muss aber eine
Residualanalyse durchgefiihrt werden, um etwaige Modelldefizite zu erkennen. Mittels
plot(mod) bekommt man die Plots von Abb 9.10.

Interpretation: Der Plot oben/rechts ist der Normal-QQ-Plot der (standardisierten) Re-
siduen. Keine groben Abweichungen sind erkennbar, allerdings liegen die zwei grofiten
Residuen (moglicherweise Ausreifser) etwas abseits der eingezeichneten Geraden. Der Plot
oben/links ist der Residualplot von e; gegen y;. Drei (bezeichnete) Punkte stechen etwas
hervor; auffillig ist aber vor allem eine ndherungsweise quadratische Struktur: Das Modell
unterschitzt niedrige und hohe, tiberschétzt aber mittlere Reiffestigkeiten. Moglicherwei-
se lasst sich das Modell durch Hinzunahme von quadratischen Termen (ﬁnaz% oder ﬁmx%)
verbessern (UE-Aufgabe 9.8) oder andere (nicht im Modell befindliche) Regressoren be-
einflussen die Antwortvariable. Der Plot unten/links ist der sog. Spread-Location—Plot.
Er zeigt, ob die Annahme einer konstanten Varianz o? mdoglicherweise verletzt ist. Das
kénnte der Fall sein, wenn ein Trend erkennbar ist (hier nicht der Fall). Schliefslich zeigt
der Plot unten/rechts, ob es einflussreiche Punkte gibt.!® Nach diesem Plot hat Punkt Nr.
17 einen mittelstarken Einfluss auf die Anpassung der Regressionsebene.

3. [Dummy-Variablen] Die bisher betrachteten Regressionsmodelle basieren auf quantitati-
ven Variablen (Spannung, Lange, etc.). Gelegentlich muss man aber auch kategorielle oder
qualitative Variablen (Geschlecht, Schulabschluss, etc.) einbeziehen. Die iibliche Methode,
um derartige Variablen zu beriicksichtigen, besteht in der Verwendung von Indikator—
oder Dummy—Variablen. Hat eine qualitative Variable k Levels, so definiert man k£ — 1
Dummys. Fiir £ = 3 beispielsweise wie folgt:

18Punkte mit Cook-Distanz groRer als 1 gelten als einflussreich (vgl. GURKER (2015)).
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(Bem: Die Codierung mit 0 und 1 ist nicht zwingend, auch andere Codierungen sind zulas-
sig; 0/1 ist aber am besten.) Im Folgenden befassen wir uns mit einem Datensatz'?, beste-
hend aus Messungen der Korpertemperatur (temp) in Abhéngigkeit von der Herzfrequenz
(hr) und dem Geschlecht (gender). (Datenfile: normtemp. txt) Ist x die Indikatorvariable

Residuals

JIStandardized residuals|

2

-4 -2 0

1.0 15

0.5

0.0

9 REGRESSIONSANALYSE

Abbildung 9.10: Residualanalyse mittels plot (mod)
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fiir die qualitative Variable gender, so lautet ein passendes Modell etwa wie folgt:

(1)

YA, L. SHOEMAKER: What’s Normal? — Temperature, Gender, and Heart Rate, Journal of Statistics

Education, Vol. 4/2, 1996.

temp = [y + ihr + faz + ¢
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Fiir x = 0 und = = 1 unterscheiden sich die Modelle beziiglich Interzept:

x=0: temp= [+ f1hr+¢

z=1: temp= (fp+ f2) + Sihr + ¢
Man kann aber auch unterschiedliche Anstiege modellieren:

(2) temp = By + Bihr + Box + P3(hr X 7) + ¢

Nun lauten die einzelnen Modelle wie folgt:

x=0: temp = [+ f1hr +¢

r=1: temp= (fy+ )+ (61 + P3)hr +¢

Der folgende R-Output zeigt die Ergebnisse der Anpassung von Modell (1). Man beachte,
dass die Variable gender als Faktor zu deklarieren ist.

modl <- 1m(temp ~ hr + factor(gender), data=normtemp)

summary (mod1)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 96.250814 0.648717 148.371 < 2e-16 *x*xx*
hr 0.025267 0.008762 2.884 0.00462 *x

factor(gender)2 0.269406 0.123277 2.185 0.03070 *

Signif. codes: 0 ‘**x*’ 0.001 ‘**’> 0.01 ‘x> 0.05 “.”> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.7017 on 127 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.09825, Adjusted R-squared: 0.08405
F-statistic: 6.919 on 2 and 127 DF, p-value: 0.001406

Alle Koeffizienten sind signifikant; der Koeffizient von factor (gender) 2 besagt, dass —auf
dem Niveau 5% — die mittlere Kérpertemperatur von Frauen um etwa 0.27°F (=0.15°C)
hoher ist als diejenige der Méanner. Abb 9.11 zeigt die Daten mit verschiedenen aber par-
allelen Regressionsgeraden. Die letzte Zeile im R—Output besagt, dass der F—Test hoch
signifikant ist. Das ist ein Test fiir die Hypothese, dass alle Koefizienten mit Ausnahme
des Interzepts gleich Null sind. Besser wére es allerdings zu testen, ob gender signfi-
kant ist, wenn hr bereits im Modell ist. Dieser Test entspricht dem partiellen t—Test fiir
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Abbildung 9.11: Kdrpertemperatur in Abhangigkeit von Herzfrequenz und Geschlecht

o) -3
[32]
0 male — 3
o female B
o
— = o~
S o, 5

temperature (°F)
36.2 364 36.6 36.8 37 372 374

36

— male ©
O - = female | [ &

I I I I I I I
60 65 70 75 80 85 90

heart rate

factor (gender)?2, der auf dem Niveau 5% signfikant ist. Eine Alternative ist die Verwen-
dung der Funktion anova():

mod0 <- 1lm(temp ~ hr, data=normtemp)
anova(mod0O, modi)
Analysis of Variance Table

Model 1: temp ™ hr
Model 2: temp ~ hr + factor(gender)
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 128 64.883
2 127 62.532 1 2.3515 4.7758 0.0307 *

Die p—Werte stimmen fiir beide Tests iiberein.
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Aufgaben

9.1 Im Zuge der Anpassung eines einfachen linearen Regressionsmodells ergeben sich
auf Basis von n = 14 Beobachtungen (z;,y;) die folgenden Werte:

i x; = 43, i x? = 157.42
i=1 i=1
zn: Y = 572, zn: y? = 23530
=1 i=1

>y = 1697.80

i=1
(a) Bestimmen Sie die KQ-Schiitzwerte von 3, und 3; und schiitzen Sie 2.
(b)
(c) Erstellen Sie die ANOVA-Tafel und bestimmen Sie den p—Wert.
(d) Wie grof ist R??

Wenn x = 3.7, welcher Prognosewert ergibt sich fiir Y 7

9.2 Zeigen Sie fiir ein einfaches lineares Regressionsmodell:

(a) iei = ixiei =0
i=1 1=1

(b) Z Yi = Z Ui
i=1 i=1

(c) Der Punkt (f, y) liegt exakt auf der KQ-Geraden.

9.3 [Regression durch den Nullpunkt] Betrachten Sie ein lineares Modell der Form:

}/i:ﬁlxi_'_gh i:1727"'7n

und bestimmen Sie den KQ-Schétzer von (3;. Wie lautet ein unverzerrter Schétzer
fiir 0% ? (Zusatz: Bestimmen Sie ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 3;.)

9.4 In einer Studie wurde der Zusammenhang zwischen Larmpegel = (in db) und Blut-
drucksteigerung y (in mmHg) untersucht. Die folgenden Daten sind reprisentativ
fiir die an der Studie beteiligten Personen:

28518919090 90|90 |94 100|100 | 100
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9.5

9.6

9.7

9.8

Aufgaben

(a) Zeichnen Sie einen Scatterplot von y gegen x. Ist ein einfaches lineares Modell
der Form Y = 3y + [f1x + ¢ ein geeignetes Modell?

(b) Bestimmen Sie die KQ-Schétzwerte von 3y und 3; und zeichnen Sie die KQ-
Gerade iiber den Scatterplot. Schitzwert fiir 02 ? F-Test? R??

(c) Fiihren Sie eine Residualanalyse durch. (Gibt es einflussreiche Punkte?)

Fortsetzung von Aufgabe 9.4: Ermitteln und zeichnen Sie 95%-Konfidenz— bzw.
Prognosebénder. (Hinweis: Vgl. Bsp 9.6.)

[Gewichtete Kleinste Quadrate] Angenommen, wir méchten ein einfaches lineares Mo-
dell der Form Y = [3y+ 312 +¢ anpassen, aber die Varianz von Y hangt vom x—Level
ab, d. h., es gelte:

Var(Yj|z;) =02 = —, i=1,2,...,n
w

7

Dabei seien w; > 0 (bekannte) Gewichte. In diesem Fall liegt es nahe, in der zu mini-
mierenden Quadratsumme, Beobachtungen mit einer kleineren Varianz ein hoheres
Gewicht zu geben, d.h., statt der iiblichen Quadratsumme >_7  (y; — Bo — f17;)?
die folgende Quadratsumme zu minimieren:

Sw(Bo, P1) = sz’ (yz — By — 51%)2
i—1

Wie lauten in diesem Fall die Normalgleichungen und ihre Losungen? Die auf die-
se Weise bestimmten Schéitzer von (; und 3; nennt man die gewichteten KQ-
Schatzer.

Zeichnen Sie fiir die folgenden Daten einen Scatterplot:

y‘ LSl‘ 170‘ L65‘ 155‘ L48‘iL40‘ 130‘ L26‘ 124‘ 121‘ 120‘ 1.18

x‘ 20 ‘ 25 ‘ 30 ‘ 35 ‘ 40 ‘ 50 ‘ 60 ‘ 65 ‘ 70 ‘ 75 ‘ 80 ‘ 90

(a) Passen Sie ein quadratisches Modell der Form Y = 3y + 1z + (f117° + € an.
(b) Ist die Regression insgesamt signifikant? (p—Wert?)

(c) Benotigt man den quadratischen Term? D. h., testen Sie Hy : f11 = 0 gegen
Hl : ﬁll 7& 0.
(d) Zeichnen Sie 95%—Konfidenz— und Prognosebénder.

Lésst sich das Modell fiir die wirebond-Daten (Bsp 2 von 9.2.4) durch Hinzunahme
von quadratischen Termen verbessern? Zeichnen Sie zur Beantwortung dieser Frage
die Residuen e; gegen x; (= Length) und x5 (= Height). Bei welchem Plot zeigt
sich ndherungsweise eine quadratische Abhéngigkeit? Erweitern Sie das Modell um
den entsprechenden quadratischen Term (3;;7% oder (9223) und wiederholen Sie die
Residualanalyse.
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9.9 Traditionellerweise wird die Qualitdt eines neuen Jahrgangs von Weinen aus Bor-
deaux im Marz des folgenden Jahres durch Experten beurteilt. Diese Beurteilungen
sind aber meist recht unzuverléssig, sodass moglicherweise ein Regressionsmodell
zur Prognose des letztlich erzielbaren Preises besser geeignet sein konnte. Der (his-
torische) Datensatz wine.txt umfasst den Preis (relativ zum Jahrgang 19612°) fiir
die Jahrgénge 1952 bis 1980 zusammen mit vier weiteren Variablen (vgl. Datenfile
fiir Details). Zu den Jahrgéngen 1954 und 1956, die unter Weinkennern als schwache
Jahrgénge gelten, gibt es keine Angaben. Auferdem gibt es Angaben zu den Jahr-
giangen 1987 bis 1991, die zur Validierung des Modells verwendet werden koénnen.

Year Temp Rain PrevRain Age Price
1952 17.12 160 600 31 0.368
1953 16.73 80 690 30 0.635
1954 - - - 29 -

1955 17.15 130 502 28 0.446
1956 - - - 21—

1957 16.13 110 420 26 0.221
1958 16.42 187 582 25 0.180
1959 1748 187 485 24 0.658
1960 16.42 290 763 23 0.139
1961 17.33 38 830 22 1.000
1962 16.30 52 697 21 0.331
1963 15.72 155 608 20 0.168
1964 17.27 96 402 19 0.306
1965 15.37 267 602 18 0.106
1966 16.53 86 819 17 0.473
1967 16.23 118 714 16 0.191
1968 16.20 292 610 15 0.105
1969 16.55 244 575 14 0.117
1970 16.67 89 622 13 0.404
1971 1677 112 551 12 0.272
1972 1498 158 536 11 0.101
1973 17.07 123 376 10 0.156
1974 16.30 184 574 9 0.111
1975 16.95 171 572 8 0.301
1976 17.65 247 418 7 0.253
1977 15.58 87 821 6 0.107
1978  15.82 51 763 5 0.270
1979 16.17 122 717 4 0.214
1980 16.00 74 578 3 0.136
1987 16.98 115 452 -4 0.135
1988 17.10 59 808 -5 0.271
1989 18.60 82 443 —6 0.432
1990 18.70 80 468 —7 0.568
1991 17.70 183 570 -8 0.142

20Gilt als einer der besten Nachkriegsjahrginge.
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(a) Zeichnen Sie fiir die Jahrgénge 1952 bis 1980 paarweise Scatterplots von Price
gegen die anderen Variablen. (Hinweis: pairs())
(b) Passen Sie fiir die Jahrgénge 1952 bis 1980 ein Modell der folgenden Form an:

log(Price) = [y + (1 Temp + (2 Rain + (53 PrevRain + 4 Age + ¢

Interpretieren Sie die Ergebnisse der Anpassung (F—Test, partielle t—Tests,
..) und fithren Sie eine Residualanalyse durch.

(c) Prognostizieren Sie auf Basis des Regressionsmodells die Preise fur die Jahr-
gange 1987 bis 1991 und vergleichen Sie mit den tatsdchlichen Preisen.

9.10 [Broken Stick Regression] Angenommen, die Antwortvariable Y steht in einer linea-
ren Beziehung zu einer erkldrenden Variablen x. Wie in der folgenden Abbildung
dargestellt, gibt es allerdings an einer bestimmten (bekannten) Stelle 2* eine abrupte

Anderung im Anstieg.

E(YX)

Wie lautet ein Regressionsmodell, mit dem man die Signifikanz der Anderung im An-
stieg testen konnte? (Hinweis: Definieren Sie eine entsprechende Dummy—Variable.)



Tabellen

Tabelle 1: Verteilungsfunktion ®(x) der Standardnormalverteilung N(0, 1)

T 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 1 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 09332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 1 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 0.9719 0.9726 09732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 1 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 1 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 1 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 109893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24109918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 109938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 1 09965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 1 09974 09975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 1 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 109990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 109993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 109995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 109997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Tabelle 2: Quantile z, der N(0,1)

p 0.60 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995  0.999

zp | 0.2533 0.6745 0.8416 1.0364 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758 3.0902
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Tabelle 3: Quantile ¢, , der t—Verteilung

p
n| 075 080 08 090 095 0.975 0.99  0.995 0.999
1] 1.000 1.376 1963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309
210816 1.061 1.386 1.886 2920 4.303 6.965 9.925  22.327
310765 0978 1.250 1.638 2.353  3.182 4.541 5.841 10.215
410741 0941 1.190 1.533 2.132 2.776  3.747  4.604 7.173
510727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571  3.365  4.032 5.893
6 | 0718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143  3.707 5.208
710711 0.896 1.119 1.415 1.895 2365 2.998  3.499 4.785
810706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896  3.355 4.501
910703 0883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821  3.250 4.297
10 | 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2228 2.764  3.169 4.144
11 | 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2201 2.718  3.106 4.025
121 0.695 0.873 1.083 1356 1.782 2179 2.681  3.055 3.930
131 0.694 0.870 1.079 1350 1.771 2160 2.650  3.012 3.852
14 | 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624  2.977 3.787
15| 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2131 2.602  2.947 3.733
16 | 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583  2.921 3.686
171 0.689 0.863 1.069 1333 1.740 2110 2.567  2.898 3.646
18 | 0.688 0.862 1.067 1330 1.734 2101 2.552  2.878 3.610
19 | 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729  2.093 2.539  2.861 3.579
20 | 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725  2.086  2.528  2.845 3.552
21 | 0.68 0.859 1.063 1.323 1.721  2.080  2.518 2.831 3.527
22 |1 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508  2.819 3.505
23 | 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069  2.500  2.807 3.485
24 1 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711  2.064 2492  2.797 3.467
25| 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485  2.787 3.450
26 | 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056  2.479  2.779 3.435
27 1 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2473 2.771 3.421
28 | 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701  2.048  2.467 2.763 3.408
29 | 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2462  2.756 3.396
30 | 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2457  2.750 3.385
31 | 0.682 0.853 1.0564 1.309 1.696 2.040 2453 2.744 3.375
32 | 0.682 0.853 1.0564 1.309 1.694 2.037 2449  2.738 3.365
33 | 0.682 0.853 1.063 1.308 1.692 2.035 2445  2.733 3.356
34 | 0682 0.852 1.052 1.307 1.691  2.032 2441  2.728 3.348
35| 0.682 0.852 1.052 1.306 1.690 2.030 2438 2.724 3.340
36 | 0.681 0.852 1.052 1.306 1.688  2.028 2.434  2.719 3.333
37 1 0.681 0.851 1.061 1.305 1.687 2.026 2431 2.715 3.326
38 | 0.681 0.851 1.0561 1.304 1.686 2.024 2429  2.712 3.319
39 | 0.681 0.851 1.050 1.304 1.685 2.023 2426  2.708 3.313
40 |1 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307
50 | 0.679 0.849 1.047 1.299 1.676 2.009 2403  2.678 3.261
60 | 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671  2.000 2.390  2.660 3.232
70 | 0.678 0.847 1.044 1.294 1.667 1.994 2381  2.648 3.211
80 | 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.990 2374 2.639 3.195
90 | 0.677 0.846 1.042 1.291 1.662 1.987 2368  2.632 3.183
100 | 0.677 0.845 1.042 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174
1000 | 0.675 0.842 1.037 1.282 1.646 1962 2330 2.581 3.098
oo | 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326  2.576 3.090

Bem: In der letzten Zeile stehen die entsprechenden Quantile der N(0, 1) (vgl. Tabelle 2).
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Tabelle 4: Quantile X%},;p der Chiquadratverteilung
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Tabelle 5: Quantile F;, ., der F—Verteilung

ROV
Fn m;1—p

)
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P n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15

0.95 1] 1614 199.5 215.7 2246 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 243.9 2459
0.975 647.8 799.5 864.2 899.6 921.8 937.1 9482 956.7 963.3 968.6 976.7 984.9
0.99 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6106 6157
0.95 2 | 1851 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43
0.975 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.42 39.43
0.99 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.42 99.43
0.95 3 | 10.13 9.552 9.277 9.117 9.013 8941 8.887 8.845 8.812 8.786 8.745 8.703
0.975 1744 16.04 1544 1510 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 1442 1434 14.25
0.99 34.12  30.82 2946 2871 2824 2791 27.67 2749 2735 2723 2705 26.87
0.95 4 | 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5964 5912 5.858
0.975 12.22  10.65 9.979 9.605 9.364 9.197 9.074 8.980 8.905 8.844 8.751  8.657
0.99 21.20 18.00 16.69 1598 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.20
0.95 5| 6.608 5.78 5409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735 4.678 4.619
0.975 10.01 8434 7.764 7.388 7.146 6.978 6.853 6.757 6.681 6.619 6.525 6.428
0.99 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.888 9.722
0.95 6 | 5.987 5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060 4.000 3.938
0.975 8.813 7.260 6.599 6.227 5.988 5.820 5.695 5.600 5.523 5.461 5.366 5.269
0.99 13.75 1092 9.780 9.148 8.746 8466 8.260 8.102 7.976 7.874 7.718 7.559
0.95 7 | 5.591 4.737 4.347 4120 3972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637 3.575 3.511
0.975 8.073 6.542 5.890 5.523 5.285 5.119 4.995 4.899 4.823 4.761 4.666 4.568
0.99 12.25 9.547 8451 7.847 7460 7.191 6.993 6.840 6.719 6.620 6.469 6.314
0.95 8 | 5.318 4.459 4.066 3.838 3.687 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347 3.284 3.218
0.975 7.571 6.059 5.416 5.0563 4.817 4.652 4.529 4.433 4.357 4.295 4.200 4.101
0.99 11.26  8.649 7.591 7.006 6.632 6.371 6.178 6.029 5911 5.814 5.667 5.515
0.95 9 | 5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137 3.073  3.006
0.975 7.209 5.715 5.078 4.718 4.484 4.320 4.197 4.102 4.026 3.964 3.868 3.769
0.99 10.56 8.022 6.992 6.422 6.057 5.802 5.613 5467 5.351 5.257 5.111 4.962
0.95 10 | 4.965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978 2913 2.845
0.975 6.937 5.456 4.826 4.468 4.236 4.072 3.950 3.855 3.779 3.717 3.621 3.522
0.99 10.04 7.559 6.552 5994 5.636 5386 5.200 5.057 4.942 4.849 4.706 4.558
0.95 12 | 4.747 3.885 3.490 3.259 3.106 2.996 2.913 2.849 2.796 2.753 2.687 2.617
0.975 6.554 5.096 4.474 4.121 3.891 3.728 3.607 3.512 3.436 3.374 3.277 3.177
0.99 9.330 6.927 5.953 5.412 5.064 4.821 4.640 4.499 4.388 4.296 4.155 4.010
0.95 15 | 4.543 3.682 3.287 3.056 2901 2.790 2.707 2.641 2.588 2.544 2.475 2.403
0.975 6.200 4.765 4.153 3.804 3.576 3.415 3.293 3.199 3.123 3.060 2.963 2.862
0.99 8.683 6.359 5.417 4.893 4.556 4.318 4.142 4.004 3.895 3.805 3.666 3.522

Fonp =




Literatur
Baron, M. (2013): Probability and Statistics for Computer Scientists, 2nd Ed.,
Chapman & Hall/CRC.

Bosch, K. (2010): Elementare Einfihrung in die angewandte Statistik, 9. Aufl.,
Vieweg/Teubner.

Bosch, K. (2011): Elementare Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 11.
Aufl., Vieweg/Teubner.

Dalgaard, P. (2008): Introductory Statistics with R, 2nd Ed., Springer.

DeGroot, M. H. and Schervish, M. J. (2014): Probability and Statistics, 4th Ed.,
Pearson.

Grok, J. (2010): Grundlegende Statistik mit R, Vieweg/Teubner.
Gurker, W. (2015): Angewandte Mathematische Statistik [Skriptum zur VO|.
Gurker, W. (2015): Introduction to Regression Modeling [Skriptum zur VO|.

Hogg, R. V., McKean, J. W., and Craig A. T. (2005): Introduction to Mathematical
Statistics, 6th Ed., Pearson/Prentice Hall.

James, G., Witten, D., Hastie, T., and Tibshirani, R. (2013): An Introduction to
Statistical Learning — with Applications in R, Springer.

Kroese, D. P. and Chan, J. C. C. (2014): Statistical Modeling and Computation,
Springer.

Pruim, R. (2011): Foundations and Applications of Statistics — An Introduction
Using R, American Mathematical Society (AMS).

Robert, C. P. and Casella, G. (2010): Introducing Monte Carlo Methods with R,
Springer.

Ross, S. M. (2014): Introduction to Probability and Statistics for Engineers and
Scientists, bth Ed., Academic Press.

Ross, S. M. (2014): Introduction to Probability Models, 11th Ed., Academic Press.
Steland, A. (2013): Basiswissen Statistik, 3. Aufl., Springer.

Trivedi, K. S. (2002): Probability and Statistics with Reliability, Queuing and Com-
puter Science Applications, 2nd Ed., Wiley.

Venables, W. N. and Ripley, B. D. (2003): Modern Applied Statistics with S, 4th
Ed., Springer.

Verzani, J. (2014): Using R for Introductory Statistics, 2nd Ed., Chapman &
Hall/CRC.

Viertl, R. (2003): Finfiihrung in die Stochastik — mit Elementen der Bayes-Statistik
und der Analyse unscharfer Information, 3. Aufl., Springer.

389






	Deskriptive und explorative Statistik
	Grundgesamtheit
	Stichproben
	Merkmale
	Messniveau
	Datenmatrix
	Diskrete univariate Merkmale
	Häufigkeiten
	Kreisdiagramm
	Balkendiagramm
	Mosaikplot
	Pareto--Diagramm

	Stetige univariate Merkmale
	Ordnungsstatistiken
	Empirische Verteilungsfunktion
	Stem-and-Leaf--Plot
	Klassierung
	Histogramm
	Kernschätzung
	Quantile
	QQ--Plot
	Boxplot

	Kennzahlen
	Mittelwert
	Geometrisches und harmonisches Mittel
	Getrimmter Mittelwert
	Median
	Varianz
	MAD
	Datenzusammenfassung
	Modalwert
	Momente
	Schiefe
	Kurtosis
	Verteilungsform

	Mehrdimensionale Daten
	Scatterplots
	Kernschätzung
	Korrelation
	Kleinste Quadrate

	Aufgaben

	Wahrscheinlichkeit
	Gesetz der großen Zahlen
	Merkmalraum
	Ereignisse
	Borelmengen
	Wahrscheinlichkeitsmaße
	Chancen (Odds)
	Endliche W--Räume
	Geometrische Wahrscheinlichkeiten
	Additionstheorem
	Bedingte Wahrscheinlichkeit
	Multiplikationstheorem
	Vollständige Wahrscheinlichkeit
	Bayes'sche Formel
	Unabhängigkeit
	Mehrstufige Experimente
	Beispiele
	Aufgaben
	Anhang: Abzählende Kombinatorik

	Stochastische Größen und Verteilungen
	Stochastische Größen
	Verteilungsfunktion
	Diskrete Verteilungen
	Stetige Verteilungen
	Gemischte Verteilungen

	Transformationen
	Transformationen diskreter sGn
	Transformationen stetiger sGn

	Erwartungswert
	Varianz
	Simulation
	Aufgaben

	Spezielle Verteilungen
	Diskrete Verteilungen
	Diskrete uniforme Verteilung
	Bernoulli--Verteilung
	Binomialverteilung
	Negative Binomialverteilung
	Geometrische Verteilung
	Hypergeometrische Verteilung
	Poisson--Verteilung

	Stetige Verteilungen
	Stetige uniforme Verteilung
	Exponentialverteilung
	Gamma-- und Chiquadratverteilung
	Normalverteilung
	F--Verteilung
	t--Verteilung
	Betaverteilung

	Aufgaben
	Anhang: R--Funktionen

	Multivariate Verteilungen
	Bivariate Verteilungen
	Diskrete stochastische Vektoren
	Stetige stochastische Vektoren
	Erwartungswert
	Bedingte Verteilungen

	Korrelation
	Unabhängigkeit
	Mehrdimensionale Erweiterungen
	Varianz--Kovarianzmatrix

	Transformationen
	Spezielle multivariate Verteilungen
	Multinomialverteilung
	Polyhypergeometrische Verteilung
	Multivariate Normalverteilung

	Aufgaben

	Folgen von stochastischen Größen
	Lineare Funktionen
	Faltung
	Diskrete Faltung
	Stetige Faltung
	Additionstheoreme

	Konvergenz
	Ungleichungen
	Gesetz der großen Zahlen
	Zentraler Grenzverteilungssatz
	Normalapproximation

	Aufgaben

	Schließende Statistik
	Grundbegriffe
	Schätzer
	Empirische Verteilungsfunktion
	Momentenschätzer
	Maximum Likelihood
	Gütekriterien für Schätzer

	Konfidenzintervalle
	Pivotmethode
	Approximatives Konfidenzintervall für den Mittelwert
	Normalverteilung (eine Stichprobe)
	Normalverteilung (zwei ua. Stichproben)
	Normalverteilung (verbundene Stichproben)
	Exponentialverteilung
	Bernoulli--Verteilung
	Poisson--Verteilung
	Resampling und Bootstrapping

	Statistische Tests
	Parametertests
	p--Wert
	Beziehung zwischen Tests und Konfidenzintervallen
	Tests für den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz bekannt)
	Tests für den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz unbekannt)
	Tests für die Varianz einer Normalverteilung
	Tests für einen Anteil
	Tests für die Mittelwerte von zwei Normalverteilungen
	Tests für die Varianzen von zwei Normalverteilungen
	Tests für den Korrelationskoeffizienten
	Normal-QQ--Plot
	Chiquadrat--Anpassungstests

	Aufgaben
	Anhang: Normal-W--Netz

	Bayes--Statistik
	A-priori-- und A-posteriori--Verteilung
	Konjugierte Verteilungsfamilien
	Bayes--Schätzer
	Bayes'sche Intervallschätzer
	Bayes--Tests
	Aufgaben

	Regressionsanalyse
	Einfache lineare Regression
	Parameterschätzung
	Verteilung der Koeffizienten
	Varianzzerlegung
	Bestimmtheitsmaß
	ANOVA--Tafel und F--Test
	Konfidenzintervalle und t--Tests
	Residualanalyse
	Ausreißer und Hebelpunkte
	Matrixschreibweise

	Multiple lineare Regression
	Parameterschätzung
	ANOVA--Tafel und F--Test
	Konfidenzintervalle und t--Tests
	Beispiele

	Aufgaben

	Tabellen
	Literatur

