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1.4 Zusatzaufgaben
1.4.1 Rechnen mit Polynomen
Aufgabe 1.7. Gegeben ist das Polynom
pr(8) = 53 + 88 + 195 + 12 (1.21)
und p;(s) sei das charakteristische Polynom der Matrix
-1 2
A= (1.22)
-2 -6

Hinweis: Polynome kénnen in MATLAB als Vektoren der absteigend geordneten
Polynomkoeffizienten dargestellt werden, d. h. p(s) = ans™ +an- 18l 4ags+

ao wird als Vektor p = [ap,an-1,...,a),a0]" eingegeben. Zur Auswertung eines
Polynoms an einer bestimmten Stelle s kann der Befehl polyval() verwendet
werden.

H iuv:feis: Zur Bestimmung des charakteristischen Polynoms einer quadratischen
| Matrix kann der Befehl poly() verwendet werden.

Hinweis: Die Multiplikation zweier Polynome entspricht der Faltung ihrer
Koeffizientenvektoren. Die (diskrete) Faltungsoperation kann mit dem Befehl
conv() durchgefiihrt werden.

1. Berechnen Sie in MATLAB das Polynom p3(s) = pi(s)pa(s).

2. Schreiben Sie eine Funktion mit der Schnittstelle pd = polydiff (p), welche
als Argument p die Koeffizienten cines beliebigen Polynoms p(s) erhilt und als
Riickgabewert pd die Koeffizienten der ersten Ableitung dp(s)/ds zuriickgibt.

Vermeiden Sie dabei den Befehl polyder ().

3. Schreiben Sie eine Funktion mit der Schnittstelle sO = findzero(p,sstart),
I welche als Argument p die Koeffizienten eines beliebigen Polynoms p(s) sowie
einen Startwert sstart erhilt. Die Funktion soll mittels des Newton-Verfahrens
ausgehend vom Startwert sstart eine Nullstelle sO des Polynoms p(s) suchen
und zuriickgeben. Uberlegen Sie sich ein geeignetes Abbruchkriterium. Sie kon-
| nen in Ihrem Algorithmus gegebenenfalls die Funktion polydiff () verwenden.

4. Testen Sie die Funktion findzero() anhand des Polynoms ps(s). Sie konnen
l dazu natiirlich p3(s) zunichst grafisch darstellen.
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5. Bestimmen Sie mit dem Befehl roots () die Nullstellen yvon pals)

6. Ist A eine Hurwitzmatrix? Neiwn , Qo L.

O e (g A
ake %= O . q

1.4.2 Integrationsalgorithmen

Beim expliziten Euler-Verfahren handelt es sich um die einfachste Einschrittmethode aws

der Klasse der Runge-Kutta-Verfahren. Unter geeigneten Voraussetzungen konvengient
das explizite Euler-Verfahren mit Konvergenzordnung 1, was fir viele Anwendungen =
ungenau ist.

Das Verfahren von Heun ist ein weiteres explizites
ebenfalls zur Klasse der Runge-Kutta-Verfahren. Es basiert auf ein
einem Korrektor-Schritt, d.h. zuerst wird ein Schritt vor-pridiziert und im Anschluss

korrigiert. Der Pridiktionsschritt

Einschrittverfahren und gehort
em Pradiktor- und

KEH = xp + Tof (k. uz) (1.2%)

wird mithilfe des expliziten Euler-Verfahrens berechnet. AnschlieBend wird dieser Schritt

mittels der Trapezregel —_—
1 :
Xkes =X+ 5T (f(xk,uk] + £(xF, 1, k1)) (1.24)
also
1 1 3 5 s
Xk+1 = Exk‘l‘ 5@3‘*‘ Tﬁﬂxfﬂ-ukﬂ})v “'2“‘]

korrigiert. Unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert das Verfahren von Heun nat

Konvergenzordnung 2, d.h. der globale Fehler des Verfahrens geht wie T? gegen Null,
Ein noch genaueres Einschrittverfahren aus der Klasse der expliziten Runge-Rutta-

Methoden ist durch das sogenannte klassische Runge-Kutta-Verfahren in der Form

k; = f(xp, ue) {1.26a}
ky = f(xx + 5Tak1, Ugs1/2) (1.26b)
ks = f(x.i: +: %Takif uk+1;2} tl.'.'."l"if"
kg = f(xg + Toks, Ug41) | 1.26d)

1 .
Xk+1 = Xi + ET(kl + 2k + 2k; + ky) (1.26¢)

gegeben. Hierbei bezeichnet uy /2 den Eingangsvektor u(t) zum Zeitpunkt ¢ = kT, + 3T,
Unter entsprechenden Voraussetzungen besitzt das klassische Runge-Kutta-Verfahren

Konvergenzordnung 4.

1 Aufgabe 1.8. In Aufgabe 1.2 haben Sie bereits das explizite Euler-Verfahren fiir das
dynamische System (1.7) verwendet. Implementieren Sie nun fir das gleiche dynanu-

sche System das Verfahren von Heun und das klassische Runge-Kutta-Verfahren. Die

Systemparameter sollen mit m = 1kg. ¢ = INs/m, k = 2N/m unverandert bleiben.

Wie in Aufgabe 1.2 soll ein Sprung aufgeschaltet werden. Auch der Integrationsgeit-
raum bleibt mit [0, 20] s unverindert. Die Anfangswerte seien nun allerdings durch




S0 = 1m ungd vy = ().

Vergleichen Sie dj
Fﬁ*t‘ﬂtht‘ﬂlls vou Heun yp I
i Aufgabe 1 berechpe [

.
S /s gegehen.

e NMMimeric ; : W

menschen Ergebnjsge dog expliziten Enler-Verfahrens, dl*b

" e . ; e { r

¢s klassischey, Runge-Kutta-Verfahrens jeweis "utl'E Pf

=1 - 7 i Il

der Zustiinde (e tf‘ N analytischen Lasung. Stellen Sie hierzu den "_5“ ”":FH; ¢

T numerischen, als aneh der exakten Losung in einet Grafik dar.

Erstellen Sje |

stellen Sie jeweily eine ¢ kleinern

Sie die Abt : E-.”H “ihe Grafik entsprechend jeder numerischen Methode. Wlk{:: tta-

i Nastzelt sg Imlge bis die mumerische Losung des klassischen Runge- du .

“l. a rens tnd die analytische Losung in der grafischen Darstellung hinreichen 15

::r“’-lf'lmtmm"m. Was gilt bei gleicher Abtastzeit fiir die numerischen Losunger ¢
erfahrens von Heun und des expliziten Fuler-Verfahrens?

) mit den gleichen
rationszeitraum
n anstatt eines

Au ﬁm he 1.9, Wir hﬂtl‘ﬂ(‘.]‘llt‘ll wieder das dynﬂmisrht‘ S‘_'(SEEIH { Lt
Systemparametern, den gleichen Anfangswerten und gleichem Integ
wie in Aufgabe |8, Der einzige Unterschied besteht darin, dass nu
Sprungs eine Sinusschwingung der Form

u(t) = sin(107t/T), te€[0,20]s. T =208

der numerischen Losungen

aufgeschaltet werden s srechnen Sie die Zeitverlaufe :
g n soll. Berechne und des klassischen

mithilfe des expliziten Euler-Verfahrens, des Verfahrens von Heun

Runge-Kutta-Verfahrens
. itlichen Verlauf
Die Berechnung der exakten Losung ist fiir den oben angegeben zeitlichen

der Eingangsgrofie recht miihsam. Eine Referenzlosung soll daheﬂr m.n: defll B;.fotfl;
1sim aus der Control System Toolbox berechnet werden. Stellen‘Sm die Zenve]-r ii
der numerischen Losungen denen, welche sie mit dem Befehl 1sim E;erechndetd 14 En-,
gegeniiber. Erstellen Sie wieder jeweils eine separate Grafik ﬂ.]ts?rEﬂh?n Wi I;III d 1;'
gebnissen jeder numerischen Methode. Beschreiben Sie kﬂl,-z WisRER eI )
Abtastzeit T, auf die Giite der berechneten Losungen auswirkt.

Abschliefiend soll der Begriff einer steifen Differentialgleichung bzw. eines fteifen Diffe-
motiviert werden. Vereinfacht ausgedriickt handelt

rentialgleichungssystems x = f(x, u) '
i i , welche sich sehr

es sich bei steifen Differentialgleichungssystemen um solche Systeme. )
viel einfacher mit impliziten als mit expliziten Zeitintegrationsmethoden losen lassen. Es

ist im Allgemeinen nicht méglich, den Begriff der Steifigkeit mathematisch eind.eutig Zu
definieren. Typischerweise kann man jedoch sagen, dass bei steifen Differentialgleichungen
Stabilitatsanforderung und weniger Genauigkeitsanforderungen die Grofie der Zeitschritt-
weite (Abtastzeit) bestimmen. Oftmals klingen gewisse Komponenten der Losung eines
steifen Differentialgleichungssystems sehr viel schneller ab als andere.

Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten kann man den sogenannten Steifig-

keitsquotienten

_ maxj=1,.n [R(A)] (1.27)
minj—y .n m(}‘j” |
mithilfe der Eigenwerte Ay, ..., Ap der Dynamikmatrix A definieren. Gewohnlicherweise gilt

fiir den Steifigkeitskoeffizienten nicht-steifer Differentialgleichungssysteme S =~ 1, wihrend
der Steifigkeitskoeffizient steifer Systeme sehr grofie Werte annimmt.

S
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Steife Differﬂltialglnichungaﬂystmno miissen in der Regel mit impliziten Zeitintegrati
onsmethoden gelost werden. Das mit Abstand einfachste implizite Einschritt-Verahren
ist das implizite Euler-Verfahren, welches durch die Iterationsvorschrift

Xk+1 = Xk + Taf(Xpp1, U 1) (1.28)

definiert ist. In Abhéangigkeit von f muss daher in jedem Zeitsehritt cin lineares odey
nichtlineares Gleichungssystem geldst werden.

Aufgabe 1.10. Gegenstand von Aufgabe 1.10 ist wieder das dynamische Systew (1. ‘}.
Bemchnpn Sie den Steifigkeitsquotienten fiir die Systemparameter ans Aufgabe 1.8 1
d.h. mit m = 1kg, c = 1Ns/m und & = 2N/m. Wie | Jautet der “1*11 des Steifighoits
quotienten fir den Fall m = 1kg, ¢ = 1001 Ns/m und k = 1[1[}[1N/mf" Berechnen Sie
den Zeitverlauf der Zustdnde mithilfe des expliziten Euler-Verfahrens fiir den Integra-
tionszeitraum [0, 20] s. Wihlen Sie die Anfangswerte wie in Aufgabe 1.8, Als externe
Kraft soll wieder ein Sprung aufgeschaltet werden. Vergleichen Sie ihre Losung wit der
exakten Losung. Wie groff darf die Abtastzeit (20s/T, soll ganzzahlig sein) maximal
sein, damit das explizite Euler-Verfahren ein qualitativ richtiges Ergebnis liefert?
Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Zustinde einmal fiir den gesamten Integrations-
zeitraum und einmal fiir einen kleinen Zeitraum zu Beginn der Simulation dar. Sie
konnen dazu den Befehl x1im verwenden (z.B. x1im([-2, 22]) und x1lim([-0.05,
1.0]) ). Vergleichen Sie den zeitlichen Verlauf beider Losungskomponenten.

Berechnen Sie schlieilich den zeitlichen Verlauf der Zustiande mithilfe des impliziten
Euler-Verfahrens. Wie grof§ darf die Abtastzeit maximal sein, damit das implizite

Euler-Verfahren ein qualitativ richtiges Ergebnis liefert?
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