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8. Übung 

Aufgabe 4.3: 

Führen Sie eine Partialbruchzerlegung durch und bestimmen Sie Pole und Nullstellen. 

Wählen Sie den Konvergenzbereich derart, dass Sie ein rechtsseitiges Signal erhalten und 

berechnen Sie dieses. 

 

a) 𝑯(𝒛) =
𝒛

(𝒛−
𝟏

𝟐
)·(𝒛−

𝟏

𝟒
)
 

1

(𝑧 −
1
2) · (𝑧 −

1
4)

=
𝐴

𝑧 −
1
2

+
𝐵

𝑧 −
1
4

 

1 = 𝐴 · (𝑧 −
1

4
) + 𝐵 · (𝑧 −

1

2
) 

(𝑧 =
1

4
) 

1 = 𝐴 · 0 + 𝐵 · (
1

4
−

1

2
) 

𝐵 = −4 

 

(𝑧 =
1

2
) 

1 = 𝐴 · (
1

2
−

1

4
) + 𝐵 · 0 

𝐴 = 4 

 

𝐻(𝑧) = 𝑧 · (
4

𝑧 −
1
2

−
4

𝑧 −
1
4

) = 4 · (
𝑧

𝑧 −
1
2

−
𝑧

𝑧 −
1
4

) 

𝑁 = 0, 𝑃 =
1

2
,
1

4
 

 

Formelsammlung 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

 

ℎ[𝑛] = 4 · ((
1

2
)

𝑛

− (
1

4
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛], ∞ ≥ |𝑧| > max (
1

2
,
1

4
) =

1

2
 

 



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

b) 𝑯(𝒛) =
𝟏

(𝒛−
𝟏

𝟑
)·(𝒛+

𝟏

𝟒
)
 

1

(𝑧 −
1
3) · (𝑧 +

1
4)

=
𝐴

𝑧 −
1
3

+
𝐵

𝑧 +
1
4

 

1 = 𝐴 · (𝑧 +
1

4
) + 𝐵 · (𝑧 −

1

3
) 

(𝑧 = −
1

4
) 

1 = 𝐵 · (−
1

4
−

1

3
) 

𝐵 = −
12

7
 

 

(𝑧 =
1

3
) 

1 = 𝐴 · (
1

3
+

1

4
) 

𝐴 =
12

7
 

 

𝐻(𝑧) =
12

7
· (

1

𝑧 −
1
3

−
1

𝑧 +
1
4

) 

𝑁 = ∞, 𝑃 = −
1

4
,
1

3
 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

 

𝐻′(𝑧) =
12

7
· (

𝑧

𝑧 −
1
3

−
𝑧

𝑧 +
1
4

) 

ℎ′[𝑛] =
12

7
· ((

1

3
)

𝑛

− (−
1

4
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛] 
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ℎ[𝑛] = ℎ′[𝑛 − 1] 

=
12

7
· ((

1

3
)

𝑛−1

− (−
1

4
)

𝑛−1

) · 𝜎[𝑛 − 1] 

=
12

7
· (3 · (

1

3
)

𝑛

+ 4 · (−
1

4
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛 − 1], ∞ ≥ |𝑧| > max (−
1

4
,
1

3
) =

1

3
 

 

c) 𝑯(𝒛) =
𝟏

(𝟑𝒛−𝟏)·(𝟔𝒛−𝟏)·(𝟐𝒛−𝟏)
 

1

(3𝑧 − 1) · (6𝑧 − 1) · (2𝑧 − 1)
=

𝐴

3𝑧 − 1
+

𝐵

6𝑧 − 1
+

𝐶

2𝑧 − 1
 

1 = 𝐴 · (6𝑧 − 1) · (2𝑧 − 1) + 𝐵 · (3𝑧 − 1) · (2𝑧 − 1) + 𝐶 · (3𝑧 − 1) · (6𝑧 − 1) 

(𝑧 =
1

6
) 

1 = 𝐵 · (3 ·
1

6
− 1) · (2 ·

1

6
− 1) 

1 = 𝐵 · (−
1

2
) · (−

2

3
) 

𝐵 = 3 

 

(𝑧 =
1

2
) 

1 = 𝐶 · (3𝑧 − 1) · (6𝑧 − 1) 

1 = 𝐶 · (
3

2
− 1) · (3 − 1) 

1 = 𝐶 ·
1

2
· 2 

𝐶 = 1 

 

(𝑧 =
1

3
) 

1 = 𝐴 · (6𝑧 − 1) · (2𝑧 − 1) + 𝐵 · (3𝑧 − 1) · (2𝑧 − 1) + 𝐶 · (3𝑧 − 1) · (6𝑧 − 1) 

1 = 𝐴 · (2 − 1) · (
2

3
− 1) 

1 = 𝐴 · (1) · (−
1

3
) 

𝐴 = −3 
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𝐻(𝑧) = −
3

3𝑧 − 1
+

3

6𝑧 − 1
+

1

2𝑧 − 1
 

=
1

2
·

1

𝑧 −
1
6

−
1

𝑧 −
1
3

+
1

2
·

1

𝑧 −
1
2

 

𝑁 = ∞, 𝑃 =
1

6
,
1

3
,
1

2
 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

 

𝐻′(𝑧) =
1

2
·

𝑧

𝑧 −
1
6

−
𝑧

𝑧 −
1
3

+
1

2
·

𝑧

𝑧 −
1
2

 

ℎ′[𝑛] =
1

2
· ((

1

6
)

𝑛

− 2 · (
1

3
)

𝑛

+ (
1

2
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛] 

 

ℎ[𝑛] = ℎ′[𝑛 − 1] 

=
1

2
· ((

1

6
)

𝑛−1

− 2 · (
1

3
)

𝑛−1

+ (
1

2
)

𝑛−1

) · 𝜎[𝑛 − 1] 

=
1

2
· (6 · (

1

6
)

𝑛

− 2 · 3 · (
1

3
)

𝑛

+ 2 · (
1

2
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛 − 1] 

= (3 · (
1

6
)

𝑛

− 3 · (
1

3
)

𝑛

+ (
1

2
)

𝑛

) · 𝜎[𝑛 − 1], ∞ ≥ |𝑧| > max (
1

6
,
1

3
,
1

2
) =

1

2
 

 

d) 𝑯(𝒛) =
𝒛

(𝒛−
𝟏

𝟐
)

𝟐 (nur Partialbruchzerlegung) 

𝑧

(𝑧 −
1
2)

2 =
𝐴

𝑧 −
1
2

+
𝐵

(𝑧 −
1
2)

2 

𝑧 = 𝐴 · (𝑧 −
1

2
) + 𝐵 

(𝑧 =
1

2
) 

𝐵 =
1

2
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(𝑧 = 1) 

1 = 𝐴 · (1 −
1

2
) +

1

2
 

𝐴 = 1 

 

𝐻(𝑧) =
1

𝑧 −
1
2

+
1

2
·

1

(𝑧 −
1
2)

2 

 

Aufgabe 4.4: 

Ein kausales 𝑳𝑻𝑰-System sei durch die folgende Differenzengleichung charakterisiert: 

𝒚[𝒏] −
𝟏

𝟐
· 𝒚[𝒏 − 𝟏] +

𝟏

𝟒
· 𝒚[𝒏 − 𝟐] = 𝒙[𝒏] 

 

a) Berechnen Sie die Übertragungsfunktion 𝑯(𝒛) dieses Systems. 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

 

𝑋(𝑧) = 𝑌(𝑧) −
1

2
· 𝑧−1 · 𝑌(𝑧) +

1

4
· 𝑧−2 · 𝑌(𝑧) 

 

𝐻(𝑧) =
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
 

=
𝑌(𝑧)

𝑌(𝑧) −
1
2 · 𝑧−1 · 𝑌(𝑧) +

1
4 · 𝑧−2 · 𝑌(𝑧)

 

=
1

1 −
1
2 · 𝑧−1 +

1
4 · 𝑧−2

 

=
𝑧2

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

 

𝑁 = 0, 𝑃 =
1

4
± 𝑗 ·

√3

4
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b) Skizzieren Sie das Pol-/Nullstellendiagramm vom 𝑯(𝒛). 

 

 
 

c) Bestimmen Sie mit Hilfe der 𝓩-Transformation die Systemantwort 𝒚[𝒏] für das 

Eingangssignal 𝒙[𝒏] = (
𝟏

𝟐
)

𝒏

· 𝝈[𝒏].1 

 

𝑌(𝑧) = 𝐻(𝑧) · 𝑋(𝑧) 

=
𝑧2

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

·
𝑧

𝑧 −
1
2

 

=
𝑧3

(𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4) · (𝑧 −

1
2)

=
𝐴 · 𝑧 + 𝐵 · 𝑧2

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

+
𝐶 · 𝑧

𝑧 −
1
2

 

𝑧3 = 𝐴 · 𝑧 · (𝑧 −
1

2
) + 𝐵 · 𝑧2 · (𝑧 −

1

2
) + 𝐶 · 𝑧 · (𝑧2 −

1

2
· 𝑧 +

1

4
) 

(𝑧 =
1

2
) 

1

8
= 𝐶 ·

1

2
· (

1

4
−

1

4
+

1

4
) 

𝐶 = 1 

 

(𝑧 = 1) 

1 = 𝐴 ·
1

2
+ 𝐵 ·

1

2
+

3

4
 

𝐵 =
1

2
− 𝐴 

  

 
1 Danke @Aaron! 
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(𝑧 = 2 ) 

8 = 𝐴 · 3 + 𝐵 · 6 +
13

2
 

8 = 𝐴 · 3 + (
1

2
− 𝐴) · 6 +

13

2
 

𝐴 =
1

2
, 𝐵 = 0 

 

Formelsammlung 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

𝜌𝑛 · sin(𝛼𝑛) · 𝜎[𝑛] ↔
𝜌𝑧 · sin(𝛼)

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜌2
, |𝑧| > 𝜌 

 

𝑌(𝑧) =

1
2 · 𝑧

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

+
𝑧

𝑧 −
1
2

 

𝑦[𝑛] = 𝒵−1 (

1
2

· 𝑧

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

) + (
1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 

↓ 

𝐴 · 𝜌𝑧 · sin(𝛼)

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜌2
=

1
2 · 𝑧

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

 

𝐴 · 𝜌𝑧 · sin(𝛼) =
𝑧

2
, 2𝜌𝑧 · 𝑐𝑜𝑠(𝛼) =

1

2
· 𝑧, 𝜌2 =

1

4
 

𝜌 =
1

2
, 𝛼 = cos−1 (

1

2
) =

𝜋

3
, 𝐴 =

1

sin (
𝜋
3)

=
2

√3
 

 

𝑦[𝑛] = 𝒵−1 (

1
2 · 𝑧

𝑧2 −
1
2 · 𝑧 +

1
4

) + (
1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 

=
2

√3
· 𝒵−1 (

𝜌𝑧 · sin(𝛼)

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜌2
) + (

1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 

=
2

√3
· (

1

2
)

𝑛

· sin (
𝜋

3
· 𝑛) · 𝜎[𝑛] + (

1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 

= (1 +
2

√3
· sin (

𝜋

3
· 𝑛)) · (

1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 
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Aufgabe 4.5: 

Von einem digitalen Filter ist das Schaltbild gegeben: 

 
 

a) Berechnen Sie die Übertragungsfunktion 𝑯(𝒛) dieses Filters. 

 

𝑣[𝑛] = 𝑥[𝑛] + 𝑣[𝑛 − 1] · (−
𝑘

3
) 

𝑉(𝑧) = 𝑋(𝑧) + 𝑧−1 · 𝑉(𝑧) · (−
𝑘

3
) 

𝑉(𝑧) · (1 + 𝑧−1 ·
𝑘

3
) = 𝑋(𝑧) 

𝑉(𝑧) =
𝑋(𝑧)

1 + 𝑧−1 ·
𝑘
3

 

 

𝑦[𝑛] = 𝑣[𝑛] + 𝑣[𝑛 − 1] · (−
𝑘

4
) 

𝑌(𝑧) = 𝑉(𝑧) − 𝑧−1 · 𝑉(𝑧) ·
𝑘

4
 

= 𝑋(𝑧) ·
1 − 𝑧−1 ·

𝑘
4

1 + 𝑧−1 ·
𝑘
3

 

= 𝑋(𝑧) ·
𝑧 −

𝑘
4

𝑧 +
𝑘
3

 

 

𝐻(𝑧) =
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
 

=
𝑧 −

𝑘
4

𝑧 +
𝑘
3
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b) Wählen Sie den Parameter 𝒌 so, dass das Filter stabil ist. Skizzieren Sie das Pol-

/Nullstellendiagramm für dieses stabile Filter. 

 

Stabilität im 𝒵-Bereich 

 

𝐻(𝑧) =
𝑧 −

𝑘
4

𝑧 +
𝑘
3

 

|𝑝| < 1 

|−
𝑘

3
| < 1 

|𝑘| < 3 

 

c) Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort 𝒉[𝒏] und die Sprungantwort 𝒂[𝒏] 

des stabilen Filters. 

Formelsammlung 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

 

𝐻(𝑧) =
𝑧 −

𝑘
4

𝑧 +
𝑘
3

=
𝑧

𝑧 +
𝑘
3

−
𝑘

4
·

1

𝑧 +
𝑘
3

 

 

ℎ[𝑛] = (−
𝑘

3
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] −
𝑘

4
· 𝒵−1 (

𝑧

𝑧 +
𝑘
3

)

𝑛=𝑛+1

 

= (−
𝑘

3
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] −
𝑘

4
· ((−

𝑘

3
)

𝑛

· 𝜎[𝑛])
𝑛=𝑛+1

 

= (−
𝑘

3
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] −
𝑘

4
· (−

𝑘

3
)

𝑛−1

· 𝜎[𝑛 − 1] 
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𝐴(𝑧) = 𝐻(𝑧) · 𝒵(𝜎[𝑛]) 

=
𝑧 −

𝑘
4

𝑧 +
𝑘
3

·
𝑧

𝑧 − 1
 

=
𝑧 · (𝑧 −

𝑘
4)

(𝑧 +
𝑘
3) · (𝑧 − 1)

 

 

𝑧 · (𝑧 −
𝑘
4

)

(𝑧 +
𝑘
3) · (𝑧 − 1)

=
𝐴 · 𝑧

𝑧 +
𝑘
3

+
𝐵 · 𝑧

𝑧 − 1
 

𝑧 · (𝑧 −
𝑘

4
) = 𝐴 · 𝑧 · (𝑧 − 1) + 𝐵 · 𝑧 · (𝑧 +

𝑘

3
) 

𝑧 −
𝑘

4
= 𝐴 · (𝑧 − 1) + 𝐵 · (𝑧 +

𝑘

3
) 

 

(𝑧 = 1) 

1 −
𝑘

4
= 𝐵 · (1 +

𝑘

3
) 

𝐵 =
1 −

𝑘
4

1 +
𝑘
3

 

 

(𝑧 = −
𝑘

3
) 

−
𝑘

3
−

𝑘

4
= 𝐴 · (−

𝑘

3
− 1) 

−𝑘 ·
7

12
= −𝐴 ·

𝑘 + 3

3
 

𝐴 =
7

4
·

𝑘

𝑘 + 3
 

 

𝐴(𝑧) =
7

4
·

𝑘

𝑘 + 3
·

𝑧

𝑧 +
𝑘
3

+
1 −

𝑘
4

1 +
𝑘
3

·
𝑧

𝑧 − 1
 

𝑎[𝑛] = (
7

4
·

1

1 +
3
𝑘

· (−
𝑘

3
)

𝑛

+
1 −

𝑘
4

1 +
𝑘
3

) · 𝜎[𝑛] 


