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12. Ubung

Aufgabe 6.1:

Mit dem aperiodischen Signal x[n], dessen Fouriertransformation X(eio) ist, wird gemaR

(0]

y[n] = Z x[n + mN]

m=—oo

das N-periodische Signal y[n| gebildet. Zeigen Sie, dass die Koeffizienten c; der
Fourierreihendarstellung von y[n] gegeben sind durch

1 2mk
ckzﬁ-X(e’ N ) k=0,..,N—1

Wie hdngen diese Koeffizienten c;, mit der N-Punkte DFT zusammen?
Formelsammlung

N-1 ok = ok
x[n] =x[n+ N] = ck-e]N"<—>ck=ck+N=N- x[n]-e /W
n=0 n=0
[e) N-1 2k
LT
X(el?) = Zx[n] e /o X[k]= ) x[n]-e’N"
— n=0
N-1
1 _j2mk
k=N y[n]-e’'N
n=0
N-1 o)
1 2nk
N Z( z (x[n +mN]) - e”’ zv")
0 \m=—c0
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Aufgabe 6.2:

2T
Berechnen Sie die N-Punkte DFT X[k] = Y:¥-1 x[n] - e /™ fiir die folgenden N-Punkte
Signale:
a) x[n]=6n—-5],n=0..9, N=10

Formelsammlung

x[(n = No)w] - Ryln] & e/ M . X[k]

6[n]e1

.2k
X[k] =e /10"

— e—jn’k

= (D"

b) x[n]=48n+5], n=-9..0, N=10

Formelsammlung

x[(n = No)w] - Ryln] & e M . x[k]
6[n] o1

.21k
X[kl =el10°®

= eJTk

= (-1

2T
¢) x[n]=€1", n=0..19, N =20

Formelsammlung

2nm
e/ N "o NS5[k —m]

m=2

X[k] =20 6[k — 2]
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d) x[n]=0[n]—0[n—-5], n=0..9, N=10

Formelsammlung

. k
1 OSnSNl sm<(2N1+1)W>
x[n]=(1)N—N1SnSN—1<—>X[k]= . (n_k)
sonst Sin N
.21tk

x[n—Ny] & e 7NN X[k]

Symmetrisch zu n = 0 verschieben

x[n+ 2] =a[n+ 2] —a[n— 3]

N=10, N,=2
(N—N,»n=8-n=-2), (N-1->n=9-n=-1)

- sin<(2-2+1)-71T—g>
X[k]=e/T0 2.

. (mtk
Sin (ﬁ)
(T
2wk SIN\|\——
_ e s (7)
in (55)
sin (19
e) x[n]=a™ n= —g...g— 1, |a| <1, N gerade
N-1 27
X[k] = Z x[n] - e N
n=0
N

N
0 —'Z—Enk 27! —'Z—Rnk
=—1+E Na‘n-e’N +Z a®-e /N
n=—= n=0

N n
Zi a Zi‘l _2m A"
=-1+4 T + (a .e N >
n=0 I~k n=0
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N
a 74‘1 , ﬂ
1_<_j2_"k 1—(a ejl\Tlrk)z
e N
=-1+ a + .an
1=—m 1—a-e N
e ’N
. a%+1
N .
e—j%”k(%ﬂ) 1 — qz - e—Jmk
=-1+ a 21,
1 Vi 1—a-e’/W
e Ik
a%+1
1- N
(—1)k - e WK 1—az-(=1)
=1+ = o
1-—>5 1—a-e’N
e IWk
1—az™ . (=Dk. /W 1—qaZ.(-1)F
—1+ o -
1—a-e’nN 1—a-e’W
N 2T 2T N
aztt (-DF /N —1+a- eV 1-az (-1
.2_71'k 'Z—nk
1—a-e/N 1—q-e’N
N N
2k 1—qa2-(—1)F 1-—a2- (-1
=a-e N 2, + o,
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Aufgabe 6.3:

X[K] sei die N-Punkte DFT des N-Punkte Signals x[n]. Zeigen Sie die Giiltigkeit der
folgenden Aussagen:

a) Aus x[n] = —x[N — 1 — n] folgt X[0] = 0.

b) Ist N gerade und x[n] = x[N — 1 — n], dannist X [g] =0.

X =Y xR
X [%] - Z:;:x[n] eI
=37 i -1y
Z:;:x[n] (=Dt = _ZN_IX[N —1-—n]- (-1

n=0

0

z:x["] (=Dt = —Z x[N—=1-n]-(-D"

n=N-1
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¢} INZIx[n]I? = TRZ3IX[K] 2

Aufgabe 6.7:

In dieser Aufgabe sollen Sie eine effiziente Methode zur Anwendung der DFT auf
reellwertige Signale untersuchen. Standardprogramme zur Berechnung der DFT sind in der
Regel so organisiert, dass ein komplexwertiges N-Punkte Signal in das zugehorige
komplexwertige N-Punkte Spektrum transformiert wird. Durch die Ausrichtung auf
komplexwertige Signale ist die Transformation reellwertiger Signale ineffizient. Wegen der

Symmetrieeigenschaften der DFT fiir reellwertige Signale geniigt die Berechnung von g
Frequenzpunkten (N ganzzahlig). Daher ist auch nur eine g-Punkte DFT notwendig, wobei

jedoch das reellwertige N-Punkte Signal x[n] in ein komplexwertiges g-Punkte Signal

x.[n] gepackt werden muss. Das kann beispielsweise durch die folgende Aufspaltung des
gegebenen reellwertigen Signals x[n] geschehen:

N
x1[n] = x[2n], n=20 S 1
N
x,[n] = x[2n + 1], n=0...E—1
N
x.[n] = xq[n] +j: x3[n], n=0...E—1

1 Summe nur # 0, wenn [ = n —sonst 0
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a) Berechnen Sie die N-Punkte DFT X[k] des reellwertigen Signals x[n] aus der

g-Punkte DFT X_[k] des komplexwertigen Signals x.[n]. Geben Sie die

Symmetrieeigenschaften von X[k]| an. Wie kann der spezielle Wert X [g] berechnet

werden?
Formelsammlung

1
Re{x[n]} & ok [X[k] + X*[—K]]

1
j-Imix(n]} o = [X[k] = X*[~k]]

.21tk
x[n—Ny] & e WMo X[k]

Symmetrien
Re{X[k]} = gerade
Im{X[k]} = ungerade

X[kl =X*[N—k], k N oN-1

2
xc[n] = x1[n] +j - x3[n] = x[2n] +j - x[2n + 1]
X,[k] = Re{x[n]} = % [Xc[k] +X§[—k]], k=0 g -1
X,[k] = Im{x[n]} & % [Xc[k] — X,’ﬁ[—k]], k=0 g -1

2m

N N
51 2T > T
2 _2m 2 21, o
=Z x[2n] eJNZ"k+Z x[2n —1] - e Wk @D
n=0 n=1
N_, , N,
2 _em 2 ot .
=z x[Zn]-e]Nznk+z x[2n + 1] - e FW k@D
n=0 n=0
%_1 2nk 27 1 — & nk
=2 x[2n] e /N 1+ e7/N Z x[2n+1]-e”’'N
n=0 n=0
N
5-1 2T 2T -1 2T
2 _2m _2m 2 _2m
:Z xl[n] e N2nk+e Ik Z xz[n] e J2nk
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N N
N 5—1 21w N =1 21N
X H N 2 :2 x[2n] - e WT 4+ Y P x[2n—1]-e SNz @D
2 n=0

N N

271 . 271 , .
= z x[2n] - e 12" 4 z x[2n — 1] - e /2™ . ™
n=0 n=0

b) Fiir die Berechnung einer (komplexwertigen) N-Punkte DFT seien ndaherungsweise
N - log, (N) Arithmetikoperationen notwendig. Wie viele Operationen benétigt
dann die hier untersuchte Methode? Welcher Geschwindigkeitsteigerungsfaktor
ergibt sich daraus fiir N = 1024 = 210?

N N
A= logs (3)

N
==+ (loga(N) —logz(2))

N
= 5~ (logo (V) = 1)

N -log,(N)
N
> - (logy(N) — 1)
210 . 10g2(210)
210
- (log(2'9) - 1)

20
)

G =

Aufgabe 6.9:

Gegeben ist ein (zeitdiskretes) Signal x[n] = §[n] — 6[n — 3].

a) Berechnen Sie die Fouriertransformation X(e/%) des zeitdiskreten Signals.
Formelsammlung

5[n — Ny] < e~ /0o

X(e?)=1-e73¢
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b) Tasten Sie nun dieses kontinuierliche Spektrum ab X[k] = X(e/?)| _zx, fiir N = 4.

X[k] = X(ef%")

3T
=1-e /2"

c) Setzten Sie x[n] periodisch fort, sodass ein periodisches Signal mit Periode 4
entsteht (s. Glg. 7.6 im Skriptum). Berechnen Sie von diesem die
Fourierkoeffizienten.

Formelsammlung

X[n] = x[n % N], vn

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen X[k] und den ¢;,?

1
Ckzﬁ'X[k]

e) Fiihren Sie nun die Abtastung von X(e’%) mit einem anderen Wert fiir N durch und

verwenden Sie den gleichen Wert von N fiir die periodische Fortsetzung von x[n]
und die Berechnung der Fourierreihenkoeffizienten.

Rechnungen bleiben gleich — nur N ersetzen.



