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1 Fourierreihen zeitkontinuierlicher period. Signale

[e.9]

o I 2n
z(t)=a(t+T)= Z Gl Tl = = —/ 2(t) e T dt
k=—o00 T 0
x(t — Tp) = eI Tog,
T (1) = Cm
z*(t) = e
x(—t) = C_p
z(at), a>0 = ¢k, Periode £
T
/ xz(T)y(t — 1) dr = Tcpdy, x, y gleiche Periode
0
z(t)y(t) — Z ¢;dp_;, x,y gleiche Periode
l=—00
ze(t) = S(x(t) + 2" (—1)) = Re{cr}
rolt) = S(a(t) — 2°(—1)) = jemia}
Re{z(t)} — slee +cy)
JSmiz(t)} = s(ee — )
T —  jZEg,
t
/_ x(7) dT mit ¢ =0 = ﬂ%ck
Einige Fourierreihen!
T — k1]
cos &% = 20k — 1] + 36[k + 1]
sin 2% = 2%6[16—1]—2%.5%4-1]
- 1
> 6(t—nT) = 5 Vk
) 1 < sin #Tl
x(t)—{o T1<|t|§§ — =
|cos Z2t|  (Periode 1) = 2 —1
T 2 w1 — (2k)?

1§(t) ist die Diracsche Deltafunktion, 6[k] ist der Einsimpuls.
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2 Fouriertransformation zeitkontinuierlicher Signale

x(t) = % /OO X (jw) et dw — X(jw) = h x(t) e 7@tdt
x(t —Tp) — e 1T X (jw)
eIt (t) =  X(j(w—wo))
" (t) = X'(—jw)
z(—t) —  X(—jw)
x(at) = ﬁ X (&)
(@ * y)(t) — X(w)Y(jw)
F(t)y(t) AV
ze(t) = 5(z(t) + 2" (1)) —  Re{X(jw)}
To(t) = 3(x(t) — 2*(—1)) = jSm{X(jw)}
Re{x(1)} = X (jw) = 3(X(jw) + X*(—jw))
JSmix(t)} = X(jw) = 3(X(jw) — X*(—jw))
t(t) — ‘—d‘)ilgw)
Lo = GerxGe)
/_ " ) dr PN jin(jw) b X (0)6(w)
Einige Fouriertransformationspaare
5(t —Tp) = e
elwot = 27 (w — wp)
cos wot —  7(w—wp)+ m0(w + wp)
sin wot — 50(w —wo) = F0(w + wo)
S 6t k7) = Q%i(s(w—?)
Zc,&jﬁ <— 2%2@5(&)—#)
o(t) = Jiw + 70(w)
sign(t) = j%
—at 1
e c_fl(t) Re{a} >0 = Py
(nt_ oo, Refah >0 = o +1jw)n




Einige Fouriertransformationspaare (Fortsetzung)

e~ Re{a} >0

sin w.t
i
_ )1t <Th
o(t) = { 0 [>T
14 p<n
t — T -
=(t) { 0 it > T
_“tQ, a>0
d"o(t)
dtm
tTL
I

|

rertr 1t v 11

2a
a? 4+ w?

X(jw) = { ;

sin wT}

W

sin? —‘*’g 1

T1w2

T W
— € 4a
a

lw] < we
lw| > we

Dualitiat der Fouriertransformation

x(t)
X(jt)

X(jw)

2z (—w)

Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische Signale:

/ o(t) Pt = o / X (joo) Pd

Parsevalsche Beziehung fiir periodische Signale:

I -
7| epa= 3 jaf

k=—o00

Poissonsche Summenformel:

[e.e]

n=—oo

1 )
Z z(t+nT) = T Z X (jnwg)el ™ot




3 Fourierreihen zeitdiskreter periodischer Signale

27 1 27
x[n] = x[n + N| = Z cp el N Ch = CheN = 7 2 x[n] eI
[n — No = NN,
N 2[n)] = Cim
x*[n] =
x[—n] =
N-1
x[m]y[n —m] <= Ncgdy, x,y gleiche Periode
m=0 N1
x[n]y[n] = Z ¢ di—i, x,y gleiche Periode
1=0
ze[n] = 1(z[n] + 2*[—n]) <~ Re{ck}
zo[n] = 3(z[n] — z*[—n]) — jSm{c}
Re{x[n]} = e+t
JSmiz[n|} = e —cy)
x[n] — z[n — 1] = (1 - e_j%> Ck
Z x[m| mit ¢g =0 = ——Ck,
m=—oo l—e N
Einige Fourierreihen?
eI <~ ik —m)]
cos < 30[k —m] + L0[k +m]
sin 27y = %5[/{ m] — 5[k+m]
G 1
dn —mN — = Vk
1 0<n<N . _
- = 1 2N +1)%F
wl={ 1 N-N<n<N-1 <= Nsm(( - %)
0 sonst sin %7

2Bei den Beziehungen ist die Periodizitiit von c; mit der Periode N zu beriicksichtigen.




4 Fouriertransformation zeitdiskreter Signale

xn| = % i
x[n — No|
el%onz[n]

z*[n]

z[=n]

(z*y)[n]
z[n]yln]

we[n] = 5(z[n] +

rrtrrrrreeeey

o0

X e"d) = X() = Z z[n] =30

n=—0o0

e~INo X (e19)
X(ej(H*GO))
X*(e79)
X (e
X ()Y (e”)
= (X *Y)(e??)
Re{X ()}
FIm{X ()}
Xe(e) = (X () + X*(e77))
Xo(e) = 3(X () — X*(e77))
dX (el?)
o

X (€) + 17X (7)025(0)

1—e %

Einige Fouriertransformationspaare

3

5[77, — N[)]

€j90n
cos on

sin Gyn

i d[n — kN]

k=—0oc0

o[n]

sin an

™

x[n| =

"oln], Ja] <1

, O<a<m

0 ’TL' > N,

[ A A

o—39No
27'('5271—(9 - 90)
7T527r(0 - 00) + 7752#(9 + Qo)

5027(0 — 00) — 502(0 + 6o)

M — 2k
K (9 - T)
1
1——€j9 + 7T(527r(9)
1
1 —ae79

X(e) bosl=e
(& =
0 a<ld<m

sin ((2NV; 4+ 1))
sing

3Bei den Beziehungen ist die 27 Periodizitit im Frequenzbereich zu beriicksichtigen. oy (6)

> e . 0(0 —2k).



Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische zeitdiskrete Signale:

Z |x[n]|2:%/0ﬂ’X(ej9)‘2d9

n=—oo

Parsevalsche Beziehung fiir periodische zeitdiskrete Signale:

L V= N-1
N Z = lal
n=0 k=0
1
Mit x[n] = x[n + N] und den Fourierreihenkoeffizienten ¢, = N Z x[n]e Nk,

n=0

5 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

In den Beziehungen sind z[n] und y[n| N-Punkte Signale, d.h. sie sind fiir das Intervall
n € [0, N — 1] definiert und besitzen daher eine endliche Liange N. Die Notation z[(n)y] =
z[n modulo N] ist die periodische Fortsetzung des N-Punkte Signals x[n]. Mit der Rechteck-
funktion
1 0<n<N-1 . B
Rn[n] = { 0 sonst gilt z[n] = z[(n)n|Rn(n].

Merkregel: In den DFT-Formeln ist ein N-Punkte Signal stets als die Grundperiode (n €
[0, N — 1]) eines periodischen zeitdiskreten Signals zu betrachten.

2] = %ZX[I{:] ¢ — X[ =S afn] e i

z[(n — No)w]R[1] e cIEN XK

N 1 n] —  X[(k—m)y]Ry|k]

z*[n] > X*[(=k)n]Rn[K]
z*[(—=n)n|Ru[n] = X'[k]

( w[(m)N]y[(n—m)N]> Ry[n] <= X[k]Y[K]

z[nly[n] — ( ZX )N])RN[k]
slzl(n)n] + 2*[(—=n)n]] R [n] — §)‘Efz’{X[ I}

5 [2[(n)n] = 2 [(=n) N R [n] < jSm{X[k]}

Re{x[n]} = %[X[(k?)N]+X*[(—k)N”RN[k‘]
JSm{x[n]} = 5[ X[(k)n] = X*[(=k)n]] Rn[F]

(=}



Einige DFT Beispiele!

eI < Nk —m]
cos 22 p > L6k —m]+ 56k +m— N]
sin 227 = %5[k—m]—%5[k+m—]\7]
o[n] — 1
1 0<n< Nl : mk
- = 2N, +1)%2
=) 1 NoN<nen-_1 o S0 A %)
0 sonst Sy
6 Z-Transformation
1 [ee]
x[n] = %éX(z)znldz = X(z) = nzz_oox[n]z”

Die in der Tabelle angegebenen Bereiche sind die Konvergenzringe der zweiseitigen Z—Trans-
formation und kénnen in einzelnen Féllen auch grofier sein.

x[n] < X(z2) R, < |z| < R,.
y[n] & Y(z) R, <|z| <Ry,
axln] 4+ byln] < aX(z)+bY(z) max(R, ,R, ) <|z| <min(R, ,R,,)
z[n + ng| & 2"X(z) R, < |z| <R,
zln) & X Zi 20| Ro_ < |2] < |20| Ro,
0
X
nx(n] & —z d d?EZ) R, <|z| <R,
x*[n] & X*H(2Y) R, < |z| <R,
z[—n] & X(z7hH R < lz| < R
Re{x[n]} & 2(X(2)+X*(z7)) R, < |z| <R,
jSmiz[n]} & (X(2) - X*(2")) Ry <|z| < Ra,
(xxy)[n] & X (2)Y(2) max(R, ,R, ) <|z| <min(R,,, R, )
1 X)), [z
x[n]y[n] = %é » Y (;) dv R, R, <|z| <R, Ry,
- 1
> x[k] & X0 max(R, ,1) < |2| < R.,
k=—o00

4In den Formeln gilt 0 <n < N—-1,0<k<N-1lund0<m<N —1.
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Zeitverschiebung fiir die einseitige Z—Transformation:

no—1

zn+ng| & 2" (X(z) — x[n]z") , ng>0

n=0

mn

o

xn—ng] & 2™ (X(z) + x[—n]z”) , ng>0

n=1

Residuensatz fiir die inverse Z—Transformation:
Rechtsseitiges Signal (z[n] = 0 fiir n < 0):
1
zn] = o ]ﬁX(z)z”_l dz = | Z:R Resp{X(2)2"'} n=0,1,2,...
2k x

Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C werden aufsummiert, wobei der Radius von C grofler
als der Konvergenzradius R, sein muf3.

Linksseitiges Signal (z[n| = 0 fiir n > 0):
1 1 —n—1 1 —n—1
znl=—¢ X |-z dz = Z Resps X | — ) = n=0,-1,...
2rg Jor z ) z
IZ}I€|<R71
Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C’ werden aufsummiert, wobei der Radius von C’
grofler als R%c sein muf.

Achtung: Durch 2z ! kann fiir n = 0 ein zusitzlicher Pol bei z = 0 auftreten. Daher sollte
bei der inversen Z-Transformation der Fall n = 0 getrennt behandelt werden!

Einfacher Pol z..;, von X(z) = ggzg
Resp { X (2)2" '} = ZEQ}M ((z - ZOOk)gZ; z”_1>
M—facher Pol z,;, von X(z) = ggj

n—1 1 at! mP(2)
Resp{X (2)z"""} = (7 = 1) dzhi <(z—zoo,€) Q(z)z )

Z—Zook
Residuum im Unendlichen:

Res.—o{X(2)2" '} = —Res.—o {X G) Z_n_l}



Anfangswertsatz der einseitigen Z—Transformation:

z[0] = lim X(2)

Z—00

Endwertsatz der einseitigen Z—Transformation:

lim z[n] = lim(z — 1) X (2)

n—o00 z—1

Eingeschaltetes periodisches Signal:

zln| = z,[njoln] = X(z) = ZNZ]i . ( : xp[n]z_”>

mit x,[n] = z,[n + N]|

Einige Z—Transformationspaare

d[n] = 1 Vz
z
— > 1
b — 4
z
ofn—1 — 4
a"oln] — - 2] > |af
z—a
—a"o[—n — 1] = : 2] < |af
z—a«
z
z
zsin o
i — > 1
sinan ofn] 22 —2zcosa+1 12
2(z — cos @)
<~ > 1
cosan on] 22 —2zcosa+1 12
p"sinan oln| = pzsna |z| > p
22 — 2pzcosa + p?
. z2(z — pcosa)
<~ >
pr cos an aln] 22 — 2pzcosa + p? Zl=p
. 22 sin p + zsin(a — @)
sin(an + ¢) o[n] = J s v |z > 1
1 z
-, n>0 = log, |z| > 1
n 1
1 —em —e @
- o[n] = o+ log, —— . lz| >1, a>0
sin an sin «
o[n] = a + arctan (—) |z| > cosa
n z—cosa
a >0




Normierte Form der bilinearen Z—Transformation

Mit 1 ]
— T , U= tanﬂ&
vz+1 fs
H(z) = Ha(s)| | |
875 z+1

wird ein analoges Filter mit der Ubertragungsfunktion H,(s) (dabei ist s/2m normiert auf
die analoge Bezugsfrequenz f,,) in ein digitales Filter mit der Ubertragungsfunktion H(z)
und der Bezugsfrequenz f, tibergefiihrt (f, ist die Abtastfrequenz).

7 Multiratensignalverarbeitung

In den angegebenen Formeln sind der Unterabtastfaktor M und der Uberabtastfaktor L
ganzzahlig (M, L € N).

z[n] — X()
X(2)
| M-l
y[n]:x[]\/[n] — 639 _MZOX 6]9 27rk/M)
1 M- iy
Y(2) = — X (eijﬂ-k/le/M)
[2] L,+2L i
7 =0,£L,£2L...
y["]:{g " ot = Y()=X (6J9L)
Y (2) X( )
Polyphasenzerlegung
0 M—1
X(z) = Z x[n]z™" = Z 2R X (2M)
n=—o0 k=0
mit . .
Xz = Y wbml = Y alMm K k=01, M -1
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Fall M = 2:

X1(2)

Z z[2m + 1]z7™

m=—0oQ

Elementare Vertauschungsoperationen

M

Y

T Po =

E
|
1

|
T

\i

T

+ L

\i

VL —

M

\i

Mo

T

T

1!

11

o— 2 > M{—o

E
|




