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6.5. Übung 

Aufgabe 1.9: 

Das nicht exakt bandbegrenzte analoge Signal 

𝒙𝒂(𝒕) =
𝒕

𝝉
· 𝒆−

𝒕
𝝉 · 𝝈(𝒕) 

soll abgetastet (Abtastfrequenz 𝒇𝒔 =
𝟏

𝑻
 ) und nach dem Abtasttheorem wieder 

rekonstruiert werden. 

 

a) Berechnen Sie das Spektrum 𝑿𝒂(𝒋𝝎). 

 

Formelsammlung 

𝑡 · 𝑥(𝑡) ↔ 𝑗
𝑑𝑋(𝑗𝜔)

𝑑𝜔
 

𝑒−𝑎𝑡 · 𝜎(𝑡) ↔
1

𝑎 + 𝑗𝜔
 

 

𝑋𝑎(𝑗𝜔) =
1

𝜏
· ℱ(𝑡 · 𝑥(𝑡)) 

=
1

𝜏
· 𝑗 ·

𝑑ℱ (𝑒−
𝑡
𝜏 · 𝜎(𝑡))

𝑑𝜔
 

=
1

𝜏
· 𝑗 ·

𝑑

𝑑𝜔
(

1

1
𝜏 + 𝑗𝜔

) 

= 𝑗 ·
𝑑

𝑑𝜔
(

1

1 + 𝑗𝜔𝜏
) 

= 𝑗 ·
−𝑗𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
 

=
𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
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b) Skizzieren Sie Betrags- und Phasenverlauf von 𝑿𝒂(𝒋𝝎).
1 

 

 
 

 

c) Berechnen Sie das Spektrum 𝑿(𝒆𝒋𝜽) des zeitdiskreten Signals 𝒙[𝒏], das durch den 

Abtastvorgang entsteht.2 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
1

𝑇
· ∑ 𝑋𝑎 (𝑗 ·

𝜃 + 2𝜋𝑘

𝑇
)

∞

𝑘=−∞

 

=
𝜏

𝑇
· ∑

1

(1 + 𝑗 ·
𝜃 + 2𝜋𝑘

𝑇 · 𝜏)
2

∞

𝑘=−∞

 

 

d) Skizzieren Sie Betrags- und Phasenverlauf von 𝑿(𝒆𝒋𝜽). 

Plot für: 
𝜏

𝑇
= 5, 𝑘 = −1,0,1 

𝑋′(𝑒𝑗𝜃) = 5 · (
1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 − 2𝜋))
2 +

1

(1 + 𝑗 · 5𝜃)2
+

1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 + 2𝜋))
2) 

|𝑋′| = |5 · (
1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 − 2𝜋))
2 +

1

(1 + 𝑗 · 5𝜃)2
+

1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 + 2𝜋))
2)| 

arg(𝑋′) = arg(5 · (
1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 − 2𝜋))
2 +

1

(1 + 𝑗 · 5𝜃)2
+

1

(1 + 𝑗 · 5 · (𝜃 + 2𝜋))
2)) 

 
1 Grafik aus Lösung übernommen (𝜏 = 1) 
2 Folien „Fouriertransformation für zeitdiskrete Signale und Systeme: Anmerkungen“ S.3 
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e) Wie hoch muss die Abtastfrequenz 𝒇𝒔 gewählt werden, damit der 

Amplitudenfehler, der durch die Rekonstruktion mit einem idealen Tiefpassfilter 

entsteht, nicht größer als eine gegebene Schranke 𝝐 wird? Das bedeutet 

|𝒙𝒂(𝒕) − 𝒙𝒓(𝒕)| ≤ 𝝐, ∀𝒕 ≥ 𝟎. Dabei ist 𝒙𝒓(𝒕) das aus den Abtastwerten 𝒙[𝒏] 

rekonstruierte bandbegrenzte Analogsignal. Bei der Berechnung des 

Amplitudenfehlers können Sie voraussetzen, dass sich im Spektrum 𝑿(𝒆𝒋𝜽) nur 

benachbarte Bänder überlappen, bzw. 𝒇𝒔 · 𝝉 ≫ 𝟏 ist.3 

𝑋𝑎(𝑗𝜔) =
𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
 

𝑋𝑟(𝑗𝜔) = 𝐺(𝑗𝜔) · ∑ 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋𝑘

𝑇
))

∞

𝑘=−∞

 

(𝑘 = −1,0,1) 

= 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜔

2
·
𝑇

𝜋
) · (𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −

2𝜋

𝑇
)) + 𝑋𝑎(𝑗𝜔) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
))) 

 

 
3 Mit größtem Dank an Georg Pichler! 
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|𝑓(𝑡)| ≤ |𝑥𝑎(𝑡) − 𝑥𝑟(𝑡)| 

=
1

2𝜋
· | ∫(𝑋𝑎(𝑗𝜔) − 𝑋𝑟(𝑗𝜔)) · 𝑒

𝑗𝜔𝑡 𝑑𝜔

∞

−∞

| 

≤
1

2𝜋
· ∫|(𝑋𝑎(𝑗𝜔) − 𝑋𝑟(𝑗𝜔)) · 𝑒

𝑗𝜔𝑡| 𝑑𝜔

∞

−∞

 

=
1

2𝜋
· ∫ |(

𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
− 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜔

2
·
𝑇

𝜋
) · (𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −

2𝜋

𝑇
)) + 𝑋𝑎(𝑗𝜔) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
)))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡|  𝑑𝜔

∞

−∞

 

=
1

2𝜋
·

(

 ∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

+ ∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

∞

𝜋
𝑇

+ ∫ |(
𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
− (𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −

2𝜋

𝑇
)) +

𝜏

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
+ 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
)))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

=
1

2𝜋
·

(

 ∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

+ ∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

∞

𝜋
𝑇

+ ∫ |(𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋

𝑇
)) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

 

(1) 

∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

= 𝜏 · ∫ |
1

1 + 𝜔2𝜏2
|  𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

 

(
1

1 + 𝑥2
≤
1

𝑥2
, ∀𝑥 ∈ ℝ) 

≤ 𝜏 · ∫
1

𝜔2𝜏2
 𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

 

=
1

𝜏
· ∫ 𝜔−2 𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

 

=
𝑇

𝜏𝜋
 

 

(2) 

∫ |
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
|  𝑑𝜔

∞

𝜋
𝑇

≤
𝑇

𝜏𝜋
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(3) 

∫ |(𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋

𝑇
)) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

 

= ∫ |𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋

𝑇
))|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +
2𝜋

𝑇
))|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

 

= 𝜏 ·

(

 ∫ |
1

(1 + 𝑗 (𝜔 −
2𝜋
𝑇 ) 𝜏)

2|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |
1

(1 + 𝑗 (𝜔 +
2𝜋
𝑇 ) 𝜏)

2|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

= 𝜏 ·

(

 ∫ |
1

1 + (𝜔 −
2𝜋
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |
1

1 + (𝜔 +
2𝜋
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

≤ 𝜏 ·

(

 ∫ |
1

(𝜔 −
2𝜋
𝑇
)
2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |
1

(𝜔 +
2𝜋
𝑇
)
2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

=
1

𝜏
·

(

 ∫(𝜔 −
2𝜋

𝑇
)
−2

 𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫(𝜔 +
2𝜋

𝑇
)
−2

 𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

=
4

3
·
𝑇

𝜏𝜋
 

 

𝑓(𝑡) ≤
1

2𝜋
·

(

 ∫
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
 𝑑𝜔

−
𝜋
𝑇

−∞

+ ∫
𝜏 · 𝑒𝑗𝜔𝑡

(1 + 𝑗𝜔𝜏)2
 𝑑𝜔

∞

𝜋
𝑇

− ∫(𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋

𝑇
)) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋

𝑇
))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

≤
1

2𝜋
· (
𝑇

𝜏𝜋
+
𝑇

𝜏𝜋
+
4

3
·
𝑇

𝜏𝜋
) 

≤
𝑇

2𝜋2𝜏
·
10

3
 

≤
5𝑇

3𝜋2𝜏
≤ 𝜖 

1

𝑓𝑠
≤
3𝜋2𝜖𝜏

5
 

𝑓𝑠 ≥
5

3𝜋2𝜖𝜏
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Für den Fall, dass 𝑘 ∈ [−∞,∞] ist 

∫ |(𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 −
2𝜋𝑘

𝑇
)) + 𝑋𝑎 (𝑗 · (𝜔 +

2𝜋𝑘

𝑇
))) · 𝑒𝑗𝜔𝑡|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

 

= 𝜏 ·

(

 ∫ |
1

1 + (𝜔 −
2𝜋𝑘
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |
1

1 + (𝜔 +
2𝜋𝑘
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

≤ 𝜏 ·

(

 ∫ |
1

(𝜔 −
2𝜋𝑘
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫ |
1

(𝜔 +
2𝜋𝑘
𝑇 )

2

· 𝜏2
|  𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

=
1

𝜏
·

(

 ∫(𝜔 −
2𝜋𝑘

𝑇
)
−2

 𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇

+ ∫(𝜔 +
2𝜋𝑘

𝑇
)
−2

 𝑑𝜔

𝜋
𝑇

−
𝜋
𝑇 )

  

=
1

𝜏
· (

𝑇

2𝜋𝑘 − 𝜋
−

𝑇

2𝜋𝑘 + 𝜋
+

𝑇

2𝜋𝑘 − 𝜋
−

𝑇

2𝜋𝑘 + 𝜋
) 

=
𝑇

𝜏𝜋
· (

1

𝑘2 −
1
4

) 

 

𝑓(𝑡) ≤
1

2𝜋
· (

𝑇

𝜏𝜋
+
𝑇

𝜏𝜋
+∑(

𝑇

𝜏𝜋
· (

1

𝑘2 −
1
4

))

∞

𝑘=1

) 

=
𝑇

2𝜋2𝜏
· (2 +∑(

1

𝑘2 −
1
4

)

∞

𝑘=1

) 

=
2𝑇

𝜋2𝜏
 

 

𝑓𝑠 ≥
2

𝜋2𝜖𝜏
 

 

f) Welche Abtastfrequenz 𝒇𝒔 ergibt sich für 𝝉 = 𝟏𝟎 𝒎𝒔 und 𝝐 = 𝟏𝟎−𝟑 ? 

𝑓𝑠 >
5

3𝜋2𝜖𝜏
 

> 16887 𝐻𝑧 
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Aufgabe 2.8: 

Ein zeitdiskretes System sei durch den folgenden Zusammenhang zwischen den 

Fouriertransformationen des Eingangs- und Ausgangssignals charakterisiert: 

𝒀(𝒆𝒋𝜽) = 𝒋 ·
𝒅𝑿(𝒆𝒋𝜽)

𝒅𝜽
 

mit 𝑿(𝒆𝒋𝜽) ↔ 𝒙[𝒏] und 𝒀(𝒆𝒋𝜽) ↔ 𝒚[𝒏]. 

 

a) Berechnen Sie allgemein den Zusammenhang zwischen Eingangssignal 𝒙[𝒏] und 

Ausgangssignal 𝒚[𝒏] des gegebenen Systems. 

Formelsammlung 

𝑛 · 𝑥[𝑛] ↔ 𝑗
𝑑𝑋(𝑒𝑗𝜃)

𝑑𝜃
 

 

𝑦[𝑛] = 𝑛 · 𝑥[𝑛] 

 

b) Berechnen Sie die Antworten des Systems auf folgende Signale: 

a. 𝒙[𝒏] = 𝜹[𝒏 − 𝑵𝟎], 𝑵𝟎 ∈ ℕ 

𝑦[𝑛] = 𝑛 · 𝛿[𝑛 − 𝑁0] 

= 𝑁0 

 

b. 𝒙[𝒏] = 𝝈[𝒏] 

𝑦[𝑛] = 𝑛 · 𝜎[𝑛] 

 

c. 𝒙[𝒏] =
𝒔𝒊𝒏(𝜽𝟎𝒏)

𝝅𝒏
 

𝑦[𝑛] =
sin(𝜃0𝑛)

𝜋
 

 

c) Prüfen Sie ob das System 

a. reell- oder komplexwertig, 

𝑦[𝑛] = 𝑛 · 𝑥[𝑛] 

→ reell 
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b. linear, 

𝑛 · (𝑎 · 𝑥1[𝑛] + 𝑏 · 𝑥2[𝑛]) 

= 𝑎 · (𝑛 · 𝑥1[𝑛]) + 𝑏 · (𝑛 · 𝑥2[𝑛]) 

𝑎 · 𝑦1[𝑛] + 𝑏 · 𝑦2[𝑛] 

→ linear 

 

c. zeitinvariant, 

𝑦[𝑛 − 5] = (𝑛 − 5) · 𝑥[𝑛 − 5] ≠ 𝑛 · 𝑥[𝑛 − 5] 

→ zeitvariant 

 

d. stabil ist. 

z.B. 

𝑥[𝑛] = 𝜎[𝑛] 

↓ 

lim
𝑛→∞

(𝑦[𝑛]) = lim
𝑛→∞

(𝑛 · 𝜎[𝑛]) = ∞ 

→ instabil 

 

Aufgabe 3.3: 

Gegeben sei ein LTI-System mit der Impulsantwort 

𝒉[𝒏] =
𝒔𝒊𝒏 (

𝝅
𝟑 · 𝒏)

𝝅𝒏
 

Berechnen Sie das Ausgangssignal dieses Systems für folgende Eingangssignale: 

 

Formelsammlung 

(𝑥 ∗ 𝑦)[𝑛] ↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝑌(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
1

𝛼
) 

 

𝐻(𝑒𝑗𝜃) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
3

𝜋
) 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

  



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

a)  

𝒙[𝒏] = ∑ 𝜹[𝒏 − 𝟖𝒌]

∞

𝒌=−∞

 

 

Formelsammlung 

∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

↔
2𝜋

𝑁
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

 

𝑒𝑗𝜃0𝑛 ↔ 2𝜋 · 𝛿2𝜋[𝜃 − 𝜃0] 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
2𝜋

8
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

8
)

∞

𝑘=−∞

 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

=
𝜋

4
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

𝜋

4
· 𝑘)

∞

𝑘=−∞

· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
3

𝜋
) 

=
𝜋

4
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

𝜋

4
· 𝑘)

1

𝑘=−1

 

=
𝜋

4
· (𝛿 (𝜃 −

𝜋

4
) + 𝛿(𝜃) + 𝛿 (𝜃 +

𝜋

4
)) 

 

𝑦[𝑛] =
𝜋

4
·
(𝑒−𝑗

𝜋
4
·𝑛 + 1 + 𝑒𝑗

𝜋
4
·𝑛)

2𝜋
 

=
1

8
· (𝑒−𝑗

𝜋
4
·𝑛 + 𝑒𝑗

𝜋
4
·𝑛) +

1

8
 

=
1

4
· cos (

𝜋

4
· 𝑛) +

1

8
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b)  

 
𝑁 = 8 

 

𝑥𝑎[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 8𝑘]

∞

𝑘=−∞

, 𝑦𝑎[𝑛] =
1

4
· cos (

𝜋

4
· 𝑛) +

1

8
 

 

𝑥[𝑛] = 𝑥𝑎[𝑛 − 2] + 𝑥𝑎[𝑛 − 1] + 𝑥𝑎[𝑛] + 𝑥𝑎[𝑛 + 1] + 𝑥𝑎[𝑛 + 2] 

𝑦[𝑛] = 𝑦𝑎[𝑛 − 2] + 𝑦𝑎[𝑛 − 1] + 𝑦𝑎[𝑛] + 𝑦𝑎[𝑛 + 1] + 𝑦𝑎[𝑛 + 2] 

=
5

8
+
1

4
· (cos (

𝜋

4
· (𝑛 − 2)) + cos (

𝜋

4
· (𝑛 + 2)) + cos (

𝜋

4
· (𝑛 − 1)) + cos (

𝜋

4
· (𝑛 + 1)) + cos (

𝜋

4
· 𝑛)) 

( cos(𝑥 + 𝑎) + cos(𝑥 − 𝑎) = 2 · cos(𝑥) · cos(𝑎) ) 

=
5

8
+
1

4
· cos (

𝜋

4
· 𝑛) · (2 · cos (

𝜋

2
) + 2 · cos (

𝜋

4
) + 1) 

=
5

8
+
√2 + 1

4
· cos (

𝜋

4
· 𝑛) 

↓ 

=
5

8
+
sin (

5𝜋
8 )

4 · sin (
𝜋
8)
· cos (

𝜋

4
· 𝑛) 

 

c)  

𝒙[𝒏] = 𝜹[𝒏 + 𝟏] + 𝜹[𝒏 − 𝟏] 

 

Faltung mit Dirac-Impuls 

𝑥[𝑛] ∗ 𝛿[𝑛 − 𝑇] = 𝑥[𝑛 − 𝑇] 

 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] 

= (𝛿[𝑛 + 1] + 𝛿[𝑛 − 1]) ∗
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
3 · 𝑛)

𝜋𝑛
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= (𝛿[𝑛 + 1] ∗
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
3 · 𝑛)

𝜋𝑛
) + (𝛿[𝑛 − 1] ∗

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
3 · 𝑛)

𝜋𝑛
) 

=
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
3 ·
(𝑛 + 1))

𝜋 · (𝑛 + 1)
+
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
3 ·
(𝑛 − 1))

𝜋 · (𝑛 − 1)
 

 

d)  

𝒙[𝒏] =
𝒔𝒊𝒏 (

𝝅
𝟒 · 𝒏)

𝝅𝒏
 

 

Formelsammlung 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
1

𝛼
) 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

= 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
3

𝜋
) 

= 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) 

 

𝑦[𝑛] =
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
4 · 𝑛)

𝜋𝑛
 

= 𝑥[𝑛] 

 

e)  

𝒙[𝒏] =
𝒔𝒊𝒏 (

𝝅
𝟒 · 𝒏)

𝝅𝒏
· 𝒄𝒐𝒔 (

𝟑𝝅

𝟒
· 𝒏) 

 

Formelsammlung 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
1

𝛼
) 

cos(𝜃0 · 𝑛) ↔ 𝜋 · (𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜃0) + 𝛿2𝜋(𝜃 + 𝜃0)) 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 
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𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
𝜋

2𝜋
· (𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
4

𝜋
) ∗ (𝛿2𝜋 (𝜃 −

3𝜋

4
) + 𝛿2𝜋 (𝜃 +

3𝜋

4
))) 

=
𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃
2 ·
4
𝜋) ∗ 𝛿2𝜋 (𝜃 −

3𝜋
4 )

2
+
𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃
2 ·
4
𝜋) ∗ 𝛿2𝜋 (𝜃 +

3𝜋
4 )

2
 

=
1

2
· (𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃 −
3𝜋
4

2
·
4

𝜋
) + 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃 +
3𝜋
4

2
·
4

𝜋
)) 

=
1

2
· ([
𝜋

2
, 𝜋] + [−𝜋,−

𝜋

2
]) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

=
1

2
· (𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃 −
3𝜋
4

2
·
4

𝜋
) + 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃 +
3𝜋
4

2
·
4

𝜋
)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
3

𝜋
) 

=
1

2
· ([
𝜋

2
, 𝜋] + [−𝜋,−

𝜋

2
]) · [−

𝜋

3
,
𝜋

3
] 

= 0 

 

𝑦[𝑛] = 0 

 

Aufgabe 3.8: 

Das abgebildete System soll im Zeit- und im Frequenzbereich untersucht werden, wobei 

das mittlere Teilsystem folgende Eingangs-/Ausgangsbeziehung aufweist. 

𝒙𝟐[𝒏] = {𝒙𝟏 [
𝒏

𝟐
]

𝟎
     
𝒏
𝒏
  
gerade     
ungerade
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a) Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort 𝒉𝑻𝑷[𝒏] des Tiefpassfilters. 

 

Formelsammlung 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

 

𝐻𝑇𝑃(𝑒
𝑗𝜃) = 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃

2
·
4

𝜋
) 

ℎ𝑇𝑃[𝑛] =
sin (

𝜋
4
𝑛)

𝜋𝑛
 

 

 

 

b) Berechnen Sie die Antwort 𝒚[𝒏] = 𝒉[𝒏, 𝒌] des Gesamtsystems auf den 

zeitverschobenen Impuls 𝒙[𝒏] = 𝜹[𝒏 − 𝒌]. 

 

Faltung mit Dirac-Impuls 

𝑥[𝑛] ∗ 𝛿[𝑛 − 𝑇] = 𝑥[𝑛 − 𝑇] 

 

𝑥1[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ𝑇𝑃[𝑛] 

= 𝛿[𝑛 − 𝑘] ∗
sin (

𝜋
4 𝑛)

𝜋𝑛
 

=
sin (

𝜋
4
· (𝑛 − 𝑘))

𝜋 · (𝑛 − 𝑘)
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𝑥2[𝑛] =

{
 

 sin (
𝜋
4 · (

𝑛
2 − 𝑘)

)

𝜋 · (
𝑛
2 − 𝑘)

0

     
𝑛
 
𝑛
  
gerade    

 
 ungerade

 

= {2 ·
sin (

𝜋
8 ·
(𝑛 − 2𝑘))

𝜋 · (𝑛 − 2𝑘)
0

     
𝑛
 
𝑛
  
gerade    

 
 ungerade

 

= 2 ·
sin (

𝜋
8 ·
(𝑛 − 2𝑘))

𝜋 · (𝑛 − 2𝑘)
·
𝑒𝑗𝜋𝑛 + 1

2
 

=
sin (

𝜋
8 ·
(𝑛 − 2𝑘))

𝜋 · (𝑛 − 2𝑘)
· (𝑒𝑗𝜋𝑛 + 1) 

 

𝑥2[𝑛 + 2𝑘] =
sin (

𝜋
8 · 𝑛)

𝜋𝑛
· (𝑒𝑗𝜋·(𝑛+2𝑘) + 1) 

=
sin (

𝜋
8 · 𝑛)

𝜋𝑛
· (𝑒𝑗𝜋𝑛 + 1) 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] =
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

𝑒𝑗𝜃0𝑛 ↔ 2𝜋 · 𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜃0) 

𝑥[𝑛 − 𝑁0] = 𝑒
−𝑗𝜃𝑁0 · 𝑋(𝑒𝑗𝜃) 

 

𝑋2,𝑛+2𝑘(𝑒
𝑗𝜃) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
8

𝜋
) +

1

2𝜋
· (𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
8

𝜋
) ∗ 2𝜋 · 𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜋)) 

= 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) + 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃 − 𝜋

2
·
8

𝜋
) 

 

𝑋2(𝑒
𝑗𝜃) = 𝑒−𝑗𝜃2𝑘 · (𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
8

𝜋
) + 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃 − 𝜋

2
·
8

𝜋
)) 
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𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋2(𝑒
𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

= 𝑒−𝑗𝜃2𝑘 · (𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) + 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃 − 𝜋

2
·
8

𝜋
)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃

2
·
4

𝜋
) 

= 𝑒−𝑗𝜃2𝑘 · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) 

 

𝑦[𝑛] =
sin (

𝜋
8 ·
(𝑛 − 2𝑘))

𝜋 · (𝑛 − 2𝑘)
  

 

c) Berechnen Sie allgemein den Zusammenhang zwischen den Spektren 𝑿(𝒆𝒋𝜽) und 

𝒀(𝒆𝒋𝜽). Verwenden Sie diese Beziehung zur Kontrolle Ihres Ergebnisses aus Punkt 

(b). 

𝑋1(𝑒
𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻𝑇𝑃(𝑒

𝑗𝜃) 

= 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) 

 

Zwischenrechnung 

ℱ (𝑥 (
𝑡 − 𝑡0
𝑎

)) = ∫ 𝑥 (
𝑡 − 𝑡0
𝑎

) · 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

 

(𝑢 =
𝑡 − 𝑡0
𝑎

,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
1

𝑎
, 𝑑𝑡 = 𝑎 · 𝑑𝑢) 

= ∫ 𝑥(𝑢) · 𝑒−𝑗𝜔·(𝑎·𝑢+𝑡0) · 𝑎 · 𝑑𝑢

∞

−∞

 

= 𝑎 · 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 · ∫ 𝑥(𝑢) · 𝑒𝑗𝜔·𝑎·𝑢 · 𝑎 · 𝑑𝑢

∞

−∞

 

= 𝑎 · 𝑋(𝑗𝑎𝜔) · 𝑒−𝑗𝜔𝑡0  

↓ 

𝑥 [
𝑛

𝑎
] ↔ 𝑎 · 𝑋(𝑒𝑗𝑎𝜃) 
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Formelsammlung 

∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

↔
2𝜋

𝑁
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

 

↓ 

𝑁 = 1: 

1 ↔ 2𝜋 · ∑ 𝛿(𝜃 − 2𝜋𝑘)

∞

𝑘=−∞

 

 

𝑋2(𝑒
𝑗𝜃) = ℱ (𝑥1 [

𝑛

2
] ·
𝑒𝑗𝜋𝑛 + 1

2
) 

=
1

2𝜋
· (ℱ (𝑥1 [

𝑛

2
]) ∗ ℱ (

𝑒𝑗𝜋𝑛 + 1

2
)) 

=
1

2𝜋
· (2 · 𝑋1(𝑒

𝑗2𝜃) ∗
1

2
· (ℱ(𝑒𝑗𝜋𝑛) + ℱ(1))) 

=
1

2𝜋
· (𝑋1(𝑒

𝑗2𝜃) ∗ (2𝜋 · 𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜋) + 2𝜋 · ∑ 𝛿(𝜃 − 2𝜋𝑘)

∞

𝑘=−∞

)) 

↓ 4 

=
1

2𝜋
· (𝑋1(𝑒

𝑗2𝜃) ∗ (2𝜋 · 𝛿(𝜃 − 𝜋) + 2𝜋 · 𝛿(𝜃))) 

= 𝑋1(𝑒
𝑗2·(𝜃−𝜋)) + 𝑋1(𝑒

𝑗2𝜃) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋2(𝑒
𝑗𝜃) · 𝐻𝑇𝑃(𝑒

𝑗𝜃) 

= (𝑋1(𝑒
𝑗2·(𝜃−𝜋)) + 𝑋1(𝑒

𝑗2𝜃)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) 

= (𝑋(𝑒𝑗2·(𝜃−𝜋)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
2 · (𝜃 − 𝜋)

2
·
4

𝜋
) + 𝑋(𝑒𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

2𝜃

2
·
4

𝜋
)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃

2
·
4

𝜋
) 

= 𝑋(𝑒𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = {𝑋(𝑒
𝑗2𝜃)

0
     

|𝜃| <
𝜋

8
sonst in [−𝜋, 𝜋]

 

 

 
4 Frequenzbereich ist 2𝜋-periodisch 
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d) Ist das Gesamtsystem 

a. Linear? 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑋(𝑒𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) 

↓ 

(𝑎 · 𝑋1(𝑒
𝑗2𝜃) + 𝑏 · 𝑋2(𝑒

𝑗2𝜃)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) 

= 𝑎 · 𝑋1(𝑒
𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (

𝜃

2
·
8

𝜋
) + 𝑏 · 𝑋2(𝑒

𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
8

𝜋
) 

= 𝑎 · 𝑌1(𝑒
𝑗𝜃) + 𝑏 · 𝑌2(𝑒

𝑗𝜃) 

→ linear 

 

b. Zeitinvariant? 

Formelsammlung 

(𝑥 ∗ 𝑦)[𝑛] ↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝑌(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

𝑥 [
𝑛

𝑎
] ↔ 𝑎 · 𝑋(𝑒𝑗𝑎𝜃) 

 

ℱ−1 (𝑋(𝑒𝑗2𝜃) · 𝑟𝑒𝑐𝑡2𝜋 (
𝜃

2
·
8

𝜋
)) 

=
1

2
· 𝑥 [

𝑛

2
] ∗
sin (

𝜋
8 · 𝑛)

𝜋𝑛
 

 

𝑦[𝑛 − 𝑁0] ≠
1

2
· 𝑥 [

𝑛 − 𝑁0
2

] ∗
sin (

𝜋
8 · 𝑛)

𝜋𝑛
 

→ zeitvariant 

 

c. Kausal? 

𝑦[−6] =
1

2
· 𝑥 [

−6

2
] ∗
sin (

𝜋
8 ·
(−6))

𝜋 · (−6)
 

𝑦[−6] = ⋯ · 𝑥[−3] ∗ … 

→ akausal5 

 
5 Zum Zeitpunkt 𝑛 = −6 ist das Signal vom Zeitpunkt 𝑛 = −3 noch nicht bekannt. 
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d. Stabil? 

𝑦[𝑛] =
1

2
· 𝑥 [

𝑛

2
] ∗
sin (

𝜋
8 · 𝑛)

𝜋𝑛
 

↓ 6 

𝜎[𝑛] ∗
1

𝑛
= − log𝑒 (−

1

𝑛
) 

↓ 

lim
𝑛→∞

(− log𝑒 (−
1

𝑛
)) 

= lim
𝑛→∞

(−(log𝑒(−1) − log𝑒(𝑛))) 

= lim
𝑛→∞

(log𝑒(𝑛)) − 𝑗𝜋 

= ∞ 

→ instabil 

 

e. Reell- oder Komplexwertig? 

→ reell 

 

Aufgabe 3.10: 

In vielen Bereichen der Signalanalyse ist häufig die Ermittlung der Signalenergie 

notwendig. Theoretisch ist die Signalenergie – sofern sie existiert – eine Konstante, da sich 

die Berechnung über ein unendlich langes Zeitintervall erstreckt. In der Praxis können 

jedoch nur Zeitintervalle endlicher Dauer für die Berechnung herangezogen werden, so 

dass stets nur eine zeitabhängige Kurzzeitenergie des Signals gemessen werden kann. Eine 

mögliche Form der Kurzzeitenergie eines Signals 𝒙[𝒏] ist 

𝒆𝒙[𝒏] = ∑ 𝒙𝟐[𝒌]

𝒏

𝒌=𝒏−𝑵+𝟏

 

wobei 𝑵 die Dauer des Messintervalls ist. 

  

 
6 Abschätzung: 

1

2𝜋
 ist egal, |sin(𝑥)| ≤ 1 
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a) Entwerfen Sie ein System bestehend aus einem Quadrierer und einem linearen 

Filter, so dass das Ausgangssignal dieses Systems die Kurzzeitenergie 𝒆𝒙[𝒏] des 

Eingangssignals 𝒙[𝒏] ist.7 

 

𝑒𝑥[𝑛] = ∑ 𝑥2[𝑘]

𝑛

𝑘=𝑛−𝑁+1

 

= ∑ 𝑥2[𝑘]

∞

𝑘=−∞

· (𝜎[𝑘 − (𝑛 − 𝑁 + 1)] − 𝜎[𝑘 − (𝑛 + 1)]) 

↓ 

𝐵𝑟𝑒𝑐𝑡 = 𝑛 − (𝑛 − 𝑁 + 1) = 𝑁 − 1, 𝑃𝑟𝑒𝑐𝑡 = 𝑛 −
𝑁 − 1

2
 

↓ 

= ∑ 𝑥2[𝑘] · 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
𝑘 − 𝑃𝑟𝑒𝑐𝑡

2
·
2

𝐵𝑟𝑒𝑐𝑡
]

∞

𝑘=−∞

 

= ∑ 𝑥2[𝑘] · 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
𝑘 − (𝑛 −

𝑁 − 1
2 )

2
·

2

𝑁 − 1
]

∞

𝑘=−∞

 

= ∑ 𝑥2[𝑘] · 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
(𝑛 −

𝑁 − 1
2 ) − 𝑘

2
·

2

𝑁 − 1
]

∞

𝑘=−∞

 

 

𝑒𝑥 [𝑛 +
𝑁 − 1

2
] = ∑ 𝑥2[𝑘] · 𝑟𝑒𝑐𝑡 [

𝑛 − 𝑘

2
·

2

𝑁 − 1
]

∞

𝑘=−∞

 

= 𝑥2[𝑛] ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
𝑛

2
·

2

𝑁 − 1
] 

 

𝑒𝑥[𝑛] = 𝑥2[𝑛] ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
𝑛 −

𝑁 − 1
2

2
·

2

𝑁 − 1
] 

ℎ[𝑛] = 𝑟𝑒𝑐𝑡 [
𝑛 −

𝑁 − 1
2

2
·

2

𝑁 − 1
] 

 
7 Grafik aus Lösungen übernommen 
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Formelsammlung 

𝑥[𝑛 − 𝑁0] ↔ 𝑒−𝑗𝜃𝑁0 · 𝑋(𝑒𝑗𝜃) 

𝑥[𝑛] = {
1
0
     
|𝑛| ≤ 𝑁1
|𝑛| > 𝑁1

↔

sin ((2𝑁1 + 1) ·
𝜃
2)

sin (
𝜃
2)

 

 

ℎ′ [𝑛 +
𝑁 − 1

2
] = 𝑟𝑒𝑐𝑡 [

𝑛

2
·

2

𝑁 − 1
] 

𝐻′(𝑒𝑗𝜃) =

sin ((2 ·
𝑁 − 1
2 + 1) ·

𝜃
2)

sin (
𝜃
2)

 

=
sin (𝑁 ·

𝜃
2)

sin (
𝜃
2)

 

 

ℎ[𝑛] = ℎ′ [𝑛 −
𝑁 − 1

2
] 

𝐻(𝑒𝑗𝜃) =
sin (𝑁 ·

𝜃
2)

sin (
𝜃
2)

· 𝑒−𝑗𝜃·
𝑁−1
2  

 

b) Berechnen Sie allgemein die Fouriertransformation 𝑬𝒙(𝒆
𝒋𝜽) der Kurzzeitenergie in 

Abhängigkeit vom Eingangssignalspektrum 𝑿(𝒆𝒋𝜽) und der Messdauer 𝑵. 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

 

𝐸𝑥(𝑒
𝑗𝜃) = ℱ(𝑥[𝑛]2) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 

=
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑋)(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻(𝑒𝑗𝜃) 
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c) Wie ist die Messdauer 𝑵 für ein Signal der Form 𝒙[𝒏] = 𝑨 · 𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟎 · 𝒏) zu wählen, 

damit 𝒆𝒙[𝒏] in diesem speziellen Fall konstant, d.h. zeitunabhängig ist? 

 

𝑥[𝑛] = 𝐴 · 𝑐𝑜𝑠(𝜃0 · 𝑛) 

𝑥2[𝑛] = 𝐴2 · cos2(𝜃0 · 𝑛) 

= 𝐴2 ·
1

2
· (1 + cos(2𝜃0 · 𝑛)) 

 

𝑒𝑥[𝑛] = ∑ 𝑥2[𝑘]

𝑛

𝑘=𝑛−𝑁+1

 

= ∑ (𝐴2 ·
1

2
+ 𝐴2 ·

1

2
· cos(2𝜃0 · 𝑘))

𝑛

𝑘=𝑛−𝑁+1

 

=
𝐴2

2
· (𝑁 + ∑ cos(2𝜃0 · 𝑘)

𝑛

𝑘=𝑛−𝑁+1

) 

↓ 

∑cos (2𝜋 · ℤ ·
𝑘

𝑁
)

𝑁

𝑘=0

= 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. 

↓ 

2𝜋 · ℤ ·
𝑘

𝑁
= 2𝜃0 · 𝑘 

2𝜋 ·
ℤ

𝑁
= 2𝜃0 

(Die Messdauer kann nicht von einer Laufvariable abhängen, weil sich die Messdauer sonst 

ständig ändern würde. Wrsl. steht das 𝑘 in der Lösung für eine beliebige ganze Zahl ℤ = 𝑘) 

2𝜋 ·
𝑘

𝑁
= 2𝜃0 

𝑁 =
𝑘𝜋

𝜃0
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Aufgabe 3.11: 

Gegeben sei ein zeitdiskretes Bandpasssignal 𝒙[𝒏] mit dem abgebildeten Spektrum 

𝑿(𝒆𝒋𝜽). Dieses Signal wird mit einem Puls 𝒑[𝒏] bestehend aus äquidistanten Einsimpulsen 

multipliziert. Danach erfolgt eine ideale Tiefpassfilterung. 

 

 

𝜽𝟏 = (𝑴− 𝟏) ·
𝝅

𝑵
, 𝜽𝟎 = 𝑴 ·

𝝅

𝑵
, 𝜽𝟐 = (𝑴+ 𝟏) ·

𝝅

𝑵
, 𝜽𝒈 =

𝝅

𝑵
 

𝑴 < 𝑵− 𝟏, 𝑴 gerade 

 

a) Berechnen und skizzieren Sie die Spektren 𝒁(𝒆𝒋𝜽) und 𝒀(𝒆𝒋𝜽) der Signale 𝒛[𝒏] und 

𝒚[𝒏]. 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] =
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

↔
2𝜋

𝑁
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

 

 

𝑍(𝑒𝑗𝜃) =
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑃)(𝑒𝑗𝜃) 

=
1

𝑁
· (𝑋(𝑒𝑗𝜃) ∗ ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

) 

↓ 8 

 
8 Frequenzbereich ist 2𝜋-periodisch 
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=
1

𝑁
· (𝑋(𝑒𝑗𝜃) ∗ ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑘=0

) 

=
1

𝑁
· ∑ 𝑋(𝑒𝑗·(𝜃−

2𝜋𝑘
𝑁
))

𝑁−1

𝑘=0

 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = Λ (
𝜃 − 𝜃0
𝜃2 − 𝜃0

) 

= Λ(
𝜃 −𝑀 ·

𝜋
𝑁

(𝑀 + 1) ·
𝜋
𝑁 −𝑀 ·

𝜋
𝑁

) 

= Λ(
𝜃 −𝑀 ·

𝜋
𝑁

𝜋
𝑁

) 

 

𝐻(𝑒𝑗𝜃) = 𝑁 · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
1

𝜃𝑔
) 

= 𝑁 · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
𝑁

𝜋
) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝐻(𝑒𝑗𝜃) · 𝑍(𝑒𝑗𝜃) 

= 𝑁 · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
𝑁

𝜋
) ·
1

𝑁
· ∑ 𝑋 (𝑒𝑗·(𝜃−

2𝜋𝑘
𝑁
))

𝑁−1

𝑘=0

 

= 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
𝑁

𝜋
) · ∑ Λ(

𝜃 −
2𝜋𝑘
𝑁 −𝑀 ·

𝜋
𝑁

𝜋
𝑁

)

𝑁−1

𝑘=0

 

      

↓ 9 

= 2 · Λ(
𝜃
𝜋
𝑁

) = 2 · {1 −
|𝜃| · 𝑁

𝜋
0

     
0 ≤ |𝜃| ≤

𝜋

𝑁
𝜋

𝑁
≤ |𝜃| ≤ 𝜋

 

 
9 𝑀 gerade 
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b) Berechnen Sie das Ausgangssignal 𝒚[𝒏] des Systems. 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 2 · Λ(
𝜃
𝜋
𝑁

) 

↓ 

𝑘 · Λ (
𝑡

𝑘
) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑘
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑘
) 

2 · Λ(
𝜃
𝜋
𝑁

) =
2𝑁

𝜋
· (𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

2
·
2𝑁

𝜋
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

2
·
2𝑁

𝜋
)) 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] =
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
1

𝛼
) 

 

𝑦[𝑛] = 2𝜋 ·
2𝑁

𝜋
· (
sin (

𝜋
2𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
)

2

 

= 4𝑁 · (
sin (

𝜋
2𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
)

2

 


