Gernot Polivka | 12009686 |

11. Ubung
Aufgabe 5.5:

In entsprechender Weise wie bei Analogfiltern, konnen auch bei digitalen Filtern
Frequenztransformationen angewendet werden, um aus einem Tiefpass andere
frequenzselektive Filter zu erzeugen. Die einfachste dieser digitalen
Frequenztransformationen ist eine Tiefpass-/Hochpasstransformation, bei der z in der
Ubertragungsfunktion des Tiefpassfilters durch —z ersetzt wird, d.h.

Hyp(z) = Hyrp(2)|;5—,

a) Zeigen Sie anhand der Pol-/Nullstellenform von Hyp(z), dass diese
Frequenztransformation tatsachlich ein Hochpassfilter liefert. Skizzieren Sie im Pol-
/Nullstellendiagramm die Transformation eines konjugiert komplexen
Tiefpasspolpaares.

Pole-Zero Map Pole-Zero Map
é‘n 0.2 3 0.2 ’
E 0¢ E 0
Enrczz' } En—::z }
-1 8 -0 2Rea|::AxiS:: 2 0.4 06 0.8 1 N -1 0.8 06 0.4 -0 2RealflAXiSZl 2 8 1
(p 1 1) (p L 1)
= — e = ——
4+1'3 P
P=R&tj-1
z+1
Hrp(z) =
re(2) (z-=-R+j-D)-(z=@R—j-D)
—z+1
Hyp(z) =
wp(2) (—z=R+j-D)-(~z=R—j-D)
P=—-R+j-1

Spiegelung an der imaginaren Achse bewirkt Spiegelung des Betragsverlaufes?!
zZ—> -z
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b) Wie hangen die Tiefpassgrenzfrequenz und die Hochpassgrenzfrequenz zusammen?

fs

Hg =n- Hg,TP» fg = 2 fg,TP

fs ... Abtastfrequenz

c) Andert sich die Sperrdampfung und Durchlasswelligkeit durch diese

Transformation?
As Kritische Dampfung A= Bessel A= Butterworth
A — A — Ay _
A 1 3dB . IJdB A I—BGB

c

|

|
|

c

A Tschebyscheff Pee Tschebyscheff invers N Elliptisch (Cauer)
AD - —— AU - A\: —
A AL 2 A A
A —% AH_7/ ; 4
f ; f WVaV: f

f. f. f, f.f,

Die Wellen im Durchlassbereich werden einfach mitgespiegelt,
aber in Art und Form nicht gedndert.

d) Verifizieren Sie die Wirkungsweise dieser Transformation auch am konkreten Fall
eines Tiefpassfilters erster Ordnung, das mit Hilfe der bilinearen Z-Transfromation
aus einem normierten analogen Referenztiefpass gewonnen wird.
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Formelsammlung

H(z) = H(s)| _12-1
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e) Wiederholen Sie die vorhergehenden Punkte fiir die weiteren zwei elementaren
Transformationen

HBP(Z) = HTP(Z)IZA—ZZ
Hgs(z) = Hrp(2)|,_,,2

a. Verifizieren Sie die gegebene Beziehung anhand der Pol-/Nullstellenform.

Hpp(z) = Hrp(2) Iz—>—22

Pole-Zero Map Pole-Zero Map

Imaginary Axis
Imaginary Axis

-0.2 0 0.2 0.4 08 06 04 02 0 0.2 0.4
Real Axis - Real Axis

<N=—1, P =

1
e
<N=i1, Pz(i%i\/ii)- =R, <i_zi\/%)'m)

Hop(2) = z+1
TPAZ C(z=-R+j-D)-(z—(R—-j-D)
Hgp(z) = Ak

(—z2—=R+j-D)-(-z2=R—j-D)

Durch die Duplizierung/Spiegelung der Pol- und Nullstellen erhélt der Betragsverlauf eine
zusatzliche Flanke. Weil die Pole in die Mitte und nach oben verschoben werden ist die

Distanz zu den Polen relativ zu den Nullstellen bei 8 = ggeringer als bei 8 = 0 - Bandpass.3

3 Sjehe 5.11b
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Hps(2) = Hrp(2),5,2

Pole-Zero Map Pole-Zero Map

Imaginary Axis
Imaginary Axis

A1 . -1 e
08 06 04 0 P P a8 08 06 04 a

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 - 08 06 04 02 0 0.2 0.4
Real Axis N Real Axis

1

(N=—1, P=%ij-§)—>(N=i‘1, Pzi,/Rij-I)

; _ z+1
TP(Z)—(Z_(R+j.]))-(z—(R—j'l))

; ~ z2+1
BS(Z)—(Zz_(R+j.1))-(zz—(R—j'I))

Im Vergleich zu der vorherigen Transformation kommt noch eine Drehung hinzu. Weil die
Pole von der Mitte weg und nach unten verschoben werden ist die Distanz zu den Polen

relativ zu den Nullstellen bei 8 = % groBer als bei & = 0 - Bandsperre.*

b. Wie hangen die Grenzfrequenzen der Filter zusammen?
Hochpass
Z—> -z

p fs

g — T — Hg,TP: fg = E - fg,TP

Bandpass
z—> —z?

eI0 s _pJ20 — pj-2(8+m)

Hg,TP _ E + fg,TP

0 , =
2 g 4~ 2

9

T
=+
2
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z = 72
ejB N e]29 = el 260
) Hg,TP f _ fg,TP
gl 2 ) gl 2
0 _ Hg,TP f _ E _ fg,TP
92 2’ 9272 2

c. Andert sich die Sperrdampfung und Durchlasswelligkeit durch diese

Transformation?
Nein.

Die Betragsverlaufe werden um verschiedene Achsen gespiegelt,
es andert sich aber nie deren Form.

d.
Beispiel.
" B 1
TP(Z)_1+1'Z_1
v z+1
(v =1
z— —z?
H _ 1
gp(2) = L —,2 1
—-z2+1
. 1
0| —
|Hsp(e’)| = | —77270
1 1 —eJ20
yd .\.\\\\ AN

B - real part
0.3 imaginary part

50.B.d.A

Verifizieren Sie die Wirkungsweise der Transformationen an einem konkreten

z = 72
. _ 1
ps(2) = ?
z2+1
. 1
0] —
|Hes(e”)| = |—0e—7
L+ ej20 + 1
e -
\\\\.- P //

real part
imaginary part
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Aufgabe 5.8:

Von einem digitalen Filter mit reellwertigen Koeffizienten sei die Impulsantwort gegeben:

1
hy[n] = a™ - o[n] —3 é6[n]
Mit diesem Filter wird nun ein neues Filter mit der Impulsantwort h[n| = hy[n] + hy[—n]

gebildet.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(z) des neuen Filters.
Formelsammlung

z
a"-a[n]HZ_a, |z| > |a|

S[n] &1, Vz

1
<|z| <

— X —1,
x[-n] & X(z™%) R R

hi[n] = a™ - a[n] —%-S[n]

z 1

P
» 1 1
M) =1-07 2

H(z) = H,(2) + H,(z™")
z 1 1 1

=Z—a 2 1—-a-z 2
z 1
:z—a l—-a-z
z-(l—-a-z2)+z—a
T Gz-a) - (-a-2)
z—a-z’+z—a—(z—a)-(1—a-z)
- (z—a)-(1—a-z)
z—a-z*+z—a—-z+a+a-z*—a’ z
- z—-a) -(1—a 2)
z—a?-z
:(z—a)-(l—a-z)
z-(1—a?
" Gz-—a)-(1-a-2)
z-(a®>—-1)

:a-(z—a)-(z—%)
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b) Bestimmen Sie den Konvergenzbereich und skizzieren Sie das Pol-
/Nulistellendiagramm von H(z).
Hy(z) & |z| > |al

1) o L 1
(@) o =<z < —

|al
1
H(z) HH> |z| > |al

lal <1

1
N =0, P=a,a, a=0.75

Pole-Zero Map

Imaginary Axis

" Real Axis

c) Berechnen und skizzieren Sie Betrags- und Phasenverlauf des Frequenzgangs
H(e?).

z-(a®>-1)
H(z) = 1
a-(z—a)~(z—a)
H(e?) = e/ (a®—1)

a-(eff—aq)- (eje _l)

a
el? . (a®> - 1)

a-(el® —a)- (ej9 —1)

a

) o (1)
=0 —arg <(€j9 —a): (eje B %)>

arg (H(eje)) = arg
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=60 —arg <(cos(9) —a+j- sin(@)) . <cos(0) — % +j- sin(@)))

1 1
=6 —arg (cosZ(H) —a-cos(B) +j - sin(@) cos(8) — 7 cos(6)+1— 2 - j-sin(@) +j
-sin(@) - cos(8) —a - j - sin(@) — sinZ(H))
=0 —arg (cosZ(G) —sin?(8) +1 — (a + %) - cos(8) +j - 2sin(0) cos(8) — (a + %) K sin(G))
1
=0 —arg (2 - cos?(0) — (a + E) - (cos(0) + j - sin(B)) + j - 2sin(H) cos(9)>

a’?+1 a’+1
- cos(0) —

=60 —arg <2 - cos?(0) — - j - sin(0) + j - 2sin(0) cos(@))

2 2
=0 —arg <cos(9) . <2 - cos(0) — a : 1> + j - sin(6) - (2 cos(6) — : : 1))

2
sin(0) - (2 cos(0) _4 :1>
=6 —tan?! 711
cos(H)-(Z-cos(B)— 7 >
P sin(0)
6 — tan <Cos(9)
= 6 — tan"!(tan(8))
=0-0
=0
. el? . (a®> -1
(o)) = |— 2D
a-(e —a)-(e _E)
1
=(1-a?-
. , 1
(e — ). (ei0 — 2
a-(e? —a) (eJ a)
1
= (1—a2) . E. 1
20 _ ,j6 . 2z
e’ e’ (a+a)+1
a 2) 1 1
= —a . |—
@ ef29+1—ef9-az+1
1 1
=1-a?)-|-- >
a i0 . 0 —igy _ ~9.a +1
el? - (el +e719) — el 2
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1 1
:(1—a2)._. 2+1
@ 619-2-cos(0)—ef9-aa
1 1
=1-a?)-|-- >
a ef9-(2-cos(9)—a;_1)
_1-a® 1
" 1+a? |_2a _
1% a2 cos(6) — 1

d) Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantwort a[n] des neuen digitalen Filters.

Z 1

H = -1
(2) z—a+1—a-z

z z71

= + -1

Formelsammlung

VA

-a[n]<—>z_a

x[-n] & X(z™Y)




k=0 k=0
l
N %)
k_l_qN+1 "
q - 1_q ) q
k=0 k=0
l
nz=
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1— an+1

= —o[n] + o[n] - +
1—a

1 _ an+1 1

=—-1+4+

1—a*14+1—-14+a

1—a +1—a

1—a
1+a—a™?
B 1—a

n<o

k=0 k=0 k=0
1—aq*! 1 1—a™
= — -|- —
oln] +aln] 1—a 1—a 1—a
B 1 1—a™
T 1-a 1—a
a—Tl
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Aufgabe 5.11:

In diesem Beispiel wird ein digitales Hann-Filter untersucht, das folgende
Ubertragungsfunktion aufweisen soll:

1-z°
1-2z1)-(1-2z1+2z2)

H(z)=K -

a) Zeichnen Sie das Pol-/Nullstellendiagramm fiir H(z) und beachten Sie dabei eine
eventuelle Aufhebung von Pol- und Nullstellen.®

1-zYH - 1-z1+z2=0
=1—z1—-z14+z24+2722—-23
=z3-2z2+2z—-1
(Nullstelle beiz = 1)

73 —2z°4+2z—-1 5
=zc—-z4+1=0

z—1
1 V3
P=1 Pyy=—+j -—
1 2375 TJ )
2T 1 \/§
N=0e%" P=01-%j —
¢ 2577
Pole-Zero Map
1 L T
0.8 .-‘3".. . : @, .
% 0.2F
g P PP BB e @]
g-:‘ 2
8 e. B -
_]-1 5 0 0.5 1 1.5
Real Axis

6 Die Nullstelle bei z = 0 kommt von der Polstelle im Nenner und die Polstelle bei z = 0 von der Polstelle im
Zahler.
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b) Welchen Filtergrad hat das gegebene Filter? Was fiir ein Filtertyp (Bandpass,
Hilbert-Transformator, etc.) liegt vor?

,Die Nullstellen linearphasiger FIR-Filter liegen in der komplexen z-Ebene entweder direkt am
Einheitskreis oder gespiegelt am Einheitskreis.””’

— linearphasig

,Das Rauschen wird mit zunehmender Filterordnung (= Anzahl der Pole) vergréfSert [...]“8

— 3. Ordnung

[He™)l

Unit circle

yan

7 Zeitdiskrete Signale und Systeme*, Gerhard Doblinger, S.132
8 https://www.umit-tirol.at//data.cfm?vpath=vorlesungen/2 vo gbsv S.10
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|H(e’%)| kann direkt aus dem Pol-/Nullstellendiagramm abgeschétzt werden:*1°

- n=0lvn(6)|
H(el0)| = =2 2
| (e )l §=0|vp(9)|

l
(im Falle des 1.ten Bildes)

|H ()| =

|171|2

vl - w3l

— Tiefpassfilter

(weil der Abstand zu den Nullstellen flir héhere Frequenzen 6 — g kleiner wird)

c) Wie ist der Faktor K zu wihlen, damit H(e/®) = 1 ist?

HG) = K e
1-z1YH-1-2z142z72)
. 1— e J60
HE) =K a oy a—e 7 s o9
1— e )oY
1=K-lm (1—eJ9) - (1 —e I8 + ¢7J29)
1 — o0
=K T ey e 20 — 0 § o120 — gm0
1— e )oY
=Kl 1—-2-e7J0+2.¢7J260 — ¢=J30

! (L'Hospital)

j-6-eJ60
=K - lim . - . -
0-00j-2-e7J9 —j.-4.e7J20 4 j.3.¢7J30
=Ky
K_l
6

% https://engineering.purdue.edu/~mikedz/ee301/OW Chapl10 ZT Partll.pdf S.1 ff.
10 pol- und Nullstellen im Ursprung brauchen nicht beriicksichtigt werden.
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d) Erfinden Sie ein Schaltbild des digitalen Filters mit Addierern, Multiplizierern und

Verzégerungselementen.

Hi = 1 1—2z7°
@)= 6 (1—z1)-(1-z1+2z2)
1—-2z"° 1
Y(z) = 0-729 d-2"%129 6 X(2)
1
A(z) = 4 X(2)
- . A - : 7A@
TA-z0)-(A-z'4z29) T -z -A-z1+z2 = V¥
1 1
T(-zY) - (A-z14z7?) Alz) - 1-z1) -(1-z1+272) Al@n-s
B(z) = A(2) — A(2)n-s
B B(z)
T (1-z1)-(1-2z1+272)
Y(z)-(1-z1+27%) = (1Ei(?_1)
B(z)
C@D=7=,7
=B(2)+z 1 C(2)
B(z) + C(2)p-1
Y(2)-(1—-2z"14+272) =C(2)
Y(2)=C@)+zt (Y(2)—z71-Y(2)
. ~ 67
X 5 A B C Y
G—>>—0 —o
T

5
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e) Zeigen Sie, dass das Hann-Filter auch mit einem FIR-Filter realisiert werden kann
und bestimmen Sie die Impulsantwort des Filters.
1 1—2z°
HD = a7 a-z129
1 (z6—-1)-z°
"6 (A-z)-(A-z'+z72)

—

e (e (-4

z6-(1—z1Y)-(1—-z142z772)
_1.(z—1)-(Z+1)-(ZZ—Z+1)-(ZZ+Z+1)
6 z6-(1-z1)-(1-2z1+4+2772)
1.
6

z-1D- @+ - E*-z+1D)-(*+z+1)
z6-(z—-1)-z7t-(z22—-2z+1)-2z72
_1_(z+1)-(z2+z+1)

6 z3
1 z234+222+2z+1
6 z3

1
=z (1+2z7142z72+273)

Formelsammlung
x[n+ny] o z™ - X(2)

6[n]e1

h[n]=%-(6[n]+2-6[n—1]+2-6[n—2]+6[n—3])



