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10. Ubung
Aufgabe 4.10:

Von einem digitalen Filter sind die Pole z,; und Nullstellen z,; der Ubertragungsfunktion
H(z) gegeben:

Zo1=0, zp =a Zg1 = b, 202=%
Mit0 <a<1lbzw.0<b<1lunda # b.

a) Skizzieren Sie das Pol-/Nullstellendiagramm.

Pole-Zero Map

5::2
= R
g 0 23 4 b
2.,
go2r
-
-1 0 0.5 1 1
Real Axis
a=0.5, b =0.75
% MATLAB
a = 0.5;
b =0.75;
z = tf('z");
g = ((z-b)*(z-1/b))/(z*(z-a));
pzmap(g);

b) Berechnen Sie allgemein die Ubertragungsfunktion H(z) dieses Filters. Wie ist der
Verstarkungsfaktor in Abhangigkeit von a, b zu wahlen, damit H(z)|,-, = 1 ist?

H(Z)zk.(z_b)'(z_%)
z-(z—a)
(1—b)-(1—%)
T 1-(1-a)
1—a
k_

_(1—b)-(1—%)
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c) Bestimmen Sie die minimalphasige Teilliibertragungsfunktion H,,,(z) des Filters und
skizzieren Sie deren Pol-/Nullstellendiagramm.

minimalphasig! & |zy;] < 1

Allpass? & P = z,;, N = i

Zooi

1
(z=Db)-lz—+
H(z) = k- Z_(Zga)b)= n(2) - Ha(2)
(z—-b) 1
k‘m'(Z‘z)=Hm<Z>'Ha(Z)

13

(z—b) (z—-b) 1
k'z.(z—a)'(z—b).(z_z):Hm(z)'Ha(Z)

1
L. (D) _(Z_E)_
z-(z—a) (z—=b)

Hp(2) - Ho(2)

(z-b)?

Hm(Z) =k m

Pole-Zero Map

Imaginary Axis
=] =) o o o

2 0.4 0.6 0.8 1

02 0 0
Real Axis

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Minimalphasensystem#Zeitdiskrete Systeme
2 https://de.wikipedia.org/wiki/Allpassfilter#Pol- und Nullstellen
3 polstellen des Allpass an Nullstellen anpassen — Minimalphasensystem entsprechend anpassen



https://de.wikipedia.org/wiki/Minimalphasensystem#Zeitdiskrete_Systeme
https://de.wikipedia.org/wiki/Allpassfilter#Pol-_und_Nullstellen
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d) Bestimmen Sie die Allpassteiliibertragungsfunktion H,(z) des Filters und skizzieren
Sie das zugehorige Pol-/Nullstellendiagramm.

_1
Ha(?) = —2

Pole-Zero Map

Imaginary Axis

.5 1 1.5

Real Axis

e) Sind das minimalphasige Teilfilter und der Allpass stabil und kausal?

Eigenschaft Pole a , der Ubertragungsfunktion
Asymptotisch stabiles System Alle Pole d , besitzen einen Betrag |a | < 1

Alle Losungen a , besitzen einen Betrag [a ;| < 1,
Grenzstabiles System zusatzlich liegt mindestens eine einfache Lésung mit
Betrag [a | = 1 vor

Es existiert mindestens eine Lésung a , mit einem

Instabiles System Betrag |a | > 1 oder eine mehrfache Lésung mit
Betrag ja | =1
Ho@ =k ZZ2 <
z)=k-—— - Ja
m z-(z—a)
1
Z”p
H,(z) = - |b|<1

Beide Teilsysteme sind stabil.

Kausal, wenn Zahlergrad M < Nennergrad N.*

Hm(z)=k~ﬂ—> M=2<N=2
z-(z—a)
Ho@)=——) > M=1<N=1

Beide Teilsysteme sind kausal.

4 https://www.eit.hs-karlsruhe.de/mesysto/teil-b-zeitdiskrete-signale-und-systeme/zeitdiskrete-systeme-im-z-
bereich/interpretation-der-uebertragungsfunktion/uebertragungsfunktion-und-kausalitaet-von-systemen.html



https://www.eit.hs-karlsruhe.de/mesysto/teil-b-zeitdiskrete-signale-und-systeme/zeitdiskrete-systeme-im-z-bereich/interpretation-der-uebertragungsfunktion/uebertragungsfunktion-und-kausalitaet-von-systemen.html
https://www.eit.hs-karlsruhe.de/mesysto/teil-b-zeitdiskrete-signale-und-systeme/zeitdiskrete-systeme-im-z-bereich/interpretation-der-uebertragungsfunktion/uebertragungsfunktion-und-kausalitaet-von-systemen.html
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f) Geben Sie (sofern méglich) fiir beide Teiliibertragungsfunktionen H,,(z) und H,(z)
Realisierungen mit Addierern, Multiplizierern und Verzégerungselementen an.>

Formelsammlung

z
a™ - o[n] Hz—a' |z| > |a|
—b)?
Hm(Z)=k'%

_ z2 ) b-z b?
B .<Z-(z—a)_ .Z-(z—a)+z-(z—a)>

zk —2bk bk
= + +
z—a z—a z-(z—a)
zk —2bkz

= +2z71
z—a z—a

b?*kz
z—a
h,[n]l=k-a"-o[n] —2bk-a™ ' -c[n—1] + b** -a™ 2 o[n — 2]

+z72

Z—l
Ha(2) = —2
_z R ( 1) VA
“z-b b) z—b
1
hy[n] = b™ - o[n] — 5’ b 1.o[n—1]

?
T
—2bk @
[

5> Grafik aus Lésung lbernommen
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Aufgabe 4.11:

Es sei ein zeitdiskretes kausales LTI-System mit dem Eingangssignal x[n] und dem
Ausgangssignal y[n] gegeben. Dieses System wird durch ein Paar von
Differenzengleichungen spezifiziert, die jeweils ein Zwischensignal w[n] enthalten:

y[n]+%-y[n—1]+w[n]+w[n—1]=%-x[n]

yln] ~ 5 yIn—1]+2 - win] ~ wn — 1] =~ - x[n]

a) Bestimmen Sie den Frequenzgang H(eﬂ’) und die Impulsantwort h[n] dieses
Systems. Ist das System stabil?

Formelsammlung

x[n — Ny] © e 7o . x(e9)

y[n]+l-y[n—1]+w[n]+w[n—1]=

> - x[n]

N| =

. 1 ) ) . ) . 1 .
Y(efe) + 5 e Jo . Y(efe) + W(efg) +eJ0. W(efe) = 5 X(efe)
) 1 . . . 1 )
Y(e/®) - (1 +s e—fe) +W(e) - (1+e70) == X(e?)

%-X(eje) —-v(e?)- (1 + % : e‘je)

W(e) = 1 +e)

ylnl ~ 5y~ 11+ 2 win] ~ win — 1] = ~ > - x[n]

. 1 . . . . . 1 .
Y(e/?) — 5 e 1. v(ef)+2 -w(e?)—e 0 - w(el?) = -3 X(e’?)

r(e) (1~ Z. e7) + W(e?) (2 - ) = 2 X(e)

3
1 . . 1 .
, 1 . —-X(efe)—Y(efe)- 14+5-e7/° . 1 .
Y(efe)-(l—z-e—19)+2 (1+e_j9() 2 )-(Z—e‘ﬂ) =—5-X(e)
1 , ,
' 1 , 1+5-e779)-(2—e79) 1 , 2—e /0
() 1=z e - s a +2,:—fe) =g X (1 +ﬁ)
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L (14 2=")
H(el®) v(e”) 2 (1+e7%)
€ ) T X (eit) " : :
X(e’?) 1 (1+%-e‘19)'(2—e‘19)
1—5-eJ6 — :
2 (14 e779)
_3
__1 14+e /9
2+ej6—ejo L. g-sos
1_1.6_]'9_ 2
2 1+e /9
_3
_ 1 14+e7J°
= —— 1 '
2—5-eJ20
1_1.e—j9_2—,
2 14+e-/9
_ 3
2 1 . 1
2 (1—7-e‘19)-(1+e‘19)—2+7-e‘129
3 1
2 1—%-6‘1'9+e‘f9—%-e‘f29—2+%-e‘1'29
3 1
2. 1 .,
1—761

Formelsammlung
1

a®-on]l & —
nl 1—a-e /9

b) Bestimmen Sie eine einzelne Differenzengleichung, durch die x[n] und y[n]

verkniipft sind.
Y(e/?) = H(e/?) - X(e’?)

3 1 .
= x(e)
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c) Skizzieren Sie eine Realisierung des Systems mit Addierern, Multiplizierern und

Verzégerungselementen.

X[n] + yin]

N
N|—

Aufgabe 4.12:
Ein einfacher digitaler Klangregler lasst sich mit einem Filter mit folgender

Ubertragungsfunktion realisieren:

H(Z) = b1 + bz : Z_2

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten b; und b, so, dass |H(e/°)| = H und
H (e’f) = 1 ist. Skizzieren Sie einen typischen (nichttrivialen)

Amplitudenfrequenzgang des Filters.®

Formelsammlung
x[n+ny] o 2§ - X(2)
d[n] e 1

8[n — Ny] < e 1Mo

H(z)=b;+ b, -z
hin] = by - 8[n] + b, - §[n — 2]

H(eje) = b1 +b2 ‘e_jze

6 Grafik aus Lésung tibernommen



Gernot Polivka | 12009686 |

|H(e’%)| = by + b, = H,

T .
H(e'z) = by + b, - eI
bl_bzzl
b2:b1_1

b1+b1_1=H0
_Hotl _Hy-1

1= 2 ) 2 2

Magnitude (dB)
—_ — N
o " o

T T

o
T

1 Il Il 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Normalized Frequency (xm rad/sample)

(=]

60 T T T T

Phase (degrees)

1 Il 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Normalized Frequency (xm rad/sample)

b) Uberpriifen Sie (mit Begriindung) folgende Aussagen
a. Das Filter ist rekursiv.

hin] = b, - §[n] + b, - §[n — 2]

y[n] = hln] = x[n]
= by - x[n] + b, - x[n — 2]

Das Filter ist nicht rekursiv, weil y[n] explizit angegeben werden kann.
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b. Das Filter besitzt einen linearen Phasengang. Wenn ja, fiir welche Werte der

C.

Koeffizienten?

Linearitat

- (H(eja-(91+92))) —aq- (arg (H(efel)) + arg (H(ejez)))

H(eje) :b1+b2‘e_j29

bl =0
arg (H(e/*@1+02)) = arg(b, - e /20 01+02))
=—-2a- (61 + 02)

=a- ((_291) + (_292))

= a- (arg (H()) + arg (H(e/*)))

b, =0
arg (H(eja-(91+92))) = arg(h,)
=0
=a-(0+0)

=a- (arg (H(ejgl)) + arg (H(ejez)))
Das Filter ist immer stabil.

y[nl = by - x[n] + by - x[n — 2]
Flr by, b, < oo ist das Filter BIBO-stabil.
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c) Zeichnen Sie ein typisches (nichttriviales) Pol-/Nullstellendiagramm fiir dieses

Filter.
_ Hy+1 b Hy—1

1= 2 4 2 2

H(Z)=b1+b2'z_2
H0+1 Ho_l
=" T2z
_z%-(Hy+ 1) +Hy—1
- 2 z2

Hy — 1
2 0
ZtE, 71

= (H 1)
(0+) 2'22

Pole-Zeroc Map

Imaginary Axis

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis

H0=2
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Aufgabe 5.2:

Ein einfaches Verfahren fiir den Entwurf von FIR-Filtern ist die Fenstermethode, bei der ein
idealisiertes Filter mit der unendlich langen Impulsantwort h;[n] durch einen Filter mit
endlich langer Impulsantwort
hsin] 0<n<N-1
h[n] = { d
] 0 sonst
approximiert wird. Dabei weicht die Ubertragungsfunktion H(eje) des realisierten Filters

von der Ubertragungsfunktion Hd(eje) des idealisierten Filters ab. Diese Abweichung sei
durch das FehlermaR

T
& =L (o) - (o) a0
-

erfasst.

a) Der spektrale Fehler E(e/%) = H(e/%) — H,(e/®) kann als Fouriertransformation
eines zeitlichen Fehlers e[n] dargestellt werden:

[0e]

E(e?) = Z e[n] - e /o

n=-—oo

Ermitteln Sie e[n] dieser Fourier-Darstellung in Abh&ngigkeit von h[n] und h;[n].

e[n] = h[n] — hq[n]

Formelsammlung

x[n] & X(e/%) = Z x[n] - e/
Kontrolle
E(eje) = Z e[n] - e/
= D (hln] = hgln]) - "
= Z hin] - e/ — Z haln] - e=/on

H(e/%) — Hy(e’?)
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b) Driicken Sie das FehlermaR €? als Funktion von e[n] aus.

Formelsammlung

[ee]

21T
x[n] =%f X(e/%)- e/ dh o X(e/?) = z x[n] - e~ifm

n=-—oo

T
& =L [l(e) - () a0
-1

[
1 812
- . 0
=0 [ 1B ao
3

2

(0]

z e[n] - e /o

—17 IN=—00

do

Il
S
—y

T

1 < .
<—- E IdMP-jkﬂ%Fde
2m
n=

—00 -

= Gelnli*-2m)

n=—oo

= i lefn]l?

n=-—oco

c) Zeigen Sie, dass das FehlermaRB €% dann minimal ist, wenn h[n] entsprechend der
oben angegeben Beziehung die zeitbegrenzte Impulsantwort des idealen Filters ist.

_ (@ 0<n<N-1
hln] = {0 sonst
(@)= ) lelnl
n=-—oo

= > lan - haln]l?

n=-—oo
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0¢€?
ﬁ(an) =
a [o2]
ﬁ( 2. |an—hd[n]|2> -
N-1
2+ ) (an = haln]) = 0
n=0
N-1

Aufgabe 5.4:

Sie sollen mit der bilinearen Z-Transformation ein digitales Tiefpassfilter erster Ordnung

mit der 3 dB-Grenzfrequenz f, = % (Abtastfrequenz f;) entwerfen. Dazu gehen Sie von

einem normierten analogen Referenztiefpass mit der Ubertragungsfunktion

1
Hal) =175

aus.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(z) des digitalen Filters. Skizzieren Sie

Betrags- und Phasenverlauf von H(z).”
Formelsammlung

z—1

z+1

Y
Il
Sl R

H(z) =————, v=tan(—

1
1+§~
z+1
vztv+z—1
z+1
U w+r D+ -1
v z+1

TU+1 v—1
Z+v+1

7 Grafik aus Lésungen iibernommen

) v=tan<n-];,—g>, H(z) = Ho(s)|,

z—1

=1
“vz+1
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. 1
H(eje) = ej9 1
1+vt- o0 T 1
1
= 0 0 0
e’z (e’f — e_]5>
1+vt-— X X
e’z (617 + e_]5>
B 1
- 6
2j - sin(+
1+v 1. d (62?)
2 - cos (7)
B 1
- 6
tan (=
1+ (72)
tan (ﬁ)
6
tan (=
|H(e/%)| = , arg H(eje)) = —tan~! (721)
o\ \ 2 tan (ﬁ)
tan (7) )
T
tan (1—0)
Betrag von H (65'6)
1
1
V2
0 Tm—
i -5 0 F m
)
. Phase von H (ej 9)
2
i
0
-1
75 v iy
—T - % 0 5 T
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b) Berechnen Sie Impuls- und Sprungantwort des digitalen Filters.

H(z) = 1 z+1
AR s =1
v+1
v z
= . (1 -1
v+l ,_1-v (1427
v+1

Formelsammlung
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= (@@ ol + (- @) o - 1))
1
="‘1|7'1.1 T (A—a™)-oln]+ (1 -a™ oln—1])

v+1

:%-((1—a”+1)-a[n]+(1—an)'0["_1])

c) Vergleichen Sie diese Impulsantwort mit der Impulsantwort, die man bei der

Anwendung er Impulsinvarianzmethode anstelle der bilinearen Z-Transformation
erhilt.®®

s 1
H, =Z
(s) £ s — S s+1

N
h(t) = Z Ay - ekt o (6)
k=1

N
= Z T - Ay - e . g[n]
k=1

d) Wiederholen Sie den Vergleich von Punkt c) sinngemaB fiir die Sprungantwort des
digitalen Filters.

N

_z Ay 1 1
k=1S_Sk s s+1
1 1

s s+1

N
a(t) = ZAk CeSkt L g (t)

=S

=1-e""T—1-e ™). gln]=1—-e")-0[n], T=—-=—

8 Buch S.142
°In der Lésung ist fir T = 2711;—9 gegeben, laut Buchist T = %
N

N



