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1 Grundlagen

Mathematik: einerseits Logik (was betreibt man?), andererseits Mengenlehre (womit betreibt man
es?)



1.1 Zahlen
1.1.1 Natiirliche Zahlen
N={0,1,2,3,...}

Peano-Axiome: Eine Menge N heifit Menge der natiirlichen Zahlen, wenn folgende Eigenschaften
erfillt sind:

1. 0 ist eine natiirliche Zahl: 0 € N
2. Jede natiirliche Zahl n € N hat genau einen Nachfolger n’ € N.
3. 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl, d.h. #n € N:n/ = 0.

4. Verschiedene natiirliche Zahlen besitzen verschiedene Nachfolger, d.h. Vm,n € N: m' =n/ =
m=n.

5. Besitzt eine Teilmenge S C N die beiden Eigenschaften

a) 0e S

b) mit jeder natiirlichen Zahl n € S ist auch n’ € S, dh. Vn e N:n € S =n' € S, dann gilt
S = N (Induktionsprinzip).

Rechenoperation: + definiert durch

n+0 =
n+l = n
n+k = (n+k)

Beispiel:

n+3 = n+?2

= (n+2)
n+1"
(n+1)"
(n))

"

o~~~

|
S

Rechenoperation: - definiert durch

n-0 = 0
n-k = (n-k)+n

Ordnungsrelation: < | natiirliche Ordnung” 0 < 1 <2 <3 < ... (wir verwenden < als Ord-
nungsrelation, da sie im Gegensatz zu < reflexiv ist)

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:

Beispiel:

I
[\
N

143
14+3+5 = 3



Vermutung: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ergibt n2, d.h. S, = 1+3+5+---+(2n—1) =
n? VneN.

So = 0=0?
S = 1=1?
allgemeiner Schritt n - n+1:
Sy = 143+ +(2n—1)=n?
Spp1 = 1434+ +2n—D+2n+1)=n>+2n+1)

n2

also

Satz (Prinzip der vollstdndigen Induktion): Gilt fiir eine Aussage P(n),n € N, dass:
1. P(0) wahr ist
2. P(n) = P(n+1) fiir allen € N

dann ist P(n) wahr fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.
Also:

PO)AN(VneN:P(n)= P(n+1))=VneN: P(n)
Bemerkungen:

o (1.) heiBt Induktionsanfang
(2.) heiBt Induktionsschritt (P(n): Induktionsvoraussetzung, P(n + 1): Induktionsbehauptung)

o Statt P(0) auch beliebiger Induktionsanfang P (ng) moglich; P(n) gilt dann fir alle n > nyg.

o Statt (2.) auch moglich:
(2.)) P(0),P(1),...,P(n) = P(n+1) fir alle n € N

Beispiel 1: Behauptung P(n) : 0+1+2+4---+n = "(HQH) Vn € Nbzw. Y7 ok = "("ZH)
Beweis:

1. Induktionsanfang n = 0: 0 = % OK

2. Induktionsschritt n — n + 1:

Zu zeigen:
O+14-+(n+1) = (”Jrl)QM
P(n):0+1+-+n = n(n2+1) 1)
O+14-+n+(n+1) = n(n;rl)Jr(nAﬂ)
0414 tnt (1) = “Tlnty)
Pn+1):0+1+--+n+(n+1) = (”+1)2(”+2)
q.e.d.



Bespiel 2: Behauptung: n? > n + 20 fir n > 5
Beweis durch vollstidndige Induktion:

1. n=5:25>5+20 OK

2. n—>n+1:

Zu zeigen:
(n+1)* > (n+1)+20
n? > n+20
n+1)?=n*+2n+1 > (n+20) + 2n +1 > n+21
>0
q.e.d.

Beispiel 3: Eine natiirliche Zahl n > 2 heiffit prim, wenn sie nicht als Produkt n = r - s mit
r,s € N;r <n,s < n darstellbar ist.
Behauptung: jede natiirliche Zahl n > 2 ist entweder prim oder als Produkt endlich vieler Prim-

zahlen darstellbar.
12=2%2.3

Beweis durch vollstandige Induktion:
1. Induktionsanfang: n =2 = 2' prim. OK.
2. Induktionsschritt: 2,3,....,n - n+1

a) Induktionsbehauptung: n + 1 ist prim oder Produkt endlich vieler Primzahlen.
Wir betrachten n + 1:

i. n+ 1 ist prim
oder

ii.n+l=r-smitr,s<n+1,alsor,s<n
r und s sind entweder prim oder Produkt enzlich vieler Primzahlen.
= n + 1 ist wieder Produkt endlich vieler Primzahlen.

q.e.d

1.1.2 Ganze und rationale Zahlen

NU{-1,-2,...} = Z
1 3
Zud= —
{33 } Q
1
QU {\/§7T827T 30 } = R
CZCQ C R
Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

7 ist die Menge der ganzen Zahlen. Hier gilt: a + x = b ist in 7Z stets 1osbar: x = b —a

Q:{Z]a,bEZ/\b;éO}



Q ist die Menge der rationalen Zahlen, wobei § = ¢ < a-d = b- ¢ — Erweitern, Kiirzen. In Q gilt:
a-x=bist Va,b € Q A a # 0 stets 16sbar: :):z%zb:a
Behauptung: die Gleichung 22 = 2 hat keine Losung in Q, d.h. v2 ¢ Q.
Beweis: Angenommen, /2 = % € Q mit p,q € N\ {0}; p, ¢ nicht beide gerade.
= p? = 2¢%> = p? gerade, p gerade, also p=2-r,r € N
= 4r?2 =2¢% = ¢® = 2r? = ¢? gerade, ¢ gerade. Widerspruch zu p, ¢ nicht beide gerade.

Also: V2 ¢ Q.

1.1.3 Reele Zahlen

R =Menge der reellen Zahlen = Menge aller positiven und negativen, endlichen und unendlichen
Dezimalzahlen.

127,5 = 1-10°42-10' +7-10°+5-10"! endliche Dezimalzahl
% = 0,4545--- = 0,45 reinperiodische Dezimalzahl
1

7 = 0,0833--- = 0,083 schlieflich periodische Dezimalzahl

V2 = 1,4142135... nichtperiodische unendliche Dezimalzahl

Endliche und periodische Dezimalzahlen sind rational (Q), nichtperiodische und unendliche Dezi-
malzahlen sind irrational (I). Sowohl rationale als auch irrationale Zahlen sind reell (R).

reR=r = =£cicp_1...C1C0,C_1C_2...
= & (10" + 1 10F 10 o+ e g 107 L)
Dezimalentwicklung von r zu Basis 10 mit Ziffern ¢;={0,1,...,9}.
>0
reR:|r| = {T "= Betrag von r
—r r<0

lr|] = max{ke€Z|k<r} Ganzteil (floor)
{r} = r—|r|] Bruchteil
=r = |r]+{r}
Rechnen in R: Operationen + und - mit folgenden Eigenschaften:
1. Abgeschlossenheit: Ya,b
a,beR = a+beR
= a-beR

2. Assoziativgesetze: Va, b, c
(a+b)+c = a+(b+¢)
(a-b)-c = a-(b-c)
3. Euxistenz von neutralen Elementen: Va

a+0=04a = a

a-1=1-a = a



4. Existenz von inversen Elementen:

a+(—a)=(—a)+a = 0 Va
a~1:l-a = 1 Va#0
a a

5. Kommutativgesetze: Ya,b

at+b = b+a

6. Distributivgesetze: Ya,b, c

a-(b+c¢) = a-b+a-c
(a+b)-¢c = a-c+b-c

(R, +, ) bildet einen ,Korper®. Ferner gilt fiir die natiirliche Ordnung <:

a<b = a+c<b+c
ac<bc ¢>0

a<b =
ac>bc ¢<0

Wie werden Zahlen im Computer dargestellt?
Basis b > 1: r::I:(ckbk—i—-'-—i—clb—i—co—i—c_lb*l—i—...) mit 0<e<bd
Darstellung im Computer:

r = + 0,dy...dpE+e;...ep,  (Gleitkomma-Darstellung)
-

Vorzeichen Mantisse Exponent

= =+ (dlb_l + o+ dnb—n) . b:t(elbm*1+...+6m)

Sei M die Menge der ,Maschinenzahlen®, abhéngig von m,n,b. Achtung: M # R!

1.1.4 Komplexe Zahlen

quadratische Gleichungen: az? + bz +¢ =0 = T1o = by b —dac Vzl:f_4“c

AbV? —4ac > 0= zwei reelle Losungen
= (0 = eine reelle Losung

< 0 = keine reelle Losung (insbesondere 2 + 1 = 0)

Menge der komplexen Zahlen C = {(a,b)|a,b € R} = {a + biJa,b € R} mit +* = —1
z= a + b 1 (Elektrotechniker a + by, da i schon fiir Stromstéarke reserviert)
—~— —~—
Realteil R(z) Imaginérteil (z)
z = a — v konjugiert komplexe Zahl
Gaufy’sche Zahlenebene: zweidimensionale Ebene, horizontale Achse R, vertikale Achse <
z = a + u: kartesische Koordinaten
z = r(cos(¢) +1sin(¢)) = [r; ¢]: Polarkoordinaten (r: Radius, r > 0; ¢: Argument, 0 < ¢ < 27
oder —m < ¢ <)
Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten:



a = r-cos(p)
b = r-sin(¢)

r = Va?+ b2

b
¢ = arctan | — +7
a ~~
je nach Quadrant

Beispiele:
% =(0;2) = {2; W}
—14+V3 = (—1; \/5) =
ro= 1)2+3 =
¢ = arctan (

~1+V3 = {2 3}

Rechnen mit komplexen Zahlen in kartesischen Koordinaten:

fir
z1 = a1+ bz
zo9 = ag+ by
gilt
z1+22 = (a1+a2)+ (b +b2)e
z1-22 = (arag —bibg) + (a1bg + azby)1

= (C,+, ) bildet einen Korper, aber die Ordnung < geht verloren!
Multiplikation in Polarkoordinaten:

z1 = ri(cos(¢1)+2sin(é1))
zo = ro(cos(¢2)+ 2sin (¢2))
= 2129 = rira(cos(¢1) +1sin(¢1)) (cos (p2) + 2sin (¢2))

= 1r1ry | cos(¢1)cos (¢2) — sin (¢p1) sin (¢2) + | sin (¢1) cos (p2) + cos (¢1) sin (¢2) | ¢
cos(¢p1+¢2) sin(¢1+¢2)

also

[11; ¢1] - [r2; 2] = [r172; d1 + 2]

Folgerungen:

1. z2=[r;¢] #0= 21 = [%;—(Z)},dennz-z_l:[r;qﬁ]- {%,— ] =[Lio—¢] =[1;01=1



2. z=[rm¢l=2"=["n-¢| Ynecl
3. insbesondere fiir r = 1: (cos(¢) + ¢sin(¢))" = cos(ng)+1sin(ng) Vn € Z (Moivre’sche Formel)

Wurzelziehen in C:
Sei z = [R; ¢]; gesucht wird w € C mit w™ = z (also w = {/z)

n 2k .
= Wi, = |:\/an—’—n7r:| mit k=0,1,2,...,n—1

das sind n verschiedene nte Wurzeln von z in C (n > 1;z # 0)

Bespiel:
w? = 8=18;0]
. 2k 2k
sw = VBT < 25| k=0
3 3
also
wy = [2;0}:2
- or
wyp = 2;% = —1+V3
-
wy = 2;% =-1-V3
wy = 2;6% = [2;0] = wp

Die nten Wurzeln einer Zahl z bilden immer ein gleichseitiges n-Eck auf Kreis mit Radius V/R.

Fundamentalsatz der Algebra: Jede quadratische Gleichung az? + bz + ¢ =0 (a # 0) ist in C
16sbar und hat im Allgemeinen zwei Losungen. Jede algebraische Gleichung a, 2" + ap_12" "1 4+ - +
a1z + ap = 0 von Grad n > 1 mit reellen oder komplexen Koeffizienten ag, ay, ... a, (a, # 0) besitzt
in C im Allgemeinen n Lsungen.

Es ist nicht méglich, Gleichungen mit Grad n > 5 mit einer Losungsformel zu 16sen.

1.2 Elementare Zahlentheorie

1.2.1 Teilbarkeit

Seien a,b € Z: bla<>3Ic€Z:a=>b-c, z.B. 2|6, 1/6,6/6
——

triviale Teiler
d = ggT(a,b) < dla,dlb AN tla,t|b=t|d Vit (grofter gemeinsamer Teiler)
analog: kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a, b)
ggT(a,b) -kgV(a,b) =a-b
z.B. ggT(6,10) = 2, kgV(6,10) = 30
Wie kann der ggT effizient bestimmt werden?
Division mit Rest: Va,b € Z,b>0:dq,r € Z:a=b-q+rmit 0<r <b
Am Computer: wir wéhlen ¢ = L%J undr=a—>b-q



Euklidischer Algorithmus:

a=b-qy+ 1o O0<rg<bd
b=ro-q1+r1 0<r;<ro

cC=71"q2+ 12

Thk—2 =Tk—1"qk + Tk

Tk—1 ="k qes+1+0

letzter Rest 71 # 0 ist ggT(a,b)

Algorithmus terminiert stets, da rqg > ry > ro > -+ > 0.
Behauptung: r;, = ggT(a,b)

Beweis:

L. rg|ri—1 = rE|TK—2 = -+ = 1%|b, T
2. angenommen, t|a,t|b = t|rg = tlr1 = - = t|ry q.e.d.
Beispiel:

ggT(59,11) =7

59=11-5+4
11=4-2+43
4=3-14+1=ggT(59,11)
3=1-340
1=4-3-1
—4-(11-4-2)
=4-3-11-1

=((59—-11-5)-3—-11-1

=59 :3— 11 -16
R

= 3a — 16b

Satz: Es gilt stets ggT(a,b) = e-a+ f-b mit geeigneten Koeffizienten e, f € Z.

1.2.2 Primzahlen

p > 2 heifit prim < es gilt nicht p = r - s mit r < p, s < p < p besitzt nur triviale Teiler 1, £p.
Menge aller Primzahlen P = {2,3,5,7,11,13,...}
Behauptung: fiir p € P gilt plab = p|a oder plb.
Beweis:
1. Fall: plav’
2. Fall: pta=ggT(a,p)=1=3e,f€Z:

l=e-a+f-p |-b
pl pl

= p|b q.e.d.



zB.60=2-2-3.-5=2%.3".5¢

Satz (Fundamentalsatz der Zahlentheorie): Jede natiirliche Zahl n > 2 lasst sich als Produkt von
Primzahlen darstellen: n = py - py - --- - p, mit py,...,p. € P. Diese Darstellung ist bis auf die
Reihenfolge eindeutig.

Beweis:

1. Darstellung moglich: siehe Beispiel 3 in 1.1.

2. Eindeutigkeit: angenommen, n = py - - - Dr=q1- - ¢s mit p;,q; €P. = pilgr--- - qs = p1lq1
oBdA [ohne Beschrankung der Allgemeinheit] = p; = q;.
P2 P =q2ec s = p2la2 = p2 = ¢
Schliefilich folgt r = s und p1 = ¢1, ..., pr = ¢, d.h. Darstellung bis auf Reihenfolge eindeutig.
q.e.d.

1.2.3 Kongruenzen und Restklassen

Seien a,b € Z, m > 2 Modul.
a=b mod2< mla—b,dh.3g:a—b=q-m

a=b mod?2<mla—b,dh.Ig:a—b=qg-m
Sa=qr-m+r
b:qz-m+r

d.h. a und b besitzen bei Division durch m denselben Rest.
z.B. 12 =26 mod 7, kurz 12 =7 26.
Rechnen mit Kongruenzen:

1. Addition: a =, b= a+c=, b+c

2. Multiplikation: a =, b=a-c=,, b-c

3. Division: a-c¢ =y, b-cund ggT(e,m)=1=a=,0
z.B.

3= 36 =778
12= 6=713vweil ggT(2,7) =1

Gleichungen mit Kongruenzen:
z.B.

20 =71

T =7

Lemma: Zu ¢ € Z existiert ein d € Z mit ¢-d =, 1 & ggT(c,m) = 1.
Beweis:
Hin-Richtung:

c-d=p1l=3dg:cd—1=q-m
cd—qg-m=1=ggT(c,m)=1

10



Zuriick-Richtung:
ggT(c,m)=1=3d,e:c-d+e-m=1
=c-d=,1
z.B.
geT(2,7):7=2-3+1 =1=7-2-3
2=1-240 1=7,-2-3
=>xr=7—-3=74
Beweis der Division:
ac =p, be,ggT(e,m)=1=a=,,>
=3dd:c-d=, 1
a(ed) =, b(ed)
a-1=,b-1 qed.
Wir betrachten die Menge
a={beZla=,b}
={a,atm,a=+2m}
=a-+mZ

Restklasse von amodulo m

also:

Zyy, ist die (endliche) Menge der Restklassen modulo m.
Priifziffern zur Fehlererkennung:
ISBN: Internationale Standard-Buchnummer
z.B. ISBN \%—/ —&1’1/—82084— \1/ , allgemein: ai-asasas-asagaragag-p.

Gruppe Verlag Titel Priifziffer
Es muss gelten: 10a; + 9as + 8ag + - -+ + 2a; + p =11 0 mit p € {0,1,2,...,9,X}

= p=—-10a; —9az —--- — 2ag
p=WTF
zB.p=1-3+2-243-14+4-14---49-4=166=11 1
Satz: Jeder Fehler in einer Ziffer sowie alle Vertauschungen zweier Ziffern werden vom ISBN-Code

erkannt.
Beweis:

1. Angenommen, zwei ISBN unterscheiden sich an einer Stelle:

3 - o 2

11



Angenommen, beide ISBN wiéren korrekt.

st+na=s+nb a,be{0,1,...,9,X}
1<n<10

s restliche Summe

n(a—b) =11 0

=a—0=110

a=11b
=a=25b

2. Angenommen, zwei ISBN unterscheiden sich durch Vertauschen zweier Ziffern:

.a...b.. .
b
T 7
m n

1.3 Elementare Aussagenlogik
1.3.1 Aussagen und Pradikate

Aussage sprachlicher Ausdruck, der entweder wahr oder falsch sein kann, d.h. der einen Wahrheits-
wert in B = {0,1} annehmen kann.

Pradikat Ausdruck der Form P (z1,z9,...,x,), welcher variable x1,...,z, enthélt und erst durch
Einsetzen fiir diese Zahl ...

Beispiele fiir Aussagen:

e Die Erde ist ein Planet.

e 14+1=3

e Jede gerade Zahl, die grofler als 2 ist, ist Summe zweier Primzahlen.
Beispiele fiir Pradikate:

o P(x):z ist ein Planet x € {Erde, Mond, Sonne}

e Q(x) : z ist eine Primzahl xrCN

o R(z,y): x ist kleiner als y r,y €R

1. Verkniipfung von Aussagen mittels Junktoren

a,b Aussagen: —a , aAb , aVb , a—b , a+b
~—~ —— —— —— ——

Negation Konjunktion Disjunktion Implikation Aquivalenz

Definition mittels Wahrheitstafel:
’a b\\—'a\a/\b\a\/b\a%b\aﬁb‘
1111 0 1 1 1 1
1701 O 0 1 0 0 | Aussagenlogik
01 1 0 1 1 0
0]0| 1 0 0 1 1

12



2. Binden von Variablen in Pridikaten mittels Quantoren
P(zx) Pradikat : 3 x:P(zx), ¥V x:P(x)
<~ ~—
Existenzquantor Allquantor

Beispiel: zweistelliges Pradikat P(x,y) : x < y fir z,y € N
o VzJy: P(x,y) wahre Aussage (z.B.y=z+1)
o JyVx : P(x,y) falsche Aussage (es gibt keine grofite natiirliche Zahl)

e Jz: P(z,y) = Q(y) neues (einstelliges) Pradikat
z.B. Q(0) falsche Aussage, Q(1) wahre Aussage

1.3.2 Aquivalente Formeln

Es gilt:
—(aAb) ist gleichbedeutend mit (—a) V (—b)
a — b ist gleichbedeutend mit (—a) Vb
a <> b ist gleichbedeutend mit (a — b) A (b — a)
Definition: Unter einer Formel der Aussagenlogik versteht man einen Ausdruck der Form F'(a, b, ¢, ... ),
der sich aus Aussagevariablen a, b, ¢, ... und Junktoren in endlich vielen Schritten aufbauen lasst.
Beispiel: F(a,b,c) = —(aAb) — ¢
Definition: Eine Formel F' heifit

1. giiltig (Tautologie), falls F' fiir jede Belegung der Aussagevariablen mit Werten aus B wahr ist
2. erfiillbar, falls F' fiir mindestens eine solche Belegung wahr ist

3. unerfiillbar (Kontradiktion), falls F' fir jede solche Belegung falsch ist

Beispiele:
o F(a,b) = (—a — (a — b)) ist Tautologie:
’a‘bH ‘ — b ‘—|a—>(a—>b)‘
1171 0 1 1
110 O 0 1
0|1 1 1 1
0|0 1 1 1

e F(a) =aV —a ist Tautologie
o F(a,b) =a b ist erfiillbar
e F(a) =a A —a ist Kontradiktion

Syntaktik versus Semantik
zum Beispiel a A b, b A a: semantisch dquivalent, syntaktisch unterschiedlich
Definition: seien F}, F5 Formeln. Dann gilt:

1. F} & F; (semantische oder mathematische Aquivalenz), wenn F; <> F3 eine Tautologie ist, d.h.
wenn die Formeln FY, F5 bei beliebiger Belegung ihrer Aussagevariablen entweder beide wahr
oder beide falsch sind.

2. F} = F, (semantische oder mathematische Implikation), wenn F; — F5 eine Tautologie ist,
d.h. dass immer dann, wenn F} wahr ist, auch F5> wahr sein muss.

Beispiele:

13



e aANb#bAa,aberaNbsbAa

e a—b&s aVvVb

e a—b=(aVc)— (bVe),denn (a = b) = ((aVc)— (bVe)) ist eine Tautologie
o Sitze der Aussagen- und Préadikatenlogik (siehe Tabelle auf der Homepage), z.B.

—(anb)ANecsan(bAc)
—aN(bVec)s (anb)Vianc)
— a A (aVb) < a (Verschmelzungsgesetz)

1.3.3 Mathematische Beweise

=, =
mathematischer Satz: F{y Ay A--- N F, = G ykurz F = G

Voraussetzungen Behauptung

1. direkter Beweis: F' — G ist Tautologie

2. indirekter Beweis:
a) F - G& -FVG< ~(FA-G), also F A -G ist Kontradiktion
b) F — G < -G — —F (Kontraposition)

3. Beweis durch vollsténdige Induktion

Bemerkung: F' = G: F ist hinreichend fiir G und G ist notwendig fiir F'.

1.4 Mengen

Definition (Cantor, 1895): Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohl unterschiedenen Obekten
unserer Anschauung unseres Denkens eines Ganzen.
Beispiele:

o J
o ASCII ={0,1,...,9,A,...,Z,a,...,2,+,%,...}
e N,Z,Q,R,C,Z,,P=1{2,3,5,...} = {z € N|z ist Primzahl}
o M =1{1,1,2,2,2,3,4,4,...} (Multimenge)
Rechnen mit Mengen:
« €A, ACB,AUB,ANB,Uic; Ai,Nies A A\ B,A A B/A,Ax B

o Potenzmenge P(A) = {C|C C A}, z.B. A={0,1} = P(A4) = {2,{0},{1}, A} Al =2 =
[P(A)| =4 =22
Satz: Ist A endlich, so gilt |P(A)| = 24l
Beweis durch vollstandige Induktion nach n = |A|:
l.n=0:A=92=P@)={0},|P(@)=1=2V
2.n—n+1: also A={ai,...,ans1}. Zu zeigen: |[P(A)| = 2"+!

P(A) =P ({ay,...a3}) U{AU {ans1}|A C {a,...,an}}
|P(A)| = 2" + 2" = 2"+ qLe.d.
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1.4.1 7
142 7
143 7

Graphische Darstellung von Halbordnungsrelationen:
R Halbordnungsrelation, G(R) zugehoriger Graph

o Weglassen von Schlingen
o Weglassen von Kanten geméfl der Transitivitét
e Weglassen aller Orientierungen

— Hasse-Diagramm
Beispiele:

« (P({0,1}),9)
o A={a,b,c,dye,f},x<aVr,xz<aVr,e<d,f<d

e n>1,T,={meN:m|n} = Menge aller positiven Teiler von n = (T, |) ist Halbordnungsre-
lation, z.B. Tha = {1,2,3,4,6,12}

1.4.4 Funktionen

Definition: Seien A, B nichtleere Mengen. Eine Funktion (Abbildung) f : A — B ist ein Tripel
(A, B, Ry) wobei Ry C A x B eine Relation ist, bei der zu jedem a € A genau ein b € B mit a Ry b
existiert.

A : B ; Ry

~~ ~—
Definitionsmenge Zielmenge, Wertemenge Graph der Funktion

Schreibweise: f: A — B statt Ry C A x B und f( &L ) = b statt (a,b) € Ry.
Argument, Urbild

fR—=R, f(z)=2a?

Definition: Eine Funktion f : A — B heif3t

1. injektiv, wenn es zu jedem b € B hochstens ein a € A gibt mit f(a) = b (d.h. falls a; # ay =
f(a1) # f(a2) Vai,az € A; ,kein Wert in B wird mehr als einmal getroffen)

2. surjektiv, wenn es zu jedem b € B mindestens ein a € A gibt mit f(a) = b (,,jeder Wert in B
wird mindestens einmal getroffen®)

3. bijektiv, wenn es zu jedem b € B genau ein a € A gibt mit f(a) = b, also wenn f injektiv und
surjektiv ist.

Beispiele:

o Studierende(r) — Matrikelnummer (injektiv, da es fiir jede Matrikelnummer hochstens eine(n)
Studierende(n) gibt; nicht surjektiv, da es unbelegte Matrikelnummern gibt)

o Studierende(r) — hauptgemeldete Universitiat (nicht injektiv, da eine Universitdt mehr als ei-
ne(n) Studierende(n) hat; surjektiv, da jede Universitdt mindestens eine(n) hauptgemeldete(n)
Studierende(n) hat)

o Universitdt — Rektor (bijektiv)
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e f1:R—=R, fi(x) = 2% weder injektiv noch surjektiv
o f2:RI =R, fo(z) = 22 injektiv aber nicht surjektiv
o f3:RI = RY, f3(x) = 2? bijektiv

Satz: Haben zwei endliche Mengen A, B gleich viele Elemente, dann sind fiir jede Funktion f : A — B
folgende Bedingungen dquivalent:

1. f ist injektiv
2. f ist surjektiv
3. f ist bijektiv

Beweis: Seien A = {a1,...,a,},B = {b1,...b,},|A| = |B| = n.

1. = 2.:sei f injektiv = f(A) ={f(a1),f(a2),...,f(an)} C Bund |f(A)|=|B|=n= f(A) =
B, d.h. f surjektiv

2. = 3.0 sei f surjektiv, d.h. f(A) = B. Angenommen, f ist nicht injektiv, d.h. Ja; # a; mit
f(a;) = f(a;) = |f(A)] = {f(a1),..., f(an)}| <n—1 < |B|, Widerspruch zu f(A) = B, also ist
f surjektiv und injektiv, damit bijektiv.

3. = 1.: klar. Q.E.D.

Zusammensetzung (Komposition) von Funktionen:

f:A— B, g: B — C Funktionen

betrachten ¢ < f:A— Cmit (go f)(a) = g(f(a))

Funktionenkomposition

zB. f:R =R,z — 22

inverse Funktion:

f:A— B, f'B — A heiBt inverse Funktion von f, wenn f~lo f =idy und fo f~! =idp gilt
(id4, idp identische Abbildungen auf A bzw. B, d.h. x — x)

flof:A—> A=idy

fof':B— B=idg

Beispiel: f:R Rz 2°= f"1:R >Rz~ Jz

f:R = R,z +— x? hat keine f~!!

Satz: Zu f : A — B existiert genau dann eine inverse Funktion f~' : B — A, wenn f bijektiv ist.

2 Diskrete Mathematik
diskret # kontinuierlich

2.1 Kombinatorik
Kombinatorik = Theorie des Zéhlens

A endliche Menge: |A| = #A = Anzahl der Elemente von A
2.1.1 Grundaufgaben der Kombinatorik

1. Summenregel: gibt es m Elemente vom Typ A und n Elemente von Typ B, dann gibt es m+n
Moglichkeiten, ein Element von Typ A oder B zu wéhlen: [AUB| = |A| + |B|, falls ANB = @.
z. B. Autovermittlung: 5 VW + 3 Opel = 8 Autos zur Auswahl
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2. Produktregel: unter den obigen Annahmen gibt es m - n Mdoglichkeiten, Elemente von Typ A
und B zu kombinieren: |A x B| = |A| - |B].
z. B. Computerprogramm fiir 4 verschiedene Betriebssysteme in 6 Benutzersprachen = 24 ver-
schiedene Versionen
z.B. Anzahl der Binérfolgen der Lange n: 2-2-....2=2"
S

n

3. Gleichheitsregel: entsprechen die Typen A und B einander umkehrbar eindeutig, dann gibt es
genauso viele Moglichkeiten, ein Element von Typ A auszuwéhlen wie fiir B.
d.h. 3f : A — B bijektiv = |A| = | B|
z. B. Méchtigkeit der Potenzmenge P(A) fir A = {a1,a2,...,a,}
f:PA4) — {0,1}"
0 a;¢B
BCA — (by,...,by,) mit b; = ai ¢
1 a,€B
z. B. {a1,as,a4,a,} +— (1,0,1,1,0,...,0,1)
=[P(A) = Ko, 1}"[=2"

Schreibweisen:

nl=][i=1-2----- nfirn > 1,00 =1
(nebenbei: 1000! hat 249 Nullen)

n n-(n—1)-(n—k+1 n! . n
(k:) _n-( )k!( ):k!.(n_k)!fur1§k§n,<0>=1

S~~~ ;
Binomialkoeffizienten praktischer

z.B.

5! = 1-2-3-4-5=120

5 54

<2> = o 10
5 5-4-3
<3> N 3! =10

Grundlegende Anordnungs- und Auswahlprobleme:
Sei A eine Menge mit n Elementen (n-Menge).

1. Anordnungen ohne Einschrankungen sind geordnete k-Tupel (aq,...,ax) von Elementen von A
(Variationen mit Wiederholungen)

1. Platz | 2. Platz | ... | k-ter Platz
n n n

# Variationen mit Wiederholung: V’:L = ‘Ak‘ =nF

z. B. Fufiballtoto: A ={1,2, X}, k =12 = 7;132 = 3'2 Tipps

= n* Moglichkeiten

2. Anordnungen verschiedener Elemente sind geordnete k-Tupel (aq,...,ay) verschiedener Ele-
mente von A (Variationen ohne Wiederholungen)
1. Platz | 2. Platz | ... | k-ter Platz | e .
- 1 P RO Bl o Moglichkeiten
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#Variationen ohne Wiederholung: V¥ =n(n —1)---(n —k+1) = (nﬁi'k)'
z.B. Alphabet A = {A, B,..., Z}, #Worter aus 4 verschiedenen Buchstaben: Vi = 26-25-24 -
23 = 358 800

3. Permutationen einer Menge A sind alle bijektiven Funktionen 7 : A—A;, das sind alle méglichen
Anordnungen der n Elemente von A.
#Permutationen P, =V =n-(n—1)---(n—n+1) =n!
z. B. 3 Glaser mit Bier, Schnaps, Wein; A = {B, S, W} = BSW, BW S, SBW,SWB,WBS,WSB
P;=3'=6

4. Permutationen einer Multimenge (Permutationen mit Wiederholung) sind Anordnungen der

Elemente einer Multimenge A =< aq,...,a1,a2,...,02,...,0p,...Gp p k1 + ko +---+ k. =n
——

k1 ko kr
#Permutationen mit Wiederholung: P¥-Fr = W:kr"
z.B. 3 Glédser mit Bier, Bier, Wein; A = {B, B,W} = BBW, BWB,W BB

21 _ 3l _ 6 _
Py=gn=3=3

5. Auswahlen einer Teilmenge (Kombinationen ohne Wiederholungen) sind ungeordnete k-Tupel
{a1,...,ax} verschiedener Elemente von A; das sind k-elementige Teilmengen von A.

#Kombinationen ohne Wiederholungen: C¥ = Vk—T? = w = (Z)

4

z.B. Lotto ,,6 aus 45“: C; = (65> = W = 8145060 Tipps

6. Auswahlen einer Teilmultimenge (Kombinationen mit Wiederholungen) sind ungeordnete k-
Tupel {a1,...,ax} von nicht notwendig verschiedenen Elementen von A; das sind k-elementige
Teilmultimengen von A.

#Kombinationen mit Wiederholung: 67]2 = (n +]]z B 1)

Beweis: 0.B.d. A. A={1,2,...,n}
Kombination ohne Wiederholung: {ay,...,a;} € Amit1 < a; < ay < --- < ap < n. CF =
n
{(ar, - ap) [l <ar < <ap <mj[=|
Kombination mit Wiederholung;: {al,...,ak}QAmit1§a1§a2§~-§ak§n
Sl1< 0 <avt+l<az+2<---<ap+k—1<n+4+k-1
~N =~ = —_—

b1 b2 b3 bk
S1<b<b<---<b<n+k-1
—Cn={{ar,....,ax} 1< a1 <ay < - < ay, < n}
— {{br bl [1<bi<by < <by<n+k—1}
n+k—1

z. B. #Wiirfe mit 3 Wiirfeln, falls man die Wiirfel nicht unterscheidet: A = {1,...6},k =3

—3 6 —+ 3 -1 8 8-7-6

Zusammenfassung;:
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Anordnungsprobleme | Auswahlprobleme Anordnungs- und
Auswahlprobleme
Permutationen Kombinationen Variationen
keine P, =n! Cck = Z VE=n-(n—-1)---(n—k+1)
Wiederholungen = W
Wiederholungen Plukr — kl'nilkr' éi — <n +]]: - 1) VZ — ok

2.1.2 Der binomische Lehrsatz

Binomialkoeffizienten: <Z> firo<k<n

1 1
1 1 2
1 2 1 4
1 3 3 1 8

1 4 6 4 1]16=2%

4. 310 <Z> = 2" (Beweis siehe Ubung)

Satz (binomischer Lehrsatz): Fiir x,y € C und n € N gilt (z +y)" = > "1 _¢ <Z> SRk

Beweis:

(z+y)" =

(z+y)(z+y) - (z+y)

n Faktoren

= Summe von Produkten der Form z¥y"~
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n n
#Produkt = Pff’"_k = W'—k)' = (k)

n n n— n n n—
— (z,y)" = > k=0 (k:) xky b= > k=0 <k> T kl/k g.e.d.

2.2 Graphentheorie

2217

2227

2.2.3 Euler’'sche und Hamilton’sche Linien

Definition: Eine Euler’sche Linie (F'L) in einem Graphen G = (V| E) ist eine Kantenfolge in G,
die alle Knoten und alle Kanten enthélt, und zwar jede Kante genau 1x. Eine Hamilton’sche Li-
nie (HL) ist eine Kantenfolge in G, die alle Knoten genau 1x enthélt (ausgenommen eventuell
Anfangsknoten=Endknoten).

Beispiel: K5 besitzt eine geschlossene EL (— Euler’scher Graph) und eine geschlossene HL (—
Hamilton’scher Graph).

allgemein: Brieftrdgerproblem, Problem des Handlungsreisenden (traveling salesman problem)

Satz: Ein ungerichteter Graph G besitzt genau dann eine geschlossene EL, wenn G zusammen-
hingend ist und alle Knotengrade d(v) (v € V(G)) gerade sind.

Beweis:

1. Sei G Euler’scher Graph, sei k geschlossene EL in G
= (@ ist zusammenhéngend
v € V beliebige Knoten: bei jedem Durchlauf durch v lings k£ entsteht ein Beitrag von 2 zu
d(v) = d(v) gerade
= (G enthélt geschlossene Kantenfolge und damit Kreis &y

2.7

G' = (V,E') mit E' = E'\ k; (entferne k; aus G)
d(v) gerade Yv € V(G') =V’
= G’ enthilt Kreis ko, usw.
Erhalten Kreise k1, ko, k3, . . ., k., welche durch geeignete Zusammensetzung eine geschlossene EL k&
bilden.
Beispiel: K5: V = {v1,...,v5}, d(v;) = 4 gerade Vi
]{71 = V1020301
]{2 — V304V5V3
]{73 = V1U50204V1
= k = v1v9 ¥3V4V5V3 V1U5V904v7 1St EL.
—_—— ———

k k
Beispiel: Briick2en von Kgnigsberg: alle Grade ungerade= #EL
Bemerkung: G ungerichtet, G besitzt offene EL < genau 2 Knoten haben ungeraden Grad
G gerichtet: G besitzt geschlossene EL < G ist schwach zusammenhéngend, d* (v) =d~(v) Yv eV
Es gibt (bislang) keine effiziente Losung fiir das Finden einer Hamilton’schen Linie.

2.2.4 Netzwerke und Algorithmen

Wir betrachten ein Netzwerk (= bewerteter Graph): G = (V, E, w) mit Bewertungsfunktion w : E —
R (bspw. Entfernung, Kosten, Kapazitit)
Beispiel: Eisenbahnnetz zwischen 5 Stadten. Bewertung = Kosten fiir alle méglichen Verbindungen
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V ={a,b,c,d,e}

w(E) = {(ab,4), (ac,7), (ae, 11), (cd, 3), (ce, 10), (be, 10), (bd, 8), (de, 12)}

Gesucht ist ein Eisenbahnnetz, an welches alle Stadte angeschlossen sind, mit minimalen Errich-
tungskosten — Minimalgeriist, minimaler spannender Baum (minimal spanning tree)

Definition: ein spannender Baum T eines schlichten, ungerichteten, zusammenhéngenden Gra-
phen G ist ein Baum mit V(T') = V(G), E(T) C E(G). Ein Gerist (oder spannender Wald) eines
schlichten, ungerichteten Graphen G ist ein Wald W mit V(W) = V(G), E(W) C E(G) und den-
selben Zusammenhangskomponenten wie G. Ist E bewertet, so nennt man ein Geriist W ein Mini-
malgeriist, falls w(W) = 3 .c gy w(e) minimal ist. Es miissen stets [E| — [V| + 1 Kanten entfernt
werden.

Algorithmus von Kruskal zur Bestimmung eines Minimalgeriists W eines ungerichteten, be-
werteten Graphen G = (V, E, w)

1. Man nummeriert die Kanten E = {ej,es,...} nach steigendem Gewicht: w (e1) < w(ez) <
< w(em)

2. Man setze B/ = @

3. Fiir j :=1 bis mz:
Ist der Graph (V, E' U {e;}) kreisfrei, so setze E' := E' U {e;}.

= W = (V, E') ist Minimalgertist von G. Abbruch in Schleife 3 moglich nach Auswahl von |V| —1
Kanten (oder |V| — #Zusammenhangskomponenten Kanten, falls G nicht zusammenhéngend).
Zuriick zum Beispiel:
| e | w(e) | E'| Partition |

alblc|d|e
cd 31V | albledle
ab 41V | abledle
ac 7|1V | abedle
bd 8| X | abedle
be 10| v abcde
Abbruch
ce 10
ae 11
de 12
w(W) =24
Nun betrachten wir einen gerichteten oder ungerichteten, bewerteten Graphen mit Linge w : £ —
}Ra“. Die Léange einer Kantenfolge eq,ea,...,ex : w(ejex...ex) = Z?Zl w (e;). Distanz zwischen zwei

Knoten v und w:
minimale Lénge einer KF von v nach w

d(v,w) = {

00, falls keine KF von v nach w exisitert

Gesucht: Distanz zwischen vorgegebenem Anfangs- und Endknoten — Dijkstra-Algorithmus
Algorithmus von Dijkstra zur Bestimmung aller Distanzen d (vg, v) von einem Knoten vy eines
Netzwerks G = (V, E, w) mit nichtnegativer Bewertungsfunktion w.

1. Man setze [ (vg) = 0,1(v) = oo fur alle v # vy, U = {vo},u = vp.
2. Fir alle Knoten v € V' \ U mit (u,v) € E:

a) Wenn [(v) > l(u) + w(u,v), dann setze [(v) = I(u) + w(u,v),p(v) = u
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3.

4.

Man bestimme m = min, ey [(v); falls m = oo, dann ENDE.
Man wéhle einen Knoten z € V' \ U mit [(z) = m und setze U = U U{z},u = z.

Ist U =V, dann ENDE, sonst Fortsetzung bei 2.

Notizen:

[(v) ist die Lange eines Weges von vy nach v.
p(v) ist der Vorganger von v.

V =UU(V\U). U enthalt am Anfang nur vy, wird aber immer grofler; V' \ U wird immer
kleiner.

U enthélt endgiiltig markierte Knoten, {(v) = d (v, v).

V \ U enthilt vorldufig markierte Knoten, [(v) = oo falls (bisher) kein Weg von vy nach v
gefunden wurde.

Rekonstruktion eines kiirzesten Weges von vg nach v: v, p(v), p(p(v)), . . . , vo.

Beispiel:

G

= (V — {U07U1;U27/U37/U47/U5}7E<>w(E))

Eow(E) = {(vov12), (vov25) , (v1vsd) , (v1v43), (v3v54) , (v4V22) , (V4v32) , (v4v56)}. Gesucht: alle Di-
stanzen von vg aus.
Initialisierung: I (vg) = 0,1 (v1) = --- =1 (v5) = 00, U = {wp},u = vy

1.

Durchlauf:
a) Nachkommen von u = vg : vy, v2
o [(v1) =min{oo0,0+2} =2
e [(v2) =min{o0,0+5} =5

b) m=2z=wv,U={vg,v1},u =11

2. Durchlauf:
a) Nachkommen von u = v : vg, v3, v4
e [(v2) =min{5,2+2} =4
o [(v3) =min{co,2+4} =6
e [(v4) =min{oc0,2+3}=5
b) m =4,z =wvy, U = {vy,v1,v2},u = vo
’ H V0 ‘ U1 ‘ V9 ‘ U3 ‘ U4 ‘ Vs ‘ Auswahl ‘ Vorgénger ‘
0 [0] | co|o0|o0]| 00| o0 Vo X
1 2] 5 | o0 | 0| o0 vy Vo
2 M] | 6 | 5 | o© ) U1
3 6 | [5] | oo Vg U1
4 [6] 11 U3 U1
5 [10] Us V3

[d] = alle gesuchten Distanzen von vy aus (insbesondere Distanz d (vp,vs) = 10, kiirzester Weg:
VoV1U3Vs).
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2.3 Algebraische Strukturen
2.3.1 Binare Operationen

z.B. Addition, Multiplikation in N

(3,7) =3 +7=10
3.7=21

Definition: Sei A Menge. Eine bindre Operation o auf A ist eine Abbildung o : A x A — A, die
je zwei Elementen a,b € A ein Element a o b € A zuordnet. Das Paar (A, o) heifit eine algebraische
Struktur oder ein Gruppoid.

Beispiele:

e a+ba-ba—binQ,abin Rt
e« AUB,ANB,AAB in P(M)
e A=74,a-b=a-b mod 4:

[ Jlof1[2]3]
0)0{0]0]0
1/ 0/|1]2]3 |(Operationstafel)
2101210712
31013121

Mboégliche Eigenschaften:
1. Assoziativgesetz: ao (boc) = (aob)oc Va,b,c
2. Existenz eines neutralen Elementes e: aoe =eoa=a Va
3. Existenz inverser Elemente a’ zu a: aoad’ =ad' ca=c¢
4. Kommutativgesetz: aocb=boa Va,b
Beispiele:
e +,-in N sind assoziativ und kommutativ
o U,Nin P(M) sind assoziativ und kommutativ
e (Z,4):e=0,a/ =—a Va
. (Z,-):ezl,a’:énurfﬁrazl,a:—l
. (P(M). 1)
— assoziativ, kommutativ

— o ist neutrales Element, denn AA@G = A VA
— A=A VA, denn ANA =0

Satz: In einem Gruppoid (A, o) existiert hochstens ein neutrales Element. Ist o assoziativ, gibt es
hochstens ein inverses Element o’ zu jedem a.
Beweis:

o Angenommen, eq, e; sind neutrale Elemente. e; = e1 o0 eg = es.
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e Angenommen, a’,a” invers zu a. d’ =d' ce=d o(aod"”) = (a’0ca)od’ =eocd’ =d".

Operationen konnen auch mehrstellig sein: o : A x A x --- x A — A n-stellige Operation (n > 0).

n
o(a,b,c)
Eine Menge A zusammen mit einem oder mehreren Operatoren o, %, ... hei3t algebraische Struktur
oder Algebra: (A;o,%,...)

(e}

)

z.B. |Z, +,-, — ,1
- =~

binir einstellig nullstellig

{

2.3.2 Gruppen
Definition: Ein Gruppoid (A, o) heift:
1. Halbgruppe, wenn o assoziativ ist
2. Monoid, wenn o assoziativ ist und ein neutrales Element besitzt

3. Gruppe, wenn o assoziativ ist, ein neutrales Element und zu jedem Element ein inverses Element
besitzt. Ist o auflerdem kommutativ, so spricht man von einer kommutativen oder Abel’schen
Gruppe.

Beispiele:

e (N,o0) mit a ob = a’ ist ein Gruppoid, aber (ab>c # a(b),

N\ {0}, +) ist eine Halbgruppe.

+), (N, -) sind Monoide (aber keine Gruppen).

+), (Q\ {0}, ) sind Gruppen.

(
(N,
(Z,
(P(M),A) ist eine Gruppe.
o A={1,-1,2,—1} CC

L [ v [-a]e[—]
1 1 | =11 2 —1
—1| =1 1 | — | @ |Gruppe der vierten Einheitswurzeln ({‘ﬁ)
1 1 — | —1] 1
—1 | —t 1 1 | -1

e (G, 0) Gruppoid

e + assoziativ: Halbgruppe

e + neutrales Element e: Monoid

e + inverse Elemente o’ zu a: Gruppe

o + kommutativ: kommutative Gruppe (Abel’sche Gruppe)

weitere Beispiele:

o sei ¥ Menge (Alphabet). ¥* = Menge aller endlichen Worter tiber ¥, d.h. z1xs ...z, mit 21 € 3,
sowie das ,leere Wort* €
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— z.B. ¥ ={a,b} = ¥* = {¢,a,aa,aaa,..., bbb, bbb, ..., ab,aba,...}

— (X*,0) mit w; = x1,X9,... Tp; W2 = Y1,Y2, ...,y = W] O W2 = T1T3...TEY1Y2 ...y iSt ein
Monoid (das sogenannte freie Monoid® iiber ).

o betrachte Funktionen f : A — A auf einer Menge A.

— Funktionenkomposition o: A % A I A=A 2% A mit (fog)(a) = f(g(a))

— Fp={f:A— A} Menge aller Funktionen auf A.
* o ist assoziativ, d.h. fo(goh) = (fog)oh,denn (fo(goh))(a)= f((goh)(a)) =

F(g(h(a))) und ((f 0 g) o h)(a) = (f o 9) (h(a)) = f(g(h(a))) Va

x = (Fy, o) ist Halbgruppe, genannt symmetrische Halbgruppe von A

— Sa={f:A— A|f bijektiv}: Menge der Permutationen? auf A
¥ f,g€ 84— fog€Sa,id€ Sa, f1 €8s (Va:id(a)=a)
x = (54, 0) Gruppe, genannt symmetrische Gruppe von A

Betrachten speziell alle Permutationen auf A = {1,2,...,n}.

o m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} bijektiv.

o S, = symmetrische Gruppe auf {1,2,...,n}. |Snl =n!
~~
Ordnung der symmetrischen Gruppe
e 7z.B.
_ [t 234506 g
T~ 42516 3 6
_ (2345 6)
P = 1243615 6
Top {1,....6Y 5 {1,...,6} 5 {1,...,6}
_ (2345 6)
“ 215346 6
oao (L2345 06)
pem = 6 4 1 2 5 3576
4 = 1 2 3 45 6
Tl 2345 6
_1 1 2 3 45 6
- _
4 2 6 1 3 5

= Sg ist eine nicht-kommutative Gruppe

¢ neue Schreibweise fiir Permutationen
(12 3 4
T™\4 2 5 1

o Ot
w
N——

'Monoid ohne zusitzliche Beschrankungen
2Permutation = bijektive Funktion
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7 enthélt drei Zyklen: (1 4) (3 5 6) (2) Allgemeiner Zyklus: (ajazas...ay) heiit a; —

az2,a2 —» A3,...,0n — Q7.
(2) ist ein Fizpunkt, wird also nicht angeschrieben. m = (1 4) (3 5 6). Dies ist die Zyklen-
schretbweise.

Satz: Jede Permutation 7w € S,, kann als Produkt von elementfremden Zyklen geschrieben werden.
Ferner gilt fiir jeden Zyklus (a1 am) = (al ag) . (ag ag) (an_l an>, d.h. jeder Zyklus
und damit jede Permutation kann als Produkt von Zyklen der Lange 2 geschrieben werden.

Ein Zyklus der Lange 2 ist eine Transposition.

- (1531080965 9=0 9696 9
N S R BOE R AIC

=7p = (1 4)(3 5)(5 6)(1 2)(2 4)(4 6)(6 5)
- (31250006 9096 )6 9

Es gilt: Jede Permutation kann entweder nur in eine gerade Anzahl oder in eine ungerade Anzahl
von Transpositionen zerlegt werden.
S, = A, U (Sn \ An) . Es gibt %‘ gerade und %‘ ungerade Permutationen in
—~— —_—

gerade Permutationen ungerade Permutationen
Shn-
Beispiele fiir Permutationsgruppen:
o Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks

— Drehungen: pp = (1) =id, p1 = (1 2 3) , P2 = (1 3 2)
— Spiegelungen: o1 = (2 3) ,09 = (1 3) , 03 = (1 2)
- = {p07p1ap2701,02703} = 53

e Gruppe von zwei Drehungen und zwei Spiegelungen eines Quadrats

—po=),p=(1 3)(2 4)

—01:(2 4),02=(1 3)

— = {po, p1,01,02} = Vy (Klein’sche Vierergruppe)

Gruppe (G, -) | Operation: Multiplikation
Grundbegriffe der Gruppentheorie neutrales Element: e
a~ ! inverses Element zu a

Definition: Eine Teilmenge U C G einer Gruppe (G, -) heifit Untergruppe, falls (U, -) selbst Gruppe
ist.

Schreibweise: (U,-) < (G,:),U <G

z.B. (Q\ {0},) Gruppe, QT < Q )\ {0} Untergruppe, Z \ {0} £« Q\ {0} keine Untergruppe.

U impliziert automatisch eine Klassenunterteilung von G.

U<(G,"),aeG

aU ={a-u|u € U} Linksnebenklasse (LNK) von U in G
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Ua={u-a|u e U} Rechtsnebenklasse (RNK) von U in G

Es gilt: die Menge aller LNK bildet eine Partition von G, genannt LNK-Zerlegung von G in U.
(analog fiir RNK)

G endlich, |G : U| = #LNK = #RNK

~——
Index von Gnach U

Satz (von Lagrange): Ist G eine endliche Gruppe und U < G, so gilt |G| = |G : U| - |U], d. h. die
Ordnung |U| jeder Untergruppe einer endlichen Gruppe ist stets Teiler der Gruppenordnung G.

Beispiel fiir Boole’sche Algebra: (P(M),U,N,, &, M). Jede endliche Boole’sche Algebra sieht so
aus (und hat damit immer 2" Elemente).

3 Lineare Algebra

3x+1=5 einfach
) 3z?In(x) —e ® =1 — numerische Mathematik
Gleichungen: - —
3xr+4y+1=10 — lineare Algebra (A7 = b)
dx — By + 10 = 12
3.1 Vektoren
skalare # vektorielle Groflen
3.1.1 Vektorraume
Ebene: RZ=R xR =7 = <§1> xl,xQER}
2
1
Raum: RI=RxRxR ={2=[a| |21, 20,23€R
3
z1
Allgemein: R"=Rx---xR =7 =1 : T1,...,Tn €R
, :
n xn
I
2 = | : | Spaltenvektor, @ = (z1,...,x,) Zeilenvektor
T
K™ wo K beliebiger Korper ist (zumeist R oder C)
K: Skalare

K™: Vektoren
Wie rechnet man mit Vektoren?

Ty (4 1+
« Addition von Vektoren: 7,/ € K" = 7 + 9 = S+ = :
Tn Yn Tn + Yn
0
« Nullvektor 0 = ek 7+ T=0 + 7 =7 VY7 - neutrales Element der Vektorad-
0

dition

27



« inverser Vektor — 7’ = : T+ (—?) i
-,
= (K", +) ist eine kommutative Gruppe
e Multiplikation mit einem Skalar:
I )\ T
TEeK" eKs\-Z=X\|:|=| : |ekn

Tn, ATy,
effektiv: Streckung oder Stauchung, gegebenenfalls mit Richtungsdnderung
Beispiel: Geradengleichung in Parameterform g : 7 =75+ - v, A € R

Definition: Ein Vektorraum (V,+, K) tber einem Korper K besteht aus einer Menge V' von Vek-
toren, einer Addition + auf V', sowie einer Abbildung - : K x V' — V (Multiplikation von Vektoren
mit Skalaren), so dass gilt:

1. (V,+) ist kommutative Gruppe
2. V?,? eViueK
AN (T+Y)=A-T+1- Y
b) AN4p)- @ =A2 +p7
o) M@ =\ (p7)
)

) 1-7="7
V' Vektoren, K Skalare (zumeist K = R, C, Zy, endliche Korper)
Beispiele:

« R2 R3 Ebene, Anschauungsraum

« (R* +,R) analog C*, 73

2

— dies ist auch ein Vektorraum, denn # + 7 = (i) + (y) = <x + y) e W und \Z =

) xT+y
T AT

x1
= x| € R3|z1 + 29 + 23 = 0 7 ist ebenfalls ein Vektorraum (U ist eine
T3

. V=RU

Ebene in R? durch den Ursprung)

e Sei F(R) ={f:R — R} Menge aller vollwertigen Funktionen auf R.
(F(R),+,R) ist ein Vektorraum mit:
(4 9@ =f@) 1 e) VecR

neu definiert in F'(R) in R

- (A N@) =X flx) Vo
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Definition: Sei (V,+, K) ein Vektorraum und U C V. U heifit Unterraum von V, wenn (U, +, K)
ebenfalls Vektorraum ist. Fir jedes 176 € V heifit :?6 + U = N ein Nebenraum von U.
Beispiel:

« W CR2% U C R3 siehe oben.

. Gerade:g:?:%}—i—)\-?,)\eR
{(Z=Z5+ A TAeRy =)+ {\ - T|A e R}

¢ P,(R) = {p=anz"+ an12" 1 + -+ + a12 + aglan, . ..,ap € R} (Menge aller Polynome von
Grad <n)
P,(R) < F(R); (P,(R),+,R) ist selbst ein Vektorraum

Man betrachte die Vektoren v—f, @, e ,v—>n € V und die Skalare A1, A2,..., A\, € K in einem Vektor-
raum (V, 4+, K). Nun bilde man T = MUT 4+ A\U3 + - -+ A\, € V. Dies ist eine Linearkombination
(LK) der Vektoren o7, ..., o,

Sei M C V. [M], die lineare Hiille von M, ist die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren
aus M.

(M) ={V = M0l 4+ M0p|01,..., 00 € M;\1,..., \p € Ryn € N}

. —

insbesondere (@] = { 0

M C [M] < V. [M] ist der kleinste Unterraum von V, der M enthélt.

2B. M = {¥, 0|V &} C R, [M] = {\V + pu@|\ € R} — Menge aller Ebenen durch den
Ursprung mit den Richtungsvektoren 7,

3.2 Matrizen
3217
A e K™ A+ B Gruppe (jedenfalls fiir m = n), (A+ B, A- B) Ring (nicht unbedingt kommutativ,

nicht 777 frei!)

3.2.2 Invertierbare Matrizen

1 0 --- 0
(K™ +..) Ring mit Einselement I,, = 0

: . 1 O

0 - 0 1

Frage: Gibt es (manchmal) auch inverse Matrizen?

Definition: Eine n x n-Matrix A € K"*" heif$t inventierbar (auch: nicht singulér, regulér), falls
es eine Matrix A=! € K™*" gibt, sodass A- A~ = A= .- A = I,,. A~! heiBt dann inverse Matrix zu
A.

Beispiele:

2

-3 5
-1 _ A-1
— A~ = 3 5 denn A- A~ = 3

A

2 =3\ (5 3\ (10
-3 5 3 2) \0 1)
1y, . . . (1 I\ fa b\ (1 0\ [a+c b+d) _
(0 O) ist singuldr, denn A- B = I : <O 0) (c d) = (O 1) < 0 0 >_

A =
10
. .. |
(0 1) ist unlosbar!

3 3 2 =3\ (10 14
9 9 —< )undA ‘A=

(5
\3 -3 5 01
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] I;l = ITL
Es gilt: A, B invertierbar = A - B ebenfalls invertierbar, und (A-B)~! = B~1- A~1. AT ist ebenfalls
-1
invertierbar und (AT) = (A_l)T.

= ({A € K™"*"| A invertierbar} , -) ist eine Gruppe (allgemeine lineare Gruppe GL(n))
Wie erkennt man, ob A invertierbar ist? Wie berechnet man A~1?

e Bei einer 2 x 2-Matrix: A = (CCL b) = A"l = a~dib~c ( d _b>

d —c a

3.2.3 Rang einer Matrix und elementare Umformungen

z

%
Sei Ae K™*": A= (s_f, 55, E;) = z,2 wo 5, Spaltenvektoren und z_; Zeilenvektoren.
Zm
Definition: Der Spaltenrang von rg(A) einer Matrix A € K™*" ist die Anzahl der linear unab-
héngigen Spalten von A; das ist zugleich die Dimension der linearen Hiille der Spalten von A. Analog
ist der Zeilenrang von A definiert.
Es gilt stets: Zeilenrang = Spaltenrang.

1 0 - 0
Beispiel:Az(1 2 3>,rg(A)=1. I, = O ;18 (In) = n.
0 0 0 o,
: .1 0
0 0 1

Lemma: rg (A € K™*") < min{m,n}
Betrachten folgende Spalten- beziehungsweise Zeilenumformungen von Matrizen:

e ,elementare Spaltenumformungen*:

1. Multiplikation einer Spalte 5 und einem Skalar A # 0 : 5, — \s;

2. Addition eines Vielfachen einer Spalte s/ zu einer anderen Spalte s_; : s_; e

3. Vertauschung zweier Spalten ?Z und s_]> E} > s—;

o analog auch fiir Zeilenumformungen

Satz: Sei A’ eine Matrix, die aus einer m x n-Matrix A durch eine Folge von elementaren Spalten-
und/oder Zeilenoperationen hervorgeht. Dann gilt: rg(A4) = rg(A’).
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Beispiel:

1 -3 0

1 4 1

A=1y 1 7
3 5 14

1 0

101 1

SEE R T I
3 14 14

0 0

I
BTS2 7
3 14 0

2 linear unabhéngige Spalten
rg(A) =2

1 -3 0

1 4 1

A=15 1 7

3 5 14

Bzt 1 -3 0
B+ 0 1 1
7+ 221 0o 7 7
% — 37 0 14 14
= 1 -3 0
B2 Lo
BT 0 0 0
71— 1473 0 0 0

2 linear unabhéngige Zeilen
rg(4) =2

weitere Vereinfachung:

1 -3 0

, o1
A=1g o0 o
0 0 0
100
= U
82 T 983 000
00 0
100

S5 = Jo1o
T80 0 0
00 0
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3.3 Lineare Abbildungen

1
zum Beispiel R? = 7€ R3|? = | x2 | 7. Sie sind isomorph, d.h. es gibt eine bijektive, struktur-
0
vertrigliche Abbildung zwischen diesen beiden Ridumen.
Definition: Seien (V,+, K) und (W, +, K) Vektorraume tber dem Koérper K. Eine Abbildung
f:V — W heiBt linear, falls VZ, Y € V,V\ € K gilt:

L f(@ +7) = f(@)+ f(¥)
2. f(A-T) = A f(T)
Beispiele:

z1
x N
e f:RZ2R3f <z1> = | 25 | € R? ist linear, denn:
2
€R2

1+ Ty (1
~ [(Z+7) :f<<§;> - <y1>> :f@;iz;) = xgaryz = %2 + %2 = f(7)+
F()
— analog f(\-Z) =\ f(2)
o K" — Km,f(? € K") = Acimxn - Z € K™ ist linear, denn:

—f@+Y)=A-(T+Y)=A-T+A Y =f7T)+ )
—fAT)= A (A T) =X (A T) = A (D)

Also: Jede Matrix definiert eine lineare Abbildung.

— —
Satz (Fortsetzungssatz): Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und B = {bl, ce bn} eine Basis von
V. Weiters sei W ein Vektorraum und ¢i,...,¢, € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

%
FiV o wmit f(b) =7 Vi
Beweis: Sei 7 € V, 7 = x1b1 + x2b2 + - -+ + 2, b, (z; sind die Koordinaten von E beziiglich der
Basis). . R .
Definiere f(?):xl-f(bl)+:U2-f<b1)+---+xn-f(bn) =x1-Cl4 4O
— f:V — V ist eine lineare Abbildung

1 L 0 0 1 0
zum Beispiel: f : R? — R3 : — (0], = (1| = f ) = x1f + zo f =
0 0 1 0 ) 0 1

1 0 I
1 [0l 422 |1 = | 29
0 0 0
Betrachten nochmals f : K" — K™, f(7') = Acgmxn - @
1
Basisin K":ef = | .|,...,en
0
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air - 1 a1

agpy -+ |10 az1

fle)=A-e=| " | =1 7 | =51 (erste Spalte von A)
apl - 0 Gnl

f(€) =5 i-te Spalte von A

also A = (s_f,s_f,,g)

Beispiele aus der Geometrie der Ebene:

A0 1 A 0 0
o A— 0 /\) <0> N <0> , (1> — <>\> Streckung/Stauchung
1 0 1 1 0 0 .
« S — (O _1) <0> — <0> , <1> — <_1> Spiegelung an der 1. Achse

iK™ — K" linear: f(Z + ) = f(Z)+ f(¥) und fFONT) = Af(T)

insbesondere ist f(7) = A-Z (A :m x n-Matrix) eine lineare Abbildung

und umgekehrt falls f linear — f(?) — A fiir eine geeignete Matrix, nimlich 4 = (f (e_f) N (@))

Also: Matrizen und lineare Abbildungen (auf endlich dimensionalen Vektorrdumen beziiglich fester
Basis) entsprechen einander umkehrbar eindeutig:

Ac K™ ¢ f: K™ - K" mit f(7) = A7

Weitere Beispiele aus der Geometrie der Ebene:

=0 ) (0)-6)C)- ()

B7 = A0 (e = AT Streckung mit zwei festen Faktoren
0 n)\y 1y
D, = cos(a) —sin(a)) _ (51,53) Drehung um o
*~ \sin(a) cos(a) |~ VP72 &
z.B. Dg = (? _01> Drehung um +90° (gegen den Uhrzeigersinn)
10 — .
e P = (0 0) Projektion auf die erste Achse

77 =3) ()= )
.|

o eine Translation ist keine lineare Abbildung, denn ﬁ wird nicht immer auf 6) abgebildet

N[0 =
DO 0|

> Projektion auf die erste Mediane (45°-Gerade)

KenngréBen einer linearen Abbildung f: V — W:
e Kernker(f)={Z eV |f(Z)=0} <V
e Bildim(f) = f(V)={f(T) | T eV} <W
e Defekt def(f) = dim(ker(f))
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e Rang rg(f) = dim(im(f)) (= rg(A), falls f (Z) = AZ)

Satz (Rangformel): Es gilt rg(f) + def(f) = dim (V).
Beispiel:

iR =R’

x 11 1)\ (= 1 (=x
()= 6)=iC
ker(f) = (_ﬂ)] < R?

+y
+ty

def(f) =1
im(f) = G) <R
ig(f) =1
def(f) + ig(f) = 2 = dim (R?) v/

3.4 Lineare Gleichungssysteme
3.4.1 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Beispiel: Handytarif: Gesamtkosten = Grundentgelt + Minutenentgelt - Zeit, also K (t) = G+ M - t.
60 min ... 7.40€
300min ... 17.00€

angenommen:

G+ 60M = 7.40

G+300M =17.00
G+ 60M = 7.40

240M = 9.60
M = 0.04
G = 5

bzw.
1 60 G\ (740
1 300/ \Mm) \17.00
Betrachten wir ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen:

a1121 + a12x2 + - -+ anTy = by

a91x1 + agere + -+ - + 2T, = by

Am1T1 + AmaT2 + -+ ATy = by,

Koeffizienten a;;, b; und Variablen z; sind im Koérper K.
Wir setzen:
by 1

bm Tn
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%
A heifit Systemmatriz, (A, b) heifit erweiterte Matriz. Lineares Gleichungssystem heifit homogen,

falls b = ﬁ, sonst inﬁ)omogen.
Losbarkeit: A7 = b, sei A = (s_f, cee ﬁ)

X1
eGh. =7

xn
<:>x13_1>

3
Losungen: A7 = ?, sei 7 eine feste Losung (ATg = ?)
SA(T %) =
o7 — ) e ker(f) fir f(T) = A7
ker(f) = ker(A)
d. h. 7 € Z{ + ker(A)

%
Satz: Sei z{ eine beliebige feste Losung des linearen Gleichungssystems AZ = b. Dann bilden
alle Losungen dieses Gleichungssystems einen Nebenraum z + ker(A) der Dimension n — rg(A).
Folgerung: Die Losung ist eindeutig, wenn rg(A) = n.

3.4.2 Gaul’sches Eliminationsverfahren

_>
Idee: Umformung des linearen Gleichungssystems AZ = b inein lésungsaquivalentes System, wel-
ches besonders einfach zu l6sen ist.

%
e elementare Zeilenoperationen von (A, b)

o Vertauschen von Spalten von A (und Umbezeichnung der zugehorigen Variablen!)

Hierbei bleibt die Losungseinheit unverdndert.
Das Verfahren:

N a1l e A1n | bl
o Ausgangspunkt: A7 = b bzw. (A, b) = : P

aml .- Amn ‘ bm

e Falls aj; = 0: Zeilen- und Spaltentausch

« Man bilde i-te Zeile —¢i--1. Zeile (fiir i = 2,...,m):

/ / / /

ap ay ... dy, | b

/ / /

— 0 ay ... ay | by

(Alv b) = . . . ‘ .

/ / /

0 alo ... a,, | b,
/ / /
agy ... ag, | by

o Fortsetzung mit Untermatrix : o[ usw

/ /! /
A I

3Ich bitte um Entschuldigung fiir die Unvollstandigkeit; Prof. Karigl 16scht ziemlich aggressiv.
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o Nach endlich vielen Schritten erhilt man ein System in Trapezform (Halbdiagonalform, Staf-

felform):
c11 €12 ... NN e Cln ’ d1
0 Coo ... Con ’ d2
: R N B
(C, 7) =1 : o G e G | dy
: 0 0 ’ dr+1
: N
0 ... ... .. .. 0 | dn
wobei ¢,y # 0, 7 =1g(C) = rg(A) < min(m,n).
Spalten entsprechen den Variablen %1, ..., Z,; das sind x1,...,x, eventuell in gednderter Rei-
henfolge.

Zur Losung des Systems (C, 7) in Trapezform unterscheiden wir drei Falle:

1. untere Reihen: links stehen lauter Nullen, rechts steht Zahl # 0
r<m,d; #0 fiuri>r
=1g(C) =r#rg (C’, 7)
Das System ist nicht losbar!
In jedem anderen Fall ist das System losbar; die ,,iiberfliissigen” Zeilen von r + 1 bis m werden
gestrichen (da sie die Tautologie 0 = 0 darstellen).

2. unterste Zeile enthélt links genau eine Zahl # 0
r=n
dim(ker(A)) =n—r=20
Das System ist eindeutig l6sbar.
Wir berechnen sukzessive &, Z,—1,...,21 ,von unten nach oben“

3.r<n
Dimension des Losungsraums: dim(ker(A4)) =n—7r >0
Das System hat unendlich viele Losungen.

Wir ersetzen Zy41,...2, durch Parameter ¢, ...,t,_, € K und berechnen Z,,Z,_1,...,2; wie
oben.
a b c | a b | g
d e F ol k| gus]0 d | h
g h i | 0 0o f | i
Beispiele:
3 4 2 | 5 34 2 | 5 34 2 | 5
. 2 3 5 | 71—=101 11 | 11| =10 1 11 | 11| = Fall 1, LGS nicht 16s-
19 27 31 | 51 0 5 55 | 58 00 0 | 3
bar
3 2 4 |1 1 2 3 | 1 1 2 3 |1 123 |1
e (2 -1 1] 0l—=]0 -4 -5 | =2[=]010 ] 0[—=[0 10 | 0|= Fal
1 2 3|1 0 =5 =5 | =2 0 5 5 | 2 00 5 | 2
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S =N

1
oder: — |0
0

7 4
-2—302
5 3

1 2 47
011 2
0 01

=3 Glelchungen

n = 4 Variablen
r = 3 Rang = Losung ist n — r = 4 — 3 = 1-dimensional
Man wéhle x5 =t (¢ € R, Parameter) und berechne:

Bemerkungen:

z 0

0

0 0
w

0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

Y
0

_ o W

-1

z

gl O =

0
2
5
100 | -1
~lo1 0] o
001 | 2
2 7 4 | 1 1 2 7 4 ‘ 1
-7 -14 -6 | 8l—=101 21| 1/|—
-1 -2 -1 | -1 0001 | -1
Ty = —1
To+ o4+ 223 =1
:>£C2:2—2t
T+ 209 +4x4+ Tz =1
=1 =1-3t
1-—3t 1 -3
2—2t 2 -2
Z = = o 1
-1 -1 0

b | g

d | n Gauf-Jordan-Form

L)

foli

a

lc) Zeilenstufenform (bei Vermeidung von Spaltentausch)
d

Berechnung der Inversen einer Matrix A € K™ " sodass A- A~ = I,

A~ =(xt,..., %)
A-AY =A@, ) =(el,....e)
sz—a

Das sind n lineare Gleichungssysteme. Diese sind lésbar, wenn rg(A) = n.

Losung: (A | e—f),

(A

én).
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(A | In) — o= (I,]A7Y

Satz: Ene Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn ihre Spalten beziehungsweise Zeilen
linear unabhéngig sind, also rg(A4) = n gilt.
5 3
3 2

53 10y (11 -12) (11 | -1 2} (11]-12
32101 32 ] 0 1 0 -1 | 3 =5 01| -35

3.5 Determinanten

Beispiel: A = € R2%2 rg(A) = 2v also A~

Sei A = (ai;) € K™*". Wir definieren det(A) = |A| € K wie folgt:

. n:l:\A|:a11

ai;p a2
e nNn=2: ‘A| = = 11022 — a21a12
a1 a2
a2 Aa23 a1 azs a1 a2
e n=23:|Al=an —a + a3 =
az2 ass asp ass azr as2

= a1 - A11 + a1 - A2 + a13 - A13 (Entwickeln nach der ersten Zeile)

Definition: Die Determinante det(A) = |A| einer Matrix A € K"*" ist (fiir n > 1) wie folgt rekursiv
definiert:

|A| = a11A11 +a12+ Ao+ - + a1 A1n

wobei A;; = (—1)*).Determinante jener Matrix aus K(™~)*("=1) selche man aus A durch Strei-
chen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhélt. Dieses A;; heifit Kofaktor (oder algebraisches Komple-
ment).

(—1)(H)= I + - »ochachbrettvorzeichen

Satz (Entwicklungssatz von Laplace): Eine Determinante kann nach jeder beliebigen Zeile oder
Spalte entwickelt werden, d.h.

|A’ = aj1Ai1 +apdp+ -+ aindin  Entwicklung nach der i-ten Zeile
= a1;A15 +agjAz; + -+ anjA,; Entwicklung nach der j-ten Spalte

Beispiel:

2 3 -1

—1 2
3 0 1| = —3’_31 RN _31 = -3.11-1-(-2)=-31
0 -1 4
0 1 3 -1
= 2~’1 4—3~’1 4 =2-33=-31

Interpretation in R”: Wenn A = (57,...,5,), dann | det(A4)| = Volumen des von 51, ..., 5, aufge-

spannten Parallelepipeds.
Fir praktische Berechnung werden folgende Eigenschaften von Determinanten verwendet:
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1. Multipliziert man eine Zeile (bzw. Spalte) einer Matrix mit einem Faktor A € K, so multipliziert
sich die Determinante mit diesem Faktor.

2. Addiert man ein Vielfaches einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte), so
andert sich die Determinante nicht.

3. Vertauscht man zwei Zeilen (bzw. Spalten), so andert sich das Vorzeichen der Determinante.

Beispiel:

4 2 4 3 0 6 -4 -5
1 -1 -2 2| 1 -1 =2 2
0 5 -3 -1l [0 5 -3 -1
2 1 1 2 0 3 5 =2
6 12 -5
= (-1)5 -3 -1
3 5 =2

6 12 5

= |5 =3 1

3 5 2

—-19 27 0

= 5 =3 1

-7 11 0

—-19 27

D7 1

Ferner gilt:
- Jl=m
« |AB|=|A[-[|B
o [ATH = AT = (falls |A] #0)
Satz: Eine Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn |A| # 0. In diesem Fall gilt:

_ 1
1 _ W(Azj)T

Beispiel:

(5

5 3
3 2

PET o An 1(2 =3\ (2 -3
A \A21 An)  1\-3 5 ) \-3 5

Insbesondere gilt fiir eine quadratische n x n-Matrix A:
rg(A) = n <> A hat nlinear unabhéngige Zeilen <+ A hat nlinear unabhéngige Spalten <> |A| # 0 +

JA L & AT = 7 eindeutig 1osbar

Al = | =10-9=1#0= 34"
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Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem der Form AT = 7 mit n x n-Matrix A und |A| # 0,
d. h. das LGS ist eindeutig lsbar.

Satz (Gramer’sche Regel): Sei A7 = T ein LGS mit quadratischer Systemmatrix A = (af,...,a,)
und |A| # 0. Dann gilt fiir die Koordinate 2; des Losungsvektors 27

_)

’a_{a---vmvbvmr“’a_ﬁ‘ f . 1
T = |A’ ur?=1,...,n
Beispiel:
3.2 4| 1 .
2 -1 1|0 z(Alb)
1 2 3 |1
3 2
Al = 211
1 2
0 —4 -5
1 2 3
—4 =5
.
= =5
1 1 2 4
71 2 3
1 2 4
1
70 0 -1
1 -1 1
B 1
- )
1 3 1 4
T2 o= =20 Lj=-=0
I O
B2 5
o201
_1
5
7 = |0
2
5

3.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Sei A € K" eine quadratische Matrix. Gilt A7 = A7 fiir einen Vektor 2 # T und
einen Skalar A, dann heiBt A Eigenwert (EW) von A und @ Eigenvektor (EV) zum EW .
Bemerkungen:
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.« T # ﬁ ist 777, X kann auch 0 sein
. ?, 7 EV zum EW A, dann auch T+ 7, 7 (c Skalar)
dann A(Z + Y) = AT + AY = T+ 2V = A (Z + Y) und A(cT) =c- AT =¢- AT = \(cT)

« EW, EV auch fiir lineare Abbildungen f:V =V : f(Z)=\- 7, 7 # O

Beispiele:
(1 0 1 e .
« A= (0 1) AT = <0 ) ( ) = (—x ) Spiegelung auf der 1. Achse
Aei =ef=1-ef,d.h. ef ist EVzum EW A =1
Ae_2>:fe_2>,d . & ist EV zum EW \ = —1

Bej 1
Bes = &
B@:é

Wie findet man EW und EV einer Matrix? A7 = A7 < (A— A7 0= 0 < |[A— M| =0

1. Bestimmung von A aus |[A — AI| =0

2. Bestimmung von @ zu jedem A aus (A — A7 = f
Beispiele:
13 0 —12
e« A=|12 1 -12|, gesucht: alle EW und EV
16 0 —15
charakteristische Gleichung |A — A\I| = 0 l6sen:
13— A 0 —12
2 1-Xx —12 | = @—A)BMA _gmA‘
16 0 —15—-2X

=N =1

Ay = 1

A3 = -3
EVzu)\zl:_>
m—ygzo
(A—1I]0)
12 0 =12 | 0 10 —-11]0 a 1 0
120 —12 | 0l=]|00 0 | O|=Z=|b|=al0|+b|1]| abeR,(a,b)+#
16 0 —16 | 0 00 0 |0 a 1 0
(0,0)
EV zu A = -3:
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6 0 —12 | 0 4 0 =3 ] 0 4 0 =3 1] 0
12 4 =12 | 0| =31 =3 ] 0|—=]04 =3 | 0|=>7=
6 0 —12 | 0 00 0 | O 00 0 | O
c e R\ {0}
10 0 1
Bemerkung: Man setze D = diag (A1, A\2,A3) = [0 1 0 |,7 = |0
0 0 -3 1

T~1AT = D (A kann diagonalisiert werden)

PC-Handler verkauft im Laden oder im Internet.

heuer ‘ ‘ néchstes Jahr

Ladenkunden | 22 | Ladenkunden
Ladenkunden | 22 | Internetkunden
Internetkunden | 2% | Internetkunden

Internetkunden | 2% | Ladenkunden

Gibt es einen Zustand, fiir den sich die Kundenzahlen nicht mehr &ndern?
x; =#Ladenkunden im Jahr ¢
yr =fInternetkunden im Jahr ¢ (t =0,1,2,...)
Tt+1 0.8 0.1 Tt — —
= (yt+1> = <02 09> <yt> bzw. Tiyl = Ay
Wir suchen @ mit A7 = 7, d.h. 7 ist EV zum EW \ = 1.
A=A =0= XA =1, =07

,c € R\ {0}, also: 1 Ladenkunden, % Internetkunden

EV (\) = ¢ (;)

3.7 Skalarprodukte

gewohnliches Skalarprodukt im R"

1
7 = eR"
Tn
U1
v=|:|er
Un
:?-7:m1y1+~--+xnyn
n
:inyiER
i=1
R xR - R

e Linge von 7: | 7| = V7 - 7 = \/m
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« Orthogonalitit: wann gilt 7 Ly ?

LY s |2+ Y1 = 17 - 7P
Tyt = (7 -7)
2L =202 + 72

a7 Y =0

e Winkel zwischen zwei Vektoren

17 =1 =121+ 171" =212 7] - cos ¢

7
= O = IF T

Beispiel: Welchen Winkel schlieflen Flachen- und Raumdiagonale eines Wiirfels miteinander ein?

= == O = =

1 1
o de (1) | 1 22
COS¢_\]7H.|1?||_ V2-v3 V6 V3

¢ ~ 0.62rad ~ 35.3°

Alligemeines Skalarprodukt Definition: Sei V' ein Vektorraum iiber R. Ein Skalarprodukt ist eine
Abbildung von V x V in R, welche zwei Vektoren 7,y € V einen Skalar <7, 7) € R zuordnet,

sodass gilt:

L (7, 7) = (¥, %)

2. (Z+7,2)=(Z,2)+ (¥, 2)
3. 0N, ) = M7, Y)

42,2 20,(7,T)=00T=0

Ein reeler Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit Fuklidischer Raum.
Betrag, Winkel, Orthogonalitit genauso definiert wie fiir gewéhnliches Skalarprodukt:

IZ) = (@, %)
TLY & (T, Y) =0
cos = (7, 7)

21 Iyl

Beispiele:
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e« V=R"(Z,Y) =79 (gewdhnliches Skalarprodukt) erfiillt Regeln 1. bis 4.
kanonische Basis: €1, €3,. .., e, wobei Vi : ||e;|| = 1 und Vi # j : (e}, e_;) = - e_; = 0. Dies ist

eine Orthonormalbasis.

o« V= RQ, <?, 7> = 2x1y1 + 3T2y2

,Kreis*?
77 =r* =1
2202 + 2 =1
— Ellipse
2 0
= 2 (2 0) (1)
=774

e V =R", A symmetrisch positiv definite* Matrix
(7,y)=7"AY
2B A=1: (2, )=2"TIy=7"-7%

. V C[O 1]—{f [0 1] — R f ist stetig}
fO x)dr € R

z.B. s1n(7mc)J_ cos(wx), denn fo sin(rz) - cos(mx)der =---=0

Satz (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung): Fiir 2, eV gilt
(@D <1717l

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn 7, 7 linear abhéngig sind.
Beweis: Sei A € R beliebig.

17 =7 >0
<?_A77?_)‘7>20
(T, @) —2M(T,Y) + X (¥, ¥) 20

man setze A = ? 7
@ J)

(T, 9) (@, 7)
(@, ) —2W77 7’7>2<777>20

Bemerkungen:
e cos ¢ ist stets wohldefiniert

« Dreiecksungleichung |7 + 7/ || < || 7] + || /| gilt stets

14 ist positiv definit < ZT A7 >0 VT #* ﬁ
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4 Folgen, Reihen und Funktionen

4.1 Folgen reeler Zahlen
4.1.1 Definition des Grenzwerts

Beispiel: Dezimalentwicklung von m

apg =3

ar = 3.1

as = 3.14
az = 3.141
aqs = 3.1415
Gp — T

Definition: Eine Folge reeler Zahlen ist eine Anordnung (an)nzo =ai,a9,....
Beispiele:

¢ ap=5(n>1) 1,41
o a,=2 2,2,2,. konstante Folge

e ap=ag+n-d z.B.2, 5 8 11,. arithmetische Folge

e ap=ap+q" z.B.2,6,18, ... geometrische Folge

e =5, api1 = + (an %) firn=0,1,2,... 5,3, g,~ -— /5 rekursiv definierte Folge

(Babylonisches Wurzelziehen)
Wir betrachten eine rekursiv definierte Folge (a”)nZO mit ag = 0,ap11 = “"T‘M firn=0,1,2,....

also: 0,2, 3,3.5,3.75,3.875, ...
Hier gilt: fast alle Folgenglieder a,, liegen in der Umgebung (4 — €,4 + ) von 4.

ap € (4 —¢e,4+¢) = U (4) fur fast alle n

Definition: Eine Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert a, falls in jeder e-Umgebung von a
fast alle Glieder der Folge liegen, d. h. falls Ve > 03N (¢) € N: |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N(e). Besitzt
die Folge keinen Grenzwert, heifit sie divergent.

Schreibweise:
s, On =
oder
an — a
z. B. ) )
an =3 (n>1) Jlim a, =0, denn E—O <6<:>n>{\/gJ:N(s)

an=n%> (n>0) 0,1,4,9,... ILm ap, = o0 (ay) ist uneigentlich konvergent,
n o0
d.h. VK > 03IN(K) : a,, > K (fiir alle n > N(K))
ap,ai,az,as, - - — a, wobei a, € U.(a) fir fast alle n und Va.

_n+l .2 3 4
Z.B.an— n .T,i,g,"‘—)l
lim,,— o0 @y, = 1, denn \an—llzln—ﬂ—l‘—l<efﬁrn>l

Beispiel: a, = (—1)"2-1 n > 1 hat keine Grenzwerte, sondern Héufungswerte (—1 fiir ungerade

und 1 fiir gerade n).
Definition: Eine Folge (a,) besitzt einen Haufungswert a, falls in jeder e-Umgebung von a un-

endlich viele Glieder der Folge liegen.
Bemerkungen:
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Grenzwert = einziger Hiufungswert

eine Folge kann mehrere Haufungswerte besitzen

der groBte Haufungswert: lim sup a,, oder lima,, (,limes superior®)
der kleinste Haufungswert: lim inf a,, oder lima,, (,,limes inferior®)

dlim a,, : lim a,, = lim sup a,, = lim inf a,,

z. B.
—1
an = (—1)”n +1 Haufungswerte
n _
lima, =1
lima, = -1
1 _
ap, = (—1)" lim a,, = lima,, = lima,, =0

{1
(an)_(1,2,3,4,5,...> Alim a,,

lima,, = 0, lima,, = co (uneigentlicher Hiufungswert)

4.1.2 Monotonie und Beschrianktheit

Definition: Eine Folge (a,,) heifit:

monoton fallend, wenn a,41 < ay
streng monoton fallend, wenn an41 < an
monoton wachsend, wenn a,4+1 > a,

streng monoton wachsend, wenn a,1 > ap

jeweils Vn.

Definition: Eine Folge (a,,) heifit beschrinkt, wenn es Zahlen a, b gibt, so dassa < a, <b Vn € N.
(a: untere Schranke, b: obere Schranke)

Bemerkungen:

Folgen sind eventuell nur nach oben/unten beschrinkt, z.B.0,1,2,3,... (untere Schranke:
z.B. 0, keine obere Schranke).

obere/untere Schranken sind nicht eindeutig bestimmt

jede beschréankte Folge reeller Zahlen besitzt stets eine kleinste obere Schranke (das Supremum)
und eine grofite untere Schranke (das Infimum) geméf Vollstandigkeit von R

a<a Vn
a = infap, falls ¢~ " ,
o <a, Vn=d <«

analog 8 = sup a,

Beispiele:

an, = — streng monoton fallend

n2

1 1
denn Qp41 <6Ln<1:>(n_'_1)2 < ﬁ = (n+1)2 >n2\/
beschrankt 0 < — < 1
n
sup a, = 1,inf a,, = 0 (0 ist kein Folgenglied!)
= konvergent

Satz:
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1. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

2. Jede beschriankte Folge besitzt (mindestens) einen Haufungswert.
(Satz von Bolzano-Weierstraf)

3. Eine monotone Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschréankt ist.
(Hauptsatz fiir monotone Folgen)

4.1.3 Rechnen mit Grenzwerten
Satz:

1. Fir Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten konvergenter Folgen gilt:
lima, = a,limb, =b= lim(a, +b,) =a+b
lim (ayp - by) =a-b

lim (“”) = L falls by £ 0,0 #£ 0
bn, b
2. (Sandwich-Theorem)
Fiir Folgen (a,), (bn), (cn) gilt:
<. < .
an < Cp < b fl.ll" (fast) alle n ~ lime, —a
lima, =1limb, = a
Beispiele:
_ n?4+n—1
T Bl
1+4—
lim a, = lim ”711”2
n—00 n—00 3+ oz
lim (1 + % - #)
a lim (3 + %)
_1+0-0
340
_1
an=q":1,q,¢%,¢>,... geometrische Folge
0 fir |¢| <1
o .
7}1_{20(1 =41 flirg=1
oo fiir ¢ > 1 (uneigentlich konvergent)
Beweis fiir ¢ > 1:
g=1+pmitp>0
¢"=(1+p)"
=1+ (") p+ (D)2 ()"
- 1)PT\2)? n)?
>14np— o0
= q" — 00
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1 n
ap = <1+> n>1 2,2.252.37,2.44, - — e =2.71828. ..

n

an = ¥Y/n — 1 (siche Ubung)

1
(an) Folge mit vy <a, <n%
— lim ¥a, =1

denn lim /-1 = limw = & = 1 und lim {/n® = lim (/)" = 1% = 1, dann gemiB

ne

Sandwich-Theorem

Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy): Eine Folge (a,) ist genau dann konvergent, wenn gilt:

Ve >03dN(e) e N: |apy, —ay| <€ Vm,n > N(¢g)

4.2 Unendliche Reihen

11 1 o
z 10+11001+]10001+ + 9
1_§+§_T+§_+...:ZLeibniz—Reihe
_,4_%_%4__...:1112
LN _
totgtgt 00

4.2.1 Der Begriff der unendlichen Reihe

Sei ay,ao, ... Folge...
Wir betrachten die Partialsummen:
S0 = ap

s1=ag+ ax
So = ap + ai + as

: n

Sp = Z aj
k=0

!

S

o0
Definition: Eine unendliche Reihe Zan heifit konvergent und besitzt den Grenzwert s (die

n=0
n

Summe s), wenn die Folge der Partialsummen s,, = Z ay, konvergiert und lim s,, = s gilt; andernfalls

k=0
ist die Reihe divergent.
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o
Beispiel: unendliche geometrische Reihe Z " =1+q+¢+...
n=0
sn=1+q+-+q"
¢ sn=q+q + -+
(1-¢q)sp=1-— gt

]-_ n+1n—>oo
sn:qu 1_qfalls lql <1
1
alsoZq":1+q+q2+...:1_qﬁir—1<q<1
B 4£,+_4}4,+_ — 1 (1_+_:1+_1+_ ) —»Al, AAJLA, —»;E, 19 —»1
710 100 710 10 100 /) 10 1-4% 10 9 9

Satz: Ist Z a, konvergent, folgt lim a, = 0, aber nicht umgekehrt.
n>0 nee

1. angenommen, Y a, = lim s, = s konvergiert = a, = s, —s,_1 = 0—-0=0
. . 1 1 1 1
2.harmomscheRelheZ—:1+7+7+7+~-:oo
2 3 4
n>1
+1+1+1+1+ —
—_ — p— — .. m
5 6 7 8

>

NI

Definition: Eine Reihe Z ay, heilt absolut konvergent, falls Z |an| konvergent ist. Eine Reihe, die
n>0 n>0
nicht absolut konvergent ist, nennt man bedingt konvergent.

Satz: Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent, aber nicht umgekehrt.

Also:
Z lan| = Z a, konvergent = lima, =0

& &
hinreichende Bedingung notwendige Bedingung
fiir Konvergenz von > a, fiir Konvergenz von > a,
Beispiele:
LR S
10 © 100 -9
1 ! 11
= . —~ =
10 100 10 1 — (*ﬁ) 11
=D" .
Z Ton ist absolut konvergent und daher auch konvergent
1 1 . .
e 1+ B + 3 + - -+ = oo (harmonische Reihe)
1 1
1-— 5 + 3 +--- =1In2 (alternierende harmonische Reihe)

_1\n
E (=1) ist zwar konvergent, aber nicht absolut konvergent
n
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Reihen
e ¢

konvergent divergent

e hY
absolut konvergent bedingt konvergent
4.2.2 Konvergenzkriterien
(Vorsicht: alle diese ,,Kriterien® sind hinreichend, aber nicht notwendig!)

1. Sind Y a, und Y b, zwei Reihen, so dass |a,| < b, fir fast alle n und Y b, konvergent ist,
dann ist )" a,, absolut konvergent. (Majorantenkriterium)

2. Sind > a, und > b, zwei Reihen, so dass 0 < a, < b, fir fast alle n und Y a, divergent ist,
dann ist ) b, divergent. (Minorantenkriterium)

3. Gilt fur Y ay, dass {]an| < ¢ < 1 fir fast alle n, dann ist Y a,, absolut konvergent. Falls
hingegen {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n, so ist Y a, divergent. (Wurzelkriterium)

An+1

4. Gilt fur Y ay, (mit a,, # 0), dass < q < 1 fiir fast alle n, dann ist > a,, absolut konvergent.

n
Qn41

an

> 1 fiir fast alle n, so ist Y a,, divergent. (Quotientenkriterium)

Falls hingegen

5. Ist >>(—1)"a, eine alternierende Reihe, sodass a, monoton gegen 0 konvergiert, dann ist
> (—1)"a, konvergent. (Leibniz-Kriterium)

Beispiele:
1 . . - 1 1 1
. Z —5 konvergiert, denn (nach Majorantenkriterium) — < ————— (n > 2) und Z — =1
= n n(n —1) n(n—1)
(siche Ubung)
Z 1 2
26
S 6

1 1 1 1
. Z % ist divergent, denn % > - und Z - divergiert (nach Minorantenkriterium)

n>1
. Z 2% ist konvergent, denn {/|a,| = {/ 2% = \éﬁ -3 und \éﬁ < 1 < 1 fiir fast alle n (nach
n>0 N
q
Wurzelkriterium)
n+1
o 11 1
oder || = 2 = ntloc — — < 1 (nach Quotientenkriterium)
an o n 2 2
Z(_l)n I ist k t (nach Leibniz-Kriteri L_10) s
. =1— -+ - — -+ —...ist konvergent (nach Leibniz-Kriterium: egen T
2o+ 1 375 7 & ZoF1 ¥ BOE g
(=1t L1 . - N 1
Z =1- 3 + 37 + ... ist konvergent (nach Leibniz-Kriterium: - | 0) gegen In 2
n
n>1

Rechnen mit unendlichen Reihen

Zan:a,an:biz:(an—{—bn):a—&—b
> (Aan)=A-a
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Cauchy-Produkt
Z an - Z b, =7

neue Reihe > ¢,, wo

co = apbo
Cc1 = a()bl + a1b0

co = agba + a1by + asby

¢n = aoby + arbyp—1 + -+ anbo

n
= Z agbp_g
k=0

Y= X (Lot

n>0 \k=0

> ¢y ist das Cauchy-Produkt der Reihen > a, und > b,,.

Es gilt: 3" an, > by, absolut konvergent = Cauchy-Produkt absolut konvergent und > > axb,_r =
a-b
4.2.3 Potenzreihen

Beispiel: Exponentialreihe (fiir festes = € R)

) A LTy
>0 n! 120 3!
zn+1 1
an+1 _ (n;;ll)! _ |x] 50
an o n+1
An+1 1 .
also < 3 < 1 falls ngentigend grof3
%9

= Reihe konvergiert fiir alle x € R

1 1
1+%—|—%+---:ez, insbesondereaz:l:1+F+§+---:e:2,7_”
Allgemein: Z anx™ oder Zan (x — x0)"
n>0
1 .
= f <1
Z.B.Zx”:1+$+$2+x3+_,,: = ir |z|
n>0 divergent sonst

Satz (Konvergenz von Potenzreihen): Zu jeder Potenzreihe > a,z™ gibt es eine Zahl R mit 0 <
R < o0, so dass die Reihe fur alle || < R absolut konvergent und fiir alle |z| > R divergent ist.

Dabei gilt: R = ———F—
s limsup {/|ay,|
Bemerkungen:

o Satz gilt auch fiir zyp # 0 (beliebiger Entwicklungspunkt)

e Satz gilt auch in C
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e limsup {/|a,| =00 = R =0 (3 a,a™ konvergent nur fiir x = 0)
limsup {/|an| =0= R = 0o (3 a,z" konvergent fur alle x)

Beweis:

Sei |z| < R.

lim sup W: |z| -limsup {/|a,| < 1
~N~ —

<R 1

= {/|anz™| < g < 1 fir fast alle n

=Konvergenz nach Wurzelkriterium

Sei |z| > R: analog.

Beispiel:

> A i + i +
el 2 3

a 1,7L+1 n

ntll o—| =|z] <l|z| <1fir |z| <1
QA o n+1
Z konvergent fir |z| <1
oder:

1 1
limsup {/— = limsup —= =1
n Un

1
=R=-=1
1

4.3 Asymptotischer Vergleich von Folgen

Analyse von Algorithmen: Komplexitidt und Speicherbedarf
z. B. Sortierung von n Zahlen der Gréfie nach:
primitiver Algorithmus: #Vergleiche = (n—1)+(n—2)+---+2+1 = n(n;l) = 0O (n?) (,groB-0%)
Average-Case-Analyse oder Worst-Case-Analyse
Definition (Landau-Symbole): Seien a,, b, Folgen. Dann schreibt man:

1. an = O (by) (,an ist ein GroB-O von b,“, fiir n — 00), wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so

dass an < C fur fast alle n.

bn,
L . . . a
2. ap = 0(by) (,an ist ein Klein-O von b,“), wenn nh_{lgo b—: =0.
a
3. ap ~ by (,a, und b, sind asymptotisch gleich®), wenn nlggo - =1.

n

Beispiele:

o M) 2 _n_ 2 <1 —~ 1) < C-n? d.h 2D — O (n2)
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— 2 2_ .
%N%,denn 7122 = "5t = 1firn— oo

2
o n!~ (2)"v27mn (Stirling’sche Formel)

O(n) linear, O(nlogn) (z. B. Quicksort), O(n?) quadratisch, O(2") exponentiell

4.4 Elementare Funktionen

Wir betrachten Funktionen f: R D D — R.

4.4.1 Beispiele und einfache Eigenschaften

Polynomfunktionen f:R — R, f(z) = a,2"+a, 12" '+ 4a1x+ag won € N (Grad des Polynoms), a; €
R (Koeffizienten), a,, # 0

z.B. konstante Funktionen f(x) = a,
lineare Funktionen f(z) = a1z + ag
Potenzfunktionen f(x) =z",n € N
Polynomfunktion 3. Grades f(z) = 23 — 422 + 3z

Rationale Funktionen f:D — R mit f(z) = % wo D =R\ {z € R:¢g(x) =0} (Nullstellen von
q)

z.B. f(z) = 2;10 7 Wo f:R\{-2,42} - R — —2 und +2 sind Polstellen
$ —_—

Definition: Sei f : D — R und I C D ein Intervall, dann heifit f auf I streng monoton wach-
send, wenn z < y = f(z) < f(y) Vx,y € I. (Analog streng monoton fallend: z < y = f(z) >
fly) Va,y)

Polynomfunktionen sind auf ganz R definiert, stiickweise monoton, im Allgemeinen weder injektiv
noch surjektiv.

Satz: Jede auf einem Intervall I streng monotone Funktion f : I — f(I) ist bijektiv und ldsst sich
daher auf I umkehren.

Beweis: 0.B.d. A.sei f streng monoton wachsend.

x#y, etwaxr <y= f(z) < f(y), d.-h. f(x) # f(y), also ist f injektiv.
f:I— fI)=A{y|3zel: f(x) =y}, also ist f surjektiv.

Demnach ist f bijektiv.

Es gilt: f~! ist auch streng monoton, und zwar gleichsinnig zu f.

4.4.2 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Definition: Die natiirliche Exponentialfunktion ist definiert durch exp(z) = €%, wo
1 n
e= li_>m (1 + ) ~ 2.71828... ist. Die allgemeine Exponentialfunktion lautet f(z) = a® fiir a > 0.
n—00 n

Frage: Wie ist e bzw. a® iberhaupt definiert?

e ganzzahlige n:
a"=a-a---afirn>0
——

2
e rationale n: a7« p € Z,n € NT
f:RT - Rtaw a" (n € NT): ist stets streng monoton und bijektiv
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= fa) = Ya= ar (n-te Wurzel existiert)

q

b
definiere a¢ = aP

o reelle Exponenten a® mit b € R
man wéhle eine Folge in Q: b, — b und setze a
~~ ~

€Q cR
stets und ist unabhéngig von der Folge b,,.

b — lim a’. Dieser Grenzwert existiert
n—oo

besondere Stellen von e”:
] eO = 1

e el =ex27... Euler’sche Zahl

»

x

¢ Gaufi’sche Glockenkurve: e 2

“: R — RT bijektiv = es existiert eine Umkehrfunktion In : RT™ — R (natiirlicher Logarithmus) wo
y = In(x) & x = eY, insbesondere:

e In1=0
e Ine=1

Analog: allgemeiner Logarithmus zu Basis a als Umkehrfunktion von a*: y = log,(z) < x = a¥ (nur
fira > 0,a # 1)

° loga(l) =0
° loga(a) =1
e log,(a®”) =2z VreR

o al°%(®) = 5 VzeRT

Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen
e log(a-b) =loga+ logb (— Rechenschieber)
o log(a’) =b-loga
zlna Inx

e a"=e und log, v = 1%

Satz: Die natiirliche Exponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften:

n—oo

n
1. € = lim (1 + ac) (Darstellung von e” als Grenzwert)
n
" 2
2. " = Z —=1+z+ 5 + ... (Darstellung von €” als unendliche Reihe)
n!
n>0

3. e” - e¥ = e (Funktionalgleichung fiir e”)

4.4.3 Winkelfunktionen und Arcusfunktionen

o Gegenkathete
Sinus: sinz = Ey ofenuse
. . _ nkathete
Cosinus: cosz = Gypotinuie
. Gegenkathete
Tangens: tanz = Ankathete

Siehe Einheitskreis im 1. Quadranten fiir 0 < x < 2m. Die Funktionen werden dann periodisch
erweitert, d. h.sin(xz + 2k7) =sinz k€ Z.sin: R —- R
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Reihendarstellung

3 5 7 2n+1
T T T T
sinz=2— —+ — — — +— —Z( )
3! 5! 7! S0 (2n + 1)!
2 4 6 2n
T T T T
cosz =1 +— ==+ - —Z( 1"
2! 4! 6! = (2n)!
sinx
tanx =
CcoS T
T 37 5w
tan : R +—t+t—:F—:... =R
an \{ 27 2 9 2 ) }

Die Reihen (sowie Ableitungs- und Integralformeln) gelten ausschliellich im Bogenmaf3!

Zusammenhang zwischen Sinus, Cosinus und Exponentialfunktion Sei hierfiir e* auch fiir z € C
definiert.

(x)?  (2)° ()

e’ =1+ () + 51 + 30 + 1 +..
. a2 L
2! 4)
23
+ 1z —z§

Also: e¥ = cosz +1sinz
Anwendungen:

o Polardarstellung komplexer Zahlen: z = r(cos ¢ + ¢sin ) = re'¥
z.B.3 4 31 = /2’7

e ¢ =cosx +sinx

e ™ =cosx —sinx

ezx+e—zx
= Ccostr = ————
2
. o g
= sinx =
21
o ¢ =cosm +sinm = —1
e +1=0m

Umkehrfunktionen In R — R sind sin und cos werder injektiv noch surjektiv. Wir miissen also den
Definitions- und den Bildbereich einschranken.
Sei also sin : [—75; 5] — [—1;1]. Hier ist sin bijektiv.
= JUmkehrfunktion arcsin : [-1;1] — [=7; 5] (genannt Arcussinus; y = arcsinz < x = siny)
analog arccos,arctan : R — [—7; 7]

Elementarfunktionen sind zusammengesetzt aus Grundfunktionen,

1 . T
z.B.f(:U):\/1+m—smx-ln1+e_x
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4.5 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit
4.5.1 Definition und Beispiele

Wir betrachten eine Funktion f: D — R,y = f(x), 2o fester Punkt.
»,Gegen welchen Wert strebt f(z), wenn z gegen z geht?«
Beispiel:

sin x

foRA{O} =R f(x) =

lim f(x) =?

T

. _o
255, fle) =1
s
Es gilt lim f(z) = lim e _ 1, denn
x—0 z—0 T
sine <z < tanzx
1< P!
sinx ~ cosw
4 I l
1 =1 1
sin x |sin z| 1 .
denn =—— < — > 0firz —
z |z| ||

1 firz >0
Beispiel: g : R\ {0} - R T) =
piel: g iR\ {0} + B g(x) {_lfo<0

1ir% g(x) =7... dieser Grenzwert existiert nicht!
T—

Definition: Eine Funktion f : D — R besitzt an der Stelle zg den Grenzwert ¢, wenn fiir jede
Folge (x,) mit z, € D, x, # x¢ und lim z, = x¢ folgt lim f(x,) =c
T—r00 T—00
Gleichwertige Definition: f besitzt an der Stelle zg den Grenzwert ¢, wenn zu jedem & > 0 eine
Zahl §(e) > 0 existiert, so dass gilt |x — x| < d = |f(x) —c| < e
Schreibweise: lim flz)=rc
T—T0

analog ist definiert: Jim. f(z)=¢, xlgglo f(z) =00

Praktische Berechnung eines Funktionsgrenzwerts
1. gemaf Definition des Grenzwerts
2. Anwendung der Rechenregeln fiir Grenzwerte von Summen und Produkten von Funktionen
3. Umformung des Ausdrucks fiir f(x)
4. Entwicklung von f(z) in eine Reihe (siehe spiter)
5. Regeln von de I’'Hopital (siche spéter)
Beispiele:

3r+1  limg1(3z +1)

lim = —
e—1 x4+ 1 limg 1 (z + 1)
4
= — = 2
2
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. 100 100
lim = —
z=00 1 4+ pe™®  limy o0 (1 4 pe™2)

=100

Stetigkeit von Funktionen Definition: Eine Funktion f : D — R heif3t stetig an der Stelle xg € D,
wenn lgn f(z) = f(zo). Die Funktion heifit stetig in D, wenn f an jeder Stelle zp € D stetig ist.
T—T0

< lim f(x)=f (xli_glo ac), also lim und f vertauschbar

Tr—xTQ
Beispiele fiir stetige Funktionen:

« alle elementaren Funktionen sind auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich stetig

e Summen, Produkte, usw., Zusammensetzungen und Umkehrfunktionen stetiger Funktionen
sind wieder stetig

e Potenzreihen sind im Inversen ihres Konvergenzintervalls stetig

Beispiele fiir nicht stetige Funktionen:

o Funktionen mit Sprungstellen (u.a. Treppenfunktionen)

y = f(x)

f ist stetig in =, wenn f (limg_,,) = limg_z, f(2)
Funktion, die nirgends stetig ist:

_J0o z€Q
f(w){l zeR\Q

4.5.2 Eigenschaften stetiger Funktionen
1. Vorzeichenbestindigkeit
[ stetig, f(xo) > 0= FUmgebung Us(xo) : f(x) >0 Vo € Us(zo)

2. Nullstellensatz von Bolzano
f:1I=1a,b] = R, f stetig, f(a) <0, f(b) > 0= f besitzt mindestens eine Nullstelle ¢ € I mit
7(e) =0,

3. Zwischenwertsatz

f:I =1la,b] — R, f stetig = f nimmt auf I einen kleinsten Wert m = min {f(x)|z € I},
einen grofften Wert M = max {f(x) |« € I} und alle Werte in [m, M| mindestens einmal an.
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5 Differentialrechnung in einer Variablen

5.1 Die Ableitung
5.1.1 Definition und Ableitung einfacher Funktionen

Wir betrachten eine Funktion f(x): D — R
Durchschnittliche Steigung im Intervall (xg, x1) : 2— fz)—f@o) ,Differenzenquotient*

= xr1—T0
A
Steigung in Punkt xg: lim 29— lim M

Az—0 Az T1—T0 1 — X0

Definition: Unter der Ableitung (dem leferentlalquotlenten) einer Funktion f : D — R an der
Stelle g € D versteht man den Grenzwert

,Differentialquotient”

f(z) = f(z0)

T—T0 T — X0

Existiert dieser Grenzwert, so heifit f in zy differenzierbar; existiert er fiir alle g € D, heifit f in D
differenzierbar und die Funktion f’(z) die Ableitung von f.

Schreibweisen: f'(x), % (x), j—f(:z:o) (,Dee-Eff nach Dee-Iks in Tks-Null*), %|x:x0
x

Interpretation in  der Geometrie: Tangentenanstieg
den Naturwissenschaften: momentane Anderung einer Gréfe (z. B. Geschwindigkeit,
Wachstum)
der Wirtschaft: z. B. Grenzkosten (zusétzliche Kosten fiir ein weiteres Stiick)
Beispiele:

o f(x) = ckonstant = f'(zg) = limy_4, %ﬁ;gwo) = limy g, % = limg 4, % =0

az+b—(axo+b)

o f(x) =ax+blinear = f'(z¢) = limy_4, r— = limg 4, a(xr_i;voo) =a
201 (372 _
o f(z) =32% +1 quadratisch = f'(zg) = limg_,, Seml-(agtl) _ limg -z, S@=z0)@+z0) _ g4

T—x0 T—x0

also (322 + 1) = 629
allgemein (az? + bz + )’ = 2az + b

-f<w>=|w|={”“° v=0
—x x<0

in g = 0 nicht differenzierbar!

i £(@) = 1) _hmu_{l rn=1 10

xz—0 xr — z—0 T

5.1.2 Eigenschaften und Ableitungsregeln
f stetig  #  f differenzierbar

<«
Satz: Ist f differenzierbar in xg, dann ist f dort auch stetig.
Beweis:
x) — f(x
Fla) = flao) + L0 (o)
T — X0
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f(x) — f(o)

o) = fa) + T gy
\ \
Jm fz) = flzo) + f (o) ' 0
xli_)ng}() f(z) = f(zo), d. h. f ist stetig ist xo]

reellwertige Funktionen O stetige Funktionen O differenzierbare Funktionen
’ ‘ reellwertig ‘ stetig ‘ differenzierbar ‘

T . . .
= ja nein nein

|| ja ja nein

x? ja ja ja

Ableitungen elementarer Funktionen (Schule)
o flx)=a"= fl(z)=n- 2"} (x € R,n € Noder z > 0,n € R)
o fl@)=e"= fi(z) =e"

o f(z)=sinz = f'(z) =cosz

/ S H f@)—f(zo) _ 1. sinz—sinxzq _ 1 sin(zo+(z—z0))—sin zo
denn f'(zo) = limg—, =t lim T r—zo limg sz, Z—x0
. ; _ () —si . . cos(x—xgp) —1 . sinz — xg
_ hma:—):vo sin zg cos(x :1}())+C(f xo sin(z—xo)—sin zg — sinz- lim ( ) + cos 7o+ lim
T—x0 T—T0 T — X T—T0 T — X0
0 (siehe Ubung) 1
= Cos xp

1

o f(z) =arctanz = f'(z) = 5

Satz (Ableitungsregeln):
e (c-f(@) =c-f'(x) VceR
o (f(z
(

)+ g(x)) = f(z) £ ¢'(x) Summenregel
« (f(z)-

e D1 A Dy LR fog=F

F(z) = f(g(z))
= F'(z) = gf'(g(x)) - ¢'(z) Kettenregel

LA _df | dg
kurz: dr = dg * dr

Beispiele:

o fl2)=(1+2%)e" = f(z) =22 + (1 +2%)e” = (1 + )%

o f(x) =tanz =L = /(1) = COSZC’(?;BS;“% = - =1+tan’z

o flz)=V1+22= fl(x)= ﬁ-%}z lfer
o fl2)=sin, 1422 = fi(f2(f3(2))) = f/(2) = fi(fo(f3(2)) - f5(f3(2)) - fi()
fi ffs
:cosx/1+x2-2\/17-2x

1422
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d 1 1 1 1
. f(x):lnxif’(x):di/c:gz :e—y:;, also (lnx)’z;
dy 1 1 1 1
_ 1oy _ _ _ _
* J(@) =arctane = fi(z) = dz 3—; ~ l+tan?y 1422 also (arctanz) = 1+ a2

Hohere Ableitungen

d / :
af(ag) = f'(z) 1. Ableitung von f

d
da
allgemein f”(z), fW(z),..., fM(z) = £5f  n-te Ableitung
Definition: die n-te Ableitung einer Funktion f ist rekursiv definiert gemaf f(™(z) = % f=D ()
und f()(z) = f'(x). Falls f") () existiert, heiBt f n-mal differenzierbar; falls £ (z) auch stetig ist,
heifit f n-mal stetig differenzierbar.
Beispiel:

f'(z) = f"(z) 2. Ableitung von f (falls sie existiert!)

f@) =z = fx) =

f'(@) = )

2

f(x) =+
s 6 3l
=-m=

—1)!
allgemein: f("(z) = (—1)(”“)# firn>1
x
x>0 B {23: x>0

2
x
Beispiel: f(z)=z-|z| = f(z)= & = - =2z
pies f(a) = lol = /o) = £ {7, P20 {20

1" (x) existiert nicht fiir g = 0, also ist f einmal aber nicht mehr zweimal differenzierbar

5.2 Die Taylor'sche Formel und der Mittelwertsatz

5.2.1 Mittelwertsatz
f'(z0) momentane Anderung von f im Punkt x
) = Flwo) mittlere Anderung von f im Intervall [zg, z1]

L1 — Zo
Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung): Ist f auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig

und auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar, dann gibt es mindestens eine Stelle £ mit a <

b) —
€ <b,sodass f(§) = f(l))f(a).
(Sei g die Gerade durch a und b, dann ist h die dazu parallele Tangente von f. £ ist dann der

Bertihrpunkt von A und f.)
Sonderfall fiir f(a) = f(b) : 3¢ : f'(€) =0 (Satz von Rolle)
Beweis: ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f nicht linear (sonst trivial).
Man bilde F(z) = f(b) — f(a) — LO=1@ (5 _ g

= F(x) stetig in [a,b]; F(a) = F(b) = 0, aber F(z) # 0

= F besitzt Minimum oder Maximum in einem & mit a < £ < b
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= F'(&) = f(&) — f(bl))—i(a) -1 =0 (Schule, siehe Abschnitt 4)
PR T

Beispiel fiir Anwendung des Mittelwertsatzes:

Satz: Seien Funktionen f, g differenzierbar auf [a, b] und gelte f'(z) = ¢'(z) Vx € [a, b], dann folgt
f(z) = g(x) + C mit C konstant, d.h. f und ¢ unterscheiden sich nur um eine additive Konstante.

Beweis: man setze F'(z) = f(z) — g(x),z¢ € [a, b] beliebig.
=F(x) = F(xo) = F'(§) (z—z)=0

——
f1(€)—g'(§)=0

= Va : F(z) = F(xg), also konstant (C' = F(zg))

firein E mita <& <b O

5.2.2 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz und die Regel von de I’Hopital

Satz (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung): Sind f, g auf dem Intervall [a, b]
stetig und auf (a, b) differenzierbar, ¢’(z) # 0 Vz, dann gibt es mindestens eine Stelle £ mit a < £ <
b, so dass

Beweis: Wir bilden

f) = fla) ,
=3 F'(§)=0=f'(& - g
(3] &) o) — o) (&)
/ —
L9 _ 0 -J@
g  g)—gla)
. . sinx ) . ., 0
Unbestimmte Formen z.B. hn% = § unbestimmte Form. Wie grof ist 6?
T— €T
Ty |
z—0 X
lim @ =00
z—0 X
lim sin 3z _3
x—0 xT
2
lim 2 =0
z—0 I
andere unbestimmte Formen:
0-o00
00 — 00
00
50
100
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Satz (Regel von de 'Hopital): Sind die Funktionen f, ¢ in einer Umgebung von g differenzierbar,

gilt f(xo) = g(zo) = 0 und existiert lim G
T—T0 g’(ajo)

@) S

w50 g(a) w0 o (v)

, so folgt

Eine analoge Aussage gilt fiir  — oo oder auch, falls lim f(z) = lim g(z) = cc.
Beweis:

f@) _J@ = F@0) _ f1O) g
0@~ 9@ —g@) _ g fiir ein & schen g und z
T —x9 =& — x9

o D (3 N o

z—zo g(x) N Eimo g’(f) T—T0 gl(x)

Beispiele:

1 —cosx I sin x . CcosT 1
x—0 T2 x—0 2x z—=0 2 2

Cooan ozt o onl2®
lim — = lim =...= lim
z—o0 el rz—oo T rz—oo T

=0 (n e N)

d. h. e® wéchst schneller an als jede Potenz x™

1 2
. . Inx . = . X .
limz-Inz = lim —— = lim —%- = lim — = lim(—2z) =0
z—0 z—0 z z—0 -2 z—0 z—0

lim (In2)* " = lim (@~ 1)n(ne)
r—1 z—1

=
—
S
=
1818

. 0o .
i1_>n11(;p —1)-In(lnz) = }:1_>H11 1 a1 (—1)

o =2@-1)  -2-0
hm1 = =
=1 —x+Inw-1 140

)mfl _ elimzﬁl(xfl)-ln(lnx) -V =1

und damit lim (Inx
z—1

z oo .
lim (1 + 1) 1 Jlime—oo wn(1+21)
T—00 €T

L (1
iy ) N (1;2) =
22
= lim (l—i—)m:eZ:e
T—00 T
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5.2.3 Taylorreihen

Sei f(z) differenzierbar in x.
Tangente t: Anstieg f’(x¢), durch den Punkt (zg, f(z0)) = v = f(z0) + f/(x0) - (x — 0).
also

f(x)

Q

f(xo) + f(x0) - (x — x0) fiir x € U(xo)
f(zo) + f'(z0) - (x — 20) + R(2)
Fehler R(x) = o(x — zo) fir x — xo

denn i T = iy L (@) — f(20) — (00) - (0~ a0)
— lim f(SU) — f(xﬂ) _f/(wO)
T—=T0 T — X
—— —
f' (o)
=0

also: f differenzierbar in xy = f linear approximierbar in z( (siehe oben)
Genauso gilt: f linear approximierbar, d.h. f(x) = f(zo) + f'(z0) - (x — zo) + R(x) mit R(z) =

o(z — )
= lim @) = J(zo) = lim (f’(a:o) + F() ) = f'(xz9) = f in z¢ differenzierbar
a=xo T — T z—0 T — T

Satz: Eine Funktion f(z) ist genau dann differenzierbar in xp, wenn f wie folgt linear approxi-
mierbar ist:

f@) = f(zo) + f'(z0) - (x — xo) + R(x) mit R(x) = oz — o)

Bisher: f(z) ~ f(z0) + f'(20) - (v — 20)
besser: f(x) ~ ap + a1(x — zo) + az(x — m9)? usw.
Angenommen, f(z) ist durch eine endliche oder unendliche Summe approximierbar,

d.h. f(z) = Z an(xz — x0)" (Potenzreihe im Punkt xg)
n=0
Potenzreihe kann fiir |z — xg| < R gliedweise differenziert werden (ohne Beweis)

= f(:c) = ag —|—CL1(LU —Io) —I-CLQ(.’E —3:0)2 +a3(x—:vg)3 + ...

f(xo) = ag
f/(l’) = aj + 2a2(x — xg) + 3az(z — x0)2 + ...
f(z0) = a1

/" (x) = 2a9 + 3lag(z — z0) + . ..

f”($0) = 2a2 = 2!(12

f///(:lj'()) = 3!0,3

allgemein ("™ (z9) = n! - a, = a, =
Somit gilt:

£ (o)
n!

flz) = ()(x—xo)—l—

f(zo) +
— f
Z (x — )"

Dies ist die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt z.
Sonderfall: zy = 0:

< fmo)
zgo ——a



Dies ist die McLaurinreihe von f.
Beispiele:

fz) =
270:0
= fM(z) =¢®
f(")(:):):eozl
I
0
== (O + £+ T
x? .
=1+x+§+
00 n
L
n=0 n!
analog fiir sinz und cosz
f(z) =Inzx
$0:1
A
£ ) = (- 8D
T
= £ (1) = (=)™ (n ~ 1)
:>lnx:1n1+1'(1‘—1)—§(:1:—1) —|—§(:c—1) —+...
1 1
—(x—l)—ﬁ(az—l)2—|—§(x—1)3——|—
2 3
:>ln(x+1):x—%+%—+
— S (=) i 1<z <1
n=1 n
1 1 1 1
insbesonderemzl:1n2:1—§+§—1+5—+...

Bricht man die Taylorreihe nach dem n-ten Glied ab, erhélt man

4 f(n) (l‘o)

. (x —20)" + R,

f(x) = f(xo) + f'(20) - (x — 20) + -~
Dies ist die Taylor’sche Formel mit Restglied R,. R, ist abhéngig von n,xg, x.
Satz (von Taylor): Ist f : I — R (n + 1)-mal differenzierbar, und sind z,z¢y € I, dann gilt

obige Formel mit dem Restglied (nach Lagrange) R,, = ! ((7;:;)(?) (x — 20)" ™! wo & zwischen zg und

x liegt. Ist f beliebig oft differenzierbar, so stimmt die Taylorreihe genau dann mit f iiberein, wenn

limy, oo Ry = 0.
Beispiele:
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to(x) = 1 konstantes Taylorpolynom
1 1

fﬂn_z«1+xﬁﬂ:2

1
ti(x) = 14 =z lineares Taylorpolynom = Tangente

1 1
ta(z) = 1 + =z — =2 quadratische Approximation

2" 78
f(z) =¢"
2 n
X i
=1l42+— 4+ —+R,
2! n!
mit R, = et n+1
" (n+1)!
Zwischen una r
¢ zwischen 0 und
2|
e
= |R,| < x|t =
’7”—(n+1ﬂ|ﬂ
B I O D L S
T

Bestimme e auf 4 Nachkommastellen, d. h. wihle n so, dass |R,| < 1074 fiir z = 1.

el

n+1)! S (D)
(n+1)!>3-10%
n+1>8
n>"7
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f(x) = arctanx

JI():O
Yy = arctan x
y,:#

1+ 22

- 1

1 (—a?)

=1—-a?+zt—ab 48—+ ..

2 2 2T a2

y=2—-—+——-——+-—-++C

3 ) 7 9
y(0) =arctan0 =0=C
2 25 2

= t = - ——+—=———=4+—...
arctanx = x 3—1—5 7—1—

insbesondere x = 1 : arctan 1 = %

5.2.4 Monotonie, Extrema und Konvexitat

Gegeben sei eine Funktion f : Icr — R, die nach Bedarf differenzierbar ist.

Monotonie Satz: f ist genau dann monoton wachsend (bzw.fallend) auf I, wenn f'(z) > 0
(bzw. f'(x) <0) Va € T gilt.

Beweis:

=: Sei f monoton wachsend, das heifit f(x1) < f(x2) fir 1 < z2, 1,29 € I.

f(z2) — f(21)

T2 — 1

>0 Vi,

N f’(w1) — lim f(z2) — f(x1)

T2—1T1 Tro — 1

>0

<: Es gelte f/(z) >0 Vz € I. Seien z1,29 € I, 21 < x2.

= f(x2) — f(x1) = i(’f_z(:vg — 1) mit £ zwischen x1 und zo (Mittelwertsatz)

>0 >0

Beispiel:

f(z) = 2%
fl(z) =2z e" 4 2% - e® = e"(2? + 22) = ®x(2 + )
f'(z) =0 fiir z € {0; -2}

f!(z) ist in (—o0; —2) monoton wachsend, in (—2;0) monoton fallend, und in (0; o) wieder monoton
wachsend.
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Extremwerte Definition: f besitzt an der Stelle zg ein relatives Mazimum, wenn f(z) < f(zo)
in einer Umgebung von xg gilt, d.h.Va € (xg — §;2x0 + ) N I mit § > 0. f besitzt an der Stelle xg
ein absolutes Mazimum im Intervall I, wenn f(z) < f(xg) Va € I gilt. Analog sind relatives und
absolutes Minimum definiert.

Satz: Fiir relative Extrema von f gilt:

o notwendige Bedingung: f hat ein relatives Extremum in xg = f'(z9) =0

<0 = f hatei latives Maxi i
o hinreichende Bedingung: f'(zp) = 0 und f”(x) f hat ein relatives Maximum in 2o
> (0 = f hat ein relatives Minimum in xg

Also f'(zo) A f"(z0) # 0 = f hat ein relatives Extremum in zg = f/'(z9) =0
Beweis:

o f besitze ein relatives Maximum in zg, d. h. f(x) < f(z) fir zo —d <z < x9+ 0 (6 > 0).

T — T r—z0 1 — X
<0 fiir x > 29 = f'(29) <0
= f'(x0) =0

o Gelte f'(xg) =0 und f"(z9) <0 (= f"(x) <0 in einer Umgebung von z).

F@) = Fao)- @ — o) + T (o= ay)?

= f(z) < f(=zo) fiir x nahe genug bei xg

= f hat ein relatives Maximum in zo 0O

Bemerkungen:

o Die Bedingung f’(x¢) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir ein relatives Extremum.
Beispiel: f(x) = 23,29 = 0 (Wendepunkt, kein Extremum!)

o Die Bedingung f'(z¢) = 0, f”(x¢) < 0 ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir ein relatives
Maximum. Beispiel: f(z) = 1—2* 29 =0 (f'(0) = 0, ”(0) = 0; trotzdem relatives Maximum!)

o Generell: Sei f("ev)(z) = 0 und Vkey < n: f¥) () # 0 (die n-te Ableitung von f ist in z die
erste ungleich 0). Nur wenn n gerade ist, liegt in x ein relatives Extremum vor.

e Obige Bedingungen sind nur fiir relative Extrema von differenzierbaren Funktionen geeignet.
Beispiel: f(z) = |z]. xg = 0 ist ein relatives Minimum, aber f’(x) # 0.

Zum Auffinden von absoluten Extremwerten in einem Intervall I = [a; b] untersucht man alle relativen
Extrema und die moéglichen Randextrema an den Stellen zg = a oder xg = b.
Beispiel:

e
£"(0) = 2 > 0 = relatives Minimum an der Stelle 29 = 0

(
lim f(z) = oo = flabsolutes Maximum auf R
T—00
Em f(z) =0,f(0) =0, f(z) > 0 fiir x # 0 = absolutes Minimum bei x = 0
x — 0o

67



Wendepunkte und Konvexitdt Definition: f heiit konvezr (konkav), wenn f’ monoton wachsend

(fallend) ist. f hat an der Stelle 2y einen Wendepunkt, wenn f’ in x¢ ein relatives Extremum besitzt.
Satz: f ist genau dann konvex (konkav) auf I, wenn f”(z) >0 (f"(z) <0) Vz € I. Gilt f"(x) =0

und f(z) # 0, dann besitzt f einen Wendepunkt an der Stelle z. (Fiir Wendepunkte gelten dhnliche

Kriterien wie bei relativen Extrema, nur umgekehrt: ist n ungerade, gibt es einen Wendepunkt.)
Beispiel:

2

=0in T34 = -2+ \/5 (f”’(m374) 75 0)
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