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1. Die Ubergangsmatrix einer Markovkette mit 3 Zusténden ist

1/2 1/4 1/4
P=|1/4 172 1/4
(1/4 1/4 1/2)

Bestimmen Sie die t-stufige Ubergangsmatrix P(t) und ihren Grenzwert fiir ¢ — oo

(a) Charakteristisches Polynom:

det(P — AE) = det
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(b) Eigenwerte berechnen:
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= Ein Eigenwert ist immer 1 = A\; = 1, da Polynom dritten Grades = Polynomdivision:

Daraus folgt:
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(c) Eigenvektoren bestimmen

Eigenvektor fir A =1
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3/81s +3/813=0 = x5=u13 s
1200 4 s =0 = o=y [ O \T] T Ao |d
T3 1
Eigenvektor fiir A = 1/4
1/4 1/4 1/4]0 o 1/4 1/4 1/4]0
/4 14 1400 | = o = 0 0 00
1/4 1/4 1/4|0 0 0 00
—T3 — T2 —1
ixl-‘rixz—l-img:o = I1 = —T3— T2 = T2 = A 1 + A -
I3 0
Somit sind die Eigenvektoren:
-1 -1 1
ol.[1],(z
1 0 1
Somit lautet die Matrix der Eigenvektoren S:
-1 -1 1
0 1 1
1 0 1
Die inverse Matrix S~! berechnet sich folgendermafen:
-1 -1 1|11 0 0 -1 -1 1|11 0 O
0 1 1/0 1 0 Hljé 0 1 1|01 0 |=>I+I1=
1 0O 110 0 1 1 0 3(1 1 1
-1 0 2|1 1 0 B -1 0 0 1/3 1/3 -2/3 B
01 1({01 0 |= ﬁl_g%_% 01 0|-1/3 2/3 -1/3 | = If’[gl/lg
00 3|1 1 1 0 0 3 1 1 1
-1 0 0|-1/3 -1/3 2/3
01 0|-1/3 2/3 —1/3
00 3| 1/3 1/3 1/3
Somit ist S71:
Lf -1 -1 2
5—1:§ -1 2 -1
1 1 1
(d) Insgesamt:
-1 -1 1 (1/4)m 0 0 1 -1 -1 2
A" = S diag(\},...,A")-STt=(0 1 1 (1/4)™ 0 3 -1 2
1 0 1 0 0 1" 1 1 1
cRaE{CVEOLINE Sk (CVEOLNNE Sk 1O V0K
(/9™ —(1/49)™ 1™ 1 -1 -1 2
0 A - B A N -t/ L4+ 2/an f-Lta/m
(1/4) 0 1" 11 1
I TCVZV L T TCVZ L R (VO
(e) Grenzwert berechnen:
1/3 1/3 1/3
lim A" = 1/3 1/3 1/3
e 1/3 1/3 1/3

2. Zeigen Sie: wenn i rekurrent ist und j ein Nachfolger von i, dann ist auch i Nachfolger von j.

Rekurrent bedeutet, dass
P; (Ti < OO) =1

7 ist Nachfolger von i, wenn
>0 : Pij > 0



Angenommen i ist kein Nachfolger j, dann
At>0 : pji >0
Dann kann aber ¢ nicht rekurrent sein, da man tiber j nicht mehr nach ¢ gelangt:

]P’i(n- < OO) 7é 1

3. Spieler A und B spielen folgendes Spiel: eine Miinze wird solange geworfen, bis zum ersten Mal "KKZ”
oder 'KZZ” erscheint; im ersten Fall gewinnt A, im zweiten B. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

A gewinnt.
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Zustandsraum M = {ey,eq,...,€e,}

Interessant ist die Wahrscheinlichkeit in einer bestimmten Teilmenge T des Randes R absorbiert zu werden
(T C R). Um dieses Problem fiir jeden Startzustand zu lésen, wird M auf eine "Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion” e; — p; und eine "Mittelwertsfunktion” e; — m; definiert, wobei p;, die Wahrscheinlichkeit ist, von
e; aus in T' C R absorbiert zu werden und m; die mittlere Dauer der Irrfahrt von e; aus bis zur Absorption

in R ist. .
Pi:Zpik-pk VGZEM\R (piZIVeieT; pZ:OVeZGR\T)
k=1

n
mi:1+2pik~mk Ve; € M\ R (mizOVeiER)
k=1

Gesucht, dass Zustand A absorbiert, daher ist p4 =1 und pp =0

pA =1

PB =0

Pk =1/2pxx +1/2pa
pPrz  =1/2pzx +pB

pzrk = 1/2pxz +1/2pkK
pzz  =1/2pzx +1/2pzz

PStart = 1/4pxKx + 1/4pKkz + 1/4pzK + 1/4pz2

Pk =1

Pz =1/2pzx =1/3

pzr = 1/2pkz+1/2pkK = 3/4pzrk = 1/2 = pzr = 4/6 =2/3
pzz  =1/2pzKx +1/2pz2 = P2z = P2K = 2/3

PStare = 1/44+1/12+2/124+2/12 = 8/12 = 2/3

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A gewinnt 2/3 (und demensprechend die, dass Spieler B
gewinnt 1/3)



4. Bestimmen Sie im vorigen Beispiel die mittlere Spieldauer.

ma =0

mpg =0

MKK :1+1/2mKK+1/2mA

migz =14+1/2mzx +pp

mzK =1+1/2mgz+1/2mkk

mzz :1+1/2mzK+1/2mZZ

Mstart =2+ 1/dmgr + 1/dmyz + 1/4dmzx + 1/4dmzy
MKK =1+1/2mKK:2
MKz :1+1/2mZK=8/3
Mz =14+12mgz+1=2+1/2+1/4dmzx = mzx = 10/3
mzgz =1—|-10/6—|-1/27TLZZ:>WLZZ:16/3

Mstart =2+2/44+8/124+10/12 +16/12 = 64/12 = 16/3
5. Eine Markovkette mit drei Zustéinden hat die Ubergangsmatrix

0.7 02 0.1
P=101 07 0.2
0.1 03 0.6

Bestimmen Sie die t-stufige Ubergangsmatrix P(¢) und ihren Grenzwert fiir ¢ — oo

(a) Eigenwerte bestimmen:
A1 =04 A2 = 0.6 A=1

(b) Eigenvektoren bestimmen:

1 -3 1
-5 ) 1 )
7 1 1
(¢) Matrix der Eigenvektoren S:
1 -3 1
-5 1 1
7 1 1

(d) Inverse S—! bestimmen:
0 —1/12 1/12
~1/4 1/8 1/8
1/4  11/24 7/24

(e) A™ berechnen (A™ = S - diag(A\},..., "))

1 -3 1 o4 0 0 0 —1/12 1/12
Av=|-5 1 1|-[ o (6" o] -|-1/4 1/8 1/8]|=
7 01 1 0 0 I 1/4  11/24 7/24

1/4+3/4(0.6)" 11/24 — 1/12(0.4)" — 3/8(0.6)" 7/24 + 1/12(0.4)" — 3/8(0.6)"
1/4—1/4(0.6)" 11/24+5/12(0.4)" +1/8(0.6)" 7/24 —5/12(0.4)" + 1/8(0.6)"
1/4—1/4(0.6)" 11/24 —7/12(0.4)™ + 1/8(0.6)" 7/24 + 7/12(0.4)" + 1/8(0.6)"

(f) Grenzwert:

1/443/4(0.6)™  11/24—1/12(0.4)"—3/8(0.6)™  7/24+1/12(0.4)"—3/8(0.6)™ 1/4 11/24 7/24
lim [ 1/4-1/4(0.6)™ 11/24+45/12(0.4)"+1/8(0.6)" 7/24—5/12(0.4)"+1/8(0.6)" | = [ 1/4 11/24 7/24
"0\ 1/4-1/4(0.6)"  11/24—7/12(0.4)"+1/8(0.6)"  7/24-47/12(0.4)"+1/8(0.6)" 1/4 11/24 7/24

6. Eine Markovkette mit vier Zustinden hat die Ubergangsmatrix

1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/2 1/2
0 12 0 1/2
0o 0 0 1

P =

Bestimmen Sie die Klassen von kommunizierenden Zustdnden, die Absorptionswahrscheinlichekieten und
die mittleren Absorptionszeiten fiir die einzelnen Zusténde.



Die Klassen kommunizierender Zustande sind:

{A},{B,C}, {D}

a; = E -Pij'ai
J

ap=1/4as + 1/4ap + 1/4ac + 1/4ap
ap = 1/2&0 + 1/2&[)

ac = 1/2&3 + 1/2aD

ap = 1 Definition

Absorptionswahrscheinlichkeit:

ac:1/2a3+1/2éa311:>ac:1
ap = 1/2(1/2ap +1/2) +1/2 = 3/4dap = 3/4 = ap = 1
aa=1/4aa+1/4+1/4+1/4=3/4an =3/4=aa =1
Absorptionszeiten:
m; = 1+sz'j S
J

ma=1+1/4ma+1/4mp + 1/4mc + 1/4mp

mp=1+1/2mec+1/2mp

me=1+1/2mp+1/2mp

mp = 0 Definition
mc=1+1/2m3:>mB:2:>mC:2
mp=1+1/2(14+1/2mp) = 3/4mp =3/2 = mp = 2
ma=1+1/4ma+1/241/2=3/4ms =2=mp =8/3

7. Eine Markovkette hat die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Piit2 =Ds Pii-1=q=1—p, 1 €Z
Wann ist diese Kette rekurrent? (iiberlegen Sie, dass die Differenzen X (¢ + 1) — X (¢) unabhéngig sind.

Damit X (t) = X (0) ist, miissen doppelt so viele Schritte nach unten gemacht worden sein, wie nach oben.
Damit kann man p;;(t) bestimmen)

0 t mod3#0

Pii = t t 2t
(t/3) p3(l—p)3  sonst




Gleichung Losen:

pl-pP=o = p=-x <p2=4>
27 3 3
Somit:
3
Pii m
und damit:

3
pa(t) = Z = oo Harmonische Reihe
= 2/t



