TIL 4 PG1

e Alphabet: endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole (%, T)
e Wortiiber X: endliche Folge von Symbolen aus £
e Konkatenation: Hintereinanderschreiben von Wortern
e Potenzbildung: Verkettung eines Wortes w mit sich selbst w® = e, w™ = ww™™1
e XT:Menger aller (nicht-leeren) Worter Gibe T
e X":Menge aller Worter (inklusive €) tiber £
e Formale Sprache: beliebige Teilmenge Lvon £*, L € £* Bsp.: {}, {€}, {(ab)™ |n = 0}
e P(X*):Mengealler SprachenL € %*
e Operationen auf Sprachen
o Konkatenation: L; * L, = {w; xw, |w; € L;,w, € L,}
» Bsp.:{ab,b}{a, bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
o Potenzbildung: L = {w;..w, |wy, ...,w, € L}, L° = {€}
» Bsp.:{ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba}
o Kleene-Stern: L* =U,5( L"
= Bsp.:{01} ={¢01,0101,010101,..} # {0,1}*
e Mengenoperationen & Rechenreglen fiir Sprachen

Vereinigung: @ A-(B-C) = (A-B)-C Assoziativitat von-
AUB={xeX"|x € Aoderxec B} A s A-(BUC) = A-BUA-C Distributivitat von-
Durchschnitt: (BUC)-A B-AU C-A Distributivitat von-

ANB={xeX*|xeAund x € B}

S

(A und B sind disjunkt wenn AN B = {}) (AU{e})* = A* {e}-A A
Differenz: (A*)* = A* A- {S} = A
A-B={xecX*|xecAund x ¢ B} @ A-A* = At {}A - {}
Komplement: A" A At A {} = {}

A=S*—A={xecX*|x¢A}

'O

AT U {e) _

e Anzahlder Elemente einer Menge M = |M| = Kardinalitat
e Potenzmenge |P(A)| = 2!4I > eine Menge mit n Elementen hat genau 2" Teilmengen
o gleichmachtig: es existiert eine bijektive Abbildung zwischen 2 Mengen
e abzdhlbar (unendlich) = gleichmachtig mit N
o X"ist abzahblar falls ¥ endllich
iiberabzahlbar = unendliche, nicht abzahlbare Menge

Unentscheidbarkeit

e Turingmaschinen
o Band mit Eingabe, Lese-Schreib-Kopf auf Band = 3 Operationen: Lesen, Schreiben, Halten
o Maschine kann verschiedene Zustande annehmen

Eine Turingmaschine ist ein Achttupel

Eine Turingmaschine ist ein Siebentupel M = (Q.T.T.5.q0. {20, 21 o}, B, F),

M = (Q.X.T.5.q0. B, F),

e @ endliche Menge von Zustanden,
e T Alphabet des Eingabebandes,

o [ Alphabet des Arbeitsbandes,
o
o
[ ]

Q endliche Menge von Zustanden,
> endliche Menge der Eingabesymbole,
I" endliche M der Bandsymbole, ¥ C T,

endliche Menge der Bandsymbole ¢ € Q Startzustand,

6:Q@xT— @xT x{L,R,5} Ubergangsfunktion, Zy € T linkes Begrenzungssymbol auf Arbeitsband, Z1, 2>

qo € @ Startzustand, Begrenzungssymbole des Eingabewortes,
B €I — X Blank-Symbol, B € T Blanksymbol,

F C Q Menge von Endzustanden. e F C @ Menge von Endzustanden.

d Ubergangsfunktion,



o rekursiv aufzdhlbare Sprache
o wird von einer (deterministischen) Turingmaschine akzeptiert
o istnicht liberabzahlbar
o rekursiv/entscheidbare Sprache
o TM entscheidet die Sprache: wird von einer (D)TM akzeptiert, die immer halt
o istL und L rekursiv aufzahlbar = L und L ist rekursiv/entscheidbar
= isteiner der beiden Sprachen nicht rekursiv aufzahlbar, ist keine rekursiv/entscheidbar sein

deterministische Turingmaschinen (DTM) vs. nichtdeterministische Turingmaschinen (NTM)

e DTM:V (q,X) € Q x T existiert héchstens 1 Element (q, X;p,Y, D) € § (Ubergangsfunktion)
o NTM:8(q,X) = {(q1,Y1,D1), -, (qx, Yi, D)} = es gibt mehrere mogliche Ubergange
e zujeder NTM gibt es eine DTM

o die DTM hat eine quadratisch groRere Speicherkomplexitatsschranke als NTM

Church-Turing-These
e kann man eine Sprache in endlichen Schritten exakt spezifizieren, gibt es eine TM, die diese akzeptiert
Berechenbarkeit

e Funktionf:X* — X*, definiert fiir V x € X* heil3t (total) berechenbar, wenn
o eseine TM gibt, die V x mit der Eingabe x auf dem Band f(x) liefert/schreibt

Reduktion

Eine Sprache A C * heiBt reduzierbar auf die Sprache B C ',
(bezeichnet mit A < B), wenn es eine (total) berechenbare Funktion
f:X* — " so gibt, dass

fir alle w € ©*: w € A genau dann, wenn f(w) € B.

In diesem Fall nennt man f eine Reduktion von A auf B.

ReduktionAaufB: 4 < B

e Anicht rekursiv aufzahlbar = B nicht rekursiv aufzahlbar
e Brekursiv aufzahlbar = A rekursiv aufzahlbar

e Anicht entscheidbar = B nicht entscheidbar

e Bentscheidbar 2 A entscheidbar

Eigenschaften von Sprache

e ...Teilmenge von rekursiv aufzahlbaren Sprachen mit bestimmter Eigenschaft/Bedingung
e triviale Eigenschaft: Eigenschaft die fiir alle oder keine rekursiv aufzahlbaren Sprachen besteht

Satzvon Rice
e Jede nicht triviale Eigenschaft der rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist unentscheidbar
eine Turingmaschine ist Normalform, wenn

e nurlEndzustand - letzter Ubergang von Gestalt §(s, Z,, Zy) = (f, Zo, S, R).. f einziger Endzustand
o das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der TM leer ist

TM Varianten

e linear beschriankter Automat (LBA)
o TM,die auf dem Arbeitsband hochsten um einen linearen Faktor (* ¢ + d) mehr Platz bendétigt, als das
Eingabewort lang ist; Speicherkomplexitat liegt in O(n)
¢ Kellerautomaten (PDA- Pushdown Automaten)
o TM, die auf dem Eingabeband nie nach links geht



o und am Arbeitsband - wie Stack LIFO
» links vom Schreibkopf keine Blanksymbole stehen
» rechts vom Schreibkopf nur Blanksymbole stehen

o zujeder kontextfreien Sprache gibt es einen Kellerautomaten, der diese entscheidet
o Normalform des PDA

» Eingabewort wird durch Endzustand & leeren Keller akzeptiert
e Endlicher Automat

o TMohne Arbeitsband; Lesekopf geht nicht nach links zuriick
o Deterministische endliche Automaten (DEA)
o Nichtdeterministischer endliche Automaten (NEA)

* ineinem Zustand von einem Eingabesymbol gibt es mehrere mogliche Folgezustande
= Verfeinerunge — NEA
o Determinisierung

= zujedem NEA gibt es einen aquivalenten DEA
o Minimierung

= zujeder reguldren Sprache kann man einen DEA mit minimaler Anzahlvon Zustanden finden

Eine formale Sprache heif3t
e 0 rekursiv aufzihlbar, wenn Sie von
o einer Turingmaschine akzeptiert wird
o einer Typ-0-Grammatik erzeugt wird
¢ monoton, wenn Sie von
o einer monotonen-Grammatik erzeugt wird
e 1 kontextsensitiv, wenn sie von
o einem linear beschrdnkten Automaten (LBA) akzeptiert wird
o einer Typ-1-Grammatik erzeugt wird
e 2 kontextfrei, wenn sie von
o einem Kellerautomaten akzeptiert wird
o einer Typ-2-Grammatik erzeugt wird
e 3 reguldr, wenn sie von
o einem endlichen Automaten akzeptiert wird
o einer Typ-3-Grammatik erzeugt wird

Homomorphismen
e Abbildung von einem Alphabet auf ein anderes; Homomorphismus: h: X — I'*
e induktive Erweiterung auf Worter Uber X
o h(e)=¢
o h(wa)=h(wW)h(a)VwEZ,a€X

Abschlusseigenschaften von Sprachen
e reguldre Sprachen
o abgeschlossen
= Vereinigung U, Konkatenation -, Stern-Operator *, Plus-Operator, Komplement bzgl. X*,
Durchschnitt, Differenz, Spiegelung, Homomorphismen
o kontextfreie Sprachen
o abgeschlossen
= Vereinigung U, Konkatenation -, SternOperator *, Homomorphismen, Schnitt mit reguldren Sprachen
o nicht abgeschlossen

*  Durschnitt und Komplement (L; N L, = L; U L,)
Grammatiken
Grammatik

Grammatik G = (N, T, P, S), wobei

N ... endliche Menge von Nonterminalen (Variablen)
T ... endliche Menge von Terminalsymbolen (NN T = {})
PC(NUT)" x(NUT)* ... Produktionen
Se N ... Startsymbol
e Gilt fur alle Produktionen a =



e Typ-0
o unbeschrankt
e monoton
o |a| < |B| = keine Produktion verkleinert ein Wort
o Typ-1 (kontextsensitiv)
o a=uAvundf =uwvfireinA€N,we (NUT)Tundu,v € (NUT)*
o d.h. wist ein Wort aus Nonterminalen & Terminalen darf aber nicht leer (€) sein
u,v ebenfalls ein Wort aus Nonterminalen & Terminalen kann leer sein
o Typ-2 (kontextfrei)
o A2>pL..A€EN
o nur Nonterminale werden iibersetzt; die Ubersetzung ist unabhingig vom umliegenden Kontext
e Typ-3 (regular)
o A—>aBoderA>efirA,BENunda €T
o jedes Nonterminal wird entweder ins Leerwort (ibersetzt, oder in ein Terminal gefolgt von einem
Nonterminal; = Ableitung ,baut” immer rechts weiter
gsm-Abbildungen
e gsm (generalized sequential machine): endlicher Automat mit Ausgabe
e gsm-Abbildung: f};:X* — P(I'")
o fu(w) = alle Ausgabewdrter v, die sich bei Analyse des Eingabewortes w auf einem Pfad vom Startknoten zu
einem Endknoten aus F ergeben
Erweiterung auf Sprachen L € 2*: fy,(L) ={v € T* |v € fy(w) fir einw € L}
€e—frei:M&fy >6:Q0xZ->QxT?
deterministisch: M & f;, = fir jedes Paar (g, a) gibt es hochstens ein (q,a; p,v) € §
o jeder Homoorphismus ist eine einfache gsm-Abbildung, die nur einen Zustand bendtigt
Sprachfamilien
o Li ()= Menger aller formalen Sprachen L € X* die von einer Grammatik vom Typ i erzeugt werden kénnen
e Li= Familie der formalen Sprachen, die von einer Typ-iGrammatik erzeugt werden kénnen
Chomsky-Hierarchie & Abschlusseigenschaft

O O O

L3 Ly | L1 | Lo
Sprachfamilie ‘ Grammatiktyp | Maschinenmodell Vereinigung ja | ja ja ja
Konkatenation ja | ja ja ja
Lo unbeschrankt | Turingmaschine Kleenescher Stern ja | ja ja ja
(rekursiv aufzahlb.) (= EA + RAM) Komplement ja | nein | ja hein
Durchschnitt ja | nein | ja ja
L4 kontextsensitiv | Linear beschrankter Aut. Durchschnitt mit rez. Mengen J.a 3 J.a J.a
(kontextsensitiv) monoton (= EA + beschr.RAM) u g g J J a_ 1)
Homomorphismen ja | ja nein | ja
Ly kontextfrei Kellerautomat ?'fre'e Homomorphl‘smen J_a J'a J'a J_a
(kontextfrei) (= EA + Stack) inverse Homomorphismen ja | ja ja ja
gsm-Abbildungen ja | ja nein | ja
L3 (regular) regular endlicher Automat (EA) | =-freie gsm-Abbildungen ja | ja ja ja

kontextfreie Grammatik
e eindeutig
o zujedem ableitbaren Terminalwort gibt es genau eine Linksableitung = ansonsten mehrdeutig
e inharent mehrdeutig
o heildt eine Sprache, wenn sie nur von mehrdeutigen Grammatiken erzeugt werden kann
e €-Produktionen: Produktionen der Form A - ¢ A € Nonterminale
e Einheitsproduktionen: Produktionen der Form A - B A, B € Nonterminale
e Nutzlose Produktionen: Produktionen, die vom Startsymbol nicht erreichbar sind oder kein w € T* ableitbar ist
e reduzierte Grammatik: kontextfreie Grammatik ohne nutzlos-, - und Einheitsproduktionen
e Chomsky Normalform
o alle Produktionen der Form: A = BC oder A = a (a €T;A,B,CEN)
o sofern S nicht auf der rechten Seite einer Produktion ist S — € erlaubt
o zujeder k.f. Grammatik kann man eine dquivalente Grammatik in Chomsky Normalform konstruieren
e Greibach Normalform
o alle Produktionen der Form: A - aw (a € T,A€ N,W € N)
o erweiterte Greibach Normalform
= alle Produktionen der Form: A »aw (a€T,A€e N,w € (NUT)*)
o sofern S nicht auf der rechten Seite einer Produktion ist S — € erlaubt
o zujeder k.f. Grammatik kann man eine dquivalente Grammatik in (erweiterter) Greibach NF konstruieren



o Dyck-Sprache (Klammersprache)
o Sprache aller korrekt geformten Klammerausdriicken
Definition: D, iiber £,, = { x4, X1, X2, X3, ..., Xn, X } €in Alphabet mit 2n Symbolen, n ... Anzahl Klammerpaare
€ € D,
Fallsw € D, soist auch x;wx, € d,
Falls u, v € D, soistauch uv € D,
wird x; als 6ffnende & X; als schlieRende Klammer interpretiert, beschreibt die Dycksprache die Menge aller
korrekten Klammerausdriicke

O O O O O

Satz von Chomsky-Schiitzenberger

e jede kontextfreie Sprache ist homomorphes Bild des Durchschnitts einer reguldren Sprache mit einer Dyck-
Sprache

e d.h.ist eine Sprache L kontextfrei, kann man eine Dycksprache D,, & einen Reguldaren Ausdruck R angeben,
sodassh(RND,) =1L

e dabei bestimmt der RA nur die Reihenfolge der Zeichen, nicht ihre Anzahl oder evtl. Abhdngigkeiten

e mit der Dycksprache kdonnen, dann Schachtelungen & Klammeregeln erkannt & definiert werden

e durch den Homomorphismus kann nun die Schnittmenge auf das Zielalphabet abgebildet werden

o dabei kénne auch Elemente in der Zielsprache nicht gebraucht werden h(a,) = €

Komplexitatstheorie

e AaufB polynomiell reduzierbar A <, B) > f:X* > X" sodass:x € A= F(x) €B
e Problemklassen

o P

= polynomiell I6sbar

= Komplement abgeschlossen (Akzeptieren/Verwerfen vertauschbar)
o NP

= L6sung polynomiell tberprifbar (mit polynomiellem Zertifizierer)
o NP-Schwer

=  jedes NP-Problem lasst sich in Polynomialzeit auf ein NP-Schweres Problem reduzieren
o NP-vollstandig

= NP-Probleme kénnen darauf reduziert werden & es ist polynomiell Gberprifbar

=  — liegtin NP-Schwer & NP

= (nur moglich fir Ja/Nein-Probleme)

o Co-NP

» enthalt die Sprachen/Probleme, deren Komplement in NP ist
o PSPACE

= enthalt die Sprachen, die von einer polynomiell platzbeschrankten DTM entscheidbar sind
o NPSPACE

= enthalt die Sprachen, die von einer polynomiell platzbeschrankten NTM entscheidbar sind
Satz von Savitch

e ein auf einer NTM unter bestimmten Platzbeschrankung gelostes Problem, kann auf einer DTM mit einer
quadratisch hoheren Platzschranke gelost werden - PSPACE = NPSAPCE



