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Aufgabe 1 (0.3 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Schlussfolgerungen die zugrundeliegende Inferenzregel an
und stellen Sie fest, ob diese giiltig ist. Wenn ja, geben Sie unter Verwendung von All-
tagsbegriffen eine weitere Schlussfolgerung an, die derselben Regel folgt. Wenn nein,
modifizieren Sie die Inferenzregel moglichst geringfiigig, um eine giiltige Regel zu er-
halten, und geben Sie dann eine konkrete Schlussfolgerung mit Alltagsbegriffen an, die
dieser Regel entspricht.

(a) Kéngurus sind Beuteltiere. Kéngurus konnen
hiipfen. Daher kénnen alle Beuteltiere hiipfen.

(b) Katzen haben keine Fliigel. Ratten sind Katzen.
Daher haben Ratten keine Fliigel.

(c) Siehe Denkblase rechts.

Logic: another thing that
penguins aren’t very good at.

Losung

Die Reparatur von falschen Inferenzregeln ist nicht eindeutig. Es kann daher sein, dass
Sie eine andere korrekte Losung gefunden haben.

(a) Alle z sind y.
Alle = koénnen z.
Alle y konnen z.

Diese Inferenzregel ist nicht giiltig. Vertauscht man die zweite Pramisse mit der
Konklusion, erhélt man eine giiltige Inferenzregel:

!Geklaut von www.glasbergen.com; Dank an Lara Spendier fiir den Hinweis.



Alle x sind y.
Alle y konnen z.

Alle z konnen z.

Unabhéngig davon, ob tatséchlich alle Beuteltiere hiipfen kénnen, folgt aus ,,Kéngu-
rus sind Beuteltiere* und ,,Alle Beuteltiere konnen hiipfen* zwingend, dass Kéngurus
hiipfen kénnen. Ein anderes Beispiel, dem dieselbe Inferenzregel zugrunde liegt:

(Alle) Haie sind Fische.
(Alle) Fische kénnen schwimmen.

(Alle) Haie kénnen schwimmen.

(b) Alle = haben keine y.
Alle z sind z.
Alle z haben keine y.

Diese Inferenzregel ist giiltig. Ein anderes Beispiel fiir diese Inferenzregel:

(Alle) Tische haben keine Fenster.
(Alle) Schreibtische sind Tische.
(Alle) Schreibtische haben keine Fenster.

(c) Alle z sind y.
Manche z sind y.

Manche z sind z.

Diese Inferenzregel ist nicht giiltig und ldsst sich nur mit mehreren Anderungen
reparieren, etwa so:

Manche z sind z.

Alle z sind y.

Manche z sind y.

Falls manche Pinguine alte Fernsehshows sind und alle alten Fernsehshows schwarz/weif3
sind, dann folgt zwingend, dass manche Pinguine scharz/weif sind. Ein anderes Bei-
spiel, dem dieselbe Inferenzregel zugrunde liegt:

Manche Wissenschaftler sind Nobelpreistréger.
Alle Nobelpreistrager sind berithmt.
Manche Wissenschaftler sind berithmt.

Aufgabe 2 (0.4 Punkte)

Analysieren Sie die folgenden Satze und identifizieren Sie ihre logische Struktur sowie
die Elementaraussagen.

(a) Ich mag Pizza aber keinen Kése.
(b) Ich fahre nur dann auf Urlaub, wenn ich einen Sommerjob habe.

(c) Das Auto war entweder blau oder anthrazit. (Einfarbig!)



(d) Wenn jemand Langstrecke fliegt, hat er keine Flugangst.

)

(e)

(f) Ich gehe schlafen, sobald ich miide bin.
)

Tom kauft einen Fernseher oder einen Beamer.

(g) Anna darf nur dann bei der Matura antreten, wenn sie weder in Mathe noch in
Deutsch einen Fiinfer hat.

(h) Superman und Clark Kent werden nie gleichzeitig gesehen.

Losung

(a) A ... Ich mag Pizza.
B ... Ich mag Kase.
Struktur: A und nicht B.
Formel: AN —-B

(b) A ... Ich fahre auf Urlaub.
B ... Ich habe einen Sommerjob.
Struktur: A nur dann, wenn B.
Oder: Wenn A, dann B.
Formel: A D B

(¢) A ... Das Auto war blau.
B ... Das Auto war anthrazit.
Struktur: Entweder A oder B. (ausschlieffendes ,,oder*)
Formel: A # B

(d) A ... Jemand fliegt Langstrecke.
B ... Jemand hat Flugangst.
Struktur: Wenn A, dann nicht B.
Formel: A D -B

(e) A ... Tom kauft einen Fernseher.
B ... Tom kauft einen Beamer.
Struktur: A oder B.

Formel: AV B oder A # B

(f) A ... Ich gehe schlafen.
B ... Ich bin miide.
Struktur: A, wenn B.

Formel: A C B

(g) A ... Anna darf bei der Matura antreten.
B ... Anna hat einen Funfer in Mathe.
C ... Anna hat einen Fiinfer in Deutsch.



(h)

Struktur: A nur dann, wenn nicht B und nicht C.
Oder: Wenn A, dann nicht B und nicht C.
Formel: A D (wBA-C) oder A D —~(BVC)

A ... Superman wird gesehen.

B ... Clark Kent wird gesehen.
Struktur: A nicht gleichzeitig mit B.
Oder: Nicht A oder nicht B.
Formel: (A A B) oder =AV —B

Aufgabe 3 (0.4 Punkte)

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass die Menge {implies, false} vollstiandig ist fiir die Klasse der aussa-
genlogischen Funktionen.

Zeigen Sie, dass die Menge {implies} nicht vollstandig ist.

Losung

(a)

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Menge {nand} funktional vollstindig ist.
Fiir die funktionale Vollstdndigkeit von {implies, false} geniigt es daher zu zeigen,
dass nand durch die beiden Funktionen implies und false dargestellt werden kann.
Um diese Darstellung zu finden, greifen wir auf die in der Vorlesung besprochenen
Aquivalenzen zuriick:

AT1B=-AVv-B=AD>-B=AD>(B>l1)

Es gilt also
x nand y = x implies (y implies false) ,

was sich auch unabhiingig von den Aquivalenzen durch Uberpriifung aller Wahr-
heitsbelegungen zeigen lasst:

x y|xnandy =z implies (y implies false)
0 0 1 v 1 1 0
01 1 v 1 0 0
1 0 1 v 1 1 0
1 1 0 v 0 0 0

Anstelle von {nand} kann jede andere als funktional vollstindig bekannte Menge
herangezogen werden.

Es geniigt von einer einzigen Funktion zu zeigen, dass sie nicht durch implies dar-
stellbar ist. Wir untersuchen, welche einstelligen Funktionen darstellbar sind, indem
wir vom einzigen Argument z ausgehend implies mehrfach anwenden. Wir stellen



zunéchst fest, dass x implies x = 1 gilt. Unter Beriicksichtigung von 1 als weite-
rem Argument erhalten wir zusétzlich noch 1 implies + = x, x implies 1 = 1 und
1 implies 1 = 1. Wir stellen daher folgende Behauptung auf.

Induktionsbehauptung: Jeder Ausdruck bestehend aus implies und z ist dquivalent
zu x oder 1.

Der Beweis erfolgt induktiv nach der Anzahl n der Anwendungen der Funktion
implies.

Induktionsanfang n = 0: Der einzige Ausdruck ohne Anwendung von implies ist x
selber, daher gilt unsere Behauptung fiir n = 0.

Induktionshypothese: Unsere Behauptung gelte fiir alle Ausdriicke mit n oder weniger
Anwendungen von implies.

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass unter der Annahme, dass die Induktionshypo-
these zutrifft, unsere Behauptung auch fiir Ausdriicke mit n + 1 Anwendungen von
implies gilt. Wir betrachten also einen Ausdruck implies(f(x), g(x)), bei dem sowohl
f als auch g mit n oder weniger Anwendungen von implies definiert sind. Laut Hy-
pothese ist jeder der beiden Ausdriicke dquivalent zu x oder 1. Wie wir oben aber
festgestellt haben, liefert implies mit den Argumenten x bzw. 1 wieder nur x oder 1.
Damit gilt die Behauptung auch fir den Fall n + 1.

Da somit die einzigen darstellbaren einstelligen Funktionen &quivalent zu x bzw. 1
sind, ist z.B. die einstellige Funktion not nicht darstellbar. Die Menge {implies} ist
daher nicht funktional vollstdndig.

Anmerkung fir Puristen: Die Argumentation ist ein wenig schlampig, da sie Funk-
tionen und Werte mischt. Genau genommen wollen wir nachweisen, dass ausgehend
von der identischen Abbildung id (definiert durch id(xz) = « fiir alle ) durch An-
wendung von implies wieder nur id oder die einstellige Funktion one (definiert durch
one(z) = 1 fur alle x) entstehen kann. Mehr dazu unter dem Stichwort ,,Klon“ (engl.
clone) im Internet oder in Biichern zur Algebra.

Aufgabe 4 (0.3 Punkte)

Sei M die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
(ml) {a,b} C M
(m2) Wenn z € M, dann auch z+x € M.

(m3) Wenn z,y € M, dann auch *z*xy € M.

(a) Geben Sie die Mengen Mg, M; und My der stufenweise Konstruktion von M an.
Die Menge M enthélt bereits mehr als 60 Elemente; es geniigt, 10 typische Elemente
anzugeben.

(b) Zeigen Sie, dass die Zeichenkette **a*b+b+*a*b+b*a in der Menge M liegt.



()

Erklaren Sie, warum die Zeichenkette *b*a*b+*b*a*b nicht in der Menge M liegen
kann.

Losung

()

(b)

Mo = {a7b}a

M1 = Mo U {a+a, b+b, *a*a, xa*xb, xbxa, ¥bxb},

My = My U {a+at+a+ta, b+b+b+b, ¥a*a+*axa, ¥axb+ra*b, ¥b*a+xb*a,
*b*xb+xbxb, xa*xa+a, *a*b+b, xaxka*xa, xax*a*b,
*axkxbx*a, kax*xbx*b, ¥bxa+a, xb*xb+b, *¥b*x*a*a,
*bxkaxb, ¥xbkx¥bka, xb*x*xbxb, xa+a*a, ¥a+axb,
k*ataxa+a, xa+axb+b, *atakxkaxkxa, ka+akkaxb, kataxx*b*xa,
*a+axxb¥b, *b+b*a, ¥b+b*b, *b+b*a+a, ¥b+b*b+b,
*b+b**aka, ¥b+bx*axb, ¥b+b*xb*a, xb+b*xb*b, ¥xa*a*a,
**xaxaxb, k*kaxaxa+a, k*ka*xaxb+b, k*kakakkakxa, kkakxakxkaxb,
*kakxakxkbka, kkakxakxkbxb, kkaxbka, kkxaxb*b, xxaxb*ata,
*xaxb*b+b, kkaxbrkaka, xxaxbkkakxb, kxaxbikb*a, kka*bx*xb*b,
*xbkxaxa, kxbkaxb, *kxbkaxa+a, **bxaxb+b, xxbkakxkxaxa,
*xbxakkaxb, kkbxakxkb*a, xkxbkra*xxbxb, ¥¥bxb*a, ¥xbxb*b,
*xb¥bxa+a, x¥bkb¥b+b, *kb¥bikaxa, *xbkbkkaxb, *xbxbxkb*a,

**xb*b**b*b} .

ibeM Eigenschaft m1
ii. Wegen b € M (i) gilt b+b € M. Eigenschaft m2
iii. a € M Eigenschaft m1
iv. Wegen a € M (iii) und b+b € M (ii) gilt *axb+b € M. Eigenschaft m3
v. Wegen *axb+b € M (iv) gilt *axb+b+*a*b+b € M. Eigenschaft m2

vi. Wegen *a*b+b+*axb+b € M (v) und a € M (iii)
gilt **axb+b+*axb+b*a € M. FEigenschaft m3

Um zu zeigen, dass ein bestimmtes Wort nicht in der definierten Menge liegt, muss
man eine Figenschaft finden, die alle Worter in der Menge besitzen, nicht aber das
bestimmte Wort. Fiir die Wahl dieser Eigenschaft gibt es verschiedene Moglichkeiten;
hier zwei davon.

Argumentation uber die Linge der Worter. Bei der stufenweisen Konstruktion der
gegebenen Menge M besitzen jene Worter in M, die neu hinzukommen (die also
noch nicht in M;_; vorhanden sind), mindestens die Léange 3i; das lisst sich mit
einem kurzen Induktionsbeweis zeigen. Da das Wort *b*axb+*xb*axb die Linge 13
besitzt, miisste es spétestens ab 7 = 4 in den stufenweise konstruierten Mengen M;
liegen. Wenn man also My konstruiert und feststellt, dass das gesuchte Wort nicht
vorkommt, liegt es nicht in M.

Diese Art von Argumentation lasst sich immer dann verwenden, wenn alle Abschluss-
eigenschaften der induktiven Definition zu langeren Wortern fithren. Allerdings kann



es aufwindig sein, alle Worter bis zur benétigten Lénge tatséchlich zu generieren.
FEtwa besitzt My in diesem Beispiel bereits 30 830 258 Elemente.

Argumentation iber die besondere Form der +- und *- Worter. Wir stellen zuerst fest,
dass das Symbol * in jedem Wort der Menge M in einer geraden Anzahl vorkommt
(lasst sich leicht induktiv zeigen). Das Zeichen + kann nur durch die Eigenschaft
m2 in ein Wort gelangen; in diesem Fall steht links und rechts davon dasselbe Wort
x € M. Fiir x gibt es in dieser Aufgabe nur zwei Moglichkeiten, ndmlich *b oder
xb*axb, da alle anderen Zeichenfolgen vor + verschieden von den Zeichen danach
sind. Jedes dieser beiden Worter enthélt aber eine ungerade Zahl von Sternen, es
kann daher nicht aus M stammen.

Diese Argumentation ist kurz, allerdings beniitzt sie spezielle Eigenschaft der vorlie-
genden Menge M und ist nicht auf andere Fille iibertragbar; dort muss eine andere
spezifische Eigenschaft gefunden werden.

Aufgabe 5 (0.3 Punkte)

Sei F' die Formel (((AA B) D (CV A)) A—B).
(a) Zeigen Sie, dass F' syntaktisch korrekt ist.
(b) Werten Sie val;(F) fir I(A) =1, I(B) =1 und I(C) = 0 schrittweise aus.

(c) Verwenden Sie eine Wahrheitstafel um festzustellen, ob die Formel F' giiltig, erfiill-
bar, widerlegbar und/oder unerfiillbar ist.

Losung

(a) Die Menge A der aussagenlogischen Formeln ist die kleinste Menge, fiir die gilt:
(al) V={A,B,C,...} C A
(a2) {T,L}C A
(a3) ~F € A, wenn F € A.
(ad) (F+G) e A, wenn F,G € Aund * € {\,1,V,],=,#,D,C}.

Wir zeigen, dass (((AA B) D (CV A)) A =B) eine aussagenlogische Formel gemé&f
dieser Definition ist.

e Die Variablen A, B und C sind Formeln (al).
e Da A und B Formeln sind, ist auch (A A B) eine Formel (a4).
Da C und A Formeln sind, ist auch (C'V A) eine Formel (a4).

Da (AAB) und (C'V A) Formeln sind, ist auch ((AAB) D (C'V A)) eine Formel
(ad).

e B ist eine Formel, da B eine Formel ist (a3).



e Da ((AAB) D (CVA)) und =B Formeln sind, ist auch (((AAB) D (CVA))A—-B)

eine Formel (a4).

(b) val;(((AANB) D (CV A))A-B)
= val;((AAB) D (CV A)) and val;(—B)
val;(A A B) implies val;(C' vV A)) and notval;(B)
valy(A) and val;(B)) implies (valz(C) or val;(A))) and not I(B)
(I(A) and I(B)) implies (I(C) or I(A))) and not 1)
(1 and 1) implies (0 or 1)) and 0
1 implies 1) and 0
= land0
= 0

(
(
= (
(
(

(c) Die Formel F ist erfiillbar (und daher nicht unerfiillbar), da es eine Interpretation I
gibt, in der sie wahr ist, etwa I(A) = I(B) = I(C) = 0. Sie ist auch widerlegbar (und
daher nicht giiltig), da es eine Interpretation I gibt, in der sie falsch ist, etwa I(A) =
I(B) = I(C) = 1. Diese Interpretationen lassen sich mittels der Wahrheitstafel
systematisch finden:

A B C|((ANB)D(CVA)AN-B
0 0 0 0 1 0 11
0 0 1 0o 1 1 11
0 1 0 0 1 0 00
0 1 1 0 1 1 00
1 0 0 0o 1 1 11
1 0 1 0 1 1 11
1 1 0 1 1 1 00
1 1 1 1 1 1 00

Aufgabe 6 (0.3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die beiden Formeln =B A ((C' D A) D (AA-C)) und ~(BV (C = A))
dquivalent sind

(a) mithilfe einer Wahrheitstafel;

(b) durch algebraische Umformungen.

Losung

(a) Wahrheitstafel:



A B C|-BA(CDA)DAA-C) |~ (BV(C=A4)
0O 0 011 o0 1 0 01 0 1 1
0O 0 1|1 1 0 1 00 1 0 0
0O 1 010 O 1 0 01 0 1 1
0 1 1/0 O 0 1 00 0 1 0
1 0 01 1 1 1 11 1 0 0
1 0 171 O 1 0 00 0 1 1
1 1 00 O 1 1 11 0 1 0
1 1 170 O 1 0 00 0 1 1

Da beide Formeln in sdmtlichen Wahrheitsbelegungen denselben Wert liefern, sind

sie aquivalent.

(b) Wir zeigen die Aquivalenz, indem wir beide Formeln in dieselbe DNF umformen.

~BA((C D> A) > (AA-C))
=-BA(=(-CVA)V(AN-0))

Ersetzen von O durch —, Vv

=-BA((CAN=A)V(AAN-C)) De Morgan
=(-BANCAN=-A)V(-BANAN-C) Distributivitat
=(BV ((-CV A)A(mAV())) Ersetzen von = durch —, V
=(-BANCAN-A)V(-BANANA-C) De Morgan

Aufgabe 7 (0.3 Punkte)

Untersuchen Sie, ob die Formel G := —C eine logische Konsequenz der drei Formeln

Fy:=AV B, Fy := =B und F3 := C D —A ist. Geben Sie eine Formel H an, die genau
dann in einer Interpretation I wahr ist, wenn Fi, Fy, F3 =1 G gilt.



Losung

G ist eine Konsequenz der Formeln Fy, F» und F3, wenn die Beziehung Fy, Fs, F5 =1 G
fiir alle Interpretationen I gilt.

I(A) I(B) I(C)|AVB, -B, C>-A [ -C
0 0 0 0 1 1 v 1
0 0 1 0 1 1 v 0
0 1 0 1 0 1 v 1
0 1 1 1 0 1 v 0
1 0 0 1 1 1 v 1
1 0 1 1 1 0 v 0
1 1 0 1 0 1 v 1
1 1 1 1 0 0 v 0

Die Formel —C' ist somit eine logische Konsequenz der Préamissen.
Arbeitsvereinfachung: Ist in einer Interpretation eine der Préamissen falsch oder die Kon-
klusion wahr, miissen die iibrigen Formeln nicht mehr ausgewertet werden, da die Bezie-
hung = dann bereits erfiillt ist. Weiters kann man die Erstellung der Tabelle abbrechen,
sobald man eine Interpretation I findet, fiir die |=; nicht gilt. Wertet man in diesem Bei-
spiel die Formeln von links nach rechts aus, ergibt sich folgende vereinfachte Tabelle:

I(A) I(B) I(C)| AVB, =B, C>-A k& —C
0 0 0 0 v
o o0 1 0 v
0o 1 0 1 0 v
0o 1 1 1 0 v
10 0 1 1 1 VR
10 1 1 1 v
1 10 1 0 v
1 1 1 1 0 v

Formel zur Konsequenzbeziehung: —C' ist genau dann eine logische Konsequenz der drei
Formeln AV B, =B und C' D - A, wenn die Formel

(AVB)A-BA(C D —A) > ~C

giiltig ist.

10



Aufgabe 8 (0.3 Punkte)

Sei f folgende dreistellige Funktion.

r Yy =z f(l',y,Z)
1 11 1
110 0
1 01 0
1 00 0
0 11 1
0 10 0
0 01 0
0 00 1

Stellen Sie f durch eine Formel in
(a) disjunktiver
(b) konjunktiver

Normalform dar.

Losung
(a) (A1 A Ag A A3) \Y (ﬂAl A Ag A Ag) V (—\A1 A=Ay A ﬂAg)
(b) (—|A1\/—|A2\/A3>/\(—|A1\/AQ\/—\A3)/\(—|A1\/AQ\/Ag)/\(Al\/—!AQ\/Ag)/\(Al\/Ag\/—!Ag)

Aufgabe 9 (0.4 Punkte)
Sei F' die Formel ((C D B) 1 A)V—(AV (B =A)).

(a) Bestimmen Sie eine zu F' dquivalente Formel in konjunktiver Normalform. Verwen-
den Sie die semantische Methode.

(b) Bestimmen Sie eine zu F' dquivalente Formel in disjunktiver Normalform. Verwenden
Sie die algebraische Methode.

11



Losung

(a) KNF mittels semantischer Methode:

A B C|(C>B)tA)V-(AV(B=A))
0O 0 O 1 1 10 1 1
0 0 1 0 1 10 1 1
0O 1 0 1 1 11 0 0
0O 1 1 1 1 11 0 0
1 0 0 1 0 00 1 0
1 0 1 0 1 10 1 0
1 1 0 1 0 00 1 1
1 1 1 1 0 00 1 1

Aus dieser Tafel ldsst sich folgende KNF ablesen:

(FAVBVC)A(mAV-BVC)A(=AV =BV -=0)

(b) DNF mittels algebraischer Methode:

(C>B)TA)vV-(A A)

V(B
=((=CVvB)tA)V-(AV

(B=A4)) XOY=-XVY
=-(-CVB)V-AV-(AV(B=A)) X1Y==-XVaY
=-(-CVB)V-AV—-(AV(BANA)V(-BA-A)) X=Y=(XAY)V(XA-Y)
=-(-CVB)V-AV-(AV (ﬂB N —A)) Absorption
= (—-=CA-B)V-AV (mAA (-—BV -=A4)) De Morgan
=(-——CA-B)vV-A Absorption
=(CAN-B)VvV-A -—X =X

Aufgabe 10 (0.4 Punkte)

Sechs Mitglieder der beriichtigten Panzerknacker-Bande verbiilen nach einem Raubzug
eine Haftstrafe. Babyface Knack war nicht untétig und hat unter seinem Bett einen
Fluchttunnel gegraben. Nun iiberlegt er, wen er mitnehmen soll.

,Ich muss mindestens eine Person mitnehmen, die mir bei der Flucht hilft. Opa Knack
wird bereits nidchste Woche entlassen, er wird daher den Ausbruch nicht riskieren. Me-
gabyte Knack und Karlchen Knack streiten stdndig miteinander, ich nehme sicher nicht
beide zusammen mit. Oma Knack ist nicht gut zu FuB}, daher wird sie auf Karlchen
Knack als Stiitze bestehen, wenn sie mitkommt. Schlabber Knack tut nie das Gleiche wie
Karlchen Knack; wenn Karlchen mitkommt, bleibt er sicher da. Megabyte Knack kommt
dann und nur dann mit, wenn Oma Knack oder Karlchen Knack mitkommen.”

(a) Formalisieren Sie die beschriebene Situation inklusive aller Anhaltspunkte mittels
aussagenlogischer Formeln. Geben Sie die Bedeutung jeder Aussagenvariablen an.

12



(b) Wer begleitet Babyface bei seinem Ausbruchsversuch? Begriinden Sie Thre Antwort
mit Hilfe Threr aussagenlogischen Modellierung.

Losung

(a) Aussagenvariablen und ihre Bedeutung:

K ... Karlchen Knack kommt mit.
M ... Megabyte Knack kommt mit.
O ... Oma Knack kommt mit.
P ... Opa Knack kommt mit.
S ... Schlabber Knack kommt mit.

Aussagenlogische Formeln:
Fo=KVvMVOVPVS mindestens 1 Komplize

F =-P Opa kommt nicht mit
Fy:=-(MANK) Megabyte und Karlchen nicht gemeinsam
F;=0>K wenn Oma, dann Karlchen
F,=K>-=S8 wenn Karlchen, dann nicht Schlabber

oder Fy ;=K # S Karlchen und Schlabber verhalten sich gegenteilig.
Fs:=M=(0OVK) Megabyte genau dann, wenn Oma oder Karlchen

(b) Wir suchen alle Wahrheitsbelegungen fiir die Variablen K, M, O, P und S, in denen
die Formeln Fy, ..., F5 wahr sind. Wegen Formel F} betrachten wir nur Interpreta-
tionen, in denen P falsch ist. Fiir eine vollstdndige Argumentation muss fiir jede
Interpretation entweder gezeigt werden, dass eine Formel falsch ist, oder aber, dass
alle Formeln wahr sind. Wenn wir also in einer Zeile einen 0-Eintrag gefunden haben,
miissen wir den Rest der Zeile nicht mehr betrachten. Die folgende Tabelle enthalt

13



alle O-Eintrage.

K M O P S|Fp -P -(MAK) O>K K>-S M= (0VK)
0 0 0 0 0

0 0 0 0 1|1 1 1 1 1 1 v
0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
01 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0

Die einzige Interpretation, in der alle Formeln erfiillt sind, ist jene mit I(K) =
I(M) = I(O) = I(P) = 0 und I(S) = 1. Babyface wird daher von Schlabber
begleitet.

Aufgabe 11 (0.4 Punkte)

SAT-Solver sind Programme, die aussagenlogische Formeln auf Erfillbarkeit testen. Ty-
pische SAT-Solver erhalten als Eingabe eine Formel in konjunktiver Normalform und
liefern die Antwort ,erfillbar® bzw. ,unerfillbar®. Im ersten Fall wird eine erfiillende
Variablenbelegung als Nachweis fiir die Erfiillbarkeit ausgegeben.

Beispiel: Fiir die konjunktive Normalform F' = (AV —B) A (—A V B) liefern SAT-Solver
die Antwort erfiillbar, und eine der Variablenbelegungen I1(A) = I;(B) = 1 oder
I;(A) = I2(B) = 0.

(a) Wie lasst sich eine Konsequenzbeziehung Fi, ..., F,, = G mit Hilfe eines derartigen
SAT-Solvers iiberpriifen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(b) SAT-Solver liefern in der Regel nur eine einzige erfiillende Variablenbelegung. Was
muss man tun, um auch die anderen mit Hilfe des SAT-Solvers berechnen zu kénnen?
Beschreiben Sie Thre Methode und erldutern Sie sie an Hand des oben angefiihrten
Beispiels. Begriinden Sie die Korrektheit Threr Methode.

Hinweis: Uberlegen Sie, wie die Eingabeformel abgeindert werden muss, um andere
Variablenbelegungen als die bereits berechnete zu erhalten.
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Losung

()

Wir wissen aus der Vorlesung:

e I,...,F, E G gilt genau dann, wenn die Formel (F} A---AF,) D G giltig ist
(Deduktionstheorem).

Die Frage nach der Giiltigkeit einer Formel léasst sich durch Negieren der Formel in
ein Erfillbarkeitsproblem umwandeln.

e [ ist giiltig genau dann, wenn —F' unerfiillbar ist.
Wir erhalten somit:

o F1,...,F, = G gilt genau dann, wenn die Formel =((F1 A --- A F,) D G)
unerfiillbar ist.

SAT-Solver bendtigen als Eingabe Formeln in KNF. Da die negierte Implikation
dquivalent zur Formel Fy A--- A F, A—G ist, geniigt es, jede der Formeln Fy, ..., F,
und —G gesondert in konjunktive Normalformen umzuwandeln. In Summe erhalten
wir folgendes Verfahren:

1. Wandle jede der Formeln Fj, ..., F,, und =G in KNF um; das Ergebnis sei F},
..., F} und G".

2. Starte den SAT-Solver mit der Eingabe Fj A---AF} AG’. Lautet die Antwort ,er-
filllbar“, gilt die Konsequenzbeziehung F, ..., F,, | G nicht. Lautet die Antwort
hingegen ,unerfiillbar“, dann gilt sie.

Sei F eine erfiillbare Formel mit den Variablen Ay, ..., A,, und sei I die vom SAT-
Solver berechnete erfiillende Variablenbelegung. Diese Variablenbelegung lasst sich
durch eine Disjunktion D beschreiben, die fur jede wahre Variable A (d.h. I(A) = 1)
das Literal = A und fiir jede falsche Variable A (d.h. I(A) = 0) das Literal A enthalt:

Dy =\/{-A; | I(A) =1} v \/{4 | I(4)=0}

Die Disjunktion Dj hat die Eigenschaft, dass sie in der Interpretation I falsch ist
und in allen anderen wahr.

Betrachten wir nun die Formel F/ = F' A Dj. In allen Interpretationen, in denen D;
wahr ist, also in allen auBler I, verhalt sich F’ wie F. In der Interpretation I hingegen
liefert F’ falsch, da Dj falsch ist. Um also eine weitere erfiillende Interpretation fiir '
zu erhalten, konnen wir die Formel F” als Eingabe fiir den SAT-Solver verwenden.
War I die letzte erfiillende Interpretation, ist F’ unerfillbar.

Fiir die Beispielformel F' = (AV-B)A(—AV B) liefert ein SAT-Solver etwa die Varia-
blenbelegung I1(A) = I;(B) = 1. Um diese Interpretation beim néchsten Durchlauf
nicht mehr zu erhalten, bilden wir die Formel Fy = F' A Dy, wobei Dy, die Dis-
junktion —A V =B ist. Fiir diese neue Formel liefert der SAT-Solver die Belegung
Iy(A) = I(B) = 0. Wenn wir die Formel nochmals erweitern zu Fy = Fy A Dy, mit
Dj, = AV B, erhalten wir eine unerfiillbare Formel; somit sind I; und I die einzigen
erfiillenden Interpretationen.
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Aufgabe 12 (0.4 Punkte)

Sei A der folgende endliche Automat.
,b,c

(3 a,b,c 0
S,
b

)

\ ©
a %
71

(a) Geben Sie 5 Worter an, die von A akzeptiert werden.

(b) Geben Sie an, welche der folgenden Worter der Automat akzeptiert: €, bba, abba,
aaa, aabc.

(c) Berechnen Sie schrittweise §*(1, babcb).
(d) Beschreiben Sie £(.A), die von A akzeptierte Sprache.

(e) Sperzifizieren Sie A in tabellarischer Form. Handelt es sich bei A um einen deter-
minstischen oder indeterministischen Automaten?

Losung

(a) A akzeptiert zum Beispiel bb, baca, accca, abb und bcbe.

(b) A akzeptiert bba, abba und aabc, nicht aber ¢ und aaa.

(c) 0*(1,babcb) = §*(4(1,b), abcb)
= 0*(2, abcb)
= 0*(0(2,a),bcb)
= 6*(4,bcb)
= 0%(0(4,b), cb)
= 6*(2,cb)
=6"(6(2,¢),b)
=6"(2,b)
=0%(0(2,b),¢)
=0%(3,¢)
=3



(d) Wir betrachten zunichst den Automaten A’, der aus A durch Streichen aller c-
Ubergiinge entsteht. Die Wérter in £(A’) lassen sich folgendermafien beschreiben:
Ist der erste Doppelbuchstabe im Wort aa, dann diirfen nur noch b’s folgen; ist der
ersten Doppelbuchstabe hingegen bb, dann diirfen danach a’s und b’s in beliebiger
Reihenfolge auftreten. Die Sprache £(.A) des urspriinglichen Automaten erhilt man
aus den Wortern in £(.A”), indem man an beliebigen Stellen beliebig viele c’s einfiigt.

(e) A = ({1,2,3,4,5,6}, {a,b,c}, 4, 1, {3,5}), wobei die Ubergangsfunktion & durch
folgende Tabelle definiert wird:

c»cnqxww)—l‘oq
o =< BECRN NNy Y.}
o Ut W W o
o Gl W o

A ist ein deterministischer Automat, da der momentane Zustand und die néchs-
te Eingabe immer eindeutig den Folgezustand bestimmen. Das &uflert sich in der
Tabelle dadurch, dass jeder Eintrag genau einen Zustand enthélt.

Aufgabe 13 (0.4 Punkte)

Ein elektronisches Tresorschloss besteht aus einem zweistelligen Display sowie den Tasten
+, L, R, Ok und Reset. Jede Stelle des Displays kann eine der drei Ziffern 0, 1 oder 2
anzeigen. Mit jedem Driicken der +-Taste &ndert sich die Anzeige der aktiven Stelle von
0 auf 1, von 1 auf 2 bzw. von 2 auf 0. Welche der beiden Stellen aktiv ist, ldsst sich
durch die L- und R-Taste kontrollieren: Ein- oder mehrmaliges Driicken der L- bzw. R-
Taste aktiviert die linke bzw. rechte Stelle. Im Anfangszustand zeigt das Display die Zahl
00 an und die linke Stelle ist aktiviert. Wird die Zahl 21 eingestellt und anschlielend
die Ok-Taste gedriickt, 6ffnet das Schloss; bei jeder anderen Zahl geht das Schloss in
einen Fehlerzustand. Sowohl im geéffneten Zustand als auch im Fehlerzustand werden
alle weiteren Tasten ausgenommen Reset ignoriert, d.h., sie beeinflussen den Zustand
des Schlosses nicht. Wird zu einem beliebigen Zeitpunkt die Reset-Taste gedriickt, geht
das Schloss wieder in den Anfangszustand iiber. Das Schloss lédsst sich also z.B. mit
folgenden Tastenfolgen 6ffnen:

+-+-R-+-0k
+ Reset ~+ L -R-+ L+ 0k Ok

e Uberlegen Sie, welche Informationen notwendig sind, um den Zustand des Schlosses
zu beschreiben. Wieviele Zustdnde kann das Schloss annehmen? Wieviele Zustéinde
sind es im Allgemeinen, wenn das Schloss n Ziffern (statt 3) pro Stelle sowie k
Stellen (statt 2) besitzt?
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e Legen Sie die moglichen Aktionen fest, die zu einem Zustandswechsel fiithren.

e Geben Sie einen endlichen Automaten an, der das Verhalten des beschriebenen
Schlosses vollsténdig beschreibt. Der Endzustand ist erreicht, wenn das Schloss
offnet. Spezifizieren Sie die Ubergangsfunktion des Automaten mittels einer Tabel-

le.

Losung

Der Zustand des Schlosses wird durch die angezeigten Ziffern sowie durch die Position der
Aktivierung eindeutig festgelegt. Daher besitzt das Schloss 3% - 2 + 2 = 20 Zusténde, im
Allgemeinen sind es n*-k+2 Zusténde. (Die beiden Extrazustinde sind der Fehlerzustand
und das geoffnete Schloss.) Die Aktionen, die zu Zustandswechseln fithren (kénnen), sind
die moglichen Tastendriicke, also +, L, R, 0k und Reset. Als Zustandsbezeichnung wihlen
wir ab bzw. ab, wobei ab den angezeigten Ziffern entspricht und die Unterstreichung die

aktivierte Stelle markiert.

Das Verhalten des Schlosses wird durch den Automaten

({00, ...,22, Fehler, Offen}, {+,L,R, Ok, Reset}, §, 00, { Offen})

beschrieben, wobei die Ubergangsfunktion § durch folgende Tabelle definiert wird.

1) + L R 0k Reset
00 10 00 00 Fehler 00
10 20 10 10 Fehler 00
20 00 20 20 Fehler 00
01 11 01 01 Fehler 00
11 21 11 11 Fehler 00
2 01 21 21 Offen 00
02 12 02 02 Fehler 00
12 22 12 12 Fehler 00
22 02 22 22 Fehler 00
00 01 00 00 Fehler 00
10 11 10 10 Fehler 00
20 21 20 20 Fehler 00
01 02 01 01 Fehler 00
11 12 11 11 Fehler 00
21 22 21 21 Offen 00
02 00 02 02 Fehler 00
12 10 12 12 Fehler 00
22 20 22 22 Fehler 00
Fehler | Fehler Fehler Fehler Fehler 00
Offen | Offen  Offen  Offen  Offen 00
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Aufgabe 14 (0.4 Punkte)

Es stehen drei Wasserkriige mit einem Fassungsvermogen von drei, fiinf bzw. sieben
Litern zur Verfiigung, von denen zu Beginn der kleinste und der grofite Krug vollstan-
dig gefillt sind und der mittlere leer ist. Die Kriige sollen nun ohne Wasserverlust so
umgefiillt werden, dass sich am Ende in einem der Kriige genau ein Liter befindet.
Modellieren Sie das Rétsel mit Hife eines endlichen Automaten. Beginnen Sie mit fol-
genden Fragen.

e Wodurch werden die Zustdnde des Systems charakterisiert, wie lassen sie sich ein-
deutig beschreiben? Was ist der Startzustand, was sind die Endzusténde? Schétzen
Sie die Zahl der benétigten Zustédnde moglichst genau ab.

Hinweis: Durch das Umfiillen geht kein Wasser verloren. Weiters ist nach jedem
Umfiillvorgang einer der beteiligten Kriige leer oder voll, da sich andernfalls die
Wassermengen in den Kriigen nicht exakt bestimmt wéren.

e Wie lassen sich die Zustandsiibergénge in diesem System beschreiben? Legen Sie
das Alphabet des Automaten fest. Welche Bedeutung besitzt die zum Automaten
gehorige Sprache, d.h., was geben die Worter in dieser Sprache an?

Waihlen Sie das Alphabet moglichst klein, aber grof§ genug, sodass sich aus den
Wortern iiber diesem Alphabet die Abldufe im System rekonstruieren lassen. Sie
sollten also weder jedem Ubergang zwischen zwei Zustéinden ein eigenes Symbol
zuordnen (das Symbol repriisentiert dann nur genau diesen einen Ubergang) noch
sollten Sie alle Ubergéinge mit ein und demselben Symbol beschriften, da sich damit
die Ablaufe im System nicht beschreiben lassen.

Losung

Das System besteht aus drei Kriigen. Der momentane Zustand wird durch ihren Fiill-
stand beschrieben, also durch ein Zahlentripel ijk, wobei i € {0,...,3}, 7 € {0,...,5}
und k& € {0,...,7} gilt. Als obere Schranke gibt es daher maximal 4 x 6 x 8 = 192
Zustdnde. Da kein Wasser verloren geht, muss zusétzlich ¢ 4+ j + k = 10 gelten, womit
nur noch 18 Zusténde in Frage kommen: 037, 046, 055, 127, 136, 145, 154, 217, 226, 235,
244, 253, 307, 316, 325, 334, 343 und 352. Da wegen der exakten Messung nach jedem
Umfiillvorgang einer der Kriige voll oder leer sein muss, fallen die Zustdnde 136, 145,
226, 235 und 244 weg, der Automat besteht also aus hochstens 13 Zustdnden.
Startzustand ist laut Angabe 307 (der erste und dritte Krug sind vollstandig gefiillt, der
zweite ist leer). Endzustinde sind alle Zustéande, die die Ziffer 1 enthalten, also 127, 136,
145, 154, 217 und 316.

Die Zustédnde dndern sich durch Umfiillvorginge. Es gibt dafiir sechs Moglichkeiten, je
nachdem, von welchem Krug in welchen umgefiillt wird. Fiir die Umfiillvorgénge wahlen
wir die Bezeichnungen 3, 7, 3, 7, 5 und ? mit der Bedeutung, dass vom oberen in den unteren
Krug umgefiillt wird; das Symbol 3 steht zum Beispiel fiir das Umfiillen vom 5- in den 3-
Liter-Krug. Diese sechs Symbole bilden das Alphabet der vom Automaten akzeptierten
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Sprache. Jedes Wort iiber dem Alphabet beschreibt eine Folge von Umfiillvorgéngen.
Die vom Automaten akzeptierten Worte sind genau jene Folgen, die die Aufgabe l6sen,
die also von der Anfangsbefiillung in einen Zustand fiithren, in dem in einem Krug genau
ein Liter Wasser ist. Das kiirzeste derartige Wort ist 335, das vom Startzustand 307 in
den Endzustand 154 fiihrt.

Den Automaten selber erhdlt man, indem man vom Anfangszustand ausgehend syste-
matisch alle moéglichen Umfiillungvorgénge betrachten. Wir sehen, dass von den 13 in
Frage kommenden Zustdnden nur 8 benotigt werden.
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