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Optimierung: Roadmap

Branch-and-Bound

Dynamische Programmierung: Dynamische Programmierung kann dann eingesetzt
werden, wenn das Problem aus vielen gleichartigen Teilproblemen besteht und eine
optimale Lésung sich aus optimalen Losungen der Teilprobleme zusammensetzt.

Approximation(salgorithmen)

Heuristische Verfahren
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Grundlagen

Dynamische Programmierung: Teile das Problem in eine Folge von iiberlappenden
Teilproblemen auf und erstelle und speichere Losungen fiir immer groBere Teilprobleme
unter Verwendung der abgespeicherten Lésungen.

Optimalitatsprinzip von Bellman: Dynamische Programmierung fiihrt zu einem
optimalen Ergebnis genau dann, wenn es sich aus den optimalen Ergebnissen der
Subprobleme zusammensetzt.

Effizienz: Hangt von der Vorgehensweise bei der Aufteilung und Ermittlung der
Losungen fiir die einzelnen Teilprobleme ab.

Wesentlicher Aspekt: Speicherung (memoization) von Ergebnissen fiir Subprobleme zur
Wiederverwendung.
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Beispiel: Weighted Independent Set auf Baumen
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Geschichte der dynamischen Programmierung

Bellman: [1950er]| Leistete Pionierarbeit bei der systematischen Untersuchung der
dynamischen Programmierung.

Etymologie:
m Dynamische Programmierung = Zeitablauf planen.
m Verteidigungsminister war ablehnend gegeniiber mathematischer Forschung.
m Bellman suchte einen eindrucksvollen Namen, um eine Konfrontation zu

vermeiden.
»it's impossible to use dynamic in a pejorative sense”

»something not even a Congressman could object to*
Referenz: Bellman, R. E. Eye of the Hurricane, An Autobiography.
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Anwendung der dynamischen Programmierung

Bereiche:
m Bioinformatik
m Informationstheorie
m Operations Research

m Informatik: Theorie, Grafik, Kiinstliche Intelligenz, Compilerbau ...

Einige bekannte Algorithmen:
m Bellman-Ford-Algorithmus fiir das Finden kiirzester Pfade in Graphen
m Effiziente Methode fiir das Rucksack-Problem

m Needleman-Wunsch und Smith-Waterman Algorithmen fiir
Genomsequenz-Alignment

6/95



Uberblick

Einfiihrendes Beispiel: Fibonacci
Gewichtetes Interval Scheduling
Segmented Least Squares
Rucksackproblem

Kiirzeste Pfade
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Einfiihrendes Beispiel
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Fibonacci-Zahlen 1, /]’ 2, 2 ' 6_' g( ay ...

:r”_q -

Folge von Fibonacci-Zahlen: Fi = F, =1 F, = F% + F,,; Vn >3
Einfacher rekursiver Algorithmus:

Fibonacci(n):
if n=1 oder n =2
return 1
else
return Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2)
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Fibonacci-Zahlen: Laufzeit T: = 4 Blaks im Afrd bocm

#rh Afrefe = # inntce Keoten =
Fi-1

m Gesamtanzahl der Aufrufe fiir die i-te
Fibonacci-Zahl entspricht der i-ten
Fibonacci-Zahl (Beispiele: Fig = 55,
Foy = 6765, F39 = 832040,

Fy = 102334155).

m Exponentielle Zeitkomplexitat, da
F,=F, 1+ F, 2>2F, 2 und
folglich F,, > 22~ (mit F, = 2°) und

daher F,, > (v/2)"2

T2 2%,
222 Ty

%o

n-2
Z'L

._ (Z%)h-L 3 _EM— ~y o mekst Sho[nmtv/zg
Q (%)
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Dynamische Programmierung (Rekursiv)

Speicherung: Die berechneten Fibonacci-Zahlen zwischenspeichern (z.B. in einem
Array F') und in der Berechnung wiederverwenden.

for i+ 1 bis n dop Aocoor
F[:] < leer '
&) Mcmdzuﬁou\
F, toch nig bee Azt wasdy

Fibonacci(n):
if F[n] ist leer & Whuv, Ltan
if n=1 oder n =2
FInl < 1
else
F[n] <« Fibonacci(n —1) + Fibonacci(n — 2)
return F[n]

Laufzeit: O(n) (maximal zwei rekursive Aufrufe pro Arrayeintrag)
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Dynamische Programmierung (lterativ)
It
It &H.om -up

Speicherung: Die berechneten Fibonacci-Zahlen zwischenspeichern (z.B. in einem
Array F) und in der Berechnung wiederverwenden.

Linear-Fibonacci(n):
FL17 « 1 " > btine Rekiussion
F[2] + 1
for i <+ 3 bis n
F[i] < F[¢—1] + F[i— 2]
return F[n]

Laufzeit: O(n) (konstanter Aufwand fiir jeden Schleifendurchlauf)
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Quiz

Frage 1:In welchem Bereich bewegt sich der Beschleunigungsfaktor des iterativen
Algorithmus Linear-Fibonacci gegeniiber dem einfachen rekursiven Algorithmus

Fibonacci bei der Berechnung von Fyy? '.qu T A9). 23 45§

m zwischen 10 und 1.000

m zwischen 1.000 und 100.000

m zwischen 100.000 und 10.000.000 ‘/
m zwischen 10.000.000 und 1.000.000.000

qamlSS&ﬁ ca. 250 0D



Quiz Auflosung

Frage 1:In welchem Bereich bewegt sich der Beschleunigungsfaktor des iterativen
Algorithmus Linear-Fibonacci gegeniiber dem einfachen rekursiven Algorithmus
Fibonacci bei der Berechnung von Fiy?

X zwischen 10 und 1.000

X zwischen 1.000 und 100.000

v zwischen 100.000 und 10.000.000

X zwischen 10.000.000 und 1.000.000.000



Gewichtetes Interval Scheduling
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Gewichtetes Interval Scheduling

Gewichtetes Interval Scheduling:
m Job j startet zum Zeitpunkt s;, endet zum Zeitpunkt f; und hat ein Gewicht
wj > 0. —~ LN, 'PVJFIL‘ wena ﬂMS%l/lfatl'/t
m Zwei Jobs sind kompatibel, wenn sie sich nicht iiberlappen.

m Ziel: Finde eine Teilmenge maximalen Gewichts von paarweise kompatiblen Jobs.

: b : uny L
< % ﬂ,cfu(h »%a.
o EYF
e | (ees fitst deadline

t/ bivst)
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Interval Scheduling: Riickblick

Wiederholung: Greedy-Algorithmus funktioniert, wenn alle Gewichte gleich 1 sind.
m Beriicksichtige Jobs in aufsteigender Reihenfolge der Beendigungszeit.

m Fiige Job zur Teilmenge hinzu, wenn er kompatibel mit dem zuvor ausgewdhlten
Job ist.

Beobachtung: Greedy-Algorithmus scheitert, wenn beliebige Gewichte erlaubt sind.

A
I 2
x —
p—t
4
Gewicht = 999 b
Gewicht =1 a

» Zeit
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Gewichtetes Interval Scheduling Jols 34,94 oo ,JM

Notation: Ordne Jobs aufsteigend sortiert nach Beendigungszeit: f1 < fo <.-- < f),.

Definition: p(j) = groBter Index i < j, sodass Job i kompatibel zu Job j ist.

Beispiel: p(8) =5, p(7) =3, p(2) = 0.

pl4) = 1
1
v
SN
—
ovT(e) - 6~
max § 097 () |
Wg‘(’OPT(S) —
0 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Dynamische Programmierung: Binare Auswahl

Notation: OPT'(j) = Wert der optimalen Losung fiir das Problem, bestehend aus den
Jobs 1,2,...,7. .
’ 3"( "'l;)\l

Wir unterscheiden zwei Falle:
m Fall 1: OPT(j) wird erreicht mit einer Losung, die den Job j enthilt.
m Fall 2: OPT(j) wird erreicht mit einer Losung, die den Job j nicht enthilt.
Y}
Konsequenz: OPT(\]) = OPT (J "9
m Fall 1: Die Losung kann nicht die inkompatiblen Jobs
{p(j) +1,p(j) + 2,...,7 — 1} enthalten. Daher gilt dann
OPT(j) = wj + OPT(p(7))-
m Fall 2: Es gilt OPT(j) = OPT(j — 1), da wir wissen, dass die Lésung den Job j
nicht enthélt. Also gilt:
; 0 wenn j =0
OPT(j) = { max {w; + OPT(p()), OPT(j — 1)} sonst ’
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Gewichtetes Interval Scheduling: Brute-Force-Ansatz

Brute-Force-Algorithmus:
m Eingabe: n,s1,...,8,, f1,--+y fn, W1, ..., Wy
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo <--- < f),.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)

Compute-Opt(j):
if j=0
return O
else
return max(w;+Compute-Opt(p(j)), Compute-Opt(j — 1))

Tell A Tl
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Gewichtetes Interval Scheduling: Brute-Force-Ansatz

Beobachtung: Rekursiver Algorithmus ist ineffizient wegen redundanter Subprobleme
= exponentieller Algorithmus.

Beispiel: Anzahl der rekursiven Aufrufe fiir eine Gruppe von schichtweise angeordneten
Instanzen wachst wie eine Fibonacci-Folge.

= 0 (%"

p(1)=0,p(H)=7j—2
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Gewichtetes Interval Scheduling: Speicherung  Meimot 2adsor,

Speicherung: Speichere Ergebnisse jedes Teilproblems in einem Cache. Berechnung nur,
wenn noch nicht gespeichert.

Allgemein:
m Eingabe: n, s1,...,8n, f1,---, fn, W1,..., Wy
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo <--- < f),.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)

for j <1 bis n
MLj 1 - N
MLO] E_J]O(_ eer ) S(,L(/ nLl‘\/. m w/zwa«o&v\ /41"]
aCes ghr wiel l/ﬂ'}iwb‘.l
M-Compute-Opt (y):
if M[j] ist leer
M[j] < max(w; + M-Compute-Opt(p(j)), M-Compute-Opt(j — 1))
return M[j]

O globales Array
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. . . . &
Gewichtetes Interval Scheduling: Laufzeit m t jesdon
— 0 ﬁ’uﬁﬁff’)

. |' i .

'D‘A g ¢
Behauptung: Version mit Speicherung benétigt O(nlogn) Zeit.
m Sortiere nach Beendigungszeit: O(nlogn).

m Berechne p(-): O(nlogn) mittels bindrer Suche (fiir jedes Intervall) auf der nach

Beendigungszeit sortierten Folge. Eeud“aﬂ P(), -, p(n) -> n Lk

m M-Compute-Opt(j): Jeder Aufruf benétigt O(1) Zeit (ohne die Rekursion) und

(i) liefert entweder einen existierenden Wert M[j]
(i) oder berechnet einen neuen Eintrag M[j] und macht zwei rekursive Aufrufe.

m MaB fiir den Fortschritt ¢ = die Anzahl der nicht leeren Eintrage in M[].

- Am Anfang gilt ¢ = 0, danach ¢ < n.

- (ii) Erhdht ¢ um 1. ~ Tl (;;) (,,f.ﬁ s n- imal ,“4_ = & 2n rd.
m Die gesamte Laufzeit von M-Compute-Opt(n) ist O(n). /‘1"4""/&

21/95



Gewichtetes Interval Scheduling: Bottom-up

Bottom-up dynamische Programmierung: lterative Losung.

Allgemein:
m Eingabe: n, s1,...,8n, f1,---, fn, W1,..., Wy.
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo <--- < f),.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)

UU' alle %xﬁdal('\“d‘ Iterative-Compute-Opt(): ¢ a: (¢ p(\‘) £ \'I :J'q AJ
'w“’%‘ i (ME0T 0 T ‘
S for j < 1 bis n & )

A nsy abu ney "-4— . ; . .
k((:hmTélptzk,.ﬁ% M[j1 + max(w; + M[p(4)1, M[j —11)
e

Laufzeit: Die Laufzeit von Iterative-Compute-Opt liegt in O(n) (Schleife von 1 bis

wh L. Vasbvtclmwu% ven p(-) wd Sochiten  daun O(n i h)
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

Gegeben:
m n = 6 Jobs mit Gewichten w;,i =1...n.

m Jobs sind schon sortiert nach Beendigungszeit.

wi =2, p(1) =0 1

wy =4, p(2) =0 9

wa=1,p@3) =1 3

wi =6, p(4) =0 4 |

ws =4, p(5) =3 5

we =1, p(6) =4 6

Zeit
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1

w; + M[p(j)]:
Ml[j —1]:

2 40 12 6t0 @4 Ao
o 2 4 4 6 €
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1 =2, p(1)=0

w2 =4, p(2)=0

ws=1,p3)=1 R

wi=6pM)=0 4

ws =4, p(5) =3 S
(6) =4

w6=1,p
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S TR
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - Zeit

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4
wj + M(p(j)]: 2 4

Mlj —1] 0 2
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - ZLeit

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4 4
wj + M(p(j)]: 2 4 3

Mlj —1]: 0o 2 4
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
P
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - ZLeit

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4 4 6
wj + M(p(j)]: 2 4 3 6

M[j —1]: 0 2 4 4
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- : : ZLeit
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M 0 2 4 4 6 8
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6 8
Mlj —1]: 0 2 4 4 6
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

wy = 2, p(l) =0 1
we =4, p(2) =0 2
wz =1,p3)=1 3
wy =6, p(4) =0 4:
ws =4, p(5) =3 5
we = 1, p(6) =4 : 6
- - - Zeit
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M 0 2 4 4 6 8 8
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6 8 7
M[j —1] 0 2 4 4 6 8
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Quiz

M - 0 21| 41| 4] 6
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6
Ml[j —1]: 0 2 4 4

Frage 2:Welche-Jobs bilden die Lésungsmenge des Beispiels?
m {2,5}
m {1,2,4,5}
m {4}
m {3,6}



Quiz Auflosung

M : 0| 21| 41| 4] 6
w; + M[p(j)]: 2 4 3 6
Mlj —1]: 0 2 4 4

Frage 2:Welche Jobs bilden die Lésungsmenge des Beispiels?
v {2,5}

X {1,2,4,5}

X {4}

X {3,6}



Gewichtetes Interval Scheduling: Finden einer Lésung

Frage: Algorithmus berechnet den optimalen Wert. Wie bekommen wir aber die Lésung?
Antwort: Durch eine Nachbearbeitung (Backtracking).

Ablauf:

m M-Compute-Opt(n) oder Iterative-Compute-Opt(n) ausfiihren
m Find-Solution(n) ausfiihren

Find-Solution(y):
if j=0
Keine Ausgabe
elseif w; + MIp(j)1 > M[j — 1]
Gib j aus :
Find-Solution(p(j)) 3 hebes 3\1 a“‘s'd‘”"l‘“
else

Find-Solution(j — 1) 3 b ik MS%QQW
J P—
m Anzahl der rekursiven Aufrufe < n = Laufzeit O(n).
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1

0| 2] 4]4 8
2 (1) 3
0 2 4 6
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1
2
w3:1, 3

w1 =2,p(1)=0
p(2)=0
p3) =1
wy =6, p(4) =0
p(5) =3
p(6) =4

wo = 4,

5
6

w5:4,

w6:1,

1

w; + M[p(j)]:
Ml[j —1]:

NORRIOR

0 2@es4 4 6 8

Ergebnis: 2 und 5.
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Segmented Least Squares
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Least Squares
"> Reqresions qevade
m Fundamentales Problem in der Statistik und der Numerischen Analyse.
m Gegeben: n Punkte in der Ebene: (z1,41),. .., (Zn, Yn)-

m Finde eine Gerade y = ax + b, welche die Summe des quadrierten Fehlers
minimiert:

n

Err = Z(yz — (az; + b))? ¢

1=1

Analytische Losung: der minimale Fehler ist erreicht, wenn

nYwiyi — Qo) Q2 vi) b— DiYi—ay ;T
ny i — (3 f"i)2 ’ {

a =
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Segmented Least Squares

m Punkte durch eine Folge von Geradensegmenten annahern.

m Gegeben: n Punkte in der Ebene (z1,y1),..., (Zn, yn) so dass
T < T <00 < Ty,

m finde eine Folge von Geraden welche eine bestimmte Funktion f(x) minimiert.

Frage: Was ist eine angemessene Wahl fiir f(z)? Die Funktion f(x) sollte sowohl
Genauigkeit als auch [Sparsamkeit gew3hrleisten.
O Hohe des Fehlers @ Anzahl der Geraden

Schr qtnﬁhﬁ,
n M pavsan,

o SprAn
nicht %UMM

Y
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Segmented Least Squares

m Punkte durch eine Folge von Geradensegmenten annahern.

m Gegeben: n Punkte in der Ebene (z1,y1),..., (Zn, yn) so dass
T < T <00 < Ty,
m finde eine Folge von Geraden welche:

- die Summe der quadrierten Fehler E in jedem Segment
- die Anzahl der Geraden L

minimiert. R &usﬂhz‘dé Leshmnt olen trade- o/

m Tradeoff Funktion: E + cL, fiir eine Konstante ¢ > 0.
¢ >

/”' y

C«cnm.’ahl‘. v L=3
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Dynamischer Ansatz: Segmented Least Squares

Notation
m OPT(j) = minimale Kosten fiir die Punkte p1,piy1,...,Dp;
m ¢(i,j) = minimale Summe des quadrierten Fehlers fiir p;, pit1,...,p;
O 4»}(3 P 1P duwcl e &?W appmxiu:u‘l'
Berechnen von OPT'(j): T L <. Polie Bj
m |etztes Segment nutzt die Punkte p;, p;i11,...,p; fiir ein bestimmtes ¢ ,
m Kosten = OPT (i — 1) +e(i,j) + ¢ (w;f snchen das besk ‘)

. 0 falls j = 0
OPT(j) = min. {OPT(i—1)+e(i,j) + ¢} sonst
<i<y ——
o Sieet Aes [oheke vom i b §

&% «h 42/95



Segmented Least Squares: Algorithmus
MOM- -ap

Segmented-Least-Squares( P = {p1,p2,...,Pn} )
M[o] = @

O(ml) for j« 1 bis n p[") L_“._,fy:’c 0(“3)

for 1< 1 bis j
“04\0“«,. berechne Fehler e(i,j) fir Punkte pi,...,p;

) for j<1 ton 3
0(” M[31 = mini<i<; (M[i-11 + e(4,]) + ¢) ] O[y;)

| lrabioney ——...
IU ’ return M[n] O(h) M06{'

Laufzeit. O(n?).
m Flaschenhals ist das Berechnen von ¢(i, j) fiir O(n?) Paare, O(n) pro Paar mit
der Formel fiir Least Squares.
m Finden einer Lésung analog zu Interval Scheduling durch Riickverfolgen der
Minimierung
O Kann mithilfe geschickterer Vorberechnung und Wiederverwendung von Zwischen-
ergebnissen zu O(n?) verbessert werden.

43/95



Z);L\‘)?S(h(_h ]C a2}t

. Lj‘”\ Abhaobéah 'Palawtml\tﬂc_ 14_)42:”&»[ T&,/prﬁélew\c’_ (Arra/’owa" Z)

0 QP"L"W\J& L;Shha /(1;55% -5"04 ans Op'é\ Lé‘suh?éh qe@ta.\‘o/zf

T&{ /prdé /{hae Ao §ammen S e/%l—z b

' T Lprableme fassen Sch (o blen ndk 5&9/3 M%g;h/zh win
rc/zws?v /0"5@14 d b
4’” \\ g 41 WAL

LMBJ <= J (M4, _‘,M[Jn@) V2R, binire fosishl ol
Lnea /4—m5«w4/
aturn M[n)

a ,RJLOVLSV[V(N'[LI‘(GV\ odcs lﬁ@jv[@m /jguaé ('\’UZ’L Ve ”(@5 Uﬁf&) Jw/v
BMAJ’N\VQ?M



