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Grundlagen: Worter

Alphabet: endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole (¥, T)
Wort liber X: endliche Folge von Symbolen aus ¥

Lange eines Wortes w iiber X (geschrieben |w|): Anzahl der
Symbole, die w enthilt

Leerwort: Wort mit der Lange 0, geschrieben ¢, d.h. |¢| =0

Fiir ein Wort w iiber ¥ und ein Symbol a € ¥ bezeichnen wir die
Anzahl der Symbole a in w mit |w|,.

Konkatenation: Hintereinanderschreiben von Woértern

Seien x, y Worter mit |x| = n, |y| = m, dann ist x - y = xy und
Ixy| =n+m

Potenzbildung: Verkettung eines Wortes w mit sich selbst, wobei
w? = und w" = ww" !

Sei w = a1a2...ap_1an, dann ist w" = apa,_1...aza; das
Spiegelbild von w.

Ein Wort w heiBt Palindrom, wenn w = w' gilt.



Grundlagen: (Formale) Sprachen

Y *: Menge aller (nicht-leeren) Warter tiber &
¥ *: Menge aller Worter (inklusive €) iiber X

Formale Sprache: beliebige Teilmenge L von ¥*, L C ¥*

(X*,-,¢) bildet ein Monoid.

Beispiele fiir Sprachen

o )
o {¢}

o {eg,ab, abab, ababab, ...} = {(ab)" | n >0} X = {a, b}
o {e,ab,aabb, aaabbb, ...} = {a"b" | n>0} %X ={a, b}
o {weX|w=w"} X={01}

o {we {a,b,c} | Iwls = |wls = W}

P(X*): Menge aller Sprachen L C ¥*



Operationen auf Sprachen
Konkatenation: L1 - Ly = {w; - wy | wy € L1, wp € Ly}

Bsp: {ab, b}{a, bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
(Achtung: {ab, b} x {a, bb} = {(ab, a), (ab, bb), (b, a), (b, bb)})

Potenzbildung: L" = {wy...w,, | wy,...,w, € L}
(L% = {e} und L™t = LL" fiir n > 0)

Bsp: {ab, ba}?> = {abab, abba, baab, baba}

Kleene-Stern®: L* = |J,5 L" (LT =U,s1 L")
Bsp: {01}* = {¢,01,0101,010101,...} # {0,1}"

(P(X*),-,{e}) bildet ein Monoid.

@ ¢ € L* gilt firr alle Sprachen L (z.B.: {}* = {¢})
@ ¢ € LT gilt fiir eine Sprache L genau dann, wenn ¢ € L

'benannt nach Stephen Cole Kleene (1909 - 1994)



Rechenregeln fiir Sprachoperatoren

A-(B-C) = (A-B)-C  Assoziativitit von-
A-(BUC) = A-BUA-C Distributivitat von-
(BUC)-A B-AUC-A Distributivitat von-
(Au{e})* = A {e}-A = A
(A = A* A{e} = A
AA = A G:A = 0
AA = A A} = 0

Atu{e} = A*

(P(X*),U, -, {},{e}) bildet einen nichtkommutativen Semiring.




Mengenoperationen auf Sprachen

Vereinigung:

AUB={x e X*|x € Aoder x € B}
Durchschnitt:
ANB={xeX*|x€ Aund x € B}

(A und B sind disjunkt wenn AN B = {})

Differenz:
A-B={xeX*|xcAund x ¢ B}

SESRS

Komplement:
A=3"—A={xeX*|x¢A}

)

A C B: Aist eine Teilmenge von B (jedes Element von A ist auch
ein Element von B)

A C B: Aist eine echte Teilmenge von B (A ist eine Teilmenge von
B, die nicht gleich B ist)

A=Bwenn ACBund BCA



Abgeschlossenheit

Sind eine Menge B und Operatoren auf Teilmengen von B gegeben,
so kann man sich natiirlich fragen, ob die Anwendung der Operatoren
auf diese Teilmengen von B wiederum Teilmengen von B ergibt.

Sei B eine Menge und f : B" — B eine Funktion. Eine Menge
A C B heiBt abgeschlossen unter f, wenn gilt:

Xiy ey Xn € A= f(X1,...,%Xn) €A
Beispiel

Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist abgeschlossen unter Addition,
aber nicht unter Subtraktion.




Abzahlbare Mengen

Die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet man als
Kardinalitat, geschrieben als card(M) oder |M]|.

[P(4)] = 24 J

Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung von A auf B gibt.

Jede Menge, die gleichméachtig mit N (d.h., mit der Menge der
Natiirlichen Zahlen) ist, heiBt abzdhlbar (unendlich).

Y * ist abzahlbar (falls X endlich). |

Beweis (Idee)

{0,1}* , 0, 1, 00, 10, 10, 11, 000, .. }
N 1

, 2, 3, 4, 5 6, 7, .. }

[l
~—




Uberabzihlbare Mengen

Jede unendliche, nicht abzdhlbare Menge heiBt iiberabzahlbar.

Die Menge aller reellen Zahlen R ist gleichmachtig mit der Menge der
reellen Zahlen in jedem beliebigen Intervall (a, b) = {x | x reell und

a < x < b}; beide Mengen sind nicht abzahlbar, was auf dhnliche
Weise wie der folgende Satz gezeigt werden kann.
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Die Menge aller Sprachen ist iberabzahlbar

P(X*) ist tiberabzahlbar.

Beweis (ldee, Cantorsches® Diagonalargument)
Indirekt. Angenommen, P(X*) ist abzahlbar.

‘ wo wy Wo 5o o (: z*)
L]0 1 1
L1 0 O

L1 1 1

Sprache L = {w; | w; ¢ L;} ist nicht in der Tabelle!

L1 1 0
Widerspruch!

2Georg Cantor (1845 - 1918), Begriinder der Mengentheorie
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Sprache - Problem

Mit den Begriffen “Sprache” und “Problem” ist eigentlich dasselbe
gemeint. Beschaftigen wir uns nur mit Wortern an sich, dann
tendieren wir dazu, uns eine Menge von Woértern als eine Sprache
vorzustellen. Wird der durch das Wort reprasentierte Sachverhalt
wichtiger als das Wort selbst, wird eine Menge von Wértern eher als
Problem verstanden.

Beispiel: Problem vs. Sprache
Das Problem des Testens, ob eine Zahl eine Primzahl ist, kann durch
die Sprache L, ausgedriickt werden, die aus allen binaren
Zeichenreihen besteht, deren Wert als Binarzahl eine Primzahl
darstellt:

L, = {bin(p) | p ist Primzahl }

D.h., ist ein aus Nullen und Einsen bestehendes Wort gegeben, gilt es
zu entscheiden, ob die Zeichenreihe die Binardarstellung einer
Primzahl ist.
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77

TIME magazine (1984):

"Put the right kind of software into a computer, and it will
do whatever you want it to. There may be limits on what
you can do with the machines themselves, but there are no

limits on what you can do with software.”

[den Editor eines Software-Zeitschrift zitierend ...]
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Probleme, die Computer (nicht) ldsen kénnen

main()

{
printf("hello, world\n");
}
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Probleme, die Computer (nicht) ldsen kénnen

main() int exp(int i, n)
{ /* berechnet i"n */
int n, total, x, y, Z;
scanf ("%d", &n);
total = 3;
while (1) {
for (x=1; x<=total-2; x++)
for (y=1; y<=total-x-1; y++) {
z = total - x - y;
if ( exp(x,n) + exp(y,n) == exp(z,n) )
printf("hello, world\n");
}
total++

}

15



Das “hello, world” Problem

Gibt ein Programm P bei Eingabe von / “hello, world” aus?

16



Der “hello, world” - Tester

Angenommen, das folgende Programm H existiert:

Hello-world
I ——{ Tester ——Yes

p—{ H —no

Kleine Modifikation: H; gibt “hello, world” statt “no” aus.

I — L. ves
H,
P — —hello, world




Der “hello, world” - Tester ctd.

Weitere Modifikation: H> nimmt nur P als Input, und verwendet es
als P und /.

yes

— hello, world

Wie verhalt sich nun H> bei Eingabe von H,?

. yes
Hy——] H,

hello, world

18



Den “hello, world” - Tester gibt es nicht

o Gibt H, yes aus, so sollte eigentlich hello, world ausgegeben
werden

@ Gibt H> hello, world aus, so sollte eigentlich yes ausgegeben
werden

H> kann also nicht existieren. Damit kann aber auch H nicht
exisitieren!

Es gibt also kein Programm H, das fiir jedes Programm P und jede
Eingabe [ entscheidet, ob P mit der Eingabe / die Ausgabe hello,
world produziert, oder nicht.
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D. Hilbert

i

"Wir miissen wissen, und wir werden wissen.’

e David Hilbert (1862-1943)

@ ... Eine Diophantische Gleichung [...] sei
vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben,
nach welchem sich mittelst einer endlichen
Anzahl von Operationen entscheiden 13Bt,
ob die Gleichung in ganzen rationalen
Zahlen losbar ist ...

D. Hilbert: Mathematische Probleme - Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-KongreB zu Paris 1900. In: Nachrichten von der Koénigl.
Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen. Mathematisch-Physikalische Klasse,
Heft 3, 1900, 253 — 297.
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K. Godel

"Either mathematics is too big for the human mind or the
human mind is more than a machine. ”

o Kurt Gadel (1906 - 1978)

@ ... Wir haben also einen Satz vor uns, der
seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet ...

K. Gédel: Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme |. in: Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38, 1931,

173 - 198.
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A. Church

"l tried reading Hilbert. Only his papers published in
mathematical periodicals were available at the time.
Anybody who has tried those knows they are very hard

””

reading.

@ Alonzo Church (1903 - 1995)
@ Entwicklung des Lambda-Kalkiils

A. Church: An unsolvable Problem of Elementary Number Theory, American

Journal of Mathematics 58 (2), 1936, 345 — 363.
2



A. Turing

"A man provided with paper, pencil and rubber, and subject
to strict discipline, is in effect a universal machine.”

e Alan M. Turing (1912 - 1954)

@ Turingmaschine als Modell fiir jede
mogliche Berechnung

A. Turing: On Computable Numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 42, 1936, 230 —265.
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Turingmaschinen

B| B |Xi|X X, B| B

Lesen/Schreiben

q0 endliche Kontrolle

@ Das Band enthilt die Eingabe. Alle weiteren Zellen enthalten ein
besonderes Blank-Symbol.

@ Ein Lese-/Schreib-Kopf ist immer iiber einer der Bandzellen
positioniert.

@ Am Anfang befindet sich der Lese-/Schreib-Kopf iiber der am
weitesten links stehenden Eingabezelle.

24



Turingmaschinen

Abhéangig vom Zustand und dem gelesenen Bandsymbol fiihrt die TM
mit einer Bewegung Folgendes aus:

@ Sie wechselt den Zustand
@ Sie schreibt ein Bandsymbol in die gelesene Zelle

o Sie bewegt den Lese-/Schreib-Kopf nach links oder rechts, bzw.
lasst ihn stehen

25



Formale Beschreibung einer Turingmaschine

Eine Turingmaschine ist ein Siebentupel

M = (Q7 Z’ r? 57 q07 B7 F)7

Q endliche Menge von Zustéanden,

> endliche Menge der Eingabesymbole,

I endliche Menge der Bandsymbole, > C T,
§:Q@xT— @xT x{L, R,S} Ubergangsfunktion,
go € @ Startzustand,

B € T — X Blank-Symbol,

F C @ Menge von Endzustanden.

@ 6 6 6 o o o
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Ubergange

(¢.X;p,Y,D)€d

M liest im Zustand g auf dem Band Symbol X

- wechselt nun davon abhéngig in den Zustand p,
- Uberschreibt Symbol X durch Symbol Y/,

- bewegt den Lese-/Schreibkopf in die durch D beschriebene
Richtung (D € {L, R, S}).

Deterministische Turingmaschine (DTM)

Eine Turingmaschine M heit deterministisch, wenn fiir alle
(g,X) € Q x £ x I hochstens ein Element (g, X;p,Y,D) € 6
existiert, D € {L, R, S}; wir schreiben dann auch (g, X) = (p, Y, D).

27



Konfiguration

Am Anfang befindet sich nur das Eingabewort auf dem Band, welches
nach links und rechts mit unendlich vielen Blank-Symbolen umgeben
ist. Die TM ist im Startzustand und der Lese-/Schreibkopf befindet
sich iber dem am weitesten links stehenden Eingabesymbol.

Mit jeder Bewegung dndert die TM ihre Konfiguration.

Darstellung einer Konfiguration:

X1X2...X,',1 qX,'X,'+1 ...X,,
wobei

- q den Zustand der TM bezeichnet,
- der Lese-/Schreibkopf das i—te Symbol von links liest,

- X1X5...X,, den Abschnitt des Bandes zwischen den am weitesten
links und am weitesten rechts stehenden Zeichen beschreibt, die
keine Blank-Symbole (Leerzeichen) sind.

28



Konfiguration

= ... Ubergang zwischen Konfigurationen in einem Schritt?
=* ... Ubergang zwischen Konfigurationen in beliebig vielen Schritten

Erfolgt die nachste Bewegung nach
e links, d.h. 6(q, X;) = (p, Y, L):

X1X2...X,-_1qX;X,-+1...Xn = X1X2...X,'_2pX,'_1YX,'+1...Xn
e rechts, d.h. §(q,X;) = (p, Y, R):

X1X2...X,-_1quX,-+1...X,, = X1X2...X,'_1YpX,'+1...Xn

Bleibt der Kopf stehen:
e d.h, d(q,Xi)=(p,V,S):

X1X2...X,'_1quX,'+1...Xn = X1X2...X,'_1pYX,'+1...Xn

lin [HMU] wird = mit I bezeichnet. »



(Deterministische) Turingmaschinen: akzeptierte Sprache

Akzeptierte Sprache

Die von der (deterministischen) Turingmaschine M akzeptierte
Sprache L(M) besteht aus genau all jenen Wortern, bei deren
Anaylse M einen Endzustand erreicht:

LM)={weX"|qw="aps, peF, apel"}

Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv aufzzahlbar?> wenn sie von einer
(deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird.

2engl: recursively enumerable, auch bezeichnet als: Turing-erkennbar
(Turing-recognizable), semi-entscheidbar (semi-decidable)




Beispiel

TM far {0717 | n > 1}
M= ({qi|0<i<4},{0,1},{0,1,X,Y,B},4,qo, B, {q})

wobei § gegeben durch:

Symbol
Zustand 0 1 X Y B
0o |(q,X,R) (g3, Y,R)
q1 (q1,0,R) (g2, Y, L) (q1,Y,R)
q2 (92,0, L) (90, X, R) (a2, Y, L)
qs (g3, Y,R) (qa,B.R)

(e
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Beispiel ctd.

akzeptierende Berechnung von 0011

Symbol

Zustand 0 1 X Y B

q0 | (q,X,R) (a3, Y. R)

q (91,0,R) (g2, Y, L) (q1, Y, R)

92 (g2,0,L) (90, X,R) (g2, Y, L)

a3 (g3, Y,R) (q4,B,R)

(el}
@001l = Xq011 ~ X0qll = Xg0Yl =
@X0Y1 = Xg0Yl = XXqYl = XXYql =
XXpYY = XpXYY = XXgYY = XXYgY =
XXYYqsB = XXYYBqB

32



Beispiel ctd.

abweisende Berechnung von 0010

Symbol
Zustand 0 1 X Y B
do (g1, X, R) (g3, Y,R)
q (91,0,R) (a2, Y, L) (91, Y, R)
92 (g2,0,L) (90, X;R) (g2, Y, L)
9 (a3, Y,R) (as; B,R)
qa

0010 = Xg:010 = X0q:10 = XgO0Y0 =
@X0Y0 = Xg0Y0 = XXqY0 = XXYq.0 =
XXY0q:B




(Deterministische) Turingmaschinen: Akzeptieren durch
Anhalten

Wir kénnen stets annehmen, dass eine Turingmaschine anhalt, wenn
sie akzeptiert.

(6(q, X) kann fiir g € F als undefiniert bezeichet werden.)

Im Folgenden betrachten wir Turingmaschinen, die immer anhalten,
wenn sie sich in einem akzeptierenden Zustand befinden.
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Entscheidbare (Rekursive) Sprachen

Wird eine Turingmaschine M auf einem Input w gestartet, so gibt es
folgende Moglichkeiten:
@ M hilt in einem Zustand g € F und akzeptiert somit die Eingabe
@ M hélt in einem Zustand g ¢ F und verwirft somit die Eingabe
@ M gerat in eine Endlosschleife und halt nicht

Rekursive (Entscheidbare) Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv oder entscheidbar® wenn sie von
einer (deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird, die immer
halt. (Man sagt dann auch: die TM entscheidet die Sprache)

3engl: recursive, decidable, auch bezeichnet als: Turing-entscheidbar
(Turing-decidable) »



Varianten von Turingmaschinen

ein Band, nur nach einer Seite unbeschrankt
mehrere Bander
Bander sind in mehrere Spuren unterteilt

mehrere Lese-/Schreibkdpfe auf den Bandern

nichtdeterministische Turingmaschinen

Alle diese Varianten sind gleichmachtig in Bezug auf ihre Fahigkeit,
Sprachen zu erkennen.

Beispiel
Eine nichtdeterministische Turingmaschine mit 50

sechs-dimensionalen Bandern ist nicht machtiger als unser
urspriingliches Modell.
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) unterscheidet
sich zur determinisitischen Variante in der Ubergangsfunktion 4:

5(q7X) = {(qla Y17 D1)7 (CI27 Y27 D2)7 ey (qu Yk7 Dk)}a
wobei k eine beliebige endliche ganze Zahl ist.

Eine NTM M akzeptiert eine Eingabe, wenn es eine Folge méoglicher
Bewegungen gibt, die von der Startkonfiguration zu einer
Konfiguration mit einem akzeptierenden Zustand fiihrt.#

Zu jeder nichtdeterministischen Turingmaschine My gibt es eine
deterministische Turingmaschine Mp mit L(Mpy) = L(Mp).

“Die Existenz eventueller weiterer Auswahlméglichkeiten ist dabei irrelevant. 3



(Nicht)deterministische Turingmaschinen

Turingmaschinen kénnen auch Funktionen (auf nicht-negativen
ganzen Zahlen) berechnen, bzw. Sprachen erzeugen:

Berechnung von Funktionen

Eine (deterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Berechnung von Funktionen verwendet werden, d.h., M beginnt
mit dem Input auf dem Band, der Output, also der Funktionswert
zum Input, ist das Ergebnis der Berechnung, wenn M halt.

Erzeugung von Sprachen

Eine (nichtdeterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Erzeugung von Wortern verwendet werden, d.h., M beginnt mit
dem leeren Band, das Ergebnis der Berechnung ist das Wort, das am
Ende einer Berechnung, wenn M halt, auf dem Band steht.
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Problemlandschaft

Rekursiv aufzdahlbare Sprachen L:
Es gibt eine TM M die akzeptiert und halt wenn " e
w € L, sonst aber u.U. unendlich lauft. M| ?

—ja

Rekursive Sprachen (Entscheidbare Probleme) L:
Es gibt eine TM M mit L(M) = L die immer i
halt. (d.h., es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe w—we ]i/f—»nein

von w “ja" antwortet, wenn w € L und “nein” antwortet,

wenn w ¢ L)

Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Rekursive Sprachen
Entscheidbare Probleme
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Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Das Komplement einer rekursiven Sprache ist rekursiv.

Beweis

Sei L rekursiv und M eine TM mit L(M) = L, die immer halt. Wir
konstruieren M’ aus M so, dass M’ stoppt ohne zu akzeptieren, wenn
M auf einer Eingabe w in einen Endzustand iibergeht. Halt M ohne
zu akzeptieren, so geht M’ in einen Endzustand (ber. Da eines dieser
beiden Ereignisse eintritt, ist L = L(M’) (das Komplement von L) eine
rekursive Sprache.

L ja ja
M —>1’1€1><\ nein
M’

40



Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Ist eine Sprache L und auch ihr Komplement L rekursiv aufzahlbar, so

ist L (wie auch L) rekursiv.

Beweis

Mi und M, akzeptieren L bzw. L. Daraus konstruieren wir M so,
dass sie w akzeptiert, wenn w von M; akzeptiert wird, und verwirft,
wenn w von M, akzeptiert wird. Da w entweder in L oder in L ist,
wird genau eine der beiden Turingmaschinen My, M, akzeptieren.
Also wird M immer entweder “ja" oder “nein” ausgeben, aber nie

beides. Somit ist L rekursiv.

M,

L ~ja —

w—{

M,

L —~ja —

——nein

M

41



Rekursive und rekursiv aufzahlbare Sprachen

Konsequenz: Sei L eine Sprache und L ihr Komplement.
Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

@ sowohl L als auch L ist rekursiv.

@ sowohl L als auch L ist nicht rekursiv aufzahlbar.

@ entweder L oder L ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht rekursiv,
und die jeweils andere Sprache ist nicht rekursiv aufzdhlbar.
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Codierung von Turingmaschinen

Turingmaschinen konnen als (binére) Strings codiert werden,
beispielsweise so:

Sei M = ({q17 q2, ..., CIr}, {07 1}7 {07 17 B) X47 ceey XS}a 67 q1, Ba {QZ})
Codierung von §(qj, X;) = (qk, Xi, Dm):

0'10/10¥10'10™
Codierung von M:
C111G,11...11C,,_111C,

wobei C; der Code einer Transition ist.
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Nicht rekursiv aufzahlbare Sprachen

Es gibt Sprachen tber ¥ = {0, 1}, die nicht rekursiv aufzahlbar sind. |

Beweis
@ Zu jeder rekursiv aufzadhlbaren Sprache L iber ¥ = {0,1} (d.h.
L € P(X*)) gibt es eine Turingmaschine, die sie akzeptiert.
@ Jede Turingmaschine M kann als String ber X = {0,1} (d.h.
M € ¥*) dargestellt werden.
@ Die Menge aller Sprachen P(X*) ist iiberabzahlbar (unendlich),
die Menge aller Worter ©* hingegen abzahlbar (unendlich).

@ Es gibt also iiberabzéhlbar viele Sprachen, von denen jedoch nur
abzahlbar viele von einer Turingmaschine akzeptiert werden.
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Church-Turing-These

Gibt es aber vielleicht andere Modelle von Generierungs- oder
Analysemechanismen, durch die mehr formale Sprachen als durch
Turingmaschinen beschrieben werden kénnen?

Nein!

Auch alle anderen seither entwickelten Modelle zur Formalisierung des
Begriffs Algorithmus erwiesen sich als nicht méachtiger als
Turingmaschinen. Folgende These wird daher allgemein akzeptiert:

Church-Turing-These

Gibt es ein endlich beschreibbares Verfahren zur exakten
Spezifizierung einer formalen Sprache L, so gibt es eine
Turingmaschine, die L akzeptiert.
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(Un)Entscheidbarkeit

Si te mentiri dicis idque verum dicis, mentiris an verum dicis?

Cicero
Academicorum priorum, Lib. I, Kap. 29, Par. 95

(Wenn du sagst, dass du ltugst, und das die Wahrheit ist, liigst du
dann oder sprichst du die Wahrheit?)

46



Universelle Turingmaschinen

Es gibt Turingmaschinen, welche das Verhalten beliebiger Maschinen
auf beliebigen Eingabewortern simulieren kénnen:

Eine Universelle Turingmaschine U nimmt als Input
@ den Code einer Turingmaschine M

@ ein Eingabewort w

und akzeptiert (M, w) genau dann, wenn M die Eingabe w akzeptiert.

Turingmaschinen kénnen also auf ihren eigenen Code angesetzt
werden!
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Das Halteproblem

Im Folgenden betrachten wir Turingmaschinen, die genau dann
akzeptieren, wenn sie halten.

Gibt es auch eine Turingmaschine, die auf jeder beliebigen Eingabe
halt, und somit einen Algorithmus darstellt, der fiir beliebige
Turingmaschinen und beliebige Woérter iiber dem Alphabet {0,1} die
Frage entscheidet, ob die Turingmaschine M auf dem Eingabewort w
halt (und damit akzeptiert) oder nicht?

Halteproblem: Gibt es einen Algorithmus (eine Turingmaschine), der
(die), gegeben den Code einer beliebigen Turingmaschine M und den
Code eines Eingabewortes w, immer entscheiden kann, ob M auf w
halt, bzw. ob M die Eingabe w akzeptiert?

Die Antwort darauf ist nein.
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Das Halteproblem ist rekursiv aufzahlbar

L, ={(M,w) | M ist eine TM die w akzeptiert }

L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis Teil 1: L, ist rekursiv aufzahlbar

Wir konstruieren eine universelle Turingmaschine U wie folgt:
Mit Eingabe (M, w) simuliert U die TM M auf w. Wenn M die
Eingabe akzeptiert, so akzeptiert auch U, akzeptiert M nicht, so
akzeptiert auch U nicht:

U akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w <= (M, w) € L,

Folglich akzeptiert U die Sprache L,,.
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Das Halteproblem ist unentscheidbar

Beweis Teil 2: L, ist nicht entscheidbar

Beweis indirekt. Angenommen, es gibt eine Maschine H, die L,
entscheidet:

H((M, w)) = {

Dann gibt es aber auch eine Maschine D, die genau das Gegenteil von
H macht.

D simuliert zundchst H mit der Eingabe (M, (M)) und gibt dann ja
aus, wenn M nicht akzeptiert, bzw. nein, wenn M akzeptiert:

ja wenn w von M akzeptiert wird

nein wenn w von M nicht akzeptiert wird

ja wenn (M) von M nicht akzeptiert wird

D((M)) = {

nein wenn (M) von M akzeptiert wird

Offensichtlich gilt: wenn H existiert, so existiert auch D.

50



Das Halteproblem ist unentscheidbar - ctd.

Setzt man nun D auf ihren eigenen Code an, so ergibt sich folgendes
Verhalten:

D((D)) = {

Was auch immer D macht, sie muss genau das Gegenteil machen.
Das ist offensichtlich ein Widerspruch! Es kann also weder D noch H
geben, demnach ist L, nicht entscheidbar. O

ja wenn (D) von D nicht akzeptiert wird

nein wenn (D) von D akzeptiert wird
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Diagonalargument

o H akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w
e D weist (M) zuriick <= M akzeptiert (M)
e D weist (D) zuriick <= D akzeptiert (D)

(M) (Mz) (Ms) (D)
My | ja nein  ja ja
My | ja ja nein ja
M3 | nein  nein nein nein
D | nein nein ja ?
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Ein nicht rekursiv aufzahlbares Problem

L, = {(M,w) | M ist eine TM die w nicht akzeptiert }

L, ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis

Angenommen, L, ist rekursiv aufzahlbar. Da L, rekursiv aufzihlbar
ist, miissten demnach beide entscheidbar sein, was aber nicht der Fall
ist!

L, kann nicht rekursiv aufzihlbar sein. O

4
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Berechenbarkeit

Eine Funktion f : ¥* — ¥* heiBt partiell berechenbar, wenn es
eine Turingmaschine My gibt, fiir die mit x € £* gilt:

o Ist f(x) definiert, so halt M¢, gestartet mit x, und f(x) steht
dann auf dem Band.

@ Ist f(x) nicht definiert, so halt My, gestartet mit x, nicht.

Ist f total, d. h., fiir alle x € X* definiert, und partiell berechenbar,

so heiBt f (total) berechenbar.®

Sengl: computable
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Reduktion

Reduktion ist eine Technik, die Unentscheidbarkeit von Problemen
durch Riickfiihrung auf andere Probleme nachzuweisen, deren
Unentscheidbarkeit bereits bekannt ist.

Reduktion

Eine Sprache A C ¥* heiBt reduzierbar auf die Sprache B C '*,

(bezeichnet mit A < B), wenn es eine (total) berechenbare Funktion
f:¥* — " so gibt, dass

fur alle w € ¥*: w € A genau dann, wenn f(w) € B.

In diesem Fall nennt man f eine Reduktion von A auf B.

(Anmerkung: die Relation < ist transitiv und reflexiv)
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Reduktionen und (Nicht-)Entscheidbarkeit

Seien A und B Sprachen mit A < B. Dann gilt:

@ Ist A nicht entscheidbar, so ist auch B nicht entscheidbar.

@ Ist A nicht rekursiv aufzahlbar, so ist auch B nicht rekursiv
aufzahlbar.

@ Ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

@ Ist B rekursiv aufzahlbar, so ist auch A rekursiv aufzahlbar.

56



Reduktion als Beweistechnik

Reduktionen iiberfiihren positive in positive Instanzen und negative in
negative Instanzen:

Ist die Unentscheidbarkeit von A bekannt, so geniigt fiir den Beweis
der Unentscheidbarkeit von B die Angabe einer Reduktion von A
auf B.

Ist die Entscheidbarkeit von B bekannt, so geniigt fir den Beweis der
Entscheidbarkeit von A die Angabe einer Reduktion von A auf B.
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Weitere Unentscheidbare Probleme

Le={M|LM)={} }
Lne:{M ’ L(M)#{} }

Lhne = {M | L(M) #£ {} } ist rekursiv aufzihlbar.

Beweis (ldee)

Nichtdeterministische Turingmaschine, die L. akzeptiert:

geraten

w —

o U [ja ——ia

M fiir L,
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Weitere Unentscheidbare Probleme

Lpe ={M | L(M) # {} } ist nicht entscheidbar.

Beweis

(Indirekt, durch Reduktion von L, auf L, (Ly < Lpe))

Angenommen, es gibt eine Turingmaschine M, sodass L(M) = Lp..

Dann konstruieren wir eine Maschine M’, die beliebige Eingaben
genau dann akzeptiert, wenn M die Eingabe w akzeptiert:

w e L(M) & L(M') # {}

w —> M [

M

ja

Nachdem L, nicht entscheidbar ist, kann auch L,e nicht entscheidbar

sein.

O
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Eigenschaften von Sprachen

Eine Eigenschaft von Sprachen ist eine Teilmenge P von rekursiv
aufzahlbaren Sprachen (iber einem geeigneten Alphabet).

Beispiele fiir Eigenschaften

P; = {L | L ist entscheidbar }

P, = {L| L ist endlich }
Py={L|L=L%

Py = {{e}}

Ps = {}

Ps = {L| L ist rekursiv aufzihlbar }

{a, b}* hat die Eigenschaften Pi, P3, P, aber nicht Py, Py, Ps
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Der Satz von Rice®

Eine Eigenschaft ist trivial, wenn sie entweder leer ist (d.h., sie
kommt keiner Sprache zu), oder aus allen rekursiv aufzahlbaren
Sprachen besteht. Andernfalls ist sie nicht trivial.

Triviale Eigenschaften

Ps = {}
Ps = {L | L ist rekursiv aufzihlbar }
sind triviale Eigenschaften.

Satz von Rice
Jede nicht triviale Eigenschaft der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist
unentscheidbar.

®Henry Gordon Rice (* 1920)
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Anmerkung

Wir kdénnen eine Menge von Sprachen nicht als die Sprachen selbst
erkennen. Stattdessen miissen wir die Turingmaschinen erkennen, die
diese Sprache akzeptieren.

Ist P eine Eigenschaft der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen, dann
besteht die Sprache Lp aus der Menge der Codes fiir
Turingmaschinen M;, sodass L(M;) eine Sprache aus P ist (d.h.
Lp = {M, ‘ L(M,) S P})

Wenn wir tiber die Entscheidbarkeit einer Eigenschaft P sprechen, so
meinen wir die Entscheidbarkeit der Sprache Lp.
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Der Satz von Rice: Anwendungen

Einige Beispiele von Eigenschaften, fiir die der Satz von Rice
unmittelbar die Unentscheidbarkeit impliziert.

@ Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine mehr als
sieben Worter akzeptiert.
(Die Eigenschaft P ist also definiert durch P = {L | |L| > 7}.
Um den Satz von Rice anwenden zu kénnen, miissen wir noch
Uberpriifen, ob die Eigenschaft P nicht-trivial ist. Wir miissen
also mindestens eine rekursiv aufzdhlbare Sprache finden, die die
Eigenschaft erfiillt, und eine, die die Eigenschaft nicht erfiillt:
zB. L3 ={a,a%3a%...,a"} e Pund L, ={} ¢ P.)

@ Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine nur endlich
viele Worter akzeptiert (d. h. ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache endlich ist).

@ Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache regular ist.




Nicht Anwendbarkeit des Satzes von Rice

Es gibt aber durchaus Eigenschaften fiir Turingmaschinen, die
entscheidbar sind. Fiir diese Eigenschaften ist dann aber eine der
Voraussetzungen des Satzes von Rice nicht erfiillt. (Entweder handelt
es sich nicht um eine Eigenschaft der akzeptierten Sprache der
Turingmaschine oder die Eigenschaft ist trivial)

@ Es ist entscheidbar, ob eine Turingmaschine mindestens 7
Zustande besitzt.
(Diese Eigenschaft ist keine Eigenschaft der akzeptierten
Sprache, sondern eine Eigenschaft der Turingmaschine selbst.)

@ Es ist entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Sprache rekursiv aufzahlbar ist.
(Diese Eigenschaft ist trivial, sie ist fir jede rekursiv aufzihlbare

Sprache per Definition erfiillt.)
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Das Postsche Korrespondenz Problem’

Das Postsche Korrespondenz Problem (PCP)

Gegeben: Alphabet A, k € N, sowie die Folge von Wortpaaren
(X17y1)7 (X2,}/2), OO (Xk7Yk) mit Xi, Yi € AT fir 1 <i< k.

Frage: Gibt es eine Folge von Indizes i1, iz, . . ., ip mit ij € {1,2,... k}
fur 1 <j<nneNso dass Xiy Xiy « + « Xip = YiYin - -+ Yin gllt?

v

(Post 1946)
Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar. }
Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist rekursiv aufzahlbar. J

"Emil Post, amerikanischer Mathematiker, 1897-1954 65



PCP: Beispiel

Das Korrespondenzproblem
A={0,1}, k=3, K=((1,101),(10,00),(011,11)), also

X1:1 X2:1O X3:01]_
yi= 101 Yo = 00 y3 = 11
besitzt die Lésung (1, 3,2, 3), denn es gilt

x1x3xpx3 = 101110011 = 101110011 = yy y3y»y3.

Anmerkung:

Von der Variante PCP(s) konnte Folgendes gezeigt werden:

(Gibt es eine Lésung zu einem Satz mit maximaler GréBe s7?)

fiir s = 2 entscheidbar (Ehrenfeucht, Karhuméaki, Rozenberg 1982)
fiir s >= 7 unentscheidbar (Matiyasevich, Senizergues 1996)

fiir s >= 4 unentscheidbar (Neary, 2013)

fir s = 3 noch ungeklart
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Das 10. Hilbertsche Problem?®

10. Hilbertsche Problem

Gegeben: n € N, ein Polynom p(xy,...,x,) in n Unbekannten
Frage: Besitzt p ganzzahlige Nullstellen?

(Matijassewitsch, 1970)
Das 10. Hilbertsche Problem ist nicht entscheidbar.

®David Hilbert (1862-1943)
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Beispiele fiir unentscheidbare Probleme in der Praxis

Folgende Probleme sind nur in Einzelfallen lésbar, nicht jedoch fiir
beliebige Programme und Spezifikationen:

@ Feststellen, ob eine bestimmte Codezeile in einem Programm
jemals ausgefiihrt wird

Feststellen, ob es eine Endlosschleife in einem Programm gibt

Feststellen, ob 2 Programme die gleiche Wirkung (Semantik)
haben

Feststellen, ob ein Programm eine Spezifikation erfiillt

Zu einer Spezifikation automatisch ein Programm generieren

(]

Feststellen, ob 2 Spezifikationen die gleiche Klasse von
Programmen festlegen
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Problemlandschaft

Nicht rekursiv aufzdhlbare Sprachen

T Unentscheidbare Probleme

Rekursiv aufzdhlbare Sprachen

Rekursive Sprachen
Entscheidbare Probleme

Lu Lne
\_ PCP )




Turingmaschinen revisited

Eingabeband

V4

al

an | £

Lesen

Lesen/Schreiben

endliche Kontrolle

Arbeitsband

B
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Turingmaschinen

Eine Turingmaschine M besteht aus folgenden Komponenten:

@ Das Eingabeband kann von links nach rechts gelesen werden. Es
beinhaltet eine endliche Folge von Zeichen (das Eingabewort),
wobei das Eingabewort vom Anfangssymbol Z; und vom
Endsymbol Z> begrenzt ist.

o Das Arbeitsband kann beliebig gelesen und beschrieben werden.

o Die endliche Kontrolle kann einen Zustand aus einer endlichen
Menge von Zustanden annehmen und steuert den Lesekopf auf
dem Eingabeband und den Lese-/Schreibkopf auf dem
Arbeitsband; die Kopfbewegungen sind L, R, S (links/left,
rechts/right, stehenbleiben/stay).

71



Formale Beschreibung einer Turingmaschine

Eine Turingmaschine ist ein Achttupel

M = (Qv T7 rada qo, {20721722}7 87 F)a

@ endliche Menge von Zustéanden,
T Alphabet des Eingabebandes,

[ Alphabet des Arbeitsbandes,

d Ubergangsfunktion,

go € @ Startzustand,

e 6 6 o6 o o

Begrenzungssymbole des Eingabewortes,
B € T Blanksymbol,
F C Q Menge von Endzustanden.

Zy €I linkes Begrenzungssymbol auf Arbeitsband, Z3,
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Ubergange

(9,2, X;p,Y,Dg,Da) €6

M liest im Zustand g auf dem Eingabeband Symbol a und auf
Arbeitsband Symbol X

- wechselt nun davon abhéngig in den Zustand p,

- Uberschreibt auf dem Arbeitsband Symbol X durch Symbol Y,

- bewegt auf dem Eingabeband den Lesekopf in die durch Dg
beschriebene Richtung und auf dem Arbeitsband den
Lese-/Schreibkopf in die durch D4 beschriebene Richtung
(Dg, Da € {L,R,S}).
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(Deterministische) Turingmaschinen: akzeptierte Sprache

Akzeptierte Sprache

Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache L(M) besteht aus
genau all jenen Wortern, bei deren Anaylse M einen Endzustand
erreicht.

Deterministische Turingmaschine

Eine Turingmaschine M heiBt deterministisch, wenn fiir alle
(g,a,X) € @ x Vi x T hochstens ein Element
(g,a,X;p,Y,Dg,Da) € 9 existiert; wir schreiben dann auch
6(q,a,X) = (p, Y, Dg, Da).
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Turingmaschinen - Beispiel

Turingmaschine, die {a"b"c" | n > 1} akzeptiert

= ({P, a, r75}7{37 b7 C}’{ZmA; B) C}757p7{20721722}78’ {5})
wobei

(p,a,B) = (p,A R, R)

(p,b,B) =(q,B,5,L)

(q, b A)=(q,C,R,L)

(g,¢c,2) =(r,2,S,R)
(r,e,C)=(r,B,R,R)

(

)
)
)
)
)
o(r,Z2,B) = (s,B,S, L)

SOl N




Turingmaschinen - Beispiel ctd.

Dabei passiert Folgendes:

1 : fiir jedes eingelesenes Symbol a wird ein A aufs Arbeitsband
geschrieben;

2 : wenn das erste Symbol b eingelesen wird, geht M einen Schritt
nach links; dieses erste Symbol b wird bei der ersten Anwendung von
Ubergang 3 nochmals gelesen;

3 : fiir ein eingelesenes Symbol b wird ein A auf dem Arbeitsband mit
C uberschrieben;

4 : wird das erste Symbol c gelesen, so muss M genau Zj erreicht
haben;

5 : fiir jedes eingelesene Symbol ¢ wird nun ein C auf dem
Arbeitsband geldscht (durch das Blanksymbol B ersetzt);

6 : wird mit dem Ende der Eingabe (d.h., dem Erreichen von Z5)
gleichzeitig das Ende der Symbole C auf dem Arbeitsband erreicht, so
halt die Turingmaschine M im Endzustand s, und hat damit die
Eingabe akzeptiert.
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Normalform

Eine (deterministische) Turingmaschine ist in Normalform, wenn

@ sie nur einen Endzustand besitzt,

@ das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der
Turingmaschine leer ist und

o der letzte Ubergang von der Gestalt (s, 22, Zy) = (f, Zy, S, R)
ist, wobei f dieser einzige Endzustand und s ein beliebiger
anderer Zustand ist.
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Normalform: Beispiel

M’ akzeptiert {a"b"c" | n > 1} in Normalform

M = ({p7 q,r,s, f}’ {37 ba C}7 {ZO7A7 87 C}a(S?pa {20721722}7 87 {f})
wobei

Uberginge 1 bis 6 wie bei M aus vorigem Beispiel.

Damit M’ jedoch mit leerem Band akzeptieren kann, benétigen wir
zusatzlich noch folgende Ubergange:

7:6(s,2>,B) = (s,B,S, L) sowie
8: (5(5, Z2, Zo) = (f, Zo, 5, R)
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TM: eingeschrankte Varianten - LBA

Ein linear beschrankter Automat (LBA) ist eine Turingmaschine,
die auf dem Arbeitsband nur hochstens soviel Platz verwendet wie das
Eingabewort lang ist (der Platz darf sogar eine lineare Funktion der
Lange des Eingabewortes sein).

LBA

Eine Turingmaschine M heiBt linear beschrankter Automat, wenn es
eine lineare Funktion cn + d so gibt, dass die Turingmaschine M fiir
jedes Eingabewort w der Lange n wahrend der Analyse hochstens
cn + d Felder auf dem Arbeitsband bendtigt.
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TM: Eingeschrankte Varianten - Kellerautomaten

Turingmaschine erfiillt Kellerautomatenbedingung, wenn sie

o auf dem Eingabeband nie nach links gehen kann und

o fiir den Lese-/Schreibkopf auf dem Arbeitsband in jeder
Konfiguration gilt, dass

» links davon nur Nicht-Blanksymbole und
» rechts davon nur Blanksymbole stehen kdénnen.
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Kellerautomatenbedingung

Im Wesentlichen ist also ein Kellerautomat eine Turingmaschine, die
das Arbeitsband als sogenannten Keller verwendet, d.h., der
Kellerautomat darf bei jedem Schritt nur das oberste Symbol lesen
und dieses dann léschen bzw. durch ein Symbol iiber dem
sogenannten Kelleralphabet ersetzen.

Das linke Begrenzungssymbol des Arbeitsbandes Zy heiBt dann
Kellergrundsymbol.

Ein Kellerautomat funktioniert wie ein Stack — nach dem LIFO —
Last-in-first-out-Prinzip.
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Kellerautomaten: akzeptierte Sprache

Es gibt zwei Moglichkeiten, die vom Kellerautomaten akzeptierte
Sprache zu definieren:

@ Kellerautomat befindet sich im Sinne einer Turingmaschine nach
dem Einlesen des gesamten Eingabewortes in einem
akzeptierenden Zustand.

© Kellerautomat akzeptiert durch leeren Keller.

Normalform: Eingabewort wird durch Endzustand und leeren Keller
akzeptiert d.h., beim Ubergang in den (einzigen) Endzustand wird das
rechte Begrenzungssymbol Z, des Eingabebandes und im Keller
gleichzeitig das Kellergrundsymbol gelesen. (entspricht der
Normalform fiir Turingmaschinen)
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Kellerautomaten: Beispiel

Kellerautomat M in Normalform an, der L = {0"1?"*1 | n > 0}

akzeptiert

M = <{q0a a1, q2, qf}7 {Oa 1}7 {ZOa A}7 57 qo, {20217 22}7 {qf}>7

wobeij

(
(
= {(
(

gl W N

qz, 1aA) = { q2, Bv Rv L)}
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Kellerautomaten: Beispiel ctd.

Dabei passiert Folgendes:

1,2 : fiir jedes eingelesenes Symbol O werden 2 Symbole A in den
Keller geschrieben;

3 : das erste Symbol 1 wird iiberlesen;

4: nun wird fiir jedes eingelesene Symbol 1 ein Symbol A im Keller
geldscht;

5 : wird gleichzeitig mit dem Ende der Eingabe (dem Erreichen von
Z5) das Kellergrundsymbol Zj erreicht, geht der Kellerautomat in den
Enzustand gr Uber und akzeptiert somit die Eingabe.
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Turingmaschinen: Eingeschrankte Varianten - EA

Endlicher Automat: Turingmaschine, die das Arbeitsband gar nicht
benétigt. Uberginge besitzen einfache Form (q, a; p, Dg)

Erlaubt man nur Dg € {R, S}, kann die Ubergangsfunktion § durch
Tripel der Gestalt (q, a; p) beschreiben werden ( a € T U {e}); dabei
ist

(g,a;p) fur a€ T als (g, a; p, R) zu interpretieren und
(g,¢;p) als (q, a; p, S) fiir ein beliebiges a € T.

AuBerdem geht man davon aus, dass ein endlicher Automat seine
Analyse auf dem ersten Symbol des Eingabewortes beginnt und in
einem Endzustand akzeptiert, wenn der Lesekopf auf dem rechten
Begrenzungssymbol steht.
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Akzeptierte Sprachen

Eine formale Sprache heiBt

0 rekursiv aufzahlbar, wenn Sie von einer Turingmaschine
akzeptiert wird

1 kontextsensitiv, wenn sie von einem linear beschriankten
Automaten (LBA) akzeptiert wird

2 kontextfrei, wenn sie von einem Kellerautomaten akzeptiert wird

3 regular, wenn Sie von einem endlichen Automaten akzeptiert
wird.
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Einschub (WH): Induktive Definition
Gegeben: Grundmenge Ag C B, Bildungsregel f: B" — B
Stufenweise Konstruktion von Mengen:
A1 = A U{f(x1,....xn) | X1,...,xn € A}

Die dadurch insgesamt definierte Menge ist dann die Vereinigung all
dieser Mengen:
A=JA

i>0

Abgeschlossenheit

Sei B eine Menge und f: B" — B eine Funktion. Eine Menge AC B
heiBt abgeschlossen unter f, wenn gilt:

X,y Xn €A = f(x1,...,xn) €A
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Einschub (WH): Induktive Definition ctd.

Sei B eine Menge, Ap € B und f: B" — B. Weiters sein
Air1 =AU {f(Xl, e ,Xn) | X1,...,Xp € A,} sowie A = UiZO A;.
Dann gilt:

@ A ist abgegeschlossen unter f.

o Ist A" abgeschlossen unter f und gilt Ag C A’ C B,

dann gilt A C A'.

D.h.: A ist die kleinste Menge, die Ap enthalt und abgeschlossen ist
unter f.
Schema der induktiven Definition
A ist die kleinste Menge, fir die gilt:
o AO g .A
@ x1,..., % €EA=f(x1,...,x) €A
(A ist abgeschlossen unter f)
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Regulare Sprachen

@ Gebildet durch Vereinigung, Konkatenation und Stern

e Aquivalent: endliche Automaten, regulire Grammatiken

Anwendungen in der Informatik:

@ Compilerbau: Tokens bilden regulédre Sprache, verarbeitet durch
Scanner (Lexer).
Reguldre Ausdriicke dienen als Eingabe fiir Scannergeneratoren
(lex, flex).

o Texteditoren: erweiterte Suche

@ Unix-Shells, grep, awk, PERL, XML, ...
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Regulare Sprachen

Regulare Mengen (Sprachen)

Die Menge L,cg(X) der regularen Mengen (Sprachen) iiber ¥ ist die
kleinste Menge, sodass

o {},{a} € Lreg(X) furalle ac ™
0 A BE Lig(X) = AUB,A-B,A* € Lig(X)

Regulare Ausdriicke (Algebraische Notation)

s statt {s}firseX L1+ L, statt L[1UL
e statt {e} Lily, statt Ly-Lp
0 statt {} L* bleibt L*

* hat die hochste Prioritat, + die niedrigste.

Anmerkung: Genau genommen, ist ein regularer Ausdruck E keine
Sprache. Will man auf die Sprache Bezug nehmen, die von E
beschrieben wird, sollte man eigentlich L(E) verwenden. %



Endliche Automaten

Modell fiir Systeme mit Ein/Ausgaben aus endlichem Wertebereich
und mit endlichem Speicher.

minimaler
DEA

Regulare
Menge

DEA ... deterministischer endlicher Automat
NEA ... nichtdeterministischer endlicher Automat
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DEA: Beispiel

qo0 a1 az
0,1

Zustande: qo, g1, q>
Startzustand: @  (oder auch —Q0)

Endzustand: O
Transitionen (Ubergange): Pfeile

Eingabe: Wort; Ausgehend vom Startzustand liest der Automat .4 von links
nach rechts Symbol fiir Symbol. Nach dem Lesen eines Symbols geht A in
den nachsten Zustand iiber indem er entlang der mit diesem Symbol
markierten Kante geht. Nach dem Lesen des letzten Symbols wird der
“Output” erzeugt: Befindet sich A in einem Endzustand, wird das Wort
akzeptiert; ansonsten wird das Wort nicht akzeptiert.

92



Deterministische endliche Automaten (DEA)

DEA
Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist ein 5-Tupel

A= (Q,%,9, qo, F),wobei

Q ... endliche Menge von Zustanden

Y ... Eingabealphabet

§: @ x X — Q ... Ubergangsfunktion (total)
go € @ ... Anfangszustand

F C Q ... Menge von Endzustidnden
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DEA: Falle

Falle
Sei A=(Q,X%,d,qo, F) ein DEA und g € Q — F mit (g, a) = q fir
alle a € . Dann heiBt g Falle.

Beispiel: Falle
0,1
@ 0,1 ~ 0,1 ~ 0,1
e a1 g, Qfalle

Akzeptierte Sprache: {e,00,01, 10,11}
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Deterministischer endlicher Automat

Um das Verhalten eines DEA auf einer Zeichenkette formal zu
beschreiben, erweitern wir die Ubergangsfunktion § auf beliebige
Worter aus ¥*:

Erweiterte Ubergangsfunktion
Qx> Q

6*(q,e) =q,  ¢(q,aw) = 0"(d(q, a),w)

firalle ge Q, we X* ae¥x.

Akzeptierte Sprache
L(A)={w e X*]|(q0,w) € F}
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DEA: Beispiel

ms > MO

qo0 q1
0,1

A=(Q,X%,J,qo, F), wobei

{qO’QLCIz} 5
{0,1}

az

0

geg. durch Ubergangsmatrix: o0

qo0

01

qz

01

Startzustand o
a2
{a1}

q1

L(A) = {0} {1}({1}"{00,01})"{1}"

a1
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Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)

DEA

g#ééo
do a1 q2

0,1

Von einem Zustand aus gibt es mit
ein und demselben Eingabesymbol
genau einen Folgezustand.

NEA
0.1 0.1 Von einem Zustand aus kann es mit
7& " 0 | ’8 ein und demselben Eingabesymbol
) ) mehrere Folgezustande geben.
o o Cn Y
e-NEA Von einem Zustand aus kann es mit ein
0,1 0,1 und demselben Eingabesymbol mehrere
g 1 0,¢ 1 8 Folgezustande geben, Uberginge sind
%  “q 0 Oq3 auch mit ¢ méglich (e-Uberginge).
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Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)

Ubergangsfunktion NEA: §: Q x ¥ — P(Q)
Ubergangsfunktion e-NEA: §: Q x (ZU {¢}) — P(Q)
Erweiterte Ubergangsfunktion: §*: Q x ¥* — P(Q)
0*(q,w)={q' € Q| g~ wq'}
g~ wq' ... es gibt einen mit w beschrifteten Pfad von g nach ¢’
Akzeptierte Sprache:
L(A) ={w e X" |5 (qo0,w) N F # {}}

Automaten A und A’ sind aquivalent, falls £(A) = L(A"). J
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Determinisierung (NEA — DEA)

Zu jedem NEA gibt es einen aquivalenten DEA. J

Beweis (Teilmengenkonstruktion)

NEA: A =(Q,X,d,qo, F)
DEA: A= (Q,X,0,qo, F), wobei

Q = PQ
3(?1, a) = U 9*(q, a) firallege @, acx
q€q
o = {qo}
P {{ae QlanF #{}}U{a} fallse € L(A)
{geanF#{}} sonst

Tipp: Berechne die Ubergangsfunktion ausgehend von §o nur fiir

tatsachlich erreichbare Zustande. 9%



Determinisierung: Beispiel

a,b
NEA: Q
a N\ a
q0 Uch ©CI2
0 | a b 8 & b
q | {qo, a1} | {q0} SZ {qo} {qo, g1} {qo}
@ [{er |0 {q0, 1} {q0.a1,92} | {q0}
92 {} {} EZ {QO7CI1,CI2} {QO7CI1;<72} {qO}

DEA:
{qo} {90, q1} {90, 91, g2}




Regulare Menge — e-NEA

Zu jeder reguldren Sprache L gibt es einen endlichen Automaten A,
sodass L = L(A).

Beweis

L={}: o O

L={s}): ® -0 se(zu{e})
L=1L;ULy:

Ar
qo,1 gr1

O O

Ay
qo,2 Qgrp2
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Regulare Menge — e-NEA

Beweis ctd.
L=1L;-Ls:

A1
qdo,1 gr1

OO O

A>
q0,2 qf,2




DEA — regulare Menge

Jede von einem DEA akzeptierte Sprache ist regular.

Beweis
-'4 — <{q17 ceey qn}7 Z: 57 qi1, F)
R,f ... Menge aller Worter, mit denen man von g; nach g; gelangt,

ohne einen Zustand mit einem Index groBer als k zu beriihren.

o {{semé(q,-,s):qj} i#])
v {seX|d(qi,s)=gqj}U{e} i=]j

RE = RETURLT-(RED -RGY k>0

L) = URp

gjceF
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Von DEA zu Regularen Mengen: Beispiel

1
0 0,1

k=0 k=1 k=2
REY | {3 {e} {oo}*
RE | {03 {0} {0} - {00}
R | {1} {1 {0} {1}
R | {0} {0} {0} - {00}"
R | {e}  {e,00} {oo}*
RE | {1} {101} {0}~ {1}
RE | {3 8! {0,1} - {00} - {0}
R | {0,1}  {0,1} {0,1} - {00}
RE | {e} {e} {etu{o,1}-{0}*-{1}




Einschub: Graphen

Markierte gerichtete Graphen

Seien U und W endliche Mengen. Ein markierter gerichteter Graph g
uber U und W ist ein Tripel (K, E, L) wobei

o K die Menge der Knoten
o EC Kx W x K die Menge der Kanten
@ L: K — U die Knotenmarkierungsfunktion ist.

Ein Element (x,w, y) € E stellt eine gerichtete Kante vom Knoten x
zum Knoten y mit Markierung w dar.

Aquivalenz und Isomorphie

Zwei markierte gerichtete Graphen g = (K, E,L) und g’ = (K', E', L)
iber U und W heiBen isomorph, wenn wenn es eine bijektive
Abbildung f : K — K’ gibt, sodass fiir alle k,/ € K und w € W gilt:
(k,w,I) € E genau dann wenn (f(k),w,f(l)) € E'.

Gilt auBerdem L(k) = L'(f(k)) fur alle k € K, so heiBen g und g’
dquivalent.
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Minimalautomat

Zu jeder reguldren Sprache kann man effektiv einen DEA mit einer
minimalen Anzahl von Zustanden konstruieren, der bis auf die
Umbenennung der Zustande eindeutig ist.

106



Minimierungsalgorithmus von Brzozowskit

Sei A= (Q,%,0,qo, F) ein DEA mit L(A) = L. Dann ist
A" =(Q,%X,{(q,a,p) | (p,a,q) € 6}, F,{qo}) mit L(A") = L".

Minimierungsalgorithmus von Brzozowski
Gegeben ein DEA A. Um den zu A aquivalenten Minimalautomaten
C zu erhalten:

© konstruiere einen NEA A’ durch “Spiegelung” von A

© konstruiere einen DEA B durch Determinisierung von A"

© konstruiere einen NEA B" durch “Spiegelung” von B

@ konstruiere einen DEA C durch Determinisierung von B"

!Janusz (John) Antoni Brzozowski (*1935)
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Le5(X) ist abgeschlossen gegeniiber:

Vereinigung, Verkettung, Stern-Operator: per Definition.
Plus-Operator: AT = A* . A.

Komplement bzgl. X*: konstruiere DEA und vertausche End-
und Nichtendzusténde. (Falle nicht vergessen!)

Durchschnitt: ANB =AU B.
Differenzz: A— B= AN B.

Spiegelung: Konstruiere EA, vertausche Start- mit Endzustand,
kehre alle Zustandsiibergange um.

Homomorphismen: reprasentiere L durch reguldren Ausdruck und
ersetze alle Vorkommnisse von a durch Ausdruck fiir h(a).
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Homomorphismus

Seien ¥ und I zwei Alphabete. Homomorphismus: h: ¥ —T*
Induktive Erweiterung auf Worter lber X:

Q h(e)=¢
@ h(wa) = h(w)h(a) fir alle w € X* und a € .
Anwendung von h auf jedes Wort der Sprache L:

h(L) = {h(w) | w e L}

Beispiel

Sei h:{0,1}* — {a, b}* ein Homomorphismus mit h(0) = ab und
h(l)=¢

Dann ist h(0011) = abab und h(L(10*1)) = L((ab)*)
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Entscheidungsprobleme

Folgende Probleme sind fir regulare Sprachen L, L’ entscheidbar:

@ Gehort ein Wort w der Sprache L an? (Wortproblem)
Konstruiere einen DEA fiir L und priife, ob 6*(qo, w) € F.
o Ist L leer?
Konstruiere einen DEA fiir L und priife, ob von gg aus ein
Endzustand erreichbar ist.

@ Ist L endlich oder unendlich?
L ist unendlich gdw. der minimale DEA fiir L (abgesehen von der
Falle!) einen Zyklus enthélt.

o Gilt L=1L"?
Uberpriife, ob L — L' und L’ — L leer sind.
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Grenzen der Regularitat

Sei L=1{0"1"| n>0}. Gibt es einen DEA fiir L?

Es sieht so aus als miisste sich die Maschine die Anzahl der Nullen
merken. Nachdem ebendiese Anzahl aber nicht limitiert ist, miisste
sich der DEA eine unbeschrankte Anzahl von Méglichkeiten merken
konnen. Mit einer endlichen Anzahl von Zustanden ist das aber nicht
moglich!

Aber: Nur weil es so aussieht, als ob eine Sprache unbegrenzten
Speicher brauchen wiirde, ist das nicht notwendigerweise so!
Regular oder nicht?

A = {w | w enthalt gleich viele Symbole 0 wie Symbole 1}
B = {w | die Teilwérter? 01 und 10 kommen gleich oft in w vor}

2Fiir ein Wort w € X*, wobei w = xuy fiir Worter x, u,y € £* heift u

. 111
Teilwort von w.



Schubfachprinzip?
Schubfachprinzip (pigeonhole principle)

Bei Verteilung von n + 1 Gegenstanden auf n Schubfacher miissen in
mindestens einem Schubfach zwei Gegenstande landen.

DEA A habe m Zustande. Gilt fiir ein von A akzeptiertes Wort w,
dass w > m, so muss mindestens ein Zustand mehr als einmal
durchlaufen werden. (Schubfachprinzip!)

Zerlege w in xyz: y gehe von g nach g; diese Schleife kann
ausgelassen bzw. beliebig oft wiederholt werden, d.h. xy’z wird fiir
alle i ebenfalls von A akzeptiert!

,yﬂ'r“

L

R ALK
N
m

Q1

3 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859 2



Pumping Lemma fiir regulare Sprachen

(Unendliche) Regulére Sprachen haben eine spezielle Eigenschaft:
Jedes Wort ab einer bestimmten Lange kann “aufgepumpt” werden,
d.h. jedes solche Wort enthalt ein Teilstlick, das beliebig oft
wiederholt werden kann, wobei die resultierenden Worter noch immer
in derselben Sprache liegen.

Pumping Lemma fiir regulare Sprachen

Sei L eine unendliche regulére Sprache. Dann gibt es eine (nur von L
abhéngige) Schranke m > 0 so, dass firr jedes Wort w € L mit
|w| > m Woérter x,y, z so existieren, dass

W = Xyz mit |xy| < mund |y| >0

sowie
wi=xy'zel fur alle i > 0.
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Regulares Pumping Lemma - Beispiel

Zu zeigen: L = {a"b" | n > 0} ist nicht regular.
Beweis durch Widerspruch:

Angenommen L sei regular. Fir beliebiges m (Konstante aus dem
Pumping Lemma) wiahle ein w € L mit |w| > m, z.B.

w=a"p"

Betrachte beliebige Zerlegungen von w in xyz, wobei |xy| < m und
ly| > 0: xy kann nur aus Symbolen a bestehen.
Wihle ein i so, dass xy'z nicht von der Gestalt a"b" ist:

z.B. i = 2, dann miisste — wire L regulir — auch xy?z = a™tI¥Ip™ aus
L sein, was aber nicht der Fall ist! Widerspruch! L kann nicht regular
sein.
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Grammatiken

Satz  — HwP ZwP Art  — die| das
HwP — Art Hw Hw  — Studentin | Problem
ZwP  — Hzw HwP Zw Hzw —  wird
Zw  — losen
Satz

=  HwP ZwP

=p Art Hw Hzw HwP Zw

=p die Studentin wird Art Hw [osen

=p die Studentin wird das Problem [|osen
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Grammatik: Formale Definition

Grammatik
Grammatik G = (N, T, P, S), wobei
N ... endliche Menge von Nonterminalen (Variablen)

T ... endliche Menge von Terminalsymbolen (NN T = {})
PC(NUT)* x (NUT)* ... Produktionen
S e N ... Startsymbol

Wir schreiben
a — (3 statt (o, 8) € P
a— B | Bostatta— By, ..., a— B,
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Ableitungen

Direkte Ableitung:
xay = xfy fallsa — f € Pund x,y € (NU T)*

Ableitung von w aus v in n Schritten:

Es gibt Worter wy, wy, ..., w,, sodass v = wy, w = w, und
wi—1 = w; fir1 <i<n.

Schreibweise: v=w; = -+ = wp_1=>w bzw. v="w
Ableitung in mehreren Schritten:

v =" w ... reflexiver und transitiver Abschluss von =
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Satzformen und erzeugte Sprache

Gilt S = w fir ein Wort w € (NU T)*, so nennt man w Satzform.
Menge aller in n Schritten ableitbaren Satzformen:
SF(G,n)={we (NUT)*|S="w}

Erzeugte Sprache

Von G erzeugte Sprache L(G):

L(G) = {weT*|S="w

Grammatiken G; und G heiBen aquivalent, wenn £(G;1) = L(G) giIt.J
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Grammatiken: Beispiele

{a" | n>0}
G1 = ({S}.{a}.{S = &,5 — a5}, 5)

L(G) ={epu{a" | n=>1} = {a}®

Alle in G; mdglichen Ableitungen sind von der Gestalt

S=¢ bzw. S=aS="a3"Tl5= "tl

fir ein n > 0.
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Grammatiken: Beispiele
{a"b"|n > 0}
Gz = ({S},{a, b},{S = aSh,5 — ¢}, 5)

L(Gy) ={a"b"|n > 0}

Alle in Go moglichen Ableitungen sind von der Gestalt

S="3"Sh" = a"b" fir alle n >0

Formaler Beweis mittels Induktion:

Menge aller Satzformen nach genau n > 1 Schritten: SF(Gy, n) = {a"Sb",a"~1b"~1}
Induktionsbasis: SF(Gy,1) = {a'Sh, ¢}
Induktionshypothese: SF(Gy, n) = {a"Sbh", a"~1p"~1}
Induktionsbehauptung:  SF(Gy,n+ 1) = {a"t1Sh"t1 a"pn}

Beweis: Das Wort a"~1b"~1 ist terminal und daher nicht mehr weiter ableitbar. Aus
a"Sb" ist ableitbar:

mittels S — aSh : a"t1Sh"tl  mittels S — £ : a"b"
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Grammatiken: Beispiele
{a"b"c"|n > 1}
G3 = ({Sa Aa C}7 {a, b, C}, P3, S)WObei

P; = {S— abc,S — aAbc,A — aAbC, A — abC,
Cb — bC, Cc — cc}

L£(G3) = {a"b"c"|n > 1}

Alle in Gz moglichen Ableitungen sind von der Gestalt S = abc
bzw. furn>2:

S = aAbc ="72 3" LA(bC)"?bc = a"(bC)"™ tbc =* a"b"c"
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Grammatik-Typen: Typ-i-Grammatiken

Typ-i-Grammatiken

Sei G = (N, T,P,S) eine Grammatik. Dann heiBt G auch
unbeschrankte Grammatik ( Typ-0).
Gilt fur alle Produktionen o« — 3 € P

@ |a| < |B] so heiBt G monoton;

@ a=uAvund 8= uwv firen Ae N,we (NUT)*" und
u,v € (NU T)* so heiBt G kontextsensitiv (Typ-1);

e A— [ firein A€ N, so heit G kontextfrei (Typ-2);

@ A— aBoder A— e fir AAB€ Nund a€ T, so heiBt G
reguldr (Typ-3).

Fir monotone und kontextsensitive Grammatiken gilt: Kommt S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor, so ist auch die
Produktion S — € erlaubt.
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Erzeugte Sprachen

Erzeugte Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv aufzahlbar, monoton,

kontextsensitv, kontextfrei bzw. regular, wenn sie von einer Typ-0-,

monotonen, Typ-1-, Typ-2-, bzw. Typ-3-Grammatik erzeugt wird.

Aufgrund der Definition kdnnen wir nun die einzelnen Sprachen aus
den vorigen Beispielen klassifizieren:

Es ergibt sich, dass

L(Gy) = {a"|n > 0} regular

L(G2) = {a"b"|n > 0} kontextfrei und
L(G3) ={a"b"c"|n > 1} monoton ist.
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Regulare Grammatiken

Regulare Grammatiken [1]

Eine Grammatik heiBt regular, wenn alle Produktionen von der Form
A — aB oder A— e

sind (A,Be N,aecT).

Alternativ:

Regulare Grammatiken [2]

Eine Grammatik heiBt reguldr, wenn alle Produktionen von der Form
A — aB oder A— a

sind (A,B€ N, a€ T). Um auch das Leerwort erzeugen zu konnen,
ist S — ¢ erlaubt, sofern S nicht auf der rechten Seite einer
Produktion vorkommt.




Regulare Grammatiken: Beispiele

L={a}"
G1
G

({5},{a},{S—aS|e},5) (Def. [1])
({5, T}, {a},{S—aT |a|e, T — aT | a},S) (Def. [2])

L(G) = L(G) =L

L={a}*
Gy ({5, T} {a},{S—aT, T — aT | e},S) (Def. [1])
G = ({S},{a}.{5 = aS|a},5) (Def. [2])

L(G) = L(G) =L
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Reguldare Grammatiken und Sprachen

Eine Sprache ist genau dann regular, wenn sie von einer reguléren
Grammatik erzeugt wird. Umgekehrt lasst sich zu jeder regularen
Sprache eine reguldre Grammatik finden, die sie generiert.

Beweis:
Simuliere DEA mittels reguldrer Grammatik und umgekehrt.
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DEA und regulare Grammatik

DEA: A=(Q,X%,d,qo,F)

definiere reguldre Grammatik
G = <Q,Z,P,qO>
wobei P wie folgt definiert wird:

g—apec P wennd(qg,a)=p
g—>c€eP wenng€eF

Es folgt dann:  §*(qo,w) € F g.dw. qo =" w
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DEA und regulare Grammatik: Beispiel

A= <{q07 ql}’ {07 1}7 9, qo, {q1}> mit

6(q070) = qo, 5(‘10, ]-) = dq1,
6(g1,0) = g1, 0(q1,1) = qo

Definiere G = <{q07CI1}’{0»1}; P: q0> mit

P = {q—0q | 1a,
q—0q | 1q | ¢}

Ableitung von 0 1 0:

g0=0gp=01g=010g:=010
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Kontextfreie Grammatiken

Kontextfreie Grammatik

Eine Grammatik heiBt kontextfrei, wenn alle Produktionen von der
Form A — [ sind, wobei A€ N und g € (NU T)*.

Eine Sprache L heiBt kontextfrei, wenn es eine kontextfreie
Grammatik G gibt, sodass L = L(G).

Linksableitung:

xAy = xpy falls A— € Pund x € T*
Rechtsableitung:

xAy =g xPy falls A= € Pundy e T"
Parallelableitung:

XOA1X1 s Aan =p X051X1 . -,Ban falls
A1—>51,...,A,,—>ﬁ,,EPund X0y ..., Xp € T
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Ableitungsvarianten

Alle Ableitungsvarianten ergeben dieselbe Sprache:

Ist G eine kontextfreie Grammatik, dann gilt:

L(G) = {weT"|S="w}
= {weT*|S=] w}
= {weT"|S=Fw}
= {weT"|S=pw}
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Kontextfreie Grammatiken: Beispiele

Wohlgeformte Klammerausdriicke
WKA ist die kleinste Menge, sodass
0o cc WKA
o we WKA= (w) e WKA
o wi,wr € WKA= wiwy, € WKA

G={AL{()}{A—=e[(A)[AALA)
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Kontextfreie Grammatiken: Beispiele

Palindrome tber {a; b}

G:<{S}7 {a’ b}7
{S—el|lalblaSa|bSh},S)

L(G) = {e, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, . . .}

L=A{we{a b} ||wlo=2|wlp}
G = ({S},{a, b}, P,S), wobei
P={S—aSaSbS|aSbSaS|bSaSaS|¢}
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Kontextfreie Grammatiken: Beispiele

L={a™+b"=c™" | mn>0}

Kontextfreie Grammatik G = ({S, T}, {a, b, c,+,=},P,S)

wobei P:
P ={S — aSc|+T

T — bTc|= }
aa+ bb = cccc € L(G):

S = aSc = aaScc = aat+ T cc
= aa+bTcecc = aa+bbTcccc = aa-+ bb= cccc
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Einschub: Baume

Baum

Ein (geordneter, markierter gerichteter) Baum iiber U und W ist ein
Graph g = (K, E, L) iber U und W, der folgende Bedingungen
erfillt:

Q@ W ={1,...n} firein n>1.

@ Es gibt genau einen ausgezeichneten Knoten py (Wurzel), der
keinen Vorganger hat. AuBerdem gibt es von der Wurzel aus zu
jedem anderen Knoten g von g einen Pfad

(Po, €1, p1,- - - Pk—1, €k, q) der Lange k > 1, (p;, €41, pi+1) € E,

0<i<k,qg=pk

© Jeder von der Wurzel verschiedene Knoten hat genau einen
Vorganger.

© Jeder Knoten ohne Nachfolger heiBt Blatt.

@ Ist p kein Blatt, so sind die Nachfolger von p geordnet (die
Kanten tragen die Bezeichnungen 1 bis k fiir ein k).
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Ableitungsbaume fir k.f. Grammatiken

Ableitungsbaum

Sei G = (N, T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Ein Baum
g=(K,E,L)iber U=NUTU{e} und W = {1,...,n} heiBt
Ableitungsbaum fiir G, wenn Folgendes gilt:
Q Ist py die Wurzel von g, so gilt L(pg) = S.
@ Ist p kein Blatt, so muss L(p) € N gelten.
@ Ist p ein Blatt mit L(p) = ¢, so ist p der einzige Nachfolger
seines Vorgangers.

Q Ist {(p,i,qi) | i €1,...,n} die geordnete Menge der von p mit
L(p) = A wegfiihrenden Kanten, so ist A — L(q1)...L(qk) eine
Produktion in P.

A-Baum fur G: fir Wurzel gilt L(py) = A
Ein Ableitungsbaum ist ein S-Baum fiir G.
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Front eines Ableitungsbaumes

Sei G = (N, T,P,S) eine kontextfreie Grammatik und g = (K, E, L)
ein A-Baum fiir G.

Wir definieren nun eine Ordnungsrelation auf den Pfaden von g:
Seien P(j) = (pj,0, €1, Pj,1s-- - » €k Pik;) filr j € {1,2} zwei
voneinander verschiedene Pfade in g, die in der Wurzel beginnen (i.e.,
p1,0 = p2,0 = po) und zu einem Blatt von g fithren, dann definieren
wir P; < P, genau dann, wenn es ein m > 1 so gibt, dass e1; = e ;
firalle 1 <i<mund e;;m # € m.

Betrachten wir nun alle derartigen Pfade in g, so sind diese
wohlgeordnet und sind p1, ..., px die Blatter dieser Pfade, so ist die
Front von g durch L(p;)...L(pk) definiert.
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Ableitungen und Ableitungsbaume

Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik und g = (K, E, L)
ein A-Baum fiir G sowie w € (N U T)*.

Dann gilt A =" w genau dann, wenn es einen A-Baum fiir G mit
Front w gibt. Somit gilt fiir alle w € T* auch S =* w genau dann,
wenn es einen Ableitungsbaum fiir G mit Front w gibt.

Jeder Linksableitung in G kann man eindeutig einen Ableitungsbaum
zuordnen. Gibt es zwei verschiedene Linksableitungen in G fiir ein
Wort w, so sind die entsprechenden Ableitungsbdaume nicht
dquivalent (im Sinne der Aquivalenz von Graphen).
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Ableitungsbaume: Beispiel

G = ({S},{a,b},{S — aSbh,S — ab},S)
Ableitungsbaum fiir G:

Front des Ableitungsbaums:
ergibt sich als Folge der Labels der Knoten 2, 5, 6, 4 zu aabb
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TIME FLIES LIKE AN ARROW
FRUIT FLIES LIKE A BANANA
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Eindeutigkeit, (inhdrente) Mehrdeutigkeit

Sei G = (N, T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. G heiBt
eindeutig, wenn es zu jedem in G ableitbaren Terminalwort genau
eine Linksableitung in G gibt. Ansonsten heiBt G mehrdeutig.

Eine kontextfreie Sprache L heiBt inhdrent mehrdeutig, wenn jede
Grammatik, die L erzeugt, mehrdeutig ist.
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Mehrdeutigkeit: Beispiel 1

G = {E} {+,x,(,),id}, P, E) wobei
P={E—-E+ E|E=xE|(E)|id}
G ist mehrdeutig:
E =, E+ E;»L{EI?;JEFJLEE}midJF E+t+E=,id +id
=, id + id + id
L(G) ist aber nicht mehrdeutig, da es eindeutige Grammatik gibt:
G/ = <{E’ T? F}’ {+7 *7 (’ )’ id}7 P/’ E>
wobei

P={E—-E+T|T, T—T=xF|F, F=(E)|id}

+ E
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Mehrdeutigkeit: Beispiel 2

If-then-else Anweisung
G1 = ({Anw}, {if, then, else, expr, others}, Py, Anw)

wobei P; folgende Produktionen enthalt:
Anw — if expr then Anw
| if expr then Anw else Anw
| others

Gy ist mehrdeutig, da das Wort
if expr then if expr then others else others

zwei Linksableitungen besitzt.
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Mehrdeutigkeit: Beispiel 2 ctd.

Eindeutige Grammatik:

Gy = ({Anw, AnwT, AnwTE},
{if , then, else, expr, others}, P>, Anw )

wobei P, folgende Produktionen enthalt:

Anw  — AnwT
| AnwTE
AnwT — if expr then Anw
| if expr then AnwTE else AnwT
AnwTE — if expr then AnwTE else AnwTE
| others
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Inharent mehrdeutige Sprachen: Beispiel

Die kontextfreie Sprache L = L1 U Ly mit
Ly ={a"b™c" | m,n>1} und Ly = {a"b"c" | m,n > 1}

ist inharent mehrdeutig.
L ist kontextfrei:

S — 51|52
51 = 51C’A 52 = 352‘3
A — aAb|e B — bBcle

Grammatik ist mehrdeutig, da a”b"c"” zwei verschiedene Ableitungen
besitzt.

Man kann zeigen, dass alle Grammatiken fiir L mehrdeutig sind, d.h.,
L ist inhdrent mehrdeutig.

Bemerkung: Ly N Ly ={a"b"c" | n> 1}
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Transformation von Produktionen

Nutzlose Produktionen: Entfernen aller Produktionen, die vom
Startsymbol aus nicht erreichbar sind oder aus denen kein w € T*
ableitbar ist.

e-Produktionen: Entfernen aller Produktionen A — ¢

Einheitsproduktionen: Entfernen aller Produktionen A — B

Zu jeder kontextfreien Sprache ohne Leerwort gibt es eine kontextfreie
Grammatik ohne nutzlose, ohne - und ohne Einheitsproduktionen.
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF

Ausgehend von G = (N, T, P, S) konstruieren wir k.f. Grammatiken
Gi=(N;, T;,P;,S), 1 < i <4, sodass:
@ aus jeder Variablen A € N ein Terminalwort w € T* ableitbar ist,

@ fiir jedes Symbol a € (N U T) eine Satzform v existiert, die a
enthalt,

© P keine e-Produktionen enthélt, also keine Produktionen der
Gestalt A — ¢, und

© P keine Produktionen der Gestalt A — B (sogenannte
Einheitsproduktionen), fir Variablen A, B € N, enthélt.
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1. Entfernen nutzloser Produktionen (Teil 1)

Menge aller Variablen, aus denen direkt ein Terminalwort ableitbar ist:

NY —{AeN|AsweP we T}
Fiar i > 1 definieren wir iterativ

ND)=f{AeN|AswePwe N DuT)Huni—D

Sobald N§m+1) = (m) (fiir ein m > 1), erhalten wir
G = (M, T,P1,S), WObeI
Ny = NG

P1 enthélt alle Produktionen aus P, welche nur Symbole aus Ny U T
enthalten.
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Bemerkung: Wendet man diese Konstruktion auf eine beliebige
kontextfreie Grammatik G an, so erhélt man sofort einen
Entscheidungsalgorithmus fiir das Problem ob die von G erzeugt
Sprache leer ist oder nicht:

Denn L(G) ist genau dann nicht leer, wenn aus der Startvariablen ein
Terminalwort ableitbar ist (oder umgekehrt: L(G) = {} wenn

S¢ N™).
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel

Schritt 1
G = ({S,A,B,C,D},{a},P,S) mit
P={S—aA|B|D,A—aB,B— A B—¢eC— a}

Wir untersuchen, ob aus jeder Variablen in G ein Terminalwort
ableitbar ist:

o NV = (B C}
o N® ={s Ayu{B,c} =N |
Aus D ist kein Terminalwort ableitbar, wir erhalten also
G = (Ni,{a},P1,S) mit
Ny = {SAB,C}
Pr = {S§S—aA|B,A—aB,B— A B—¢C— a} .

Nun ist in Gy aus jeder Variablen ein Terminalwort ableitbar und es
gilt £(G1) = L(G).
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2. Entfernen nutzloser Produktionen (Teil 2)

Ausgehend von G; bestimmen wir nun die Menge aller Symbole V/,
die vom Startsymbol S aus erreichbar sind:

1
v = (s}

sowie fur i > 1

W = {aeMUT|A=uavePLAce (Vi YA,

' u,ve(NyUT)}
U V2(I—1)

Soblad V(mﬂ) V(m) erhalten wir Gp = (Np, Ty, P2, S) (mit

L(G) = E(G)), wobei

Ny = Vz(m) N Ny, sowie

T, = Vi A Ty und

P> enthélt alle Produktionen, die nur Symbole aus N> U T, enthalten.



Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 2

Ausgehend von Gj liberpriifen wir, ob alle Symbole vom Startsymbol
S aus erreichbar sind:

o UV ={s}
o VI ={A B, a}u{Ss}=V>

C nicht vom Startsymbol erreichbar. Daher erhalten wir
G = (Mo, {a}, P>, S) mit
N, = {S,A B}
P, = {S—aA|B,A—aB,B— A B—¢c} .

Mit G, haben wir nun also eine zu G dquivalente Grammatik ohne
nutzlose Symbole und es gilt £(G2) = L(G).
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3. Elimination der e-Produktionen

Ausgehend von der zu G aquivalenten Grammatik G, ohne nutzlose
Symbole, bestimmen wir nun die Menge aller Variablen, aus denen das
Leerwort ableitbar ist (ny bezeichnet die Anzahl der Symbole in N»):

MY = {Aec N, |A—ce Py
Fir i mit 1 < i < ny definieren wir iterativ
M) ={Ae Ny |A=wePywe (N puni™.

Klarerweise gilt, dass aus einer Variablen A genau dann das Leerwort
ableitbar ist, wenn A € N§"2). Daher erhalt man sofort fiir die
Startvariable S, dass ¢ € £(G2) (= £(G)) genau dann, wenn

(n2)
SeNg™.
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3. Elimination der e-Produktionen ctd.

Wir entfernen nun alle e-Produktionen aus P> und nehmen anstelle
einer Produktion A = X1.. X, mit Xi e NbUT, 1 <<k, k>1, aus
P, alle Produktionen A — Yi...Y) in Pj auf, die folgende
Bedingungen erfiillen:

(1) Yl...Yk 75 9
Q furalleimtl<i<k:
© Y =X fiir X; € Ny — N{™
@ Y, = X; oder Y; = ¢ fiir X; € N{™
Wiederholen wir nun auf (N3, T2, P4, S) die Schritte 1 und 2, um

eventuell neu entstandene nutzlose Symbole zu entfernen, so erhalten
wir schlieBlich Gs.

Achtung: L(G3) = L(G) —¢e !l
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 3
Nun sehen wir uns die e-Produktionen in G, an:
o NV ={B}

o NP = {SYU{B} Also: c € £(G) !
Wir erhalten somit

Gz = (N3, {a}, P5,S) mit
N5 = Np={S, A B}
P; = {S§S—aA|B,A—aB|a,B— A} .

G3 enthalt nun weder nutzlose Symbole noch e-Produktionen, und es
gilt £L(G3) = L(G) —e.
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4. Elimination von Einheitsproduktionen:

Ausgehend von Gz eliminieren wir die dort enthaltenen
Einheitsproduktionen folgendermaBen:

Ist By — Bj eine Produktion in Ps3.

Betrachte alle Ableitungen By = By = B, = ... = By = w,w ¢ N3,
(d.h., die im letzten Schritt angewendete Produktion ist keine
Einheitsproduktion.)

Ersetze nun jede Produktion der Gestalt By — B; durch die
Produktionen By — w.

Nachdem es jedoch passieren kann, dass durch dieses Verfahren
wiederum nutzlose Symbole erzeugt werden, muss man noch einmal
die Schritte 1 und 2 wiederholen, ehe man die gewiinschte Grammatik
Gy erhalt.
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 4

In G3 gibt es noch die Einheitsproduktion B — A, die wir nun
eliminieren. Nachdem B = A = aB bzw. B = A = a, ersetzen wir
nun B — A durch B — aB | a sowie S — B durch S — aB | a und
erhalten damit die reduzierte Grammatik

Gy, = <N4,{3},P4,5> mit
Ny = N3=N,={S A B}
P, = {S—aAl|aB|a,A— aB|a,B— aB|a}

Wiederholt man die Schritte 1 und 2, so stellt man fest, dass in
diesem Fall keine neuen nutzlosen Symbole erzeugt wurden.
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Chomsky* Normalform

reduzierte Grammatik: Als Ergebnis der Schritte 1-4 erhalten wir
eine sogenannte reduzierte Grammatik, also eine kontextfreie
Grammatik, die weder nutzlose Symbole, noch e- oder
Einheitsproduktionen enthalt.

Chomsky Normalform
Alle Produktionen besitzen die Form

A—BC oder A—a (ae T,ABCeN).
Um das Leerwort erzeugen zu kdnnen, ist S — ¢ erlaubt, sofern S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man effektiv eine
aquivalente Grammatik G’ konstruieren, sodass G' = (N', T', P’ ')
in Chomsky NF ist.

*Noam Chomsky, *1928

157



Chomsky NF (Beweis)

o Gilt £(G) = {}: fertig
e Gilt £L(G) # {}: Von der reduzierten Grammatik
Gs = (Ng, Ta, P4, S) (die L(G) — € erzeugt) konstruiere G”:
@ ersetze jedes Terminalsymbol a € T auf den rechten Seiten der
Produktionen in P, durch eine entsprechende neue Variable X,
(soferne die rechte Seite nicht ohnehin nur aus einem einzigen
Terminalsymbol besteht) und fiige X, — a hinzu.
@ ersetze jede Produktion der Gestalt A — B;...By fiir k > 2, durch
A— B Yh Y1 — BQYQ, ceey Yi_> — Bx_1Bx.
GemaB diesen Umformungen enthalt G” nur Produktionen der
Gestalt A — a sowie der Gestalt A — BC fir a€ T’ und
A B,Ce N, dh., G"”ist in Chomsky Normalform.

158



Chomsky NF (Beweis ctd.: € € L(G) 7)

o Gilt ¢ ¢ L(G): fertig (G' = G").
e Sonst:

» S ist nicht auf der rechten Seite einer Produktion enthalten: Fiige
zu P’ noch die Produktion S — ¢ hinzu (S’ = S), um die zu G
aquivalente reduzierte Grammatik G’ in Chomsky Normalform zu
erhalten.

» sonst: fiige noch ein neues Startsymbol S’ hinzu (d.h.,

N = N"U{S'}) sowie die Produktionen S’ — w, wobei w die
rechte Seite einer S-Produktion ist, d.h.,
PP=PU{S—>w|S—>weP'}
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Chomsky NF - Beispiel ctd.

Schritt 5 - Chomsky NF

Wir konstruieren zu G4 (die £L(G) — ¢ erzeugt) eine reduzierte
Grammatik G’ in Chomsky-Normalform mit £(G’) = L(G):

Ersetze a durch X, in allen Produktionen, in denen a nicht alleine auf
der rechten Seite vorkommt:

{S—= XA | XsB|a,A— X;B|a,B— X,B| a, X, — a}.
Nachdem ¢ € £(G), muss noch S — ¢ hinzugefiigt werden, also:

G = ({S,A B, X, Yi},{a}, P, S) mit
P — {§ > X,A|X,B|al|le,A— X,B,
A—a,B— X,B|aX,— a}

160



Greibach® Normalform fiir kf Grammatiken

Greibach Normalform:

Alle Produktionen haben die Form
A= aw (aeT,Ae N, we N¥) .

Erweiterte Greibach Normalform:

Alle Produktionen haben die Form
A— aw (aeT,AeN,we (NUT)*) .

Um das Leerwort erzeugen zu kdnnen, ist S — ¢ erlaubt, sofern S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man effektiv eine
aquivalente Grammatik G’ konstruieren, sodass G’ in (erweiterter)
Greibach NF ist.

5Sheila Greibach, *1939
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Erweiterte Greibach Normalform - Beispiele

L = {02"14k02" | n, k > 1}

Grammatik fiir L1 in erweiterter Greibach Normalform:
Gy = ({S,X},{0,1}, P1,S) mit

P; ={S —0250%,S — 02X0%, X — 1*X, X — 1%}
Linksableitungen:

S =1 02(n—1)502(n—1) — 027 X(02n k-1 02n14(k—1)X02n -
02714k02"  Vn k>1

Ly ={a"*b*a*" | n > 4,k >3}

Grammatik fiir Lo in erweiterter Greibach Normalform:
G, = ({S,A, B}, {a, b}, P2, S) mit

Py = {S — aAa®>, A — aAa® | b®B, B — bB | b}
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Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften

Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter
° U7 .1 *Y
@ Homomorphismen,

@ Schnitt mit reguldren Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter
@ Durchschnitt und Komplement.
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind unter U, -, * abgeschlossen. J

Seien Gi, Gy kontextfreie Grammatiken mit Ny N N, = {} und
S ¢ Ny U No:

Gr = (N1, T1,P1,51), Go=(No, T2, P2, 5)
Dann gilt:

Gunion = <N1 UN U {5}, T1 U Ty, {5 — 5 ‘ 52} UPLU P2,5>
Geat = <N1 UNU {5}, T1U Tsp, {5 — 51 - 52} U P U Py, 5>
Gstar = <N1, T1, {5 — &, S— 515} U P1,5>

Sowie

L(Gunion), L(Geat), L(Gstar) kontextfrei
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WKA revisited: Dyck® Sprachen

Dyck Sprachen

Sei D, uber ', = {(1,)1,---, (n, )n} die kleinste Menge, fir die gilt:
e e D,.
@ Ist v € Dy, soist auch (jv); € Dy, 1 <i < n.

@ Ist vi,v» € D,, so ist auch vivs € D,,.

SWalther von Dyck, 1856-1934 105



Satz von Chomsky-Schiitzenberger’

Jede kontextfreie Sprache ist homomorphes Bild des Durchschnitts
einer reguldren Sprache mit einer Dyck-Sprache:

Satz von Chomsky-Schiitzenberger

Eine Sprache L iiber ¥ ist genau dann kontextfrei, wenn zu einem
n > 0 ein Homomorphismus h : [; — ¥* so existiert, dass

L =h(D,NR),

wobei R eine regulare Sprache liber I, bezeichnet.

L= {a"b" | n > 0} ist kontextfrei, da

L=h(D:n{(}*{)}")
wobei h: {(,)}* — {a, b}* mit h(() = a, h()) = b

"Marcel-Paul Schiitzenberger, 1920 - 1996
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter N.

Ly ={a"b"c" | m,n > 0} L, ={a"b"c" | m,n > 0}
L1, Ly sind kontextfrei:

51 — 51C|A S2

— a B
A — aAb|e B — b

S
Bc|e

|
c
Nun gilt

L=LiNnL,={a"b"c™| m=>0}

L ist aber nicht kontextfreil
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Komplement J

L]_OLQ:EUTQ

Wir haben gesehen, dass kontextfreie Sprachen unter U abgeschlossen
sind. Waren diese auch unter Komplement abgeschlossen, so — wegen
obiger Beziehung — auch unter Durchschnitt. Wir haben aber gezeigt,

dass dies nicht der Fall ist.
O
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Entscheidungsprobleme fiir kontextfreie Sprachen

Entscheidbare Probleme:
o Ist die k.f. Sprache L leer/endlich/unendlich?
o Liegt ein Wort w in der k.f. Sprache L? (Wort-Problem)

Unentscheidbare Probleme:

Gilt L=2*7

Ly = Ly (Aquivalenzproblem)?

Ly C Ly?

Linlky={}?

Ist L regular?

Ist L1 N Ly bzw. ©* — L kontextfrei?
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Sei L eine unendliche kontextfreie Sprache. Dann existiert eine (nur
von L abhangige) Schranke m > 0 so, dass fir jedes Wort w € L mit
|w| > m Woérter u, v, x,y, z so existieren, dass

W = uvxyz mit |vxy| < mund |vy| > 1

sowie
wi=uv'xy'ze L fur alle i > 0.

Beweis Idee:

Waihrend man das Pumping Lema fiir reguldre Sprachen mit der Anzahl der
Zustande entlang eines Pfades in einem DEA begriindet, kann man hier in
dhnlicher Weise mit der Anzahl der Nonterminale entlang von Pfaden in den
biniren Ableitungsbiumen einer kontextfreien Grammatik (in Chomsky

Normalform) argumentieren.
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis

Beweis

Sei G eine Grammatik in Chomsky Normalform mit k Nonterminalen.
Wihle m = 2%, Betrachte nun den Ableitungsbaum eines beliebigen
Wortes w € L(G) mit |w| > m. Dieser ist (bis auf den letzten

Ableitungsschritt) ein Bindrbaum:

S

Bindrbaum

[ ] letzter Ableitungsschritt

Dieser Binarbaum hat > 2k Blatter. Daher muss es mindestens einen
Pfad der Lange > k geben. Wir halten einen solchen Pfad fest.
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis ctd.

Beweis ctd.

EinschlieBlich des Startsymbols befinden sich
auf diesem Pfad > k 4+ 1 Nonterminale. Da
die Grammatik G nur k verschiedene
Nonterminale besitzt, muss mindestens eines
davon doppelt vorkommen
(Schubfachprinzip!).

Wir betrachten nun die Teilworter, die aus
den beiden Nonterminalen A abgeleitet
werden konnen. Diese induzieren eine

Zerlegung von w in dei Teilworter uvxyz. A

Da das obere Nonterminal A mittels einer A
Produktion der Form A — BC weiter A e
abgeleitet wird, ist (sind) v oder y (oder -

beide) nicht leer.
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis ctd.

Beweis ctd.
Der Ableitungsbaum fiir w kann auf verschiedene Arten modifiziert

werden:

Beispielsweise kann an das obere A der
Ableitungsbaum des unteren A gehangt
werden.

Wir erhalten damit eine Ableitung von

uxz = uv®xy%z. Das heiBt, uvxy°z € L(G).

Man kann auch an das untere A den
Teilbaum anhangen, der am oberen A
beginnt. Dies ergibt eine Ableitung von
uwxyyz = uvlxy?z.

Allgemein gilt, dass fiir jedes i > 0 uvixy’z € L(G).
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel

L = {a"b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei
Beweis: indirekt. Angenommen L ist kontextfrei. Sei dann m die
Konstante des Pumping Lemmas. Wahle z.B.

w=a"pmc™

Fir Worter w € L gilt: |w|, = |w|p = |w|c.

Da |w| = 3m > m kann w zerlegt werden in w = uvxyz mit
lvxy| < m.

Daraus folgt, dass vxy nicht gleichzeitig Symbole a und Symbole ¢
enthalten kann, d.h., entweder ist |vxy|, = 0 oder |vxy|. = 0.
(In der Tat liegen die Symbole a und ¢ zu weit auseinander.)
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel ctd.

w=a"b"c™, w=uwxyz, |wxy|<m, |vy|>1.

Fallunterscheidung:
Fall (a): |vxy|c = 0.
Wegen |vy| > 1 gilt |vy|s + |vy|p > 0. Wahle i =0, d.h.,

wo = uvoxyoz = uxz
(Nach dem Pumping Lemma misste wy € L gelten.)

Fir uxz gilt nun

|uxz|c = |uvxyz|c = |w|c, aber |uxz|, < |w|, oder |uxz|p < |w|p.

Das heiBt, es gilt nicht
|uxz|, = |uxz|p = |uxz|c und daher uxz ¢ L. Widerspruch!
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel ctd.

w=a"b"c”, w=uvxyz, |wxy|<m, |wy|>1.

Fallunterscheidung ctd.:
Fall (b): |vxy|c > 0 und daher |vxy|, = 0.
Wegen |vy| > 1 gilt |vy|p + |vy|c > 0.

Fir wp = uxz gilt nun aber

|uxz|, = |uvxyz|, = |w|a, jedoch |uxz|p < |w|p oder |uxz|c < |w|c.
Das heiBt, es gilt nicht

|uxz|, = |uxz|p = |uxz|c und daher uxz ¢ L. Widerspruch!

Wir haben alle méglichen Zerlegungen von z untersucht, aber in
jedem Fall einen Widerspruch erhalten! Somit kann L nicht
kontextfrei sein.
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Korollar zum P.L. fiir kontextfreie Sprachen

Folgerung [Korollar zum P.L. fiir kontextfreie Sprachen]

Sei L C {a}*, sodass L = {af(") | n > 0} fiir eine streng monoton
wachsende Funktion f in den natiirlichen Zahlen.
Gibt es fir jede natirliche Zahl k eine natirliche Zahl n(k), sodass

f(n(k) +1) — f(n(k)) > k,

dann kann L nicht kontextfrei sein.

Nach obigem Satz kénnen die Sprachen

{aP | p ist eine Primzahl}  und
{2 |n>0}

nicht kontextfrei sein.
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Kontextfreie Sprachen (iber einem einelementigen Alphabet

Bemerkung: Fiir kontextfreie Sprachen tber einem einelementigen
Alphabet gilt jedoch der folgende Satz:

Jede kontextfreie Sprache liber einem einelementigen Alphabet ist J
regular.
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Jenseits der Kontextfreiheit

Formale Sprachen
{a"b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei.

Programmiersprachen

Typen- und Deklarationsbedinungen sind nicht oder nur schwer
kontextfrei darstellbar.

Natirliche Sprachen

Schweizer Dialekt:

Jan sait das mer d’chind em Hans es huus haend wele laa halfe
aastriiche.

Hochdeutsch:
Jan sagt, dass wir die Kinder dem Hans helfen lassen wollten, das
Haus anzustreichen.
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Monotone Grammatiken

Monotone Grammatik

Eine Grammatik heiBt monoton, wenn fiir alle Produktionen o« —
die Lange von « kleiner gleich der Lange von 3 ist (« # ¢).
Kommt das Startsymbol S auf keiner rechten Seite vor, ist auch

S — € zugelassen.

L={a"b"c" | n>0}
G = <{S? T’ C}’ {37 b’ C}? P? S>
wobei P folgende Produktionen enthalt:

bC
cc

S — «elabc|aT bc Chb
T — aTbClabC Cc

L4

Es gilt: £(G) = L.
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Kontextsensitive Grammatiken

Kontextsensitive Grammatik

Eine Grammatik heiBt kontextsensitiv, wenn alle Produktionen die
Form uAv — ufv besitzen, wobei u,v € (NU T)*, A€ N und
Be(NUT)™ .

Kommt Startvariable S auf keiner rechten Seite vor, ist auch S — ¢
zugelassen.

Fiir jede Sprache, die von einer monotonen Grammatik erzeugt wird,
gibt es auch eine kontextsensitive Grammatik, und umgekehrt.
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Kontextsensitive Grammatiken: Beispiel

L ={a"b"c" | n >0}
G = <{57 T7 B7 C7 X7 Y}7 {87 b7 C}? P’ S>
wobei P folgende Produktionen enthalt:

— ¢ |abc|aTBc
— aTBC | abC
— b

— cc

L

CB
Yy
XY
XC

L&

cYy
XY
XC
BC
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Sprachfamilien

Sprachfamilien

Sei i € {0,1,2,3} und X ein Alphabet. Dann wird die Menge aller
formalen Sprachen L C Y*, die von einer Grammatik vom Typ i
erzeugt werden konnen, mit £;(X) bezeichnet. Die Familie der
formalen Sprachen, die von einer Typ-i-Grammatik erzeugt werden
konnen, bezeichnen wir mit L;.
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Normalformen fiir Typ-i-Grammatiken

Typ-3: A— b, A— bC, beT
Typ-2: A—b, A— BC, beT
Typ-1: A—b, A—>BC, AD—BC, be T
Typ-0: A—b, A— BC, AD— BC, be TU{e}

Bei den Typen 3, 2, und 1 wird noch die Produktion S — ¢ erlaubt,
sofern die Startvariable S nicht auf der rechten Seite einer Produktion
vorkommt.

Wie man aus diesen Normalformen fiir die Typ-i Grammatiken sofort
erkennt, gilt

L3C Ly C L. ]
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Rekursive Sprachen

Rekursive Sprachen

Eine Sprache L € Lo(X) heiBt rekursiv, wenn auch das Komplement
der Sprache L = ¥* — L, eine rekursiv aufzahlbare Sprache ist, d.h.,
L € Lo(X). Die Menge der rekursiven Sprachen aus Lo(X) wird mit
Lrec(X) bezeichnet, die Familie der rekursiven Sprachen mit L ec.
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Wortproblem fiir rekursive Sprachen

Wortproblem
Das Problem w € L ist fiir rekursive Sprachen L entscheidbar.

Beweis. [Idee] Einfacher Entscheidungsalgorithmus:

gegeben Grammatik G fiir eine Sprache L sowie

Grammatik G’ fiir das Komplement von L, d.h. L

Berechne schrittweise alle méglichen Satzformen fiir G und G, die in
n=1,2,... Schritten ableitbar sind. Da nun das Wort w entweder in
L(G) oder L(G') liegt, muss es ein n geben, sodass w in n Schritten
entweder in G oder in n Schritten in G’ ableitbar ist, d.h., in den in n
Schritten ableitbaren Satzformen vorkommt. O

186



Chomsky-Hierarchie

Sprachfamilie

Grammatiktyp

Maschinenmodell

Lo
(rekursiv aufzahlb.)

unbeschrankt

Turingmaschine
(= EA + RAM)

L1

kontextsensitiv

Linear beschrankter Aut.

(kontextsensitiv) monoton (= EA + beschr.RAM)
Lo kontextfrei Kellerautomat
(kontextfrei) (= EA + Stack)

L3 (regular) regular endlicher Automat (EA)

Chomsky Hierarchie
L3 ; L ; Ly g Lrec ; Lo.
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Chomsky-Hierarchie

Chomsky Hierarchie
L3 C Ly CLLC Lpee C Ly.

nicht rekursiv aufzahlbare Sprachen

L,

Lrek
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Abschlusseigenschaften von Sprachfamilien

Abschluss unter regularen Operationen

Alle Sprachfamilien £;, i € {0, 1,2, 3}, der Chomsky-Hierarchie sind
gegeniiber den Operationen Vereinigung, Konkatenation und
Kleene-Stern abgeschlossen.
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Abschlusseigenschaften: Homomorphismen

Seien ¥ und I zwei Alphabete. Homomorphismus: h: ¥ — I*
Induktive Erweiterung auf Worter lber X:

Q h(e) =¢;
@ h(wa) = h(w)h(a) fir alle w € ¥* und a € ¥.
Anwendung von h auf jedes Wort der Sprache L:

h(L) = {h(w) | w e L}

Ein Homomorphismus h heiBt =-frei, wenn h(a) # ¢ fir alle a € .

Abschluss unter Homomorphismen

Die Sprachfamilien £;, i € {0,2, 3}, sind gegeniiber beliebigen
Homomorphismen abgeschlossen; die Familie der monotonen
(kontext-sensitiven) Sprachen ist nur gegeniiber e-freien
Homomorphismen abgeschlossen.
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Abschlusseigenschaften: inverse Homomorphismen

Ist h: X* — " ein Homomorphismus, so ist der inverse
Homomorphismus h~! fiir eine beliebige Sprache L definiert als

h~Y(L) == {w € T* | h(w) € L}

Abschluss unter inversen Homomorphismen

Die Sprachfamilien £;, i € {0,1,2,3}, sind gegentiber inversen
Homomorphismen abgeschlossen.
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Homomorphismen: Beispiel

L={am b™c™a"d™e™ | n > 1} nicht kontextfrei
Wir zeigen indirekt, dass L nicht kontextfrei sein kann:

Sei h der Homomorphismus mit

h:{a,b,c,d,e}* — {a,b,c}" sowie

h(a)=¢, h(b)=a, h(c)=0b, h(d)=c, und h(e)=¢,

d.h., h(L) = {a™bm1cmn | > 1},

Die Familie der kontextfreien Sprachen ist gegeniiber beliebigen
Homomorphismen abgeschlossen, d.h. auch h(L) misste daher
kontextfrei sein. h(L) ist aber nicht kontextfrei, demnach kann auch L
keine kontextfreie Sprache sein.
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gsm-Abbildungen

gsm (generalized sequential machine): endlicher Automat mit
Ausgabe

Eine gsm ist ein Sechstupel M = (Q, X, T, 4, qo, F), wobei
Q Zustande, X Eingabealphabet, ' Ausgabealphabet,
0:QxX—= QxTI*

go Startzustand, F Endzustande

Bedeutung von (g, a) = (p, w): Beim Ubergang von g nach p wird
Symbol a gelesen und Wort w ausgegeben:

:a/W:

q p
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gsm-Abbildungen

gsm-Abbildung fpy - X* — P(I)

fm(w) definiert durch alle Ausgabewdrter v, die sich bei Analyse des
Eingabewortes w auf einem Pfad vom Startknoten g zu einem
Endknoten aus F ergeben.

Erweiterung auf Sprachen L C ¥*:

fm(L) ={verl”|vefy(w)fireinwe L}

M und fy; heiBen e-frei, wenn 6 : Q@ x ¥ — Q@ x .
M und f heiBen deterministisch, wenn fir jedes Paar (q, a)
hochstens ein (g, a; p, v) € 0.
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gsm-Abbildungen: Beispiel

gsm M bildet {0710" | n > 0} auf {a"b" | n > 0} ab:

M = {{qo,q1},{0,1},{a, b}, 9, g0, {q1})

mit

(q0,0) = (qo, a)
6(qo,1) = (q1,¢)
3(q1,0) = (q1, b)

0/a 0/b
1/e
ao a1
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Homomorphismen und gsm-Abbildungen

Jeder Homomorphismus ist eine sehr einfache gsm-Abbildung, die nur
einen einzigen Zustand benétigt:

Fir einen gegebenen Homomorphismus h ist die zugehorige gsm My,
folgendermaBen definiert:

Mh = ({q}v Zv r7 57 qa, {CI})
mit
5(q,a) =(q,h(a)) furalleacX

a/h(a)

.

q
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gsm-Abbildungen: Beispiel

gsm, die {a3"74b%%a*t1 | n > 1 k > 2} auf {a¥"b™" | n > 1}
abbildet:

M = ({qi | 0<i < 7}, {37 b}a {av b}’67 qo, {CI7})

mit

5(qo, a) = (q1, %),
6(q1,a) = (q1,a),
6(q1, b) = (g2 ),

5(CI27b) (CI27 )7
3(qi,a) = (giy1,¢€) fir 2 <7 <6,

5(q77 a) = (q77 b)

a/a b/e a/b
gifler 8 b/e 8 a/e Q ale ale
Q70 1 2 3 q7
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Abschlusseigenschaften: gsm-Abbildungen

Abschluss unter gsm-Abbildungen

Fur i € {0,2,3} sind die Familien £; gegeniiber beliebigen
gsm-Abbildungen und damit auch gegeniiber beliebigen
Homomorphismen abgeschlossen; die Familie der monotonen
(kontext-sensitiven) Sprachen ist nur gegeniiber e-freien
gsm-Abbildungen und damit auch gegeniiber e-freien
Homomorphismen abgeschlossen.
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gsm-Abbildungen: Beispiel
{071270" | n > 2} nicht kontextfrei

Anmerkung: {a"b"c” | n > 1} ist bekanntermaBen nicht kontextfrei.
Beweis indirekt. Angenommen L = {071270" | n > 2} ist kf. Sei dann

M = ({q07 a1, g2, g3, CM}: {07 1}7 {37 b) C}) 57 qo, {‘M}) die
(deterministische) gsm mit

6(qo,0) = (q1,€), 6(q1,0) = (g1, a), 4(q1,1) = (g2, €),
6(q2,1) = (g3,¢), 6(q3,1) = (g2, b), 9(q3,0) = (qa,¢),
5((74,0) = (q47C)'
0/a 1/b 0/c
- 0/e a 1/e -1/5 ® 0/e 6
0 a1 aqz a3 qa

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen
gsm-Abbildungen abgeschlossen ist, miisste auch

M(L) = {a"b"c" | n > 1} kontextfrei sein, was aber nicht der Fall ist.
Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.
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Anmerkung zum vorigen Beispiel

Man beachte, dass in diesem Falle die Verwendung eines
Homomorphismus nicht ausreichen wiirde!

Denn mittels eines Homomorphismus kdnnten die Symbole 0 nicht
zugleich auf Symbole a und Symbole ¢ abgebildet werden.

200



Abschlusseigenschaften von Sprachfamilien

L3 | Ly | L1 | Lo
Vereinigung ja | ja ja ja
Konkatenation ja | ja ja ja
Kleenescher Stern ja | ja ja ja
Komplement ja | nein | ja nein
Durchschnitt ja | nein | ja ja
Durchschnitt mit reg. Mengen | ja | ja ja ja
Homomorphismen ja |ja nein | ja
e-freie Homomorphismen ja | ja ja ja
inverse Homomorphismen ja | ja ja ja
gsm-Abbildungen ja | ja nein | ja
e-freie gsm-Abbildungen ja | ja ja ja
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Komplexitat

.I can't find an efficient algorithm, I guess .I can't find an efficient algorithm, because
I'm just too dumb" no such algorithm is possible"

.I can't find an efficient algorithm, but
neither can all these famous people"

g o>

[aus: M.R. Garey and D.S. Johnson: Computers and Intractibility: A Guide to the Theory
of NP-Completeness. W. H. Freeman, 1979. ]




Zeit- und Speicherplatzhierarchien

Bei der Analyse von Algorithmen beschrankt man sich oft auf die
Bestimmung des Aufwands an bestimmten Operationen und
berechnet nicht direkt die Laufzeit. Bei Turingmaschinen ist
o einerseits die Anzahl der Schritte (Zeit) als auch
o die Anzahl der wahrend der Analyse verwendeten Felder auf dem
Arbeitsband (Speicherplatz)

von Interesse.
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Zeithierarchien

Betrachtung der Rechenschritte in Abhangigkeit von Eingabewdrtern
der Lange n:

Am bekanntesten: jene Klassen von Algorithmen, die polynomiell
viele Schritte einer deterministischen bzw. nicht-deterministischen
Turingmaschine erfordern; die entsprechenden Sprachfamilien werden
iblicherweise mit P bzw. NP bezeichnet. Das Problem, ob diese
beiden Klassen zusammenfallen ist wohl das bekannteste noch immer
ungeloste Problem der Komplexitatstheorie.

Weitere bekannte Komplexitatsklassen werden durch logarithmische
und durch exponentielle Funktionen beschrieben.
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Zeitkomplexitat

Zeitkomplexitat

Sei M eine deterministische Turingmaschine (DTM), die eine Sprache
entscheidet. Die Laufzeit oder Zeitkomplexitat von M ist die
Abbildung f : N — N, wobei f(n) die maximale Anzahl von
Rechenschritten ist, die M benétigt, um auf einem Input der Lange n
zu halten.

Die exakte Laufzeit eines Algorithmus ist oft ein komplexer Ausdruck.
Eine “angenehmere” Abschatzung bietet die asymptotische Analyse,
bei der nur die Terme der hochsten Ordnung betrachtet werden:

Asymptotische Notation

h(n) = O(f(n)), falls es Konstanten ¢ und ng gibt, sodass
h(n) < c - f(n) fur alle n > ng gilt.

Sei f(n) = 5n% +2n? +22n+ 6. Dann ist f(n) = O(n?) J
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Zeitkomplexitat

Unsolvable

Solvable

harder

easier

Decidability

2n

22.‘.

22n Intractable

2N Exponential

n Tractable
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Polynomiell vs. Exponentiell |

polynomielles vs. exponentielles Wachstum

Die Wachstumsrate von typischerweise auftretenden
Polynomfunktionen, wie z.B. n® und typischerweise auftretenden
Exponentialfunktionen, wie z.B. 2" unterscheidet sich dramatisch:

z.B. fiir n = 1000 ist
n3 =10° (1 Milliarde, groB, aber handhabbar)

2" ~ 103! (Die Anzahl der Atome im Universum ist in etwa 1078)
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Polynomiell vs. Exponentiell Il

Vergleich einiger polynomieller und exponentieller
Zeitkomplexitatsfunktionen:

10 20 30 40 50 60
n || .00001s | .00002s | .00003s | .00004s .00005s .00006s
n? | .0001s | .0004s | .0009s .0016s .0025s .0036s
n3 .001s .008s .027s .064s .125s .216s
n® s 3.2s 24.3s 1.7m 5.2m 13.0m
2" || .001s 1.0s 17.9m 12.7d 35.7a 36600a
3" || .059s | 58m 6.5a |3.8x10%a |2 x10%a| 1.3 x 102

s...Sekunden  m...Minuten d...Tage a...Jahre
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Polynomiell vs. Exponentiell Il]

Auswirkung verbesserter Technologien:

heute | 100 mal schneller | 1000 mal schneller
ni|l N 100 - Ny 1000 - Ny
| N 10 - No 31.6 - Ny
nl Nz 4.64 - N3 10 - N3
| Ny 2.5 Ny 3.98 - N,
2" | Ns Ns + 6.64 Ns + 9.97
3" | Ne Ne + 4.19 Ns + 6.29

N;... GroBte, in einer bestimmten Zeit auf dem Computer lésbaren

Instanz eines Problems
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Die Komplexitatsklasse P

Die Klasse P
P = {L| L ist in polynomiell beschrankter Zeit von einer DTM
entscheidbar}

Lasst man polynomielle Laufzeit-Unterschiede ausser Acht
(“vernachlassigbar™) so ist P invariant fiir alle Berechnungsmodelle,
die polynomiell aquivalent zu DTM mit einem Band sind.

Die Klasse P umfasst genau jene Probleme, fiir die effiziente
Algorithmen existieren.

209



Die Komplexitatsklasse NP

DTM ... Determinisitische Turingmaschine
NTM ... Nichtdetermininistische Turingmaschine

Die Klasse NP

NP = {L | L ist in polynomiell beschrankter Zeit von einer NTM
entscheidbar}

Zu jeder Sprache L € NP gibt es eine DTM, die L in héchstens
exponentieller Zeit (— Klasse EXPTIME) entscheidet.

P C NP C EXPTIME )
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Beispiel: SATISFIABILITY (SAT)

SAT
Gegeben: aussagenlogische Formel v mit Aussagenvariablen
X1, X2y eaey X

Gefragt:  Ist « erfiillbar?

SAT: Beispiel

@ Sei @ = (x1 V—x2) A (—x1 V x2). Fir diese Instanz von SAT ist
die Antwort “ja”, da die Formel mit der Belegung /(x1) = 1 und
I(x2) = 1 zu true evaluiert.

o Fiir die Instanz a = x3 A —x1 hingegen ist die Antwort “nein".
(Es gibt keine Belegung, die o wahr macht.)
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Beispiel: SATISFIABILITY (SAT) ctd.

Deterministische Losung:

Berechne fiir alle Belegungen der Variablen xi, xo, ..., x,, den
Wabhrheitswert von «. Liefert irgendeine Berechnung den
Wahrheitswert 1, so ist « erfiillbar; andernfalls ist o nicht erfillbar.
Diese Methode kann in einem Algorithmus mit exponentieller Laufzeit
formuliert werden.

Nichtdeterministische Losung:

Wesentliche Idee: Nicht alle Belegungen ausprobieren, sondern eine
erfiillende Belegung “raten”, und diese dann iiberpriifen.

= “Guess & Check” Methode

@ “Rate” Lésung (nichtdeterministisch)

@ Verifiziere die geratene Losung (deterministisch)
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P versus NP

P ... Klasse von Sprachen, die in polynomieller Zeit entschieden werden kénnen.

NP... Klasse von Sprachen, die in polynomieller Zeit verifiziert werden kénnen.
Bisher konnte von keiner Sprache gezeigt werden, dass sie in NP,
aber nicht in P liegt.

Dementsprechend ist die Frage, ob die Inklusion P C NP echt ist
(d.h., ob P = NP gilt oder nicht) eines der bekanntesten offenen
Probleme der Theoretischen Informatik und Mathematik.

MutmaBliche Beziehung zwischen P und NP:

/ ) N\
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P versus NP - Umfrage

[ William I. Gasarch: Guest Column: The Second P=?NP Poll.
ACM SIGACT News Complexity Theory Column 74 |

“Does P = NP?”

“When Will P vs. NP Be Resolved?”

P#NP | P=NP Ind DC DK DK and DC other
2002 | 61(61%) 99%) | 4(4%) | 1(1%) | 22(22%) 0(0%) 3(3%)
2012 | 126 (83%) | 12 (9%) | 5 (3%) | 5 (3%) | 1(0.6%) 1 (0.6%) 1(0.6%)
DK ... don't know DC ... don't care IND ... independant

Long Time | Never | Don’t Know | Sooner than 2100 | Later than 2100
2002 0(0%) 5(5%) 21(21%) 62(62%) 17 (17%)
2012 | 22(14%) | 5(3%) 8(5%) 81(53%) 63 (41%)
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Polynomielle Reduktion

Polynomielle Reduktion

Seien A, B C ¥* Mengen. Dann heit A auf B polynomiell
reduzierbar (in Zeichen A <, B) falls es eine totale und mit
polynomieller Komplexitat berechenbare Funktion f : ¥* — X * gibt,
so dass fiir alle a € £* gilt:

x € A<= f(x)eB.
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Polynomielle Reduktion

Gilt A<, Bund B € NP, so ist auch A € NP.
Gilt A<, Bund B € P, soist auch Ac P.

Beweis

Sei A <, B und B € P. Dann existieren Polynome p(n) und q(n)
sowie Turingmaschinen M und N mit folgenden Eigenschaften:

@ M berechnet aus einer Eingabe w € ¥* in Zeit p(|w|) ein Wort
f(w)mtwe A< f(w)e B
(Beachte: Da M in p(|w|) Schritten nur eine Ausgabe der Lange
hochstens p(|w|) erzeugen kann, gilt |f(w)| < p(Jw]) )

o N akzeptiert die Sprache B in Zeit q(n)
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Polynomielle Reduktion

Beweis ctd.
Ein Turingmaschine fiir die Sprache A arbeitet dann bei einer Eingabe
w wie folgt:

@ Berechne f(w) (Zeitaufwand: p(|wl))
@ Simuliere M auf f(w) (Zeitaufwand: q(p(|wl)))
Der Gesamte Zeitaufwand ist also p(|w|) + q(p(|w|)), was wiederum

ein Polynom ist.
Die Aussage fiir die Klasse NP kann analog bewiesen werden
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NP-harte und NP-vollstandige Probleme

Die Komplexitét einiger Probleme in NP spiegelt jene der gesamten Klasse wieder.
Wiirde ein Polynomialzeit-Algorithmus fiir eines dieser Probleme existieren, waren
alle Probleme in NP in polynomieller Zeit I6sbar. Solche Probleme heiBen

NP-vollstidndig.

NP-hart

Ein Problem A heiBt NP-hart genau dann, wenn
A" <, A firr alle Mengen A" € NP gilt.

(>
LA

NP-vollstandig
Ein Problem A heiBt NP-vollstandig genau dann,

NP _
wenn @ !

@ A NP-hart ist und
o A€ NP gilt.

sofern P # NP

Informell: Wenn A NP-hart ist, dann ist es mindestens so schwer zu l6sen wie irgendein

Problem in NP. Ist A NP-vollstindig, dann ist es eines der schwierigsten Probleme in NP. -



P, NP, NP-vollstandig

Sei A NP-vollstandig. Dan gilt: A € P genau dann wenn P = NP J

MutmaBliche Beziehung zwischen P, NP und NP-vollstandig:

« 0

NP-vollstandig

NP

o

AV 4
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Beweis der NP-vollstandigkeit

Seien A und B Sprachen aus NP mit A <, B, und sei A
NP-vollstandig. Dann ist auch B NP-vollstandig.

Damit erhalten wir folgendes Verfahren, um die NP-Vollstandigkeit
eines Problems B nachzuweisen:

© Zeige, dass B in NP ist.

@ Zeige, dass irgendein Problem, dessen NP-Vollstandigkeit
bekannt ist, auf B polynomiell reduzierbar ist.
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SAT ist NP-vollstandig

SAT

Gegeben: aussagenlogische Formel oz mit Aussagenvariablen
X1, X2, ey Xn

Gefragt:  Ist « erfiillbar?

Satz von Cook, Levin’(1971/1973)
SAT ist NP-vollstandig.

!Stephen A. Cook (* 1939), Leonid Levin (* 1948)
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3-SAT ist NP-vollstandig

3-SAT
Gegeben: aussagenlogische Formel « in konjunktiver Normalform
mit hochstens 3 Variablen je Klausel

Gefragt:  Ist die Formel « erfiillbar?

3-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis

Wie SAT ist auch 3-SAT in NP. Fiir die NP-Harte reicht es, SAT <,
3-SAT zu zeigen (da SAT NP-hart ist). Wir miissen also in
polynomieller Zeit aus einer beliebigen Formel F eine Formel F’ in
KNF mit hochstens drei Literalen pro Klausel so bestimmen, dass

F erfilllbar <= F’ erfiillbar
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3-SAT ist NP-vollstandig - ctd.

Beweis ctd.

1. Schritt: Betrachte Formel F als Baum, dessen innere Knoten mit
den Operatoren A,V und — und dessen Blatter mit Variablen
beschriftet sind.

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable
Y0, Y1, Y2, ... zu. Der Wurzel wird yg zugeordnet.

Beispiel: F = (x1 V —x2) V (x2 A x3)
1. Schritt: 2. Schritt:

(vJ ()
o O @ &
()
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3-SAT ist NP-vollstandig

Beweis ctd.

3. Schritt:

fir alle inneren Knoten bilden wir eine Formel und betrachten deren
Konjunktion (zusammen mit der Formel yp):

@ ist y; die Beschriftung eines inneren Knotens mit Operator — und
u jene des Kindes, so betrachte Formel y; <+ —u

@ ist y; die Beschriftung eines inneren Knotens mit bindrem
Operator o und sind u, v die Beschriftungen der Kinder, so
betrachte Formel y; <> uov

Beachte: die so konstruierte Formel ist genau dann erfiillbar, wenn F
erfillbar ist.

Beispiel ctd.

In unserem Beispiel ergibt sich:
(o & (n1Vy2)) A1 < (aVys))Aly2 ¢ (2 Ax3)) A(yz < —x2) Ayo
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3-SAT ist NP-vollstandig

Beweis ctd.

4. Schritt: Forme diese Formel in die verlangte KNF mit maximal
drei Literalen pro Klausel um:

yo (uVvv) = (mnyVuVv)A(=(uVv)Vy)
= (nyVuVv)A((-uAn=v)Vy)
= (yVuVvv)A(muVy)A(-vVy)
(Distributivgesetz!)
Analog:
ye(unv) = (byVu)A(myVv)A(—uV vV y) sowie
yo(z) = (yV-z)A(yVz)

Damit erhalt man eine Formel F’, die genau dann erfiillbar ist, wenn
F erfillbar ist. AuBerdem werden alle Umformungsschritte mit nur
polynomialem Aufwand durchgefiihrt.

O
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SAT, 3-SAT, 2-SAT

Die Probleme SAT und 3-SAT sind NP-vollstandig.

Also: Formeln in KNF mit hochstens drei Literalen pro Klausel
enthalten “die volle Schwierigkeit des Erfiillbarkeitsproblems™ SAT.

Was ist aber mit noch einfacher aussehenden Formeln?
z.B. 2-SAT: Formeln in KNF, die héchstens zwei Literale pro Klausel
enthalten?

2-SAT € P

Mit Hilfe des Resolutionsverfahrens ist in Polynomialzeit entscheidbar,
ob eine Formel F in KNF mit hochstens zwei Literalen pro Klausel
erfiillbar ist.

Die Grenze zwischen “einfachen” und “schwierigen” Formeln liegt
also zwischen Formeln in KNF mit hochstens zwei bzw. héchstens
drei Literalen pro Klausel.
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CLIQUE ist NP-vollstandig

CLIQUE ist NP-vollstandig

Beweis
CLIQUE € NP: raten und priifen
CLIQUE ist NP-hart: 3-SAT <, CLIQUE

@ Sei « in KNF, wobei jede Klausel genau drei Literale enthalt

@ In polynomieller Zeit muss eine Zahl k und ein Graph
G = (V, E) so konstruiert werden, dass gilt:

« ist erfiillbar <= G enthalt eine k—Clique.
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CLIQUE ist NP-vollstandig ctd.

Beweis ctd.
Sei o = (/11 V o V /13) VAN (Iml Vil V /m3)
Definiere V, E, k wie folgt:
o V={(i,j)]1<i<m1<,j<3}
ein Knoten fiir jedes Literal in jeder Klausel

o £={((7,j),(7",j") [ i#i" und Iy # =lvjr)}
Es gibt eine Kante zwischen zwei Knoten (Literalen) gdw
- die Literale in verschiedenen Klauseln sind

- die Literale nicht komplementar sind (sich nicht widersprechen)

@ k=m

— Offensichtlich polynomiell berechenbar
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CLIQUE ist NP-vollstandig

Beispiel
a=01V-x3Vxs)A(—x1VxsVx)A(xV-oxeVoxs)

—|X1
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CLIQUE ist NP-vollstandig ctd.

Beweis ctd.
Bleibt zu zeigen: « ist erfiillbar <= G enthalt eine k—Clique.

(=): Angenommen, « ist erfillbar:
Dann gibt es eine Belegung der Variablen, die in jeder Klausel
mindestens ein Literal wahr macht
— G hat eine k-Clique

(<): Angenommen, G hat eine k-Clique

Die gewahlten Knoten gehoren zu unterschiedlichen Klauseln
(genau ein Knoten pro Klausel wird ausgewahlt)
Die gewahlten Knoten kdnnen nicht komplementaren Literalen X
und =X entsprechen
Wourde X gewahlt, belege X mit 1
Wurde =X gewahlt, belege X mit 0
Sonst belege X beliebig.

— erflllende Belegung
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CLIQUE ist NP-vollstandig ctd.

Beispiel ctd.
a=(x1V-x3Vxs)A(—x1VxsVxa)A(x1V-x2V-xs)

—|X1

Die Literale —x3, =x2 und x4 ergeben eine Clique.
Erfillende Belegung: /(x2) =0, I(x3) =0, /(xa) =1 und z.B.
I(Xl) = O7 /(X5) =1
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Einige NP-vollstandige Probleme

DIRECTED HAMILTONIAN PATH (DHC)
Gegeben:  Gerichteter Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V' und
Kantenmenge E C V x V

Gefragt:  Besitzt G einen Hamiltonkreis, d.h. kann man den
Graphen so durchlaufen, daB jeder Knoten genau einmal
besucht wird?

TRAVELING SALES PERSON (TSP)
Gegeben: Schranke M € N, n Stadte, n x n-Kostenmatrix C
mit C;; = Kosten einer Fahrt von Stadt / nach Stadt j

Gefragt:  Gibt es eine Rundreise durch alle Stadte
mit Kosten von hochstens M?
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Einige weitere NP-vollstandige Probleme

KNAPSACK
Gegeben: Zahlen ay, ap,...,a, € Nund b € N

Gefragt:  Gibt es eine Menge A C {1,2,...,n}, sodass ;-4 aj = b’

BIN PACKING

Gegeben: BehaltergroBe b € N, Anzahl k der Behalter
und ObjektgroBen ay, ap, ..., an

Gefragt:  Konnen die n Objekte so auf die k Behalter verteilt
werden, dass kein Behilter (iberlauft?
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Einige weitere NP-vollstandige Probleme

k-Farbbarkeit von Graphen
Gegeben:  Ungerichteter Graph G = (V, E)

Gefragt:  Gibt es Zuordnung von k verschiedenen Farben zu
Knoten in V so, dass keine zwei benachbarten Knoten
v1, v» dieselbe Farbe haben?

Ein Graph ist genau dann 2-farbbar, wenn er bipartit ist. Fiir k =2
ist das Problem daher in P, fiir alle kK > 3 ist es NP- vollstandig
(Reduktion von 3-SAT).

Effiziente Losungen des Farbbarkeitsproblems sind relevant fiir die
Losung von Scheduling-Problemen (z.B. Konstruktion von
Stundenplénen).
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Einige weitere NP-vollstandige Probleme

Michael R. Garey und David S. Johnson: Computers and Intractibility:

A guide to the theory of NP-completeness. W.H. Freeman, 1979.

NP-vollstandige Problem in der Praxis:

@ meist Optimierungsprobleme

o NP-Vollstandigkeit des zugehdrigen Entscheidungsproblems
heiBt: Suche nach einem effizienten und exakten Algorithmus ist
“aussichtslos”.

o Haufig existieren aber gute Naherungsalgorithmen.
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Weitere wichtige Probleme: Primzahlen

Primzahlproblem
Gegeben: Eine natiirliche Zahl k € N
Gefragt:  Ist k eine Primzahl?

Es war lange bekannt, dass dieses Problem in NP liegt (der Beweis ist
nicht offensichtlich). Im Jahr 2002 wurde dann von Agrawal, Kayal,
Saxena? gezeigt, dass es sogar in Polynomzeit |6sbar ist.

Der derzeit beste bekannte Algorithmus hat Laufzeit O(n®). Daher
werden fir konkrete Anwendungen (vor allem in der Kryptographie)
weiterhin randomisierte Primzahltests verwendet.

2M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena (2004): PRIMES is in P. Annals of
Mathematics 160 (2), 781-793.
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Weitere wichtige Probleme: Faktorisierung

Waihrend in Polynomialzeit bestimmt werden kann, ob eine Zahl eine
Primzahl ist, ist es anscheinend schwieriger, die Faktorisierung einer
Zahl in ihre Primfaktoren zu bestimmen.

Zugehoriges Entscheidungsproblem:
Faktorisierung

Gegeben: Zwei Zahlen k,r € N
Gefragt:  Besitzt k einen Faktor s # 1, der kleiner als r ist?
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Weitere wichtige Probleme: Faktorisierung

Wenn man dieses Problem [6sen kdonnte, dann kénnte man durch
binidre Suche auch den kleinsten Faktor von k bestimmen und damit
k faktorisieren.

Der Status dieses Problems ist nicht geklart. Es ist in NP:
Primzahlfaktorisierung von k raten, tberpriifen (verwendet Ergebnis
von Agrawal u.a.) und den kleinsten Faktor mit r vergleichen. Bisher
ist weder bewiesen noch widerlegt, dass es in P liegt bzw. dass es
NP-vollstandig ist.
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Weitere wichtige Probleme: Faktorisierung

Anwendungen in der Kryptographie:

Die Schwierigkeit, das Faktorisierungsproblem zu losen, ist die
Grundlage einiger kryptographischer Verfahren (z.B. RSA).
Interessanterweise ist das Faktorisierungsproblem dazu besser geeignet
als viele als NP-vollstindig bekannte Probleme, weil im wesentlichen
alle Zahlen schwer zu faktorisieren sind. Bei bekannten
NP-vollstandigen Problemen gibt es oft viele leicht zu losende
Instanzen.

Es gibt Algorithmen fiir Quantencomputer (Algorithmus von Shor?),
die das Faktorisierungsproblem effizient 16sen kénnten (wenn es
funktionierende Quantencomputer gébe).

3Peter W. Shor (1997): Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization
and Discrete Logarithms on a Quantum Computer. SIAM Journal on
Computing 26, 1484-1509.



Weitere wichtige Probleme

Graphisomorphie
Gegeben: Zwei ungerichtete Graphen G; und Gy
Gefragt:  Sind Gy und Gy isomorph?

Der Status dieses Problems ist ebenfalls nicht geklart. Es ist
offensichtlich in NP (Abbildung raten und priifen, dass es
Isomorphismus ist). Bisher ist weder bewiesen noch widerlegt, dass es
in P liegt bzw. dass es NP-vollstandig ist.
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Und noch ein Problem: Tautologien

TAUT

Gegeben: Aussagenlogische Formel F

Gefragt:  Ist a eine Tautologie?

Dieses Problem ist nicht offensichtlich in NP, sein Komplement

jedoch schon.
(Rate eine Belegung und akzeptiere, wenn diese die Formel nicht erfiillt.)

Uberlegung:
@ Eine NTM kann eine Variablenbelegung raten, und in
polynomieller Zeit entscheiden, ob die Formel F durch diese
Belegung erfillt wird.

@ Aber wenn die NTM eine erfiillende Belegung rat, wird sie F
akzeptieren, wann immer F in SAT ist, aber nicht TAUT.
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Co-NP

Co-NP
Co-NP enthalt genau die Sprachen, deren Komplement in NP ist. J

@ P ist abgeschlossen unter Komplement. (Akzeptieren/Verwerfen
einer DTM ist (bei rekursiven Sprachen) vertauschbar)

@ Also: P C Co-NP
@ Wenn P = NP, dann P = NP = Co-NP

Vermutete Beziehung:

co-NP-vollstandig NP-vollstandig
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Speicherplatzhierarchien

Betrachtet man die Anzahl S(n) von Feldern auf dem Arbeitsband,
die eine deterministische oder eine nichtdeterministische
Turingmaschine bei der Analyse von Eingabewortern der Lange n
bendtigt, so erhalt man Speicherplatzhierarchien.

unterstes Ende: Familie der reguldren Sprachen, entsprechen
konstanten Funktionen (d.h., der Ordnung O(1))

Lineare Funktionen, (d.h., der Ordnung O(n)) ergeben die linear
beschrankten Automaten.

Dazwischen liegen logarithmische Komplexitatsklassen, liber den
linear beschrankten Automaten findet man polynomielle und
exponentielle Komplexitatsklassen.
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Die Klassen PSPACE und NPSPACE

Platzkomplexitat

Sei M eine deterministische Turingmaschine (DTM), die eine Sprache
entscheidet. Die Platzkomplexitat von M ist die Abbildung
f:N— N, wobei f(n) die maximale Anzahl von Bandzellen ist, die
M bendtigt, um auf einem Input der Lange n zu halten.

v

Die Klasse PSPACE

PSPACE = {L | L ist von einer polynomiell platzbeschrankten DTM
entscheidbar}

Die Klasse NPSPACE

NPSPACE = {L | L ist von einer polynomiell platzbeschrankten
NTM entscheidbar}
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Ein Problem in PSPACE: QBF

Quantifizierte aussagenlogische Formeln

@ jede Aussagenvariable x ist eine quantifizierte aussagenlogische
Formel

@ sind F und G quantifizierte aussagenlogische Formeln, so auch
FV G, FAG, =F, V¥x: F und 3x : F (wobei x eine
Aussagenvariable ist)

QBF
Gegeben: eine quanitifizierte aussagenlogische Formel F

Gefragt:  Besitzt F eine erfiillende Belegung?

QBF € PSPACE
QBF ist PSPACE-vollstandig.
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Platz- vs. Zeit Komplexitat

Jede Zeitbeschrankung ist zugleich eine Platzbeschrankung (Mit n
Konfigurationswechsel kdnnen hochstens n + 1 Bandzellen besucht
werden):

P C PSPACE und NP C NPSPACE )

Offensichtlich gilt auch:
PSPACE C NPSPACE |

Jedes Problem, dass sich nichtdeterministisch mit einem
Polynomialzeitalgorithmus [6sen lasst, ist zugleich durch ein
polynomiell platzbeschranktes deterministisches Verfahren losbar.
Polynomielle Platzbeschrankung wiederum hat eine exponentielle
Laufzeitbeschrankung zur Folge:

NP C PSPACE C EXPTIME )
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Satz von Savitch

Satz von Savitch* (1970)
PSPACE = NPSPACE

Insgesamt erhalten wir:

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME

Es ist nur bekannt, dass mindestens eine diese Inklusionen echt ist, da:

P # EXPTIME

)

Es wird jedoch vermutet, dass alle obigen Inklusionen echt sind.

*Walter J. Savitch (* 1943)
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Zusammenfassung

nicht rekursiv aufzihlbar

rekursiv aufzihlbar

entscheidbar

EXPSPACE

EXPTIME

PSPACE
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Ein paar weitere Komplexitatsklassen
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MY HOBBY:
EMBEDDING NP-(OMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT ORDERS

3 CHOTCHRIES REsTAURALT

«— APPENZERS ~——~
NYED FRUIT 215
FRENCH FRIES 275

GIDE 5ALAD 3.35

HOT WINGS 3.55
MOZZAREUA STICKS Y20
SAMPLER PLATE 5.80

—— SANDWICHES ~—

WED LIKE EXACTLY §15. 05
WORTH OF APPETIZERS, PLEASE.
| L EXACTLY?  UHA...
HERE, THESE PAPERS ON THE KNAFSACK
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT
LISTEN, I HAVE Six OTHER
TABLES T0 GET T0 —

~AS FRST A5 PUSSIBLE, (F (OURSE. WANT
SOMETHING ON TRAVELING SALESHANT /

\
(XITR!

RARBF/LIE L BT

[http://xkcd.com /287 /]




