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Bezugssysteme

11.1 Vorbemerkungen

Die grundlegenden Gesetze der Mechanik haben wir unter Verwendung
der Vektorschreibweise ohne unmittelbaren Bezug auf ein spezielles Koor-
dinatensystem formuliert. Man wird sofort der Meinung zustimmen, daB
Grundgesetze selbstverstindlich von der Wahl eines speziellen Bezugssystems
unabhiingig sein miissen — sonst wiren es eben keine Grundgesetze. Wir
wollen den Sachverhalt etwas genauer untersuchen.

Es zeigt sich, daB man zunichst einmal unterscheiden muB zwischen Be-
zugssystemen, die sich mit konstanter Relativgeschwindigkeit bewegen, und
solchen, die gegeneinander beschleunigt werden. In ersteren — so wird sich
zeigen — gilt das Newtonsche Trigheitsgesetz F = m - @; sie werden des-
halb Inertialsysteme' genannt. In beschleunigten Bezugssystemen gilt dieses
Gesetz nicht, wenn man unter a die systembezogene Beschleunigung ver-
steht. Bei Inertialsystemen ist es dariiber hinaus zweckmaBig, die Situation
bei kleiner Relativgeschwindigkeit gesondert zu betrachten. Klein heiBt
hier: klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 300000 km/s. Im Fall
groBer Relativgeschwindigkeiten stoBt man ndmlich auf Fakten, die dem
.gesunden Menschenverstand*“ zuwiderzulaufen scheinen. Das ist nicht ver-
wunderlich, denn er hat sich ja in einem Erfahrungsbereich gebildet, in dem
die Geschwindigkeiten von Korpern stets klein gegen die Lichtgeschwin-
digkeit sind. Das gilt aber nicht mehr in der Elektrik und in der eng mit
ihr verkniipften Optik sowie in der Atomistik. Elektromagnetische Wellen
und Photonen bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit; Elektronen z. B. kann
man bis nahe an die Lichtgeschwindigkeit beschleunigen. In diesen Gebieten
werden sich also relativistische Effekte mit Sicherheit bemerkbar machen.

In den folgenden Abschnitten werden nacheinander behandelt:

1. Bezugssysteme mit konstanter translatorischer Relativgeschwindigkeit
v<Leg,

2. Bezugssysteme mit konstanter translatorischer Relativbeschleunigung a

1 at. inertia = Trigheit
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Fig. 11.1: Das Bezugssystem S’ bewege sich re-

lativ zu dem System S mit der konstanten Ge-
schwindigkeit u in positiver x = x'-Richtung.

und
3. Bezugssysteme mit konstanter rotatorischer Relativgeschwindigkeit @.

Bezugssystemen mit groBen, konstanten, translatorischen Geschwindigkeiten
v — ¢, also relativistischen Effekten, ist ein eigenes Kapitel gewidmet.

11.2 Bezugssysteme mit konstanter
Relativgeschwindigkeit (1 < ¢)

Wir wollen uns in diesem Kapitel also auf kleine Relativgeschwindigkeiten
beschrinken; es soll stets u < c gelten. Gegeben seien zwei Bezugssysteme
S ={x,y,z,t} und §' = {x,',z/,t'}. Wir denken uns zunéchst S als ruhend;
S’ bewege sich relativ zu S mit der konstanten Geschwindigkeit u. In den
obigen Klammern wurden nicht nur die drei Raumkoordinaten, sondern
auch die Zeit mitaufgefiihrt und in der Bezeichnung in beiden Systemen
unterschieden. Das ist in der klassischen Mechanik nicht iiblich und nicht
notwendig. Es wird einfach als selbstverstindlich angenommen, daB es eine
absolute Zeit gibt, die fiir alle Beobachter — mogen sie sich bewegen oder
nicht — stets gleichmdBig ablauft’>. Ein Reisender der nach einer langeren
Fahrt feststellt, daB seine Armbanduhr eine andere Zeit anzeigt als die
Bahnhofsuhr, obwohl er sie bei Antritt der Reise genau gestellt hatte, wird
nach allen mdglichen Erklirungen greifen, nie aber auf den Gedanken
kommen, die Zeit konne fiir ihn anders abgelaufen sein als fur jemanden,
der die Reise nicht mitgemacht hat. Man setzt also:

t=1t, (1L.1)

Der Einfachheit halber soll angenommen werden, daB die Achsen der Sy-
steme S und S’ einander parallel seien und daB die Relativbewegung in
x = x'-Richtung erfolge. LBt man die Zeitzihlung in dem Moment begin-
nen, in dem die beiden Bezugssysteme zusammenfallen, dann lassen sich die
Koordinaten (x, y,z) bzw. (X', ¥/, z’) eines beliebigen Raumpunktes ineinander
umrechnen:

X=x—ut, y=y, =z (11.2)

Il
N

’

x=x +ut, y=y, z=172 (11.3)

Diese Gleichungen bezeichnet man als Galilei- Transformationen®. Sie vermit-
teln den Ubergang von einem Bezugssystem in das andere. Ihre Differentia-
tion nach der Zeit liefert das klassische Additionstheorem der Geschwindig-
keiten:

2 Newton ,,Principia® 1686; Sir Isaac Newton 1643-1727
3 Galileo Galilei 1564-1642
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X' =x—u; Y =y; 2 =3z, (11.4)

Dies 1dBt sich mit &' = (¥, /,2') und & = (%, y, 2) vektoriell zu einer einzigen
Gleichung zusammenfassen:

- - e

U=0—u, oder =10+ (1L5)

Bewegt sich also ein Korper in S’ mit einer Geschwindigkeit o' = #, dann
besitzt er beziiglich S die doppelte Geschwindigkeit ¢ = 2ii. Analog lassen
sich auch die Impulse und kinetischen Energien des Kdrpers angeben. Sie
haben beziiglich § bzw. beziiglich S’ selbstverstindlich verschiedene Werte.
Wie steht es nun mit den physikalischen Gesetzen der klass1schen Mechanik
m den beiden Bezugssystemen? Da wiire z. B. das Grundgesetz F = ma oder
F = p. In ihm tritt nur die zweite Ableitung der Ortskoordinate auf, und die
Galilei-Transformationen sagen sofort
d?x dx
=" =4qd=— 11.6
&5 TS Jam (19
da u konstant ist. Man schlieBt demnach auf F = F'. Das Grundgesetz der
Mechanik ist von der Wahl des Bezugssystems unabhiingig: Es gilt fiir jedes
Inertialsystem.

Oder man denke sich einen Billardspieler. Er mache einen einfachen KugelstoBver-
such, einmal auf der ,ruhenden“ Erde (System S) und einmal in einem Flugzeug
(System S'), das mit der konstanten Geschwindigkeit, z. B. u = 800 km/h, unterwegs
ist. In beiden Systemen beschreibt er den elastischen StoB mit Impuls- und Energie-
erhaltungssatz, wie es auch im Kap. 7.3 geschehen ist. Die Geschwmdlgkenen vor
dem StoB seien mit ;, die nach dem StoB mit w; bezeichnet. Die Indizes i = 1,2
bezeichnen die beiden Kugeln. Im Ruhsystem S gilt:

% >
Impuls:  myo; + mvy; = mywy +mywa,

a7

O . S e S st WM O

Energie: ymvf 4+ 3myvd = 1mw? + 1myw3.

Im bewegten Bezugssystem S’ wiirde der Impulssatz lauten:
mt-;', + myth = mlft:"l + mzv;'z (11.8)

Mit Hilfe der Galileitransformation kann man diese Aussage mit der im Ruhsystem
vergleichen; v =D — u eingesetzt ergibt:

my(B) — ) + my (s — 1) = my (W — 1) + ma(Wy — ). (11.9)

Alle Terme, in denen die Rclatlvgeschwmdlgkelt u auftritt, heben sich weg. Der
Impulssatz gilt in S genau wie in §’. Das liegt natiirlich daran, daB es auch hier nur
auf Geschwindigkeitsdifferenzen ankommt; die konstante Relativgeschwindigkeit u
fallt heraus.
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Beim Energiesatz treten aber Geschwindigkeitsquadrate auf. Da konnte es viel-
leicht Schwierigkeiten geben. Es sei einmal angenommen, der Energiesatz gelte im
Ruhsystem S, und man schreibt ihn fiir das bewegte System S’ auf.

1 1
5”’117112 & 3

Mit der Galileitransformation erhélt man:

1 s 1 #
my = imlw;‘ = 5"’2“’22- (11.10)

. >y 1 - » o %
%m,(vl —u)?+ %mz(uz — u)2 = Eml(w, —u)?+ 1mg(wg —u) (11.11)

2
1 w1 5 - - LA 1 4
Emlu, +§mzuz-—(m|vl + myvy)u + —priu + opnou” =
| S - oo 1 A1 Ay
im,w, +§mzw2—(m1w| + maowa)u + —pnu” + —pru.

Die durchgestrichenen quadratischen Terme in u fallen von alleine heraus, die Elimi-
nierung der durch Unterstreichung hevorgehobenen linearen Terme in u bewerkstelligt
der Impulssatz. Als Rest bleibt schlieBlich der Energiesatz in der Form stehen, die
im Ruhsystem als richtig erkannt wurde. Er stellt also auch eine vom Bezugssystem
unabhingige Aussage dar.

Dies bestitigt natiirlich nur eine schon selbstverstindliche Erfahrung: Me-
chanische Experimente laufen im konstant bewegten Bezugssystem genauso
ab wie im Ruhsystem. Man kann demnach mit keiner Berechtigung von
einem ausgezeichneten Ruhsystem sprechen. Der Beobachter in S’ kann
mit der gleichen Berechtigung sagen, er ruhe und der Beobachter in S be-
wege sich mit der Geschwindigkeit —u. Gleichformig gegeneinander bewegte
Bezugssysteme sind einander vollig dquivalent. Mit mechanischen Mitteln
kann nicht entschieden werden, welches System ruht und welches sich be-
wegt. In allen Systemen gilt gleichermaBen das Newtonsche Trigheitsgesetz
Die Gleichwertigkeit aller Inertialsysteme heilt klassisches Relativitdtsprin-
zip. Die Gesetze der klassischen Mechanik sind invariant gegeniiber Gali-
leitransformationen, oder kurz

Die Gesetze der klassischen Mechanik sind
Galilei-invariant.

11.3 Linear beschleunigte Bezugssysteme

Auch in den folgenden Abschnitten wird angenommen, daB die Relativ-
geschwindigkeiten der betrachteten Bezugssysteme klein gegen die Licht-
geschwindigkeit sind. Im tbrigen wollen wir an frithere Ausfihrungen
ankniipfen und uns noch einmal ins Gedachtnis zuriickrufen: Krifte dndern
den Bewegungszustand beweglicher Korper. Die Korper ,,wehren® sich da-
gegen mit ihrer Trigheit. An ihnen gjeift eine Trigheitskraft an, die der
Beschleunigung entgegengerichtet ist: F,, = —ma. Die Triigheitskraft wurde
bei der Formulierung des dynamischen Gleichgewichts eingefiihrt. Damals
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Kapitel 11: Bezugssysteme 115

wurde auch bereits erwiihnt, daB die Umschrift des Grundgesetzes F, = ma
auf F, —ma = F, + F, = 0 einem Wechsel des Bezugssystems entspricht.
Hier soll dies nun genauer untersucht werden.

Betrachten Sie wieder zwei Koordinatensysteme S = (x, y) mit einem Beob-
achter B und S’ = (x,y’) mit einem Beobachter B’. S sei wieder das ,ru-
hende® (z B. mit dem Erdboden fest verbundene) Bezugssystem; S’ werde
in positiver x-Richtung mit a, beschleunigt. Wieder sind die Koordinaten-
achsen der Einfachheit halber parallel zueinander gewahlt. Das S’-System
sei mit einem groBen, zur Ausschaltung der Gewichtskraft exakt horizontal
ausgerichteten Wagen W verbunden, in dem die Beobachter die Bewegung
eines kleinen, reibungslos gelagerten Wagens A4 verfolgen.

Der Beobachter B im Ruhsystem S sieht, daB der groBe Wagen mit Hilfe
einer Kraft beschleunigt wird. Er kann diese Beschleunigung messen, nennt
sie d, und kennt also ihren Wert. Der kleine Wagen A bleibt jedoch fiir ihn
an der Stelle xo ruhig stehen. Es wirkt ja auch keine Kraft auf ihn, die ihn
beschleunigen konnte.

Der Beobachter B’ kommt zu einem ganz anderen Ergebnis. Er stellt fest,
daB der kleine Wagen A in negativer x’-Richtung beschleunigt wird. Er
mift fiir diese Beschleunigung den Wert @ und schlieBt, daB auf A eine
Kraft F' wirken muB, wobei F’ = m - @ mit m als Wagenmasse gelten muB.
Das Auftreten dieser Kraft ist zunachst fur ihn unverstindlich. (Es wird
vereinfachend angenommen, daB der Beobachter selbst keine Masse besitzt
und damit keine solchen Krifte spiirt.)

Erst eine Riicksprache zwischen B und B’ klart, daB die im System S’ gemes-
sene Beschleunigung @ des kleinen Wagens und die duBere Beschleunigung
4, des groBen Wagens W entgegengesetzt gleich groB sind. Die Kraft F
nennt man nun Tragheitskraft:

F =F, = —ma,; (11.12)

sie tritt nur im beschleunigten Bezugssystem auf.
Ein zweites Experiment erldutert noch einmal das dynamische Gleichgewicht
(Fig. 11.3). Beobachter B’ 1Bt den kleinen Wagen A gegen die linke Wand
des groBen Wagens W fahren, wo er eine Feder um eine gewisse Strecke
zusammendriickt. Fiir den ruhenden Beobachter B sieht es nun so aus, als
sei der Wagen A mit W fest verbunden. A wird mit W beschleunigt (d).
Fiir B ist das selbstverstindlich, denn er sicht ja, daB auf A die Federkraft
f’fed einwirkt.
Der Beobachter B’ kommt wieder zu einem anderen Ergebnis: Fiir ihn ruht
der Wagen A jetzt. Er schlieBt also, daB keine resultierende Kraft auf ihn
einwirkt. Die vorher beobachtete Kraft F’ wird durch die Federkraft Fj.
kompensiert. Fiir B’ herrscht Kriftegleichgewicht:

Fres =ﬁkd +ﬁ'=ﬁfed +ﬁ:r=ﬁfed —md, = 0. (11.13)
Dies ist aber genau die Aussage des dynamischen Gleichgewichts.
Beide in diesem Abschnitt beschriebenen Experimente zeigen, da das New-

y
y
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Fig. 11.2: Ein ruhender Beobachter B und
ein beschleunigter Beobachter B’ beurteilen die
Bewegung eines kleinen Wagens A4 in einem
groBen Wagen W, der mit dem beschleunigten
Bezugssystem fest verbunden ist.

y
y'
% = N —
Freg as
WW m §A @ W
Q Q X.
@ X

Fig. 11.3:  Zwischen dem kleinen und dem
groBen Wagen wird ecine Feder eingefiihrt,
die wihrend der beschleunigten Bewegung des
groBen Wagens bis zu einem Gleichgewichts-
wert zusammengedriickt wird. Beobachter B
in S sagt, A ist mit W fest verbunden und
wird genauso beschleunigt wie W. Fiir den
Beobachter B’ in S’ ruht der kleine Wagen A.

i
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116 Kapitel 11: Bezugssysteme

Fig. 11.4: Auf einer rotierenden Plattform ist
ein Korper A mit der Masse m mit einer Feder
an den Drehpunkt O gebunden. Fiir den mit-
rotierenden Beobachter ruht der Korper, fir
den ruhenden Beobachter bewegt er sich auf
einem Kreis.

tonsche Grundgesetz F = ma im beschleunigten Bezugssystem nicht mehr
gilt, dieses also kein Inertialsystem ist:

Bei dem Experlmem von Fig. 11.2 wird fiir den Beobachter B’ der Wagen 4
beschleunigt (&), ohne daB eine fiir ihn erkenntliche Kraft auf den Wagen
einwirkt.

Bei dem Experiment der Fig. 11.3 sicht B’ die Federkraft auf den Wagen
A einwirken, trotzdem bleibt der Wagen fiir ihn Ruhe und wird nicht
beschleunigt.

Ersichtlich lautet das Grundgesetz im beschleunigten System nicht mehr
F = md, sondern

o

=F+F =F —mi, =ma
oder
F =m(+a,). (11.14)

Man hat entweder auf der linken Seite der Gleichung die wirksame Kraft
einzusetzen, in der eme aus der Beschleunigung des Bezugssystems resul-
tierende Scheinkraft F” beriicksichtigt wird, oder man muB auf der rechten
Seite zur Beschleunigung d des Korpers die des Bezugssystems addieren®

114 Rotierende Bezugssysteme
11.4.1 Die Zentrifugalkraft

Konstante Linearbeschleunigungen lassen sich im Experiment meist nur fiir
sehr kurze Zeiten aufrechterhalten; die Experimente sind daher nur schwer
durchfiihrbar. Anders bei Radialbeschleunigungen in Bezugssystemen, die
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotieren: Hier sind zeitlich keine
Grenzen gesetzt und die experimentellen Effekte damit gut beobachtbar.

Wieder soll § = (x, ) das Ruhsystem des Beobachters B bedeuten.

= (x,)’) ist diesmal das rotierende Bezugssystem mit dem Beobachter
B’ Die kaelgeschwmdxgkelt  sci konstant. Beide Koordinatensysteme
mogen einen gemeinsamen Nullpunkt besitzen: 0 = 0’ (Fig. 11.4). Ein
Korper A mit der Masse m sei z. B. auf der x’-Achse durch die Kraft einer
Feder an den Nullpunkt gebunden.

Der ruhende Beobachter B sieht, daB sich A auf einem Kreis bewegt (gestri-
chelt). Fiir ihn ist die Sache klar: Es wirkt standxg eine nach O gerichtete
Federkraft senkrecht zur Bahngeschwindigkeit #; das ist die Zentripetalkraft
sz = —mw?F, die die auf O hin gerichtete Radialbeschleunigung @, = —®F
zur Folge hat: Der Kdrper muf sich auf einem Kreis bewegen.

Der rotierende Beobachter B' sieht: Der Korper A ruht. Er sicht aber auch

4 Die Bezeichnung Scheinkraft ist ungliicklich gewihlt: Es handelt sich um eine wirklich
existierende Kraft, nicht um eine, die nur scheinbar da ist. Es soll nur zum Ausdruck
gebracht werden, daB sie nicht durch andere Kérper (z. B. eine Feder) hervorgerufen
wird, sondern von der Beschleunigung des Bezugssystems herriihrt.
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den ausgezogenen Kraftmesser und schlieBt — da am ruhenden Korper A
Kriftegleichgewicht herrschen muB —, daB eine weitere Kraft am Werk ist,
die der Federkraft entgegengesetzt, also radial nach auBen gerichtet sein
muB. Er nennt sie Zentrifugalkraft Fr, kann sich ihre Existenz und GroBe
jedoch erst nach Riicksprache mit B erkldren, der ihm erldutert, daB sein
Koordinatensystem S’ mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w rotiert.
Die Zentrifugalkraft

(11.15)

Fzr = meF

ist eine Tréagheitskraft, die wieder nur der rotierende Beobachter bemerkt.

Schneidet man nun die Feder durch, die 4 mit dem Drehpunkt O verbin-
det, dann passiert wieder etwas, das die beiden Beobachter unterschiedlich
beurteilen. Moge die Trennung genau zu dem Moment erfolgen, in dem
die x’-Achse die x-Achse iiberstreicht; dann besitzt fir B der Korper A
eine Bahngeschwindigkeit ,, die gerade parallel zur y-Achse gerichtet ist
(Fig. 11.5).

B sagt: Auf A wirkt keine Kraft mehr (die ihn frither auf der Kreisbahn
hielt) — also bewegt sich A gleichformig mit konstanter Geschwindigkeit
tangential parallel y weiter. »

B’ sagt: Nachdem die Federkraft ausgeschaltet ist, bewirkt die Zentrifugal-
kraft F,p, daB A radial nach aufen fliegt (in Fig. 11.5 durch gestrichelt von
0 ausgehende Strahlen angedeutet). Dabei mu3 man jedoch einschrinken,
daB diese Feststellung nur fiir den ersten Moment nach dem Loslassen von
A gilt, wenn die Bahngeschwindigkeit von A im rotierenden System noch
gering ist. Mit wachsender Geschwindigkeit macht sich dann eine weitere
Trigheitskraft bemerkbar, die die Bahn von 4 im §’-System kriimmt: die
Corioliskraft.

11.4.2 Die Corioliskraft’

Die Wirkung der Corioliskraft 148t sich mit einem einfachen Experiment
eindrucksvoll zeigen (Fig. 11.6): Man lidBt einen nassen Tennisball tiber
einen rotierenden Drehtisch rollen. Seine Bahn im Ruhsystem des Horsaals
ist gerade (s.x). Auf dem Drehtisch zeichnet sich jedoch eine feuchte Spur
ab, die gekriimmt ist (s,,). Der Beobachter B im Ruhsystem sieht keine
Besonderheiten; die Bahn des Balles ist gerade, es wirkt keine Kraft.

Der Beobachter B’ im rotierenden Bezugssystem sieht jedoch eine gekriimmte
Bahn und schlieBt auf die Existenz einer Kraft, die diese Krimmung her-
vorruft. Sie wirkt senkrecht zur Bewegungsrichtung und heifit Corioliskraft.
Zur vereinfachten Herleitung des mathematischen Ausdrucks fiir die Corio-
liskraft und die durch sie bewirkte Coriolisbeschleunigung denken wir uns
den Ball von der Mitte des Drehtisches exakt radial nach auBen geschos-
sen; seine Geschwindigkeit sei konstant gleich v, so dall er den Rand des
Drehtisches nach der Zeit At = R/v erreicht; R ist dabei der Radius des

5 Gustave Coriolis 1792-1843

Fig. 11.5: Die Feder, die den Korper A fest-
hielt, ist durchgeschnitten worden. Fiir den
ruhenden Beobachter bewegt sich 4 tangential
zur ehemaligen Kreisbahn weiter; fiir den ro-
tierenden Beobachter bewegt sich A (im ersten
Moment) radial nach auBen.

sruh

Fig. 11.6: Demonstrationsexperiment: Ein mit
konstanter Geschwindigkeit im Ruhsystem be-
wegter Tennisball zeichnet auf einem rotieren-
den Drehtisch eine gekriimmte Bahn.

Fig. 11.7: Zur Herleitung der Coriolisbeschleu-
nigung, die im rotierenden Bezugssystem fir
die gekriimmte Bahn des Tennisballs aus dem
Experiment der Fig. 11.6 verantwortlich ist.
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Drehtisches. Anstatt jedoch den Zielpunkt P zu treffen, kommt der Ball in
einem Punkt P’ am Tischrand an, der um das Wegstiick
As=R-Agp = R - wAt = vw(At)? (11.16)

seitlich verschoben ist (Fig. 11.7), weil der Tisch sich inzwischen um den
Winkel A¢ weitergedreht hat. Der rotierende Beobachter schliet auf eine
azimutale Beschleunigung ac und schreibt das Weg-Zeit-Gesetz fiir beschleu-
nigte Bewegungen auf

As = %ac - (Ar)% (11.17)

Der Vergleich der beiden Ausdriicke Gln. (11.16) und (11.17) fiir As liefert
den Betrag der Coriolisbeschleunigung.

Coriolisbeschleunigung: ac = 2vw
vektoriell: dc = 2 [¢ x @] (11.18)

Corioliskraft: Fc = 2m [6 x @] (11.19)

Die Corioliskraft ergibt sich aus der Coriolisbeschleunigung durch Mul-

tiplikation mit der Masse m des Korpers. Die vektoriellen Beziechungen
gelten allgemein und enthalten mehr, als die einfache Herleitung vermuten

laBt. Aus ihr geht z B. nicht klar hervor, daB mit der Geschwindigkeit o

des Korpers die Bahngeschwindigkeit im rotierenden Bezugssystem gemeint

ist. Man muB also in den obigen Gleichungen statt ¢ vielmehr v’ schrei-

ben. AuBerdem muf} die Bahngeschwindigkeit nicht unbedingt radial, die

Coriolisbeschleunigung also nicht unbedingt azimutal gerichtet sein.

Exakte Behandlung:

Wir betrachten dic Anderung des Ortsvektors 7 des Korpers in der Zeit dt einmal

Gt/ 13 im rotierenden Bezugssystem S’ und vergleichen sie mit der im Ruhsystem. In der

@ (dP)s: @ g Zeit dt dreht sich das rotierende System um den Winkel dg = @dt weiter. Wenn nun
& (dr)s die Anderung des Orts»ektors im System S ist, dann kommt fiir den ruhenden

Beobachter noch die Anderung d¢ x r aus der Rotation hinzu (Fig. 11.8). Es gilt

also:

)

(a) { (b)

. - - dr dr -1
Fig. 11.8: Zur exakten Herleitung der Coriolis- (dr)s (dr) ot (w * r) o oder (dt )S (dt )S, X
beschleunigung. 7 - % 3 . :
(a) Im rotierenden Bezugssystem S’ éindert sich ~ Zwischen den Bahngeschwindigkeiten v = dr/dt¢ bzw. v’ gilt also die Beziechung
der Ortsvektor eines Korpers in der Zeit dt um
(dP)y
(b) Im ruhenden Bezugssystem S hat man zu-
sitzlich die Drehung um (w X r)dt zu beriick-
sichtigen. Das ist unmittelbar vcrstandllch — Um nun auch zu einer Beziehung zwischen den
Bahnbeschleunigungen a bzw. @ zu kommen, sehen wir uns Gl. (11.20) genauer an.
Sie besagt noch einmal in Worten: Die zeitliche Anderung in S setzt sich zusammen
aus der zeitlichen Anderung in §’ und dem Effekt der Rotation. Genau dies 1aBt sich
in Operatorschreibweise wie folgt darstellen:
d
i

b

Rl e (1121)

+ % (11.22)
o

5=dt
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Diese Operation muB zweimal angewendet werden, wenn man zu den Bahnbeschleu-
nigungen gelangen will.

L7 acr RAATY, o i) (& +ax)7

de? S_ de \ dt s_(ﬁ S,+wx dt|s
a3 . [dF g R

o inaill i 11.
(dﬂ) +2wx(dt) +ox [6x7] (11.23)
s’ s
oder mit der Abkiirzung a = d%/d?

i=d+20x0+0 X [dxF]. (11.24)

Die letzte Gleichung vereinfachen wir unter der Annahme, daB sich der Korper nur
in der (x,y) = (¥,)')-Ebene bewegt. Dann ist nimlich © L r und also (o - ) = 0.
Man kann entwickeln,

b x [Bx7] =6 (&-F) =3 F=—dt 7
und erhiilt nach Umstellung in GI. (11.24) fiir die Beschleunigung im rotierenden
System

(sl Ry \,.J (11.25)

»

Die beiden Terme, die beim Ubergang vom Ruhsystem S ins rotierenden System S’

zur Beschleunigung hinzutreten, sind die Coriolis- und die Zentrifugalbeschleunigung.

Man erkennt:

1. die mit diesen Beschleunigungen korrelierten Krifte treten als Trigheitskrifte nur
im rotierenden Bezugssystem auf;

2. im Coriolis-Term erscheint die Bahngeschwindigkeit v’ des Korpers im rotierenden
System;

3. Die goriolisbeschleunigung ist azimutal gerichtet, wenn die Bahngeschwindig-
keit ¢’ radial gerichtet ist. Bewegt sich der Korper jedoch azimutal, dann ist
die Coriolisbeschleunigung radial gerichtet und tritt additiv oder subtraktiv zur
Zentrifugalbeschleunigung hinzu.

Spezialfiille zur tieferen Einsicht:

1. Angenommen, der K&rper ruht im System S; dann ist 2 =0und d = 0. Auf den
Korper wirkt keine Kraft. Mit (11.21) und (11.25) folgt:

e

7= —(@x7);

>,

2(7 x &) + 07 = 25 x [ x7] +0%F

=20 (&7) - 2% + o' = —o’r.
=0 Cor ZF

Fiir den rotieren Beobachter bewegt sich der im Ruhsystem ruhende Kdrper mit
der Winkelgeschwindigkeit —c auf einem Kreis. Die Coriolisbeschleunigung ist
radial nach innen gerichtet und dem Betrag nach doppelt so groB wie die Zen-
trifugalbeschleunigung. Beide zusammen ergeben eine Zentripetalbeschleunigung
—w?F. Diese resultiert nicht aus einer wirklich vorhandenen Zentralkraft, sondern
ist das Resultat von Trigheitskriften, die nur deswegen auftreten, weil sich der
Beobachter, der die Sache beurteilt, im beschleunigten Bezugssystem befindet.
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Fig. 11.9: In einem rotierenden System, das
aus einem Korper K und einer masselosen
Fiithrungsstange besteht, wird der Korper mit
der Geschwindigkeit v" nach auBen gescho-
ben. Fiir die dadurch bewirkte Verringerung
der Rotationsgeschwindigkeit ist ein Coriolis-
Drehmoment verantwortlich.

2. Angenommen, der Korper ruht im rotierenden Bezugssystem S’; dann ist v=0
und a’ =0, und es folgt
T=oxr und a=—w'r

Fiir den ruhenden Beobachter bewegt sich der Korper mit der Winkelgeschwin-
digkeit o auf einem Kreis. Fiir ihn ist das nur moglich, wenn eine*chtripelalkraﬂ
an dem Korper angreift, die die Zentripetalbeschleunigung —?r zur Folge hat.

Mit der Einfiihrung der Corioliskraft gewinnt man auch ein tieferes Ver-
stindnis fir ein einfaches Demonstrationsexperiment, das im Kap. 8 als
Beispiel fiir den Drehimpulserhaltungssatz angefiihrt wurde; gemeint ist das
Experiment, bei dem ein Experimentator auf einem Drehschemel mit Hilfe
zweier Hanteln seine Massenverteilung und damit sein Tragheitsmoment
sowie seine Winkelgeschwindigkeit dndert. Welche Kraft (besser: welches
Drehmoment!) bremst die Drehbewegung beim Hinausschieben, welche
Kraft beschleunigt sie beim Einziehen der Hanteln? Das ist genau die
Corioliskraft, denn von auBen greift ja keine Kraft (kein Drehmoment) an,
die dafur verantwortlich gemacht werden konnte.

Zur mathematischen Erfassung des Sachverhalts stellen wir uns vereinfacht
vor, ein punktformiger Korper mit der Masse m werde auf einer mit @
rotierenden masselosen Stange in der Mitte beginnend mit der konstanten
Geschwindigkeit v* nach auBen geschoben (Fig. 11.9). Man weiB: Die
Winkelgeschwindigkeit des Gesamtsystems (Stange + Korper) nimmt dann
ab. Der Drehimpuls kann sich wegen fehlendem duBerem Drehmoment
(M, = 0) nicht dndern, d.h.

%Lm,pcr =0 ~ % (mrzw) =2mrw - j—: +mr?- (:i—(:)
Hierin ist dw/dt = « die Winkelbeschleunigung, ac. = ar die Bahnbe-
schleunigung des betrachteten Korpers und dr/dt = v’ seine (als konstant
angenommene) Radialgeschwindigkeit. Die Auflosung der Gleichung liefert
unmittelbar die Corioliskraft

=0. (11.26)

Fc =mac = 2mv'o, (11.27)

wobei das Minuszeichen andeutet, daB durch diese Kraft die Drehbewegung
abgebremst wird.

11.5 Die Erde als rotierendes Bezugssystem

Die Erde dreht sich in 24 Stunden einmal um ihre Achse, ihre Winkelge-
schwindigkeit betrigt also wg = 7,29 - 10~° rad/s. Diese Rotation macht sich
trotz des kleinen wy durch das Auftreten von meBbaren Zentrifugal- und
Corioliskraften bemerkbar.

11.5.1 Zentrifugalbeschleunigung

Fiir jeden auf der Erdoberfliche ruhenden Korper subtrahiert sich von der
Schwerebeschleunigung g die Komponente der Zentrifugalbeschleunigung
senkrecht zur Erdoberfliche. Ein Korper, der sich auf der geographischen
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Breite ¢ befindet (Fig. 11.10), erfihrt also nur die geringere Schwerebe-
schleunigung

g = 80— azr " COSQ = gy — w’r-cos p = go — R - cos’ p. (11.28)

Hierin bedeutet R den Erdradius und g, die Schwerebeschleunigung der nicht
rotierenden Erde. Die Zentrifugalkorrektur ist am Aquator am groBten und
betrigt nach dieser einfachen Vorstellung

'R = (7,29 - 10~) - 6,37 - 10° = 0,03 m/s™.

Die Zentrifugalkraft bewirkt aber auch eine Abplattung der Erde (der Aqua-
torradius ist 21 km groBer als der Polradius), also eine Abweichung von der
Kugelgestalt, und dies vergroBert die Korrektur. Man hat in Wirklichkeit

g = (9,832 — 0,052 - cos” @) m/s’.

Fiir ¢ = 45° (und Meereshdhe) ergibt sich daraus g = 9,806 m/s”. Die
Hohenabhingigkeit der Schwerebeschleunigung wird in einem spiteren Ka-
pitel behandelt.

11.5.2 Coriolisbeschleunigung

Bei bewegten Korpern kommt die Coriolisbeschleunigung mit ins Spiel.
Man registriert Richtungsabweichungen groBer Meeres- und Luftstrémun-
gen. Dabei ergibt sich wie in Fig. 11.11 skizziert auf der Nordhalbkugel
stets eine Rechtsabweichung und auf der Siidhalbkugel stets eine Links-
abweichung (z. B. NO-Passat, SO-Passat). Eine direckte Demonstration der
Erddrehung und der Wirkung der Corioliskraft gestattet ein langes Schwe-
rependel (Foucaultpendel)®: Seine Schwingungsebene wird gedreht.

Wir betrachten zunichst ein einfaches Laborexperiment: Uber der Mitte
cines Drehtisches, der mit der Winkelgeschwindigkeit @ rotiert, ist ein
Schwerependel befestigt. Am unteren Ende triigt es einen Tintenspritzer.
Der ruhende Beobachter sieht: Die Pendelebene steht im Raum fest, das
Pendel behilt seine Schwingungsrichtung strikt bei. Der Tintenspritzer zeich-
net die Pendelbahn auf, die der mit dem Drehtisch rotierende Beobachter
registriert. Bei geniigend schneller Rotation des Drehtisches ergibt sich cine
Rossettenbahn (Fig. 11.12) oder eine sternférmige Bahn, die — in diesem Fall
_ aus lauter Rechtskurven bestehen. Bei langsamer Drehung registriert man
nur eine kontinuierliche Drehung der Schwingungsebene mit der Winkelge-
schwindigkeit @ entgegengesetzt zur Drehrichtung des Drehtisches.

Ein analoges Verhalten wird man auch bei einem groBen Schwerependel auf
der Erdoberfliiche feststellen; der mitrotierende Experimentator registriert
eine langsame Drehung der Schwingungsebene. Befindet er sich auf der
geographischen Breite ¢, dann wird jedoch nur die Vertikalkomponente o'
der Winkelgeschwindigkeit @, der Erde wirksam (Fig. 11.13):

o' = wgsing. (11.29)
An einem Tag dreht sich die Erde einmal um ihre Achse: wy - 1 Tag = 2n.

6 Léon Foucault 1819-1869

S

Fig. 11.10: Auf dem Breitengrad ¢ der Erde
subtrahiert sich von der Schwerebeschleuni-
gung g die Radialkomponente der Zentrifu-
galbeschleunigung.

Fig. 11.11: Die Corioliskraft bewirkt Rechts-
abweichungen von Stromungen (Luft, Wasser),
die vom Nordpol in Richtung Aquator verlau-
fen und Linksabweichungen bei Stromungen,
die vom Siidpol aus nach Norden gehen.

Fig. 11.12: Ein Schwerependel zeichnet auf ei-
nem rotierenden Drehtisch seine Bahn. Die
Form der Rosetten kann der Experimentator
beim Loslassen des Pendels beeinflussen. Die
Richtungsabweichung ist durch den Drehsinn
des Tisches bestimmt.
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Fig. 11.13: Ein groBes Schwerependel auf
der Erdoberfliche ,spiirt“ auf dem Breiten-
grad ¢ nur die Komponente o’ der Erd-
Winkelgeschwindigkeit w.

(b)

Fig. 11.14: Ein RiesenkreiselkompaB auf der
Erdoberfliche: Die Halterung des Kreiselrades
kann sich nur um eine zur Erdoberfliche senk-
rechte Achse drehen. Coriolis-Drehmomente
versuchen den Winkelgeschwindigkeitsvektor
@' des Kreisels moglichst parallel zu &g einzu-
stellen (soweit das die Halterung zuliBt).

Die Schwingungsebene des Pendels dreht sich in der gleichen Zeit um den
Winkel

o= 1Tag =2n"sin . (11.30)

11.5.3 Der Kreiselkompal}

Der KreiselkompalB ist ein sehr demonstratives Beispiel fiir die Wirkung
der Corioliskraft oder auch fiir die Anwendung des Drehimpulssatzes, je
nachdem mit welchem Beobachter man sich identifiziert, dem auf der Erde
mitrotierenden oder dem aufBerhalb der Erde ruhenden. Man stellt namlich
fest, daB ein sehr schnell laufender schwerer Kreisel in einer drehbaren Hal-
terung, deren Drehachse mit der Erde fest verbunden ist, die Tendenz zeigt,
seine eigene Rotationsachse moglichst in Nord-Siid-Richtung einzustellen.
Man hat damit einen KompaB, der auf das Magnetfeld der Erde nicht
angewiesen ist.

In Fig. 11.14 ist cin solcher iiberdimensional groBer Kreisel gezeichnet. Der
Vektor &’ seiner Winkelgeschwindigkeit zeige zunichst aus der Zeichenebene
heraus (Fig. 11.14a). Er erfahrt ein Drehmoment, das so lange wirkt, bis die
Stellung der Fig. 11.14b erreicht ist.

Zur Erklidrung betrachten wir vereinfachend nur einmal die oberen und un-
teren Massenelemente Am des Kreiselrades: Diese besitzen Bahngeschwin-
digkeiten +0' senkrecht zur Erddrehachse @y in radialer Richtung. Der mit
der Erde rotierende Beobachter erwartet ein Corioliskréftepaar

Fc = 2Am - (¥ x &), das das Kreiselrad um die Lagerachse zu drehen
versucht — und zwar solange, bis die Winkelgeschwindigkeitsvektoren @g
und o' komplanar liegen. &’ zeigt dann genau nach Norden (Fig. 11.14b).

Der ruhende duflere Beobachter weil natiirlich nichts von einer Corioliskraft.
Trotzdem kann auch er die Nord-Siid-Einstellung des Kreisels erkldren:
Er sieht, daB der Kreisel einen Drehimpuls L besitzt, der in Fig. 11.14a
in einer Ebene senkrecht zu &g liegt. Mit der Drehung der Erde wird
auch L in dieser Ebene gedreht und zu einer standigen Richtungsianderung
gezwungen; der Kreisel erfihrt also ein Drehmoment M||@; und antwortet
darauf mit einer Prizessionsbewegung, die den Drehimpulsvektor aus der
Ebene herauszudrehen und parallel zu &; einzustellen versucht, soweit dies
die Kreiselhalterung zuldBt. Die Priazessionsbewegung hort auf, sobald @'
wie in Fig. 11.14b nach Norden zeigt.
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11.6 Zusammenfassung

Galilei-Transformationen

: X' =x —ut; .

Koordinaten X —ut; u: Gleschw.. von S gegen
y=y; z'=z S’ (x-Richtung).

Geschwindigkeiten | X' =x—u; y =y; =2

Trigheitskriifte in beschleunigten Bezugssystemen

Translation Fo=-m-a a: Beschleunigung
Rotation . 5

Z Fzr = mo? : Wi indigkei
(zentrifugal) ZF = mMw-°r : Winkelgeschwindigkeit
Rotation s ik ¢': Bahngeschwindigkeit im
(Coriolis) Helwadm(wbcm) rotierenden Bezugssystem.

Rotierende Erde 4
go: Erdbeschleunigung
K ohne Rotation

Erdbeschleunigung | g(¢) = go — @*R - cos ¢

R: Erdradius
¢: geographische Breite
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