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Kontaktmoglichkeiten

Ich will mich beschweren!
Ich habe Fragen bzw. Kommentare.

Organisatorische Fragen: In die entsprechende tuwel Gruppe.

@ Wenn vertraulich/sehr individuell /sehr dringend: email (oder tuwel
Direktnachricht) an mich.

Alle emails aussschlieBlich von lhrem TU Studentlnnen-Account
senden! (Spamfilter, Zuordenbarkeit, “Datenschutz”)

Fragen zu den UE: Falls vom Ubungsleiter nicht anders verlautbart:
UE-Leiter kontaktieren. (tuwel Direktnachricht oder email).
Anonym:

e "Stimmungszettel” via TISS.

o Nach Ende: LVA-Bewertung via TISS. Bei Kommentaren zur Ubung:
Bitte Ubungsgruppe oder Leiter (G1 ...G8, Kellner oder dergl.)
dazuschreiben.

o Alternative: Fachschaft Informatik FSINF.

Organisatorisches analinf



Organisatorisches zur VO

Mi 9:15-10:45 (Termine in TISS)
Priifungstermine und -anmeldung im TISS.

Andere Informationen iiber moodle=tuwel (nicht TISS).

e 6 o6 o

VO Priifung: Multiple Choice Fragen die zufillig aus Fragepool
ausgewahlt werden. Sie kdnnen davor beliebig oft unbenotete
Priifungs-Simulationen online (moodle) durchfiihren.

Keine Anwesenheitspflicht.
Lecturetube Aufzeichnung (keine Garantie).
Unterlagen auf moodle.

python mit numpy, sympy, pyplot; auf jupyter

Sprechstunde nach Voranmeldung, die nichste am 2022-10-13.
(Weitere Termine moodle)
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Literatur

@ Sie bendtigen zusitzlich zu den Unterlagen keine weitere Literatur.

@ Wenn Sie sich fiir mehr Details interessieren (insbesondere Beweise),
dann finden Sie diese in jedem beliebigen Einfiihrungsbuch in Analysis
(oder in Analyis fiir ... ).

@ Bisher habe ich zur Vorbereitung vor allem folgendes angesehen:

o Drmota et al, Mathematik fiir Informatik, Heldermann
o Oberguggenberger und Ostermann, Analysis fiir Informatiker,

eXamen.press
o Peter Philip, Calculus | for COmputer Science, Lecture Notes 2022
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Organisatorisches zu den UE

Informationen iiber UE tuwel (nicht TISS) UND iiber VO tuwel.
Anwesenheitspflicht.
12 Einheiten

Ubungstests in 4., 8. und 12. Einheit. (Teilweise multiple choice mit
dhnlichen Fragen wie VO Priifung, teils Aufgaben wie UE).

Online Ankreuzen. Mindestens 60%. Gewichtung: Jeder Test 20%,
Anzahl Kreuze 20%, Mitarbeit 20%.

Kreuzen Sie Beispiele an wenn Sie sich bemiiht haben, erfolgreiches
Rechnen nicht nétig.
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Computereinsatz

o Wir verwenden fiir Vorlesung und Ubung open source software:
jupyter, mit python3 und den python Paketen numpy, sympy,
matplotlib, eventuell mehr wie ipywidgets etc.

o Installieren Sie das auf Ihrem laptop/PC. Falls Sie scheitern, kein
groBes Problem.

e Einige wenige UE Beispiele (NICHT die Ubungstests!) verwenden
Computer. Sie werden diese Beispiele nicht am eigenen Laptop via
beamer vortragen, sondern nur in der UE-Stunde diskutieren. Alle
diese Beispiele sind Bonusaufgaben.
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Analysis: Ein Beispiel 1/4
Sinusfunktion sin(x), etwas allgemeiner:
asin(bx + ¢)

(a ist die Amplitude, b entspricht der Frequenz, ¢ Phase.)
Allgegenwartig in:

o Akkustik (schwingende Saite), Optik

o Elektronik, Signalverarbeitung

e Quantenphysik (komplexe Version): freies Teilchen

Frage
Warum?

Losung einer fundamentalen Differentialgleichung: f”(x) = —f(x).

(Immer erste Naherung fiir Bewegung um Gleichgewichtspunkt.)
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Analysis: Ein Beispiel 2/4

Summe (Uberlagerung) von Sinusfunktionen.
Einfachster Fall: Gleiche Amplitude: f(x) = sin(x) + sin(bx + ¢).
Spezialfille:

@ Selbe Frequenz b = 1, Phasenverschiebung ¢ # 0:
konstruktive / destruktive Interferenz.

sin(x) +sin(x +¢c) = 2cos(%) sin(x + %)

e Frequenzverschiebung b # 1 (und ¢ = 0): Schwebung.

sin(x) + sin(bx) =
=2 sin(1£2x)
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Analysis: Ein Beispiel 3/4

Schoén zu beobachten in:
o Optische Effekte (Schillernde Farben auf Olfilm, ...)
e Doppelspalt-Effekte (Optik, oder QM: Elektronen)
o Akkustik: Schwebung
° ...

Grundlage fiir viele technische Methoden (Interferometer. . .)

J. Kellner analinf

10



Analysis: Ein Beispiel 4/4

“Umgekehrte” Frage: Gegeben eine Welle die bereits eine Uberlagerung
(Summe) verschiedener Sinuswellen ist (mit verschiedenen Amplituden und
Frequenzen).

Frage: Wie kénnen wir herausfinden, aus welchen Sinuswellen die Welle
besteht? (“Frequenzanalyse”)

Fourier-Analyse

Es stellt sich heraus: (“Fast”) jede Welle (periodische Funktion) I&sst sich
als Summe von Sinusfunktionen darstellen, und die Amplitude zur
jeweiligen Frequenz |4Bt sich durch Integration berechnen.
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Reelle und rationale Zahlen

Die reelle Zahlen R sind “alle Zahlen auf dem Zahlenstrahl”:
-2 -1 0 1 2 3 4

T T T T
e m

(S
NI o

Das ist keine ordentliche Definition.
Einfacher zu verstehende Teilmengen von R:

e Natiirliche Zahlen N = {1,2,...} bzw. Ny :={0,1,2,... }.
(Manchmal auch: N :={0,1,...}.)

e Ganze Zahlen Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}.

@ Rationale Zahlen (Bruchzahlen) Q sind die Zahlen die sich als -
schreiben lassen, mit n € Z und m € N.

(“Q ist die Menge der Briiche” ist nicht ganz korrekt, 3 und 2 sind
verschiedene Briiche aber dieselbe Zahl.)

Briiche kann man “kiirzen". Bsp: % ist die gekiirzte Darstellung von 12

E .
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Nicht-rationale reelle Zahlen

Nicht alle “niitzlichen” Zahlen sind in Q. Beispiele: w, oder
V2 =1.4142. .., die (Quadrat)wurzel von 2, d.h., die (einzige) positive
Zahl x die x2 = 2 erfiillt.

V2 ist keine rationale Zahl.

Der Beweis ist ca 2500 Jahre alt, der erste bekannte indirekte Beweis:
Angenommen /2 = - ist ein gekiirzter Bruch. Quadrieren: 2m? = n°.
Daher muss n? gerade sein, daher auch n, und n? muss sogar durch 4

teilbar sein, damit muss auch m durch 2 teilbar sein, Widerspruch.
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Reelle Zahlen

“Arbeitsdefinition”

Die reellen Zahlen R sind die Dezimalzahlen, d.h. Zahlen der Form
d=*4ryrp_1...r0,r—1r—2... mit n € N und jedes r; € {0,1,...,9}.

Bsp: m=3.1415... . Hierr n=0,n=3, r_1 =1, etc.

Zwei “Dezimalentwicklungen” konnen dieselbe reelle Zahl ergeben, z.B.
12,37000--- = 12,36999 - - - (namlich 12,37).
(Auch —0 = +0 oder 01,000--- =1,000....)

Bemerkung: Mathematisch keine gute Definition, mehr dazu spater.
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Dezimaldarstellung von Briichen

Beispiele:
o —2=-25=-25000=—2,4999......
e $=0,333...

o 2L =0,6090909...

Alles diese Dezimaldarstellungen sind “periodisch” (Periode mit Strich
gekennzeichnet).

Es gilt allgemein:

r € Q genau dann wenn die Dezimaldarstellung von r periodisch ist.
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Mathematische Sprache 1

“r € Q genau dann wenn die Dezimaldarstellung von r periodisch ist.”

“Genau dann wenn” (Abk.: gdw), Englisch: “if and only if” abk. “iff", mit
Symbol < ist eine wichtige Phrase in der Mathematik:
A <> B (oder: "A gdw B"), heiBt:

o “Wenn A gilt dann gilt auch B, UND wenn B gilt dann gilt auch A."

o Aquivalent dazu: “Wenn A gilt dann gilt auch B, UND wenn A nicht
gilt dann gilt auch B nicht.”

o Aquivalent (und etwas “informatischer”): A und B haben denselben
Wahrheitswert (True oder False), d.h.: bool(A) == bool(B)
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Beweis 1/2: In Q — periodisch

Ein Beispiel: %. Erinnern Sie sich an den Schul-Divisions-Algorithmus:

67 : 110 =0,60909...

Allgemein: Bei der Division p : g zweier ganzer Zahlen gibt es in jedem
Schritt 7 fiir den Rest r; nur endlich viele Moglichkeiten 0 < r; < g. Daher
muss sich nach endlich vielen Schritten das Ergebnis wiederholen.

J. Kellner analinf
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Beweis 2/2: Periodisch — in Q

(Selbes) Beispiel: x = 0,609... (Periodenlinge 2).

x = 0,60900...
100-x = 60,90900...
9.x = 60,3
Daher: 990x = 603 bzw. x = 803 — 67

990 — 110

Allgemein: x habe einen periodischen Block P der lange /-

X= rfp... g, r—1... r_(m_g)...r,mPPP...
100 x=ry ... repry_q... P PPP...
(10 -1)-x= 772 77 0000. . .

Also hat (10° — 1)x endliche viele Nachkommastellen und ist daher in Q,
und daher auch x € Q.

Damit haben wir die Aquivalenz “in Q < periodisch” gezeigt
(rechts impliziert links UND links impliziert rechts).
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Maschinenzahlen

@ Computer kdénnen nicht mit unendlichen vielen Nachkommastellen
operieren.
o Eine Moglichkeit: Nach fixer Zahl von Nachkommastellen aufzuhoren.

@ Besser: Reelle Zahlen werden i.A. als (Varianten von) “floats”
approximiert. Hier eine Dezimal-Variante ( “wissenschaftliche
Notation"):

Wiss. Notation / floats

Eine Zahl (ungleich 0) wird dargestellt als: £rp,r—1r—o----10¢ mit e € Z,
ri€0,...,9und 1 < rp <09.

Bsp: Elektronenmasse 9.1093837 - 103! kg

Bei Maschinenzahlen (als Bsp: double) gibt es feste Grenzen
fiir e (ca. —1000 < e < 1000), und
fir die Anzahl der Nachkommastellen (bei “double” ca. 15.)
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Maschinenzahlen (2/3)

J. Kellner

WHAT THE NUMBER OF DIGITS IN YOUR COORDINATES MEANS

LAT/LON PRECISION MEANING
01 YOURE PROBABLY POING SOMETHING
28, o' SPACE-RELATED |
285°N 806 YOURE POINTING OUT A SPECIFIC CITY
2852°N, 30.68°W YOU'RE POINTING OUT A NEIGHBORHOOD
28.523°N 80.683°\) YOU'RE POINTING OUT A SPECIFIC

SUBURBAN CUL-DE-SAC

285234, 806830

YOU'RE POINTING T A PARTICULAR
CORNER OF A HOUSE

28.52345°N, 80.68307°W

YOURE POINTING TO A SPECIFIC PERSON IN
A ROOM, BUT SINCE YOU DIDNT NCLUDE
DATUM INFORMATION, WE CANT TELL WHO

28523457I°N,

BotasonIy YOU'RE. POINTING To LJALDO ON A PAGE
28523457182°N, " .
3068309571 HEY, CHECK OUT THIS SPECFIC SPND GRAINT

EITHER YOU'RE HANDING OUT RAL
28523457182818284N, | FLOATING POINT VARIABLES, OR YOUVE
80.68301159265358°W | BULT A DATABASE To TRACK INDIVIDUAL

ATOMS. IN EITHER CASE, PLEASE STOP

https://xkcd.com/2170/

analinf
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Maschinenzahlen (3/3)

@ Floats bieten fiir die meisten Fille phantastische Genauigkeit.

@ Rundungs“fehler” sind aber unvermeidlich und “unvorhersehbar”. Die
Spezifikationen des Verhaltens der floating point Arithmetik ist
kompliziert und uneinheitlich.

@ Moral:

e Anzahl der Stellen != Genauigkeit

o (Erst) bei der Ausgabe floats auf sinnvolle Zahl der (relevanten) Stellen
runden.

o Floats nie auf Gleichheit testen.

e In der Informatik iiblicherweise egal ob eine reele Zahl in Q ist oder
nicht.

o
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Ordnungsvollstandigkeit von R

Wichtige Eigenschaft von R (ohne Beweis)

R is ordnungsvollstandig, das heiBt:
Jedes nach oben beschrankte (nichtleere) A C R hat ein Supremum.

@ A C B heiBit: A ist Teilmenge von R (Jedes Element von A ist auch in
R.)

@ x € R ist eine obere Schranke von A heiBt: y < x fiir alle y € A.
@ A ist nach oben beschrinkt, wenn es eine obere Schranke gibt.
@ x ist Supremum von A, wenn es die kleinste obere Schranke ist.

D.h. x ist obere Schranke, und kein y < x ist obere Schranke.

Dasselbe gilt natiirlich “nach unten”, die groBte untere Schranke heiBt
Infimum.
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Ordnungsvollstandigkeit (oder nicht) von N, Z und Q

Auch N und Z sind (trivialerweise) ordnungsvollstandig.

Hier hat jede nach oben beschrinkte Teilmenge A sogar ein Maximum x.

x heiBt Maximum, wenn x € A und x > y fiir alle y € A (dh. Supremum
das zusatzlich in A ist).

Q ist nicht ordnungsvollstandig:

Gegenbeispiel: Sei x nicht in Q (z.B. x = v/2).

Setze A:i={reQ: r <x}.

Dann hat A kein Supremum (in Q): Wann immer g € Q iiber allen
Punkten von A liegt, dann ist ja (in R betrachtet) x < g, und es gibt ein
q' € Q dazwischen, d.h. x < ¢’ < g. Dieses ¢’ ist ebenfalls obere
Schranke, daher ist g nicht kleinste obere Schranke.

J. Kellner analinf
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Mathematische Sprache

@ Eine Menge ist ein “ungeordnete Kollektion” von Objekten.

Wir haben bereits N = {0,1,2,...} verwendet, oder die endliche
Menge {0,1,...,9}.

o Auf N kdnnen wir natiirlich eine (kanonische) Ordnung definieren und
verwenden (und man bezeichnet die Struktur mit Ordnung und
Operationen ebenfalls mit N), aber als Menge ist es eine ungeordnete
Ansammlung von Zahlen:

{0,1,2,...} =14{1,0,3,2,5,4,...} Reihenfolge unerheblich.
(0,1,2,...) =(1,0,3,2,5,4,...) bei Folgen!

o A:={r € R: r < x} definiert nun eine Teilmenge von R, namlich die
Menge derjenigen Zahlen r fiir die gilt r < x.

o (Endliche) Mengen in Python: {3,5,8}=={8,3,5},

{x € a: x > 3} entspricht {x for x in a if x>3}
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Eine Warnung

“Ordnungsvollstindig” hat nichts mit “vollstandiger Induktion” zu tun.

Wir wissen dass in N “vollstandige Induktion” gilt: Wenn ¢(0) gilt, und

fur alle n € N p(n) — ¢(n+ 1) gilt, dann gilt ¢(n) fiir alle n € N.
Dasselbe formaler:

<g0(0) A (Vn € N) (p(n) = o(n+ 1))> — (Vn € N)p(n)

Das gilt nicht in Z, Q oder R! (Gegenbeispiel? U.)
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Bemerkung: Bessere Definitionen von R

(Ohne Details, nicht Priifungsstoff.)

Unsere Definition von R ist aus mathematischer Sicht schlecht:
o Kiinstliche Abhangigkeit von Basis 10,
@ Suggeriert "Operationalitdt” die in Wirklichkeit nicht klar ist.

(Wie addiert man? Das sollte man ja “von hinten”? Etc.)
o ...

Mathematisch besser:

@ Als Ordnungs-Vervollstindigung von Q:

Eine reelle Zahl r ist eine Teilmenge A von Q mit folgender
Eigenschaft: A ist nach oben beschrankt, und g2 € A, g1 < g2
impliziert g; € A. (Post mortem: A={qeQ: g<r}.)

o (Alternative: Cauchy-konvergente Folgen in Q.)

J. Kellner analinf
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Folgen

Unendliche Abfolge (“links” mit Beginn, “rechts” ohne Ende) reeller
Zahlen:
a = (ar)een, = (a0, a1,a2,...,as,...)

Aquivalent: Eine Folge ist g!ne eine Funktion f von Ng nach R, in
Symbolen f : Ng — R.  (Aquivalz via: f(n) = a,.)

(Eine Funktion f : A — B ordnet jedem “input” aus dem
Definitionsbereich A einen eindeutigen “output”, im Wertebereich B zu.)

Manchmal beginnt man mit 1 zu indizieren:
a=(a)ren = (a1,a2,a3,...,a0,...)

Oder dquivalent: f : N — R.

J. Kellner analinf
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Folgen: Beispiel

Beispiel einer Folge: 3 = (3,3.1,3.14,3.145, ... ) (Approximation an 7)
ag = 3, a1 = 3.1, ap = 3.14, etc.
@ Das i von a; heiBt “Index”, und Ny ist die “Indexmenge”.
@ Das a; selbst heiBt “Folgeglied” oder einfach “Element der Folge”.
@ Das Folgeglied mit Index 2 ist hier also 3.14.

Bemerkung: Endliche Folgen kennen Sie aus der Informatik
Python: x=[3,2,6] (type list), Folgenglied mit index 1: x[1] ==
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Folgen: mehr Beispiele, Wachstumsraten

@ Konstante Folgen, Bsp.: (ﬂ, V2, \@,)

o (—1)",d.h. (1,-1,1,-1,...)

@ Arithmetische Folgen: ag beliebig, a, = ag+ n - £.
Bsp.: ap = 100, ¢ = 5 ergibt (100, 105, 110, ...)

o Geometrische Folgen: ag beliebig, as = k¢ - ag. Bsp.: ag = 4, k =2
ergibt (4,8,16,32,...).

@ Geometrische Folge wichst exponentiell. Wenn k > 1, dann wichst
sie (viel) schneller als jede arithmetische Folge.

e Wichtige “Wachstumsraten”: Fiir ausreichend groBe n gilt (k > 2):
logn < ¥/n<vVn<n<nlogn< n®<n®<?2"

(Die entsprechenden Folgen gehen alle “gegen unendlich”.)
@ Rekursiv definierte Folge, z.B. Fibbonacci-Folge:
ag=a1=1 a,:=ap2+an1 (1,1,2,3,5,8, 137)
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Folgen: Grenzwerte (Limiten)

Sei 3 = (an)nen eine Folge, b € R.

@ b ist der Limes (oder: Grenzwert) von 3 wenn “a, beliebig nahe zu b
kommt fiir groBe n".

o Genauer: (Fiir alle reellen € > 0)(gibt es ein ng in N) (sodaB fiir alle
n > ng gilt:) Der Unterschied zwischen b und a, ist kleiner als e.

@ Dasselbe (semi)formal:

Definition (Grenzwert)

b = lim(3) gdw (Ve > 0) (Inp € N) (Vn > no)|b — as| < €

Es muss keinen Grenzwert geben, aber wenn es eines gibt dann ist es
eindeutig (Beweis? Ubung.), daher “der” Grenzwert.

@ Wenn eine Folge a einen Grenzwert hat, heiBt sie konvergent, sonst
divergent.
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Mathematische Sprache

Zur mathematischen Notation/Sprache: Wir haben definiert:

b =1im(3) gdw (Ve > 0) (3ng € N) (Vn > ng)|b — an| < €

“gdw"” Abkiirzung “fiir genau dann wenn". Bei Definitionen sagt man oft
auch einfach "wenn” bzw “if" und meint genau dasselbe.

(Bei Satzen wichtiger Unterschied zwischen “wenn” und “gdw"!

Bsp: "x > 4 wenn x = 10" ist wahr, “x > 4 gdw x = 10" nicht.)

Weitere Symbole:
Vx “fiir alle x”
Yy e R “fiir alle y in R”
Vn >3 “fiir alle n > 3 (aus dem Kontext ob naus N, R, ...)
dx “es gibt ein x", etc.
¥V und 3 nennt man “Quantoren”. Quantorenreihenfolge wichtig!.
Bsp: (Vx)(3y)x =y + 1 gilt in N, aber (3y)(Vx)x = y + 1 nicht.

J. Kellner analinf
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Folgen: Grenzwerte (Limiten)

Beispiele:
e (3,3.1,3.14,...) konvergiert gegen T
o (1, %, %, ... ) konvergiert gegen 0
e (1,-1,1,—1,...) konvergiert nicht.

e (1,2,3,...), allgemeiner alle (nichtkonstanten) arithmetischen
Folgen, oder die Fibonacci-Folge, etc, konvergiert nicht.

Die Folgen des letzten Punkts “gehen gegen unendlich”:

Definition

an>M
an < M

lim(3) = {_z} gdw (YM € R) (3ng € N) (VYn > ng) {

Wir sagen 3 “geht gegen (plus/minus) unendlich”; lim 2 = oo ist nur eine
Schreibweise, so ein 3 konvergiert nicht und hat keinen Grenzwert.
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