3. Ubungsblatt (mit Lésungen)

3.0 VU Formale Modellierung

Marion Scholz, Gernot Salzer

6. Juni 2018

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Gegeben sei die Grammatik G = (N, T, P, A), wobei

N = {A,B,C, D}

T = {aha,dadada,di,ding}

P ={A — "aha aha aha " A | "aha" | B ,
B — "dadada," C ,
C —"diy"D ,
D — "ding," D | "ding" | A}

Das Zeichen |, steht fiir das Leerzeichen.

Uberpriifen Sie fiir die nachfolgenden Wérter, ob sie in der von der Grammatik G spe-
zifizierten Sprache £(G) liegen. Falls ja, geben Sie eine Ableitung an. Falls nein, argu-
mentieren Sie, warum nicht, und dndern Sie das Wort moglichst geringfiigig ab, sodass
es in der Sprache liegt.

(a) aha aha aha dadada di ding aha

(b) dadada di aha

(c) dadada di ding ding dadada

Uberlegen Sie weiters:

(d) Wie lautet das kiirzeste Wort der Sprache?

(e) Ist es moglich, die Sprache £(G) auch durch einen endlichen Automaten zu beschrei-
ben? Falls ja, geben Sie einen derartigen Automaten an. Falls nein, begriinden Sie,
warum das nicht geht.



Losung

(a) Ja, das Wort liegt in der Sprache £(G).

A = "aha aha aha" A

"aha aha aha" B

"aha aha aha dadada" ('

"aha aha aha dadada di" D

"aha aha aha dadada di ding" D
"aha aha aha dadada di ding" A
"aha aha aha dadada di ding aha"
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(b) Ja, das Wort liegt in der Sprache L(G).

A= B

= "dadada" C
"dadada di" D
"dadada di" A
"dadada di aha"

R

(c) Das Wort liegt nicht in der Sprache L£(G). Zur Begriindung reicht es nicht, eine
Ableitung anzugeben, die nicht zum gewiinschten Resultat fithrt, sondern wir miissen
argumentieren, warum keine Ableitung zu diesem Wort fithren kann. Wir stellen
zunéchst fest, dass die Zeichenkette dadada nur durch die Produktion

B — "dadada," C'

in ein Wort gelangen kann. Daher muss auf dadada immer ein Wort folgen, das aus
dem Nonterminal C' erzeugt werden kann. Die einzige Produktion fiir C ist aber

C —"diy"D .

Somit muss in jedem ableitbaren Wort auf dadada, , immer die Symbolfolge di
folgen. Offenbar ist das am Ende des zu untersuchenden Wortes nicht der Fall, also
ist es in der Grammatik nicht ableitbar.

Das néachstkiirzere ableitbare Wort ist dadada di ding ding, das néchst ldngere
dadada di ding ding dadada di ding.

(d) aha



aha aha aha

(v
—(4) < (B)

dadada

©
S DA

ding

aha

(e) ding

(Diese Aufgabe wurde von Unterrichtsmaterialien des Gymnasiums Odenthal inspiriert.!)

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Gegeben seien Zahlen mit dem folgenden Aufbau:
e Jede Zahl hat optional ein positives oder negatives Vorzeichen.

e Falls es einen Nachkommateil gibt, trennt ein Komma die Vorkommastellen von
den Nachkommastellen.

e Der Vorkommateil und der Nachkommateil (falls er existiert) bestehen aus min-
destens einer Ziffer.

(a) Sperzifizieren Sie die Sprache D solcher Dezimalzahlen mit Hilfe einer kontextfreien
Grammatik. Verwenden Sie EBNF-Notationen, um die Grammatik iibersichtlich zu
strukturieren.

(b) Mathematisch sind Zahlen wie zum Beispiel —05,73 oder 04,00 zwar in Ordnung, oft
werden die fithrenden Nullen aber weggelassen. Sei D* die Sprache der Dezimalzahlen
ohne fithrende Nullen, also etwa ohne die beiden angefiihrten Zahlen. Geben Sie
eine kontextfreie Grammatik fir D* an. Verwenden Sie EBNF-Notationen, um die
Grammatik {ibersichtlich zu strukturieren.

Anmerkung: Zahlen wie zum Beispiel 0,5 oder 0,500 sollen weiterhin akzeptiert wer-
den.

"http://projekte.gymnasium-odenthal .de/informatik/anzeige.php?site=gtype=pdf&dateiname=
2003-2004-3%,20Sprachen-AVL-Baeume-Prolog.pdf&verlauf=Informatik/Jahrgangsstufe20Q/
001%20Klausuren/Q2/2003-2004-3%20Sprachen-AVL-Baeume-Prolog.pdf



Losung

(a) Die Sprache D wird durch die Grammatik (N, T, P, Zahl) beschrieben, wobei

N = {Zahl, Ziffern, Ziffer, Vorzeichen},
= {---alle Zeichen in den Produktionen zwischen Anfihrungszeichen - -},
{ Zahl — [Vorzeichen] Ziffern [", " Ziffern] ,
Ziffern — Ziffer { Ziffer} ,
ZiﬁeT — non" | | ngn ,
Vorzeichen — "+" | "=" }

(b) Die Sprache D* wird durch die Grammatik (N, T, P, Zahl) beschrieben, wobei

N = {Zahl, Vorkomma, Nachkomma, Ziffern, Ziffer, PosZiffer, Vorzeichen},
T = {---alle Zeichen in den Produktionen zwischen Anfihrungszeichen - - -},
P={ Zahl — [Vorzeichen] Vorkomma [Nachkomma)
Vorkomma — Ziffer | PosZiffer Ziffern
Nachkomma — " ," Ziffern ,
Ziffern — Ziffer { Ziffer} ,
Ziffer — "0" | PosZiffer ,
PosZiffer — "1" | -+ | "9" |
Vorzeichen — "+" | "=" }

Aufgabe 3 (4 Punkte)

DATALOG-Programme besitzen folgenden Aufbau.

e Ein Programm ist eine moglicherweise leere Folge von Klauseln. Eine Klausel ist
entweder ein Faktum oder eine Regel.

e Ein Faktum besteht aus einer Atomformel gefolgt von einem Punkt.

e Eine Regel besteht aus einer Atomformel, gefolgt von den Zeichen :- sowie ei-
ner nicht-leeren Liste von Atomformeln, die durch Kommas (,) getrennt werden.
Regeln enden ebenfalls mit einem Punkt.

e Eine Atomformel ist ein Name, dem optional eine in runden Klammern eingeschlos-
sene Argumentliste folgen kann.

e Eine Argumentliste ist eine nicht-leere Folge von Namen und Variablen in beliebiger
Reihenfolge, die voneinander durch Kommas getrennt werden.

e Ein Name ist eine nicht-leere Folge von Buchstaben und Ziffern, die mit einem
Kleinbuchstaben beginnt.

e Eine Variable ist eine nicht-leere Folge von Buchstaben und Ziffern, die mit einem
Grofibuchstaben beginnt.



Das folgende Beispiel besteht aus zwei Fakten und drei Regeln; adam, seth, istKindVon
usw. sind Namen, X und Y sind Variablen.

istKindVon(seth,adam) .

istKindVon(enosh,seth).

istNachfahreVon(X,Y) :- istKindVon(X,Y).

istNachfahreVon(X,Z) :- istKindVon(X,Y), istNachfahreVon(Y,Z).
istMensch(X) :- istNachfahreVon(X,adam) .

Beschreiben Sie die zuldssigen DATALOG-Programme mittels einer kontextfreien Gram-
matik. Verwenden Sie so weit wie moglich EBNF-Notationen, um die Grammatik iiber-
sichtlich zu halten und rekursive Regeln zu vermeiden.

Losung
(N, T, P, Programm), wobei

N = {Programm, Klausel, Faktum, Regel, Atom, ...},
T = {---alle Zeichen in den Produktionen zwischen Anfiihrungszeichen-- -},
P = { Programm — {Klausel},
Klausel — Faktum | Regel,
Faktum — Atom".",
Regel — Atom" : =" Atom{"," Atom}".",
Atom — Name[" (" Argliste") "],
Argliste — Arg{"," Arg},
Arg — Name | Var,
Name — KB{Alphanum},
Var — GB{Alphanum},
Alphanum — KB | GB | Num,

KB% P ’ ’ "Z",
GB‘) nAn ’ ’ "Z",
Num s non ’ . ’ ngn }

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Wihlen Sie geeignete Préidikaten- und Konstantensymbole und tibersetzen Sie die fol-
genden Sétze in pridikatenlogische Formeln.

(a) Tobias hat Hunger.

(b) Es gibt nichts zu Essen.
(
(d

)
)
c) Tobias mag keine Falafel aber er mag Kebab.
) Alle moégen Kebab.

)

(e) Jedes Kind, das Hunger hat, mag Kebab.



Losung

Seien Mag/2, Hunger/1, Essen/1 und Kind/1 Pradikatensymbole sowie tobias, kebab
und falafel Konstantensymbole mit folgender Bedeutung;:

Mag(z,y) ... z magy tobias ... Tobias
Kind(x) ... x ist ein Kind falafel ... Falafel
Hunger(z) ... x hat Hunger kebab ... Kebab
Essen(x) ... x ist Essen

(a) Hunger(tobias)
(b) =3z Essen(z)

(¢) ~Mag(tobias, falafel) N Mag(tobias, kebab)
(d) YzMag(z, kebab)

(e) Vz((Kind(z) N Hunger(z)) D Mag(x, kebab))

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Seien Feiert/2, Fest/1, Kind/1 und Lustig/1 Priadikatensymbole sowie weihnachten und
hannukah Konstantensymbole mit folgender Bedeutung:

Fest(x) ... x ist ein Fest Feiert(x,y) ... x feiert y
Kind(x) ... x ist ein Kind weihnachten ... Weihnachten
Lustig(x) ... x ist lustig hannukah ... Hannukah

Verwenden Sie diese Symbole, um die beiden nachfolgenden Sétze in pradikatenlogische
Formeln zu tibersetzen.

(a) Kein Kind feiert sowohl Weihnachten als auch Hannukah.

(b) Es gibt lustige Feste, die von allen Kindern gefeiert werden.
Sei weiters folgende Interpretation I gegeben:
U = {Mia, Max, Anna, Tim, Fasching, Ostern,
Laternenfest, Weihnachten, Hannukah, Advent}
= {Fasching, Ostern, Laternenfest, Weihnachten }
= {Mia, Max, Anna}
= {Fasching, Laternenfest, Advent }
= {(Mia, Fasching), (Mia, Ostern), (Mia, Weihnachten),
(Max, Laternenfest), (Max, Weihnachten), (Max, Ostern),
(Tim, Anna), (Tim, Hannukah),
(Anna, Fasching), (Anna, Weihnachten) }
I(weihnachten) = Weihnachten
I(hannukah) = Hannukah

I(Fest
I(Kind
I(Lustig
I(Feiert

~— — ~— ~—



Ubersetzen Sie die nachfolgenden Formeln in natiirliche Sprache. Geben Sie an, ob die
Formeln in der angegebenen Interpretation I wahr oder falsch sind. Begriinden Sie Thre
Antwort; es ist keine formale Auswertung erforderlich.

(c
(d
(e
(f

Kind(x) D Jy(Fest(y) A Feiert(z,y)))

) Va (
) 3z (Kind(z) A 3y (Fest(y) A Lustig(y) A Feiert(z,y)))
) Va (Feiert(x, wethnachten) # Feiert(x, hannukah))

) Va (Fest(x) D 3y (Kind(y) A Lustig(y) A Feiert(z,y)))

Losung

(a) —3Jz (Kind(x) N\ Feiert(x, weihnachten) A Feiert(x, hannukah)) oder
V (Kind(x) D (Feiert(z, weihnachten) 1 Feiert(x, hannukah))) oder
Va (Kind(x) D (—Feiert(z, weihnachten) V — Feiert(x, hannukah)))

) A

(b) 3z ((Fest(x) A Lustig(xz) A Vy (Kind(y) D Feiert(y,x))) oder
JxVy ((Fest(x) A Lustig(z) A Kind(y)) D Feiert(y,x))

(c) Ubersetzung: Alle Kinder feiern ein Fest.
Wahr: Die einzigen Kinder sind Mia, Max und Anna, und Mia feiert Fasching, Max
feiert das Laternfest und Anna feiert Fasching.

(d) Ubersetzung: Es gibt ein Kind, das ein lustiges Fest feiert.
Wahr, da Mia ein Kind und Fasching sowohl lustig als auch ein Fest ist und (Mia, Fasching) €
I(Feiert).

(e) Ubersetzung: Alles feiert entweder Weihnachten oder Hannukah.
Falsch, da (Weihnachten, Weihnachten) ¢ I(Feiert) und (Weihnachten, Hannukah) ¢
I(Feiert).

(f) Ubersetzung: Jedes Fest feiert mindestens ein lustiges Kind.
Falsch. Es gibt kein Fest, das ein Kind feiert.

Aufgabe 6 (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Formeln

—3z(P(x) AVy(Q(y) D R(x,y))) und Vy3dz(=P(y) Vv (Q(x) A ~R(y,)))

logisch dquivalent sind.



= —-Jz(VyP(x) ANVy(Q(y) D R(z,y))) VaF = F wenn z nicht in F' vorkommt

= —JzVy(P(z) A (Q(y) D R(z,y))) Ve (F ANG) =VaF ANV2G

= Va-Vy(P(z) AN (Q(y) D R(z,v))) —JdzF = Vz-F

= VaIy—(P(z) A (Q(y) D R(z,y))) Vo F = Jz—F

=VoIy=(P(z) A (-Q(y) V R(z,y))) F>G=-FVG

=VaIy(-P(z) V (Q(y) N—R(z,y))) —(FVG)=-FA-G, ~(FANG)=-FV-G (de Morgan)
=Vz3y(=P(2) V (Q(y) A—R(z,y))) VaF[z]=VyFly] falls y nicht in F[z] vorkommt
=Vz3z(=P(2) V (Q(x) AN —R(z,x))) FoF[x] = JyF[y] falls y nicht in F[z] vorkommt
=VYyIx(-P(y) V (Q(z) AN—R(y,z))) VaF[x] =VyF[y| falls y nicht in F[z] vorkommt

Aufgabe 7 (4 Punkte)

Gegeben sei das folgende Petri-Netz mit Anfangsmarkierung.

" @ .

|
N

Fassen Sie die Bezeichnungen der Transitionen als Alphabet auf und die Markierungen
(also die jeweiligen Belegungen der Stellen mit Marken) als Zustéande. Beschreiben Sie die
moglichen Reihenfolgen, in der die Transitionen feuern und die Markierungen auftreten
konnen, mit Hilfe eines endlichen Automaten. Der Automat soll also Worter wie t3t1ts
akzeptieren, weil die Transitionen in dieser Reihenfolge feuern kénnen, nicht aber ¢sts.

Losung

Die Abldufe im Petrinetz lassen sich durch einen Automaten mit (in diesem Fall) endlich
vielen Zustinden beschreiben. Die Markierungen bilden die Zusténde, die Transitionen
das Alphabet. Erhdlt man aus einer Markierung m durch Feuern einer Transition ¢ eine
Markierung m/, dann gibt es einen Ubergang beschriftet mit ¢ vom Zustand fiir m zu
jenem fir m/.



Wir stellen jede Markierung durch vier Zahlen ™, dar, wobei n; die Anzahl der
Marken in der Stelle s; angibt. Die endlichen Reihenfolgen, in denen die Transitionen
feuern kénnen, entsprechen der Sprache des folgenden Automaten.

t3

to

t 1

start

Diese Transitionsfolgen lassen sich auch durch den folgenden reguldren Ausdruck in
algebraischer Notation beschreiben:

(tst1)"™ + (tst1)™ts + (tst1)*to

Aufgabe 8 (4 Punkte)

Eine kreuzformige Strafienkreuzung ist mit Fahrzeugampeln (vier Phasen: rot, rot-gelb,
griin, gelb) und Fufigingerampeln (zwei Phasen: rot, griin) fiir alle Richtungen ausge-
stattet. Es gibt keine speziellen Ampeln fiir Abbieger.

JI |I| |L
ﬁ:ﬁ:ﬁ

Modellieren Sie die Schaltfolgen der Ampeln mit Hilfe eines Petri-Netzes. Geben Sie
eine geeignete Anfangsmarkierung an. Geben Sie den Stellen und Transitionen geeignete
Bezeichnungen, die ihre Rolle beschreiben.

Hinweise: Ampeln, die sich identisch verhalten, kdnnen als eine einzige Ampel betrachtet
werden.

Losung

Fahrzeugampeln kénnen vier Phasen durchlaufen, die wir gr (griin), ge (gelb), ro (rot)
und rg (rot-gelb) nennen. Analog durchlaufen FuB8gidngerampeln die Phasen ro und gr.
Wir miissen in unserer Modellierung vier Ampeln unterscheiden: zwei Fahrzeugampeln
(A und B), die gegengleich geschaltet sind, und zwei Fulgdngerampeln (a und b), die
jeweils parallel zu den jeweiligen Fahrzeugampeln geschaltet sind. Gegengleich soll hier
bedeuten, dass die eine Fahrzeugampel rot ist, wihrend die andere die Nicht-Rot-Phasen



durchléuft. Parallel soll bedeuten, dass die Fulgdngerampel nur griin ist, wenn die zuge-
horige Fahrzeugampel griin ist, und rot sonst. In unserer Modellierung werden wir keine
iiberlappenden Rot-Phasen gegengleicher Ampeln vorsehen, und keine unterschiedlichen
Griinphasen paralleler Ampeln.

Im Petri-Netz sehen wir eine Stelle fiir jede Ampel und jede Phase vor. Somit bendtigen
wir 12 Stellen, die wir Agr, Age, Aro, Arg, agr, aro, Bgr, Bge, Bro, Brg, bgr und bro
nennen.

Wenn wir die beiden Ampelpaare A/a und B/b zunéchst noch nicht synchronisieren,
erhalten wir die folgenden beiden Petri-Netze.

Age Brg

Nun miissen wir noch dafiir sorgen, dass immer eine der beiden Ampelpaare rot ist,
indem wir die Transitionen zusammenziehen.

Age Brg

O— O,

o
Agr 7 agr  aro Aro Bro Q (L) Ber
b W &

Arg Bge

Aufgabe 9 (4 Punkte)

Wenn Géste das Restaurant Chez Pierre betreten, stellen sie sich zunéchst zur Bar, um
auf einen Tisch zu warten. Wahrend des Wartens kénnen sie beim Barkeeper Getranke
bestellen. Der Barkeeper bereitet jedes Getrank einzeln zu und iibergibt es dann dem

10



Gast. Hat ein Gast ein Getrank bestellt, muss er auf dieses an der Bar warten und kann
wéahrenddessen nicht zum Tisch gehen.

Ist ein Tisch frei, holt der Kellner einen Gast bei der Bar ab und bringt ihn zum Tisch.
Dort wartet er gleich auf die Bestellung und holt diese aus der Kiiche. Erst danach kann
er sich um einen weiteren Gast kiilmmern.

Hat ein Gast fertig gegessen, zahlt er bei einem freien Kellner und wird von diesem zur
Tiir gebracht. Anschlieflend rdumt der Kellner den Tisch ab, um ihn fiir den néichsten
Gast vorzubereiten. Anschlieend kann er sich wieder um einen Gast kiimmern.
Modellieren Sie dieses System mit Hilfe eines Petri-Netzes. Geben Sie den Stellen und
Transitionen geeignete Bezeichnungen, die ihre Rolle beschreiben. Nehmen Sie an, dass
es 6 Tische gibt, die zu Beginn alle frei sind. An jedem Tisch kann nur ein Gast Platz
nehmen. Im Restaurant arbeiten ein Barkeeper und zwei Kellner. Zu Beginn befinden
sich 4 Gaste vor dem Restaurant, die es betreten wollen. Geben Sie den Stellen und
Transitionen geeignete Bezeichnungen, die ihre Rolle beschreiben.

LGosung

Die Losung ist nicht eindeutig und héngt von den Details ab, die man modelliert. Eine
mogliche Losung ist die folgende.
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