Logik und Grundlagen

Martin Goldstern
Moritz Gschwandtner

Stefan Hetzl



Die urspriingliche Version des Skriptums wurde von Moritz Gschwandtner nach
einer Vorlesung von Martin Goldstern geschrieben, spater von Goldstern
iiberarbeitet. Das Kapitel iiber Resolution wurde von Stefan Hetzl {iberarbeitet.



KAPITEL 1
Naive Mengenlehre

I.1. Sinn der Mengenlehre

(1) Das Unendliche mit mathematischen Mitteln zu erforschen.
(2) universelle Sprache der Mathematik
(3) ,hardware* der Mathematik.

Zu Punkt 1: Die wesentliche Erkenntnis der Mengenlehre ist die, dass es ver-
schiedene ,Grofsen” von unendlichen Mengen gibt. Sie haben vielleicht schon von
s,abzahlbar® und ,jiberabzéhlbar gehort, das ist aber noch léngst nicht alles, es
gibt eine unendliche Skala von unendlichen ,Kardinalitdten“, und diese Skala ist
nicht nur unendlich lang, sondern natiirlich iiberabzédhlbar — wie lang genau,
das kann ich Thnen nicht sagen, dafiir miissen wir uns erst eine eigene Sprache
schaffen. — Mehr dazu in ein paar Wochen, und auch im néchsten Semester, und
wenn sich geniigend Interessierte finden, auch in den folgenden Jahren.

Zu Punkt 2: Wir werden bereits in diesem Semester sehen, dass wir alle Objek-
te der Mathematik durch ,reine oder , hereditire* Mengen interpretieren (oder
,darstellen“) konnen.

Mit hereditar meine ich: auch die Elemente dieser Mengen sind wiederum Mengen,
und die Elemente davon auch, etc. ,Mengen bis ganz unten“ (Das ist deshalb ok,
weil es bei der leeren Menge aufhort, bzw anféngt.)

Mit ,darstellen meine ich: Wir werden zB Mengen finden, die wir als ,natiirliche
Zahlen“ interpretieren kénnen: sie sind alle verschieden, es gibt eine ,erste”, zu
jeder gibt es eine ,nachste”, und es gilt das Prinzip der vollstédndigen Induktion fiir
sie — wenn man davon ausgeht, dass die natiirlichen Zahlen nur bis auf [somorphie
bestimmt sind, dann reicht uns das schon. Mehr dazu in den nédchsten Wochen.

Zu Punkt 3: Es gibt Fragen in der ,naiven Mathematik, die man mit den ,iibli-
chen Mitteln nicht l6sen kann, und die im Kern mengentheoretischer Natur sind.
Ein paar prominente Beispiele:

e Kontinuumshypothese (gibt es eine iiberabzéhlbare Teilmenge der reellen
Zahlen, die nicht bijektiv auf alle reellen Zahlen abgebildet werden kann?

e Mafstheorie: Gibt es ein (nichttriviales) o-additives Mafs, welches alle
Teilmengen von R misst?

e Funktionalanalysis: gibt es einen unstetigen Homomorphismus zwischen
Banachalgebren?
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e Algebra: Whiteheadproblem (iiber freie abelsche Gruppen: ist jede White-
headgruppe frei?)

e Topologie: Normal Moore space problem

o ...

Mehr dariiber in guten Biichern, und (auf Wunsch) in Spezialvorlesungen.

I.2. Was ist eine Menge?

Cantor: eine Mengen ist die Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung zu einem Ganzen. Das ist zwar keine formale Definition,
aber das zeigt schon ein Charakteristikum: Eine Menge ist nicht eine ,Vielheit",
sondern ein EINZIGES Objekt, eben ein ,ganzes®.

Beginnen wir gleich mit der historisch wohl ersten ,mengentheoretischen Uberle-
gung':

1.3. Der Satz von Cantor

Wir nennen eine unendliche Menge M ,abzédhlbar®, wenn es eine bijektive Ab-
bildung von N nach M gibt. Jede unendliche Menge enthéilt eine abzihlbare
Teilmenge, ist also sozusagen ,mindestens abzidhlbar®. Cantor hat nun gezeigt,
dass die Umkehrung nicht gilt: nicht jede unendliche Menge ist abzahlbar, es gibt
also unendliche Mengen, die man mit einem Abzéhlprozess nicht ,ausschopfen‘
kann.

Wir zeigen: Sei M = & (N), die Potenzmenge von N. Dann ist M nicht abzahlbar.
Genauer: Sei f: N — Z(N), dann gibt es ein A € Z(N) (das heifit: A C N), A
nicht im Wertebereich von f, also A ¢ f[N], oder anders ausgedriickt: Fiir jedes
n € Nist A# f(n).

Beweis: Sei

A:={n:n¢ f(n)}.
Wiére nun A = f(ng), dann iiberlegen wir: Ist no € A?
ng € A< ng ¢ f(ng) < ng ¢ A. Das ist ein Widerspruch, also kann es so ein ng
nicht geben.
Zur Illustration betrachen Sie die folgende Abbildung f, die zB der Zahl 0 die
Menge aller natiirlichen Zahlen zuordnet, dann der Zahl 1 die leere Menge, dann

die ungeraden Zahlen, die Primzahlen, usw.
f(0)={0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,...}

F)=A
f2)=A
f3)=A{

!
1, 3, 5 7, ..}
)

Die Menge A, die sicher nicht im Wertebereich von f liegt, bekommt man, nun,
wenn man in obigem Diagramm entlang der Diagonale geht:
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f(0)={0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,...}
f={ _ )
f={ 1, 3, 5 7, ...}
f3)=A 2,3, 5 7, ...}
f4y={0. 2, 4 6, 8..}
und das Komplement bildet, aus {0, 3,4,...} entsteht A = { 1,2, v b

und sicherlich ist A # f(0) (weil ja 0 € f(0), aber 0 ¢ A. Ebenso erhdlt man
A # f(1), ete.

Dieser Beweis ist also ganz analog zum Ihnen bekannten Beweis,! dass die reellen
Zahlen iiberabzahlbar sind.

Den obigen Beweis konnen wir verallgemeinern zu folgendem Satz: Sei X beliebige
Menge, dann gibt es keine surjektive Funktion von X auf £2(X), d.h: Wann
immer f: X — Z(X), dann gibt es ein A C X, sodass es kein zg € X gibt mit
Beweis: Sei A:={zr e Xz ¢ f(x)}. ...

I.4. Die Russellsche ,,Antinomie*

Jetzt wird es aber schon recht eng. Sei namlich M die Menge ALLER Mengen.
Jedes Element von &2 (M) ist eine Teilmenge von M, also jedenfalls eine Menge,
also ein Element von M. Damit haben wir eine surjektive Funktion von M nach
P (M) gefunden: z — z (und denjenigen Elementen von M, die keine Teilmengen
von M sind, ordnen wir die leere Menge zu, also jedenfalls ein Element von
Das scheint ein Widerspruch zu sein. Gehen wir zum vorigen Beweis zuriick, da
hatten wir eine Menge A konstruiert, die explizit nicht im Wertebereich von f
sein kann:

A={zeM:z¢ f(x)}={z:x¢z}U{z:a € M}

lGenaugenommen hat das Cantor nicht so geschrieben, er hatte eine Arbeit iiber die reellen
Zahlen geschrieben, in dieser Arbeit hat er bewiesen, dass es nur abzéhlbar viele algebraische
Zahlen gibt, aber iiberabzihlbar viele reelle Zahlen. Interessanterweise hat er diese Arbeit ,,Uber
eine Eigenschaft des Inbegriffs aller algebraischen Zahlen“ genannt, das Abz&hlbarkeitsresultat
schien ihm also anscheinend wichtiger als das Uberabzihlbarkeitsresultat.

Mir scheint es aber so, dass die Idee der Uberabzihlbaren, also die Idee, dass man zwischen
verschiedenen ,Grofien” unendlicher Mengen unterscheiden kann, einer der wichtigsten Beitrége
Cantors zur Mathematik war. Natiirlich gibt es auch ganz andere Methoden, mit denen man
unendliche Mengen ihrer ,Grofe” nach unterscheiden kann, z.B. das Lebesguemafs oder die
Hausdorffdimension, das sind aber immer Groéfenbegriffe, die nicht die Menge selbst sondern
eine Struktur (zB eine geometrische Struktur) auf der Menge messen, die Begriffe ,abzéhlbar,
Liberabzahlbar®, und allgemeiner ,Kardinalitdt® beschéftigen sich mit nackten Mengen.
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Schauen wir uns das genauer an, und bezeichnen wir die erste dieser Mengen mit
R:
R={xeM:x¢x}

Dies ist die ,,Russelsche Paradoxie”, die Menge aller Mengen, die sich selbst nicht
als Element enthalten, fiithrt auf einen Widerspruch: Enthéalt sich diese Menge R
selbst, oder nicht?

x ist genau dann in R, wenn z die Bedingung x ¢ x erfiillt.
Dies gilt fiir jedes x, also insbesondere auch fiir x = R:
R ist genau dann in R, wenn R die Bedingung R ¢ R erfiillt.

Das scheint zunéchst sehr unangenehm, denn wenn diese Beweismethode der Dia-
gonalisierung, die einen schonen Satz beweist, auch einen Widerspruch beweist,
dann geht uns vielleicht dieser schone Satz verloren. Vielleicht ist sogar das Be-
griffspaar Abzihlbarkeit /Uberabzihlbarkeit in sich widerspruchsvoll?

Um dieses scheinbare Paradoxon aufzukliren, betrachten wir zwei ganz andere
Beispiele:

Erstens, sei ng die kleinste natiirliche Zahl. Dann ist ng — 1 aber noch kleiner,
Widerspruch!

Der Widerspruch klart sich auf: ng — 1 ist keine natiirliche Zahl mehr! Vielleicht
ist die ,,Menge*“ R auch keine Menge mehr?!

Zweitens: Sei x die kleinste positive reelle Zahl. Dann ist aber /2 noch immer
eine positive reelle Zahl,und kleiner — Wlderspruch.

Aufklarung: Ein zy wie gewiinscht ,,gibt es nicht“. Vielleicht ist das mit R so
ahnlich?

Wir umschreiben einmal die Definition von R: R ist ja als Menge {z : ¢ =}
definiert, d.h: R sei eine Menge, die folgende Eigenschaft hat: fiir alle x gilt: x ist
genau dann in R, wenn x kein Element von x ist.

Wie wir aber vorhin gesehen haben, gibt es so ein R einfach nicht! Das hat noch
gar nichts mit Mengenlehre zu tun, das ist ein rein logischer Widerspruch. Wenn

wir irgendeine zweistellige Relation ¢ betrachten, dann gilt genauso: Es gibt
kein Objekt R mit der Eigenschaft: fiir alle z: (z ¢ R < = & x).

1.5. Das Komprehensionsprinzip

Wie sind wir denn {iberhaupt auf die Idee gekommen, dass es so eine Menge R
geben soll? Die Idee, die hinter der Mengenbildung steckt, ist folgende:

(K1) Wann immer wir eine Eigenschaft E(x) haben (,,x ist natiirliche Zahl“,
»x ist differenzierbare Funktion®, ,z ist ein Fermatsches Tripel“ [leere
Mengel|),
dann konnen wir die ,Menge aller x, die E erfiillen* bilden.

Anders ausgedriickt:
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(K2) Fiir jede Eigenschaft E(-) gibt es eine Menge Mg, die folgendes erfiillt:
Ve:x € Mg < E(x)

Das nennen wir das Komprehensionsprinzip.

Hier steckt wieder die Intuition dahinter, dass wir alle Objekte mit einer gemein-
samen Eigenschaft (die natiirlichen Zahlen, die differenzierbaren Funktionen, etc.)
als EIN GANZES begreifen kénnen. Wenn sie von dem philosophischen Streit um
aktual-Unendlich vs Potentiell-unendlich gehort haben, dann sehen Sie: die Men-
genlehre steht klar auf der Seite des aktual-Unendlichen.

Dieses Komprehensionsprinzip ist also genau das, was wir wollen. Aber: You
can’t always get what you want!

Es wére auch schon, wenn man immer Summe mit Integral vertauschen kénnte,
oder wenn Matrizenmultiplikation kommutativ wére, aber es ist eben nicht so.
Wir haben gesehen, dass dieses sehr allgemeine Komprehensionsprinzip auf einen
Widerspruch fiihrt, wenn wir fiir die Eigenschaft ,E(z)“ ,,z ¢ 2 einsetzen. Zu-
mindest diese Eigenschaft miissen wir also aus unserem Komprehensionsprinzip
ausklammern.

Auf welche anderen Eigenschaften diirfen wir Komprehension nicht anwenden?
Da gibt es verschiedene Moglichkeiten, die zu verschiedenen Mengentheorien
fithren. Entweder man meint, das Ubel liege darin, dass dieselbe Variable so-
zusagen gleichzeitig auf zwei verschiedenen Stufen vorkommt, als Element: z €,
und als Menge: € x. Wenn man diesen Ansatz weiterverfolgt, kommt man zur
Russellschen Typentheorie, oder zu Quines New Foundations, das sind beides
salternative Mengentheorien, die uns aber jedenfalls in diesem Semester nicht
weiterhin beschéaftigen werden.

Wir werden so vorgehen: Wir schreiben uns eine explizite Liste aller jenen Fille
des Komprehensionsprinzips auf, die wir zulassen wollen. Diese Liste nennen wir
die Axiome. (Einige Axiome haben allerdings eine andere Form: Extensionalitéts-
axiom, Auswahlaxiom.)

Ich werde dann versuchen, sie zu iiberzeugen (oder zu iiberreden),

(1) dass wir uns mit dieser harmlosen Liste keinen Widerspruch einhandeln.
(2) dass die in dieser Liste postulierten Mengen fiir die gesamte Mathematik
als Grundlage ausreichen.
But if you try sometimes you’ll find: You’ll get what you need...

Bevor wir mit der Auflistung der Axiome beginnen, beschreiben wir einige men-
gentheoretische Konstruktionen, um ein besseres Gefiihl dafiir zu bekommen, was
wir den eigentlich brauchen.

Wir werden im Aufbau unserer Mengenlehre einem ,totalitdren Kurs folgen: wir
diirfen eine Menge M nur dann bilden, wenn wir aus den Axiomen schliefsen

2comprehendo 3, -di, -pr(eh)ensus: zusammenfassen; fassen, erfassen, begreifen
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kénnen, dass es so einen Menge M mit den gewilinschten Eigenschaften auch
wirklich gibt.

(Nicht alles, wofiir man eine Beschreibung hat, existiert auch. Existenz und ge-
gebenenfalls Eindeutigkeit miissen erst bewiesen werden. Beim Rechnen in einem
Korper zum Beispiel darf man /2 auch nur dann hinschreiben, wenn man bereits
wei, das x eine Quadratwurzel hat, und Sie diirfen so etwas wie z = z/y nur
dann verwenden, wenn Sie wissen, dass y # 0 ist. In der Schule lernt man solche
Dinge wie ,durch 0 darf man nicht dividieren“ — ich wiirde das aber nicht als
Verbot sehen, sondern als Abkiirzung fiir den Sachverhalt: | Es gibt kein [eindeutig
bestimmtes| z mit z - 0 = z, daher ist der Ausdruck x/0 sinnlos®.)

I1.6. Reine Mengen

Ein weiteres Prinzip, dem wir in der Mengenlehre folgen werden: Alle Objekte
sind Mengen. Insbesondere auch alle Elemente aller Mengen, die wir betrachten
werden. ALLE OBJEKTE SIND MENGEN! Es gibt also keine ,Atome* oder
,2Urelemente”, oder wenn es sie ,,gibt, dann werden wir sie jedenfalls [zunéchst|
aus unseren Uberlegungen ausklammern.

Warum diese Einschrinkung? Das hat nur technische Griinde, man kann Men-
genlehre auch iiber Atomen betreiben, und manchmal ist das auch notig oder
zumindest praktischer, aber wir werden das, zumindest in diesem Semester, nicht
brauchen. Wie schon vorhin erwéhnt, werden wir alle mathematischen Objekte
durch Mengen darstellen oder emulieren”. (Man kann aber ebenso ein Mengen-
lehre iiber einer vorgegebenen Menge von ,,Atomen‘ oder ,,Urelementen“ aufbau-
en, das ist Geschmackssache; unser Vorgehen, die Mengenlehre ohne Atome, ist
technisch einfacher.)

Leitlinien

1. Alle Objekte [die wir in dieser Vorlesung betrachten werden| sind Men-
gen.

2. Andere mathematische Objekte werden durch Mengen ,emuliert®.

Das Komprehensionsprinzip:
Fiir jede Eigenschaft E(-) gibt es eine Menge Mg, die folgendes
erfullt:
Vo :x e Mg < E(z)
ist leider im Allgemeinen falsch (Beispiel: E(x) = ,x ¢ x*), aber wir werden es
trotzdem ,worsichtig” anwenden, um die Bildung von Mengen zu rechifertigen.

3. ,yorsichtig® heifst: nur in gewissen Féllen, die wir durch ,,Axiome"“ be-
schreiben. D.h., die [meisten| Axiome fordern oder postulieren die Exi-
stenz gewisser Mengen.

4. Wir versuchen, alle Eigenschaften durch Formeln zu beschreiben.
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I1.7. Das geordnete Paar

Wir wollen mit Funktionen und Relationen arbeiten. Dafiir brauchen wir den
Begriff des ,geordneten Paars (x,y)*. Wir wollen (x,y) (fiir alle Mengen x,y)
definieren, wobei folgende Eigenschaft erfiillt sein muss:

(%) VaeVyVa' Yy : (z,y) = (2',y) = z=2"ANy=1y

Wir wahlen die Paardefinition von Kuratowski:

(z,9) = {z} {2, 93}
und zeigen, dass tatsichlich die Forderung (x) erfiillt ist. [Beweis wird hier nicht

ausgefiihrt.|
Definition: A x B := {(z,y) : * € A,y € B} oder ausfiihrlicher
AxB:={z:(3x€ A)(Jy € B) z= (z,y)},
d.h:
Veiz€ AXB & dJr€e Ay eB:z=(x,y)

(die Forderung, dass diese Menge existiert, ist also wieder eine Instanz des Kom-
prehensionprinzips.)

1.8. Relationen und Funktionen

Definition: R ist Relation, wenn jedes Element von R ein geordnetes Paar ist. R
ist Relation von A nach B, wenn R C A x B.

Definition: dom(R) = {z : Jy (x,y) € R}, der ,Definitionsbereich* von R. Das ist
meistens nur sinnvoll, wenn R eine Relation ist (aber im Prinzip fiir jede Menge

R definiert).
Definition: ran(R) = {y : 3z (x,y) € R}, der ,Wertebereich“ von R.
Definition: f ist eine Funktion® von A nach B (wir schreiben auch f : A — B),
wenn f C A x B, dom(f) = A, und
Ve e AVye BYY € B: (v,y) e fA(n,y)ef =y=1v
Wenn f: A — B, dann definieren wir

flx)={t:3y e Bl(z,y) € fAt€yl}
oder
f(z)={t:Vy € Bl(z,y) € f =t €y}

3Das, was wir hier ,Funktion“ nennen, nennen andere den Graph der Funktion. Gelegentlich
wird gefordert dass eine Funktion F ein Wirklichkeit ein Tripel (A, f, B) ist, wobei A die
Definitionsmenge von F ist, B die Zielmenge, und f der Graph von F’; wir hingegen meinen
mit einer Funktion den Graph der Funktion. (Achtung: daher ist ,Surjektivitdt“ nicht mehr
Eigenschaft einer Funktion, sondern eine Beziehung, die zwischen einer Funktion und einer
Menge gelten kann.)
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Diese beiden Definitionen sind dquivalent, weil es ja genau ein y mit (z,y) € f
gibt.

Es ist leicht sehen (und nicht so schwer zu beweisen), dass fiir Funktionen f, g :
A — B gilt:

f=9g ©VaeA: f(a) =g(a)

NOTATION [.8.1. Wenn f : A — B eine Funktion ist, und u € A, dann schreiben
wir f(u) fiir das (eindeutig bestimmte) v € B mit (u,v) € f. Wir nennen v das
Bild von u unter f.

Wenn U C A ist, schreibt man fiir die Menge
{v|(Fuel)(uv) e ft={v|Buelv=Fflu}={f(u)|uveU}

oft f(U). Das kann zu Verwirrung fiithren, wenn U zuféllig nicht nur Teilmenge
sondern auch Element* von A ist; daher nennen® wir diese Menge f[U].

1.9. Endliche Mengen; die natiirlichen Zahlen

Eine Menge E heiftt endlich, wenn es eine bijektive Abbildung von E in eine
beschréinkte Menge von natiirlichen Zahlen gibt. Aber was sind die natiirlichen
Zahlen? In dieser Vorlesung wollen wir natiirliche Zahlen als Mengen darstellen.

e Es bietet sich an, die Zahl 0 mit der leeren Menge () zu identifizieren:
0:=0.

e Fiir die Zahl 1 héatten wir gerne eine Menge mit genau einem Element
— wir definieren 1 := {0}.
(Beachten Sie dass dadurch 0 # 1 garantiert wird.

e Da 0 # 1 ist, hat die Menge {0, 1} genau 2 Elemente. Wir setzen 2 :=
{0,1}.

e Und so weiter. 7={0,1,2,3,4,5,6} ={0,1,2,3,4,5} U{6} = 6 U {6}.

e Die Menge {0,1,2,...} wird oft mit N, in der Mengenlehre aber meist
mit w bezeichnet.

Formal kann man die natiirlichen Zahlen so definieren:

4Im nichsten Abschnitt werden wir 2 := {0,1} und 3 := {0, 1,2} definieren. Wenn nun
f eine auf {0,1,2} definierte Funktion ist, was ist dann mit f(2) = f({0,1}) gemeint, der
Funktionswert an der Stelle 2 oder die Menge, die die beiden Funktionswerte f(0) und f(1)
enthélt?
®Die Schreibweisen fu fiir f(u) wird nur selten verwendet; gelegentlich sieht man aber die
Schreibweise f“U fiir f[U]:
fU={fu:uelU}.
Diese Schreibweise ldsst sich theoretisch fiir U C P (A) auch auf
f“U={fU:Uel}

verallgemeinern.
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Definition: Eine Menge M heift induktiv, wenn () € M ist und auRerdem gilt:
Ve: xe M = S(z)e M,
wobei® S(z) =z U {z}.

1.10. Folgen

Eine unendliche ,Folge* (von Elementen von A) ist eine Abbildung x mit dom(x) =
w (und ran(x) C A). Statt z(n) schreiben wir manchmal z,,, und statt x schrei-
ben wir manchmal (zg,xy,...) (Hier sind die Punkte ,,... ok, denn wir wissen,
was wir damit meinen)

Eine ,endliche Folge® ist eine Abbildung z mit dom(z) € w. dom(z) wird auch
,Lange* der Folge genannt. ZB ist

{(0,3),(1,1),(2,4),(3,1), (4,5)}
eine ,Folge der Lange 4. Diese Folge wird auch gerne als
(3,1,4,1,5)

geschrieben.”

1.11. Familien: eine facon de parler

Wenn A eine Menge ist, kann jedes Objekt x nur entweder x € A oder z ¢ A
erfiillen, z.B. ist {7, 7} laut Definition {x : x = 7V x = T}, also = {7}. Wenn wir
auch die Situation modellieren wollen, dass Elemente ,,mehrfach® enthalten sind,
verwenden wir Familien.

Definition: Eine ,Familie“ ist einfach eine Funktion.

Wir nennen eine Funktion dann , Familie, wenn es uns mehr auf den Wertebereich
der Funktion als auf die Funktion selber ankommt.

Schreibweise: Sei F': I — A Familie. Wir schreiben oft F; statt F(i). Statt F
schreiben wir auch oft (F; : ¢ € I). (Oder (F; | i € I) oder (F;);e; oder abkiirzend
(F};)i, oder — wenn der Kontext klar genug ist — nur (F}).)

Den Definitionsbereich einer Familie nennen wir die ,Indexmenge” der Familie.
Der Definitionsbereich von (F; : i € I) ist also die Menge .

Die Werte einer Familie nennen wir auch ,Elemente der Familie, oder Eintrége.
Fiir die Familie (F; : i € I) sind das also die Objekte F;. (Wenn etwa 7 € I, dann

6Man beachte, dass hier  sowohl als Menge wie auch als Element auftritt: im Ausdruck
x U {x} spielt das erste = die Rolle einer Menge, weil uns hier ndmlich die Elemente von x
interessieren, die wir alle in S(z) hineinpacken wollen. Das zweite x ist nur als weiteres Element
interessant, das auch noch zu S(z) gehort.

"Man kann auch runde Klammern fiir Folgen und spitze Klammern fiir Paare verwenden.
In den meisten Féllen ist es gar nicht notwendig, z.B. zwischen Folgen der Lange 2 und Paaren
zu unterscheiden.
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ist 7 der ,Eintrag* an der Stelle 7.) Ein Wert kann auch mehrmals vorkommen;
wenn es zum Beispiel zwei verschiedene Indizes ¢ # j mit F; = F} gibt, dann
sagen wir, dass die Menge F; mit Vielfachheit (mindestens) 2 vorkommt.

Definition: Wir nennen zwei Familien (4; : ¢ € I) und (B; : j € J) ,im
wesentlichen gleich”, wenn es eine Bijektion (,Umnummerierung) f : I — J gibt,
sodass fiir alle i € I A; = By(;) gilt. (Informell: Wenn sie die gleichen Werte mit
der gleichen Vielfachheit haben.)

Beispiel: Sei I = {3,4,5}, J = {5,12,13}.

Sei 3 = 10 = y13, ©4 = 100 = 19, x5 = 10 = y5. Dann sind (z; : i € ) und
(y; : j € J) ,im wesentlichen gleich“. (Sie modellieren beide eine ,Multimenge®,
die die Zahl 100 einmal und die Zahl 10 zweimal enthélt.)

Wenn wir eine Funktion als Familie schreiben, deuten wir damit an, dass es uns
bei dieser Funktion nicht auf Umnummerierungen ankommt.

Wenn wir zum Beispiel die Menge {(n, n*n) : n € Z} als Funktion auffassen (,die
Quadrierungsfunktion ist eine gerade Funktion®), miissen wir sie von der Menge
{(n+1,n%n) : n € Z} unterscheiden.

Wenn wir aber von dieser Menge als Familie sprechen (,in der Familie aller Qua-
dratzahlen kommt jedes Element aufer 0 doppelt vor”), deuten wir an, dass uns
der Unterschied zwischen {(n,n*n):n € Z} und {(n + 1,n*n) : n € Z} nicht
interessiert.

Schreibweise: Sei ' = (F} : i € I) Familie. Wir schreiben
also fiir die Menge = {y:Jdi el y € F;}.

F; fir Jran(F),

il

I.12. Mengen von Mengen; grofie Vereinigung

Alle Objekte, die wir betrachten, sind Mengen. Wenn wir betonen wollen, dass
wir ein Objekt A als Menge betrachten (also auch an Elementen a € A interessiert
sind), verwenden wir Grofbuchstaben.

Wenn wir betonen wollen, dass wir auch die Elemente eines Objekts .7 in ihrer
Eigenschaft als Menge betrachten wollen, dann verwenden wir fiir diese Elemen-
te Grofbuchstaben (z.B. A), und fiir die ,Menge der Mengen“ einen anderen
Schrifttyp, z.B. <.

Definition: Sei o/ eine Menge (von Mengen). Wir setzen
Uszf ={2:3B(z € Be «&)}.

Eine Menge von Mengen wird aus sprachésthetischen Griinden manchmal auch
als ,Familie von Mengen* bezeichnet. Dies kann man so rechtfertigen: Zu jeder
Menge o7 assozieren wir die Familie (A4; : ¢ € I), die so definiert ist: Die Menge [
ist einfach die Menge .7 selbst, und die Funktion i — A; ist die Identitdtsfunktion
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auf I. o7 (als Menge von Mengen betrachtet) ist also gleich der Menge der Werte
von 7 (als Familie betrachtet).

I.13. Q, R, etc.

Die ganzen Zahlen Z erhalten wir in gewohnter Weise aus den nattirlichen Zahlen:
Wir definieren auf w x w die Aquivalenzrelation

(n,k)~(n" k') & (n+k =k+n)
Die Menge der Aquivalenzklassen {(n,k)/~ : n,k € w} bildet dann mit der
Operation (n,k)/~ 4+ (m,l)/~ = (n + m,k + 1)/~ eine abelsche Gruppe, in die
w mit n — (n,0)/~ eingebettet wird. Diese Gruppe nennen wir Z.
Q bekommen wir als Quotientenkdrper von Z.

R stellen wir uns als Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen vor, oder als Dedekind-
schnitte (also gewisse Teilmengen von Q).

I1.14. Axiome, Teil 1

Die bisher informell betrachteten Operationen auf Mengen legen folgende Axio-
me® nahe:

Das erste Axiom sagt, dass Mengen durch ihren ,Inhalt* eindeutig bestimmt sind.

Extensionalitatsaxiom:
VAVB (Vz:z € Aoz € Bl = A=DB)
oder anders ausgedriickt:

VAVB(A#B=3z:(x € Akax ¢ B V z ¢ A&z € B)

Das scheint vielleicht manchen selbstverstandlich, aber betrachten sie zB folgende
zwei Mengen:

o 1. {n>2:2" 4 y" = 2" hat nichttriviale Losung }.
e 2. {f : f ist differenzierbare aber nicht stetige Funktion von [0, 1] nach

0,1]}.

Im ersten Fall steht eine Menge natiirlicher Zahlen da, im zweiten Fall eine Menge
von Funktionen. Kénnen zwei solche Mengen einander gleich sein? Man konnte sa-
gen, dass die beiden Mengen ,intensional“? verschieden sind, aber ,extensional“!’
nach gleich, nédmlich leer.

8Die folgende Liste wurde von Zermelo aufgestellt, ca. 1904, spéter hat Skolem noch eine
Ungenauigkeit beseitigt, und das letzte Axiom, das ,Ersetzungsaxiom®, wurde erst spéter von
Fraenkel hinzugefiigt. Das Ersetzungsaxiom werden wir voraussichtlich in diesem Semester nicht
brauchen.

9intendere — anspannen;sich wenden, streben nach; beabsichtigen

¢y tendere: ausspannen; sich ausbreiten, also Extension=die Spanne, hier: Inhalt
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Mit diesem Axiom legen wir uns fest, dass fiir uns nur die ,,Extension” Bedeutung
hat.

Wir werden im Folgenden ein paar Instanzen des Komprehensionsprinzips als
Axiome angeben. Jedenfalls wissen wir aber schon, wegen des Extensionalitéts-
axioms: Zu jeder Eigenschaft E(-) gibt es hdochstens eine Menge My mit:

Ve:x € Mg < E(x)
(Wéren namlich M und M’ zwei solche Mengen, dann hétten sie die gleichen

Elemente, wéren also gleich.)
Wir bezeichen diese Menge F mit

{z: E(x)}
Ich betone aber noch einmal, dass wir uns eigentlich immer, wenn wir so eine
Menge bilden, rechtfertigen miissen, dass die Bildung dieser Menge ,erlaubt® ist.

(Gelegentlich werde ich so eine Rechtfertigung aber Ihnen als Ubungsaufgabe
tiberlassen.)

Nullmengenaxiom: N : Vzx ¢ N, oder mit anderen Worten:
AN: (Vz:z € N & x #x)

Zusammen mit dem Extensionalitdtsaxiom sehen wir sofort, dass es genau eine
Nullmengen gibt, wir nennen sie () oder { }.

Singletonaxiom:

VaEIA:Va:(xGA@x:a)

also es wird die Existenz einer Menge {x : * = a}, auch kurz {a} genannt,
postuliert.

Kleines Vereinigungsaxiom.
VAVB 3C :Vx(r e C &z € AVz € B)

es wird also die Existenz einer Menge {z : © € AV x € B} postuliert, die wird
kurz AU B genannt.

(Wir werden spéter sehen, dass diese drei Axiome eigentlich iiberfliissig sind, weil
sie aus anderen Axiomen folgen, die wir spater behandeln werden.)

Paarmengenaxiom. Vx Vy dp :

Vzlzepez=2Vze=1y (also p = {x,y})

Vereinigungsmengenaxiom.

Va7 3S :Vz[z € S 3B € & z € B]
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D.h., S enthélt sozusagen genau die ,,Flemente zweiter Stufe von 7. Da es genau
eine Menge S wie oben beschrieben gibt, ist es sinnvoll, fiir sie einen neuen Namen
einzufiihren:

o ={2:3B(ze Be &)}
Beispiel 1: Sei o/ = {P,Q}. Dann ist
Ue ={x:3Re{P,Q}(x e R} ={z:2 e PVeecQ}=PUQ.

Beispiel 2: Sei o7 = {{0,3},{1,3},{}}, dann ist |y« = {0,3, 1,3 }={0,1,3}.
[Die Operation | J ,,nimmt Mengenklammern weg"|.
Beispiel 3: Sei &7 = 5 = {0,1,2,3,4} = {{},{0},{0,1},{0,1,2},{0,1,2,3} }.
Dann ist

Je ={0,01012 01,23} ={0,1,23}=4

Allgemein ist fiir n € w: [J S(n) = n. [Beweis?]

I1.15. Potenzmengenaxiom

Zu jeder Menge A gibt es ihre ,,Potenzmenge®, also eine Menge P, die [genau] alle
Teilmengen von A enthélt:

VATP :Vz[z € P & 2 C A

Wir schreiben
P(A)={B:BC A}

1.16. Produktmenge etc

Wir kénnen nun die Bildung von Produktmenge und anderen Mengen ,rechtfer-

tigen: Seien A und B Mengen. Wenn a € A, b € B, dann sind {a} und {a, b}

Teilmengen von AU B = J{A, B}.

Also {a},{a,b} € (AU B), daher (a,b) = {{a},{a,b}} C Z(AU B), daher
(a,b) € (X (AU B)).

Also ist Ax B={z¢€ P(PAUB)):Jaec Ab € B: z = (a,b)}, daher

ist die Existenz der Produktmengen aus einer Instanz des Aussonderungsaxioms
(zusammen mit Potenzmengenaxiom, Paarmengenaxiom und Vereinigungsmen-
genaxiom) beweisbar.

Wir konnen auch die Bildung der Menge
BA:={f: f Funktion von A nach B}

rechtfertigen.

Weiters: dom(R) = {z : Jy(x,y) € R} = {zr € UUR : Jy(z,y) € R} [denn
wenn (z,y) € R, dann ist z € {z} € (z,y) € R]

Ahnlich ran(R) = {y : 3z (v,y) € R}.
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1.17. Rekursive Definition

Satz: es gibt genau eine ,,Addition“ auf w. Das heift, es gibt genau eine Funktion
f 1w X w — w mit folgenden Eigenschaften:

e l.Vnew: f((n,0)) =n
e 2. VnewVkew: f((n,S(k))) = S(f({n,k))).

Beweisskizze: Wir nennen eine Menge A C (wxw)xw ,additiv®, wenn sie folgendes
erfiillt:

e Fiir alle x € w ist ((¢,0),x) € A.
e Firallex,y, z € w: Wenn ((z,y), z) € A, dann auch ((z,y+1), z+1) € A.
Mit y + 1 ist hier der Nachfolger gemeint: y + 1 = y U {y}.

Die ganze Menge w X w X w ist sicher induktiv. Man kann daher den Durch-
schnitt f :=J{ A | A induktiv } bilden. Den Beweis, dass f nun tatséchlich eine
Funktion ist, und die Peano-Axiome fiir die Addition erfiillt, fithren wir hier nicht
aus.

Ahnlich kann man andere zahlentheoretische Funktionen (wie z.B. Multiplikation
und Exponentiation) definieren.

1.18. Rekursive Definition, Verallgemeinerungen

Der Bildbereich so einer ,rekursiv definierten Funktion muss nicht w sein. Es gilt
allgemeiner:

Satz: Sei C' eine Menge, sei h : C' — C, a € w. Dann gibt es genau eine Funktion
f:w—C,die f(0) =aund f(S(n)) = h(f(n)) fir alle n € w erfiillt.

Beweis dhnlich.

Es gilt sogar noch allgemeiner:

Satz: Sei h:w x C — C, a € w. Dann gibt es genau eine Funktion f : w — w,
die f(0) = a und f(S(n)) = h(n, f(n)) erfillt.

Oder noch allgemeiner, mit ,Parametern®:

Satz: Sei A eine Menge. Sei h : AxwxC — C, g : A — C. Dann gibt

es genau eine Funktion f : A x w — C, die f(a,0) = g(a) (fir alle a) und
f(a,S(n)) = h(a,n, f(n)) (fir alle a € A und alle n € w) erfiillt.

Mit den Funktionen g : w — w, g(n) =n,und h : wxw xXw — w, h(a,n,c) = S(c)
erhalten wir eine Funktion f : wXw — w, die f(a,0) = a, f(a,S(n)) = S(f(a,n))
erfiillt, also genau die Addition. Statt f(a,n) schreiben wir kiinftig a + n. Statt
S(n) schreiben wir ab jetzt auch meistens n + 1.

Multiplikation und Exponentiation dhnlich.
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1.19. Baume

Baume sind ein wichtiges Konzept der diskreten Mathematik, das vor allem in
der Logik und der Informatik Anwendungen hat. Wir werden im Lauf dieser
Vorlesung immer wieder Baumen begegnen. In der Graphentheorie werden Baume
als zusammenhéngende kreisfreie Graphen definiert, und Wurzelbdume als Baume
mit einem ausgezeichneten Knoten. Wir verwenden eine andere Definition, die
aber auf einen ganz dhnlichen Begriff fiihrt:

DEFINITION 1.19.1. Ein Baum ist eine partielle Ordnung (7', <) mit folgenden
Eigenschaften:

e T hat ein kleinstes Element, die ,Wurzel“.
e Fiir alle t € T ist die Menge T, := {x € T : z < t} endlich™ und durch
< linear geordnet.

Die Elemente von T heifien oft auch ,Knoten“'? von 7. Die Anzahl der Elemente
von T.; heifst die ,Hohe* von t. Die Elemente der Hohe h bezeichnen wir mit
T'(h), die Elemente der Hohe < h mit T}, oder T'(<h).

Die Hohe des Baums ist das kleinste h mit T'(h) = (); wenn jedes Zahl n € N
Hohe eines Knoten ist, dann sei die Hohe von H ,unendlich”, was meist durch das
Symbol w beschrieben wird. Zum Beispiel hat ein einelementiger Baum Hohe 1,
ein 3-elementiger kann Hohe 2 oder 3 haben.

Fiir s € T bezeichnen wir mit sucer(s) die Menge aller ,direkten Nachfolger von
s; wenn s die Hohe h hat, dann enthélt succp(s) alle ¢ > s mit Hohe h + 1.

Ein ,Ast® ist eine maximale linear geordnete Teilmenge von T'. Jedes maximale
Element eines Baums heiftt ,Blatt“; dies sind genau jene Elemente s von T', die
sucer(s) = () erfiillen.

DEFINITION 1.19.2. Sei X eine beliebige Menge. Ein Folgenbaum auf X ist ei-
ne nichtleere Teilmenge FF C X< (also eine Menge von endlichen Folgen von
Elementen von X)), die unter Anfangsabschnitten abgeschlossen ist:

te FNX" k<n =tlkeF

(Insbesondere muss die leere Folge auch in F sein.)

Wenn F' ein Folgenbaum ist, und s,¢ € F', dann gilt s C ¢ genau dann, wenn s ein
Anfangsstiick von ¢ ist, also von der Form ¢[k. Jeder Folgenbaum ist zusammen
mit der Relation C ein Baum.

Umgekehrt ist jeder Baum 7" mit Wurzel w in natiirlicher Weise zu einem Fol-
genbaum ordnungsisomorph: Zunéchst konnen wir jedem Element ¢ die Menge
T<; :={s €T :s <t} zuordnen; wenn t die Hohe k hat, dann hat T, genau k+1

U1 der Mengenlehre ldsst man auch Bédume zu, deren Elemente unendlich viele Vorgédnger
haben konnen; in diesem Fall verlangt man, dass T-; eine Wohlordnung ist.
12englisch: nodes
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Elemente; wir konnen die Elemente von T<; \ {w} in ihrer natiirlichen Ordnung
als Folge f(t) := (t1,...,t,) mit t;, = t schreiben, und wir definieren f(w) := ().
Nun ist die Menge F := {f(s) : s € T’} ein Folgenbaum, und f : 7" — F ist
Ordnungsisomorphismus.

Sei M eine Menge von Klauseln (in den Variablen pg,pi,...). Jede Folge 5 =
(coy ..., ck—1) mit Eintrégen in {0, 1} definiert in natiirlicher Weise eine Belegung
bs der Variablen pg, p1, ..., pr—1 durch bs(p;) = ¢;. Wir sagen, dass eine Klausel
C € M eine Folge 5 verbietet, wenn bs auf allen Elementen von C' definiert ist
und den Wert 0 hat.

Dann bildet die Menge T}, aller Folgen, die nicht durch ein C' € M verboten
werden, einen Baum. Jeder unendliche Ast durch diesen Baum definiert eine
Belegung, die alle Klauseln in M erfiillt.

Wenn es keinen unendlichen Ast in T}, gibt, dann muss T}, endlich sein, und man
kann (durch Induktion nach der Grofe von Ty, oder nach der Hohe von M) zei-
gen, dass man aus den Klauseln in M durch Resolution die leere Klausel gewinnen
kann.

HiLFssATZz 1.19.3. Sei T ein Baum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e Jedes s € T hat endlich viele direkte Nachfolger.
o Fir alle h € N ist T'(h) endlich.

BEWEIS. Mit Induktion. O

SATZ 1.19.4 (Lemma von Koénig). Sei T' ein Baum, in dem jedes Element nur
endlich viele direkte Nachfolger hat. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T hat unendlich viele Knoten.
(2) T hat Hiohe w.
(3) T hat einen unendlichen Ast.

Wenn T diberdies ein Folgenbaum auf X ist, dann ist die letzte Aussage dquivalent
2

(3") Es gibt eine Funktion f : N — X mit: Vk € N: (f(0),...,f(k—1)) e T.
BEWEISs. Die Implikationen (3)=-(2) und (2)=-(1) sind klar. Wir zeigen (1)=-(3).
Sei T" ein unendlicher Baum, in dem jeder Knoten nur endlich viele Nachfolger

hat. Wir konstruieren eine Folge tg < t; < --- in T, in dem jedes t;, Hohe £ hat,
und aufserdem fiir alle k£ die Bedingung

Tsy, ={z € T : ¢, <z} ist unendlich
erfiillt ist. Sei ty, die Wurzel von T'.
Wenn t;, gegeben ist, und S := succp(ty), dann ist

To, = {tr} U To.

seSs
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Die unendliche Menge T5;, \ {tx} ist also die Vereinigung von endlich vielen
(disjunkten) Mengen T%,; mindestens eine dieser Mengen muss unendlich sein,
wir kénnen also ein ¢, € sucer(t;) wihlen', sodass Ts;, ., unendlich ist.

Insgesamt ist {¢g,t1,...} ein unendlicher Ast. O
Anmerkung: Es gibt Baume der Hohe 1 mit unendlich vielen Knoten. Es gibt

auch Baume der Hohe w ohne unendlichen Ast. Man betrachte zum Beispiel den
Folgenbaum aller strikt absteigenden endlichen Folgen von natiirlichen Zahlen:

{{ag,...,a,) :n€N,Via; € Nag >+ > a,}.

Wenn man von der Wurzel absieht, hat jeder Knoten nur endlich viele Nachfolger.

13Um die Existenz der gesamten Folge alle t), sicherzustellen, muss man hier das Auswahl-
axiom verwenden.






KAPITEL 1II
Aussagenlogik

I1.1. Aussagenlogik, Syntax und Semantik

In der Aussagenlogik beschéftigen wir uns mit dem ,Wahrheitswert“ von Aus-
sagen. In der klassischen Logik' lassen wir nur die Wahrheitswerte ,wahr* und
Jfalsch* zu, die wir meistens als die Zahlen 1 und 0 interpretieren.

II.1.A. Syntax. Vorweg einige Bezeichnungen:

e aussagenlogische Variable: py, po, ps, ...

e Junktoren: A, V, -, —

e Formeln: p; A py heift ,Konjunktion® von p; und ps, p; V po heilst
,Disjunktion von p; und p,. Weiters verwenden wir die ,Implikation®
pa — p1 und die ,Negation“ —p; sowie die Konstanten T (true) und L
(false)

Aussagenlogische Formeln sind induktiv definiert:

e Die Symbole T und L sind aussagenlogische Formeln.

e Jede aussagenlogische Variable ist eine aussagenlogische Formel.

e Wenn A eine aussagenlogische Formel ist, dann ist auch (—A) eine.

e Wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, dann auch (A — B)?
(AV B), (AAB).*

e Das sind alle.

IEs gibt auch andere Logiken, wie zum Beispiel die ,intuitionistische* Logik, oder mehrwer-
tige ,fuzzy* Logiken (Godel-Logik, Lukasiewicz-Logik); diese konnen ebenso wie die klassische
Logik mit mathematischen Mitteln untersucht werden, werden jedoch nur von wenigen Ma-
thematikern als die der Mathematik zugrunde liegende Logik angesehen. In dieser Vorlesung
werden sie nur in Fufnoten erwihnt.

2Der besseren Lesbarkeit lassen wir manche Klammern oft weg, wenn wir darauf vertrauen,
dass der Leser? sie wieder richtig einfiigen kann. Z.B. vereinbaren wir, dass ,A und V stérker als
— binden®, und schreiben dann statt (p; — (p2 V p3)) kiirzer p; — pa V p3. Weiters vereinbaren
wir, dass ,Implikationen von rechts geklammert werden: A — B — C ist also als (A — (B —
(")) zu lesen.

Achtung: Umgangssprachlich wird A - B — C manchmal als (A — B) A (B — (') verstanden.

3Siehe Fuknote auf Seite 23

4Je nach Geschmack kann man auch noch die Formel A <+ B hinzunehmen, oder diese
Formel als Abkiirzung fiir ((A — B) A (B — A)) interpretieren.

21
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Die Aussage ,,Das sind alle ldsst sich so formalisieren: Entweder man interpretiert
sie als das folgende ,Induktionsprinzip“:

Jede Eigenschaft F, die allen Variablen und den Formeln T und
1 zukommt, und die sich von Formeln A, B auf (—A) und AV B,
..., vererbt, kommt allen Formeln zu.

oder man definiert:

Eine Formel ist jeder String, der durch endlich viele Anwendun-
gen von Konjunktion, Disjunktion etc. aus Aussagenvariablen
und T, L entsteht.

oder man sagt:

Die Menge der Formeln ist die kleinste Menge, die die Variablen
sowie T, L enthédlt und die unter Konjunktion, etc. abgeschlos-
sen ist.

Beachten Sie, dass wir hier die Junktoren A,V,—,— bzw. die Begriffe ,Kon-
junktion®, , Disjunktion”, , Negation®“, ,Implikation” in zwei verschiedenen Rollen
verwenden: erstens als einfaches Symbol, und zweitens als Funktion. Zum Beispiel
ist A jene zweistellige Funktion, die zwei beliebigen Formeln (oder auch Zeichen-
folgen (,,Strings”)) = und y die Formel (bzw. Zeichenfolge) (z A y) zuordnet. Zur
deutlicheren Unterscheidung markieren wir manchmal das reine Symbol durch
einen Punkt: A; die Funktion schreiben wir manchmal als Apuuktion-

Eine dritte Rolle der Junktoren sind die einstellige Funktion =g und die zweistel-
ligen Funktionen Ag, Vg, —p auf der zweielementigen Menge {1,0}, sogenannte
Boolesche Funktionen, die in den folgenden Tabellen definiert sind:

(z,y) [z Asy |2z VBy |z —=BY

x || 7w (1,1) 1 1 1
1] 0 (L,o)| o 1 0
0l 1 0,1)| o 1 1

0,00 0 0 1

SCHREIBWEISE II.1.1. Sei A C {0,1}. Mit Ay A oder inf A bezeichnen wir das
Infimum von A: Ay A =0, wenn 0 € A, und Az A = 1 sonst. (Insbesondere gilt
Ag A =1, wenn A die leere Menge ist.)

Mit dieser Schreibweise gilt fiir z,y € {0,1}: z Ag y = Ag{z, y}.

Analog definieren wir \/5 A = sup A.

BEMERKUNG II.1.2. Die Schreibweise ist nicht immer einheitlich. Statt A ver-
wendet man oft auch &, statt — manchmal D, statt —x auch —x, ~x, 2¢, 2’ oder
Z; im Zusammenhang mit Booleschen Algebren schreibt man manchmal + und -
statt V und A. Fiir die Symbole T und L gibt es noch viele andere Varianten —
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true bzw. wahr bzw. verum und false/falsch/falsum, T und F bzw. W und F
bzw. Vund F, 1 und 0, oder Y und A.

Auch fiir <» und/oder < (siehe I1.1.7 und I1.1.8) werden manchmal andere Sym-
bole (wie z.B. = oder <) verwendet.

I1.1.B. Semantik. Betrachten wir die folgende Formel: (p; — p1) Ape. Was
ist die Bedeutung dieser Formel? Im Grunde kommt es auf den Wert von p; nicht
an, daher ist die Formel dquivalent zu der einfachen Formel ps.

DEFINITION I1.1.3 (Belegung). Eine Belegung einer Menge V' von Variablen ist
eine Abbildung b : V' — {1,0}, die also jeder aussagenlogischen Variablen einen
,Wahrheitswert” zuweist.

BEISPIEL. b(p1) =1 b(p2) =0

Belegungen koénnen wir in sinnvoller Weise auf Formeln fortsetzen. Da wir 1 als
,wahr* und 0 als ,falsch” interpretieren, ist, ausgehend von der gerade definierten
Belegung b, der einzige sinnvolle Wert fiir die Formel p; A py der Wert 0 (da die
Konjunktion von ,wahr und ,falsch* den Wert ,falsch* ergeben muss).

DEFINITION II.1.4 (Wahrheitsfunktion). Sei V' eine Menge von Variablen, F (V)
die Menge aller Formeln, die nur Variable in V' verwenden. Eine Funktion w :
F(V) — {1,0} heikt Wahrheitsfunktion, wenn w ein Homomorphismus von der
algebraischen Struktur

(-/—:<V>7 /\Funktiom \/Funktionv “Funktions ~Funktion, J—> T)
in die zweielementige boolesche Algebra

({17 0}7 /\B7 \/B7 B, B, OJ 1)

ist.
Mit anderen Worten: w heifst Wahrheitsfunktion, wenn fiir alle Formeln ¢, ¢ die
folgenden Eigenschaften gelten:
1 falls w(p) =w@) =1
0 sonst
0 falls w(p) =w() =0
1 sonst

e w((p A1) = {

e w((pV)) = {

0 fallsw(p) =1
* w((=9) = 1 sonst

o w(T) =1, w(L) = 0.

Von der Implikation fordern wir natiirlich auch die entsprechende Vertréglichkeit;
deren Formulierung sei aber zur Ubung dem Leser® iiberlassen.

SDer ,Leser* ist als generisches Maskulinum zu verstehen, d.h. es sind weibliche ebenso wie
ménnliche Leser gemeint, sowie auch small furry creatures from Alpha Centauri.
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SATZ IL.1.5. Sei b eine Belegung der Variablen in V. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Wahrheitsfunktion b mit Definitionsbereich F(V'), die b fortsetzt.

BEISPIEL. Sei b die durch

definierte Belegung, und sei A die Formel (p; A (p2 V 7p2)). Dann muss b die
Bedingung

B(Ih A (p2V 7p2)) = E(Pl) AB [;(pQ V Tp2) = (b(pl) AB .. ) = (0 AB .. ) =0
erfiillen, also b(A) = 0.

SATZ I1.1.6. Seien ¢, ¥ Formeln. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Fiir jede Belequng b, die b(p) =1 erfillt, gilt auch b(y)) = 1.

(2) Fir jede Belegung b, die B(w) = 0 erfillt, gilt auch l;(gp) =0.

(3) b(g) < b(¥) fiir alle Belegungen b. (Wobei < die iibliche Ordnung zwi-
schen 0 und 1 ist.)

(4) Es gibt keine Belegung b, die b(@) = 1 und b(y)) = 0 erfillt.

(5) Es gibt keine Belegung b, die b(¢) = 1 und b(—p) = 1 erfiillt.

(6) Fiir alle Belegungen b gilt b(p A —1b) = 0

(7) Fiir alle Belegungen b gilt b(p — ) = 1

DEFINITION II.1.7. Seien ¢ und v aussagenlogische Formeln. Wir schreiben ¢ =
1, wenn eine/alle der oben genannten Eigenschaften gelten.

Man beachte den Unterschied zwischen dem metasprachlichen Zeichen , = (wel-
ches eine Relation zwischen zwei Formeln beschreibt) und der Funktion — punkion,
welche zwei Formeln ¢ und v mit Hilfe des objektsprachlichen Zeichens ,,—* zu ei-
ner neuen Formel zusammenfiigt. ,,,o0 — 1" ist eine Formel; ,,o = )" ist hingegen
eine Aussage liber zwei Formeln.

DEFINITION I1.1.8 (Aquivalenz von Formeln). Zwei Formeln ¢, v heifen Aqui-
valent (in Zeichen: ¢ < 1), wenn sowohl ¢ = 9 also auch ¢ = ¢ gilt, oder in
anderen Worten, wenn fiir alle Belegungen b gilt b(¢) = b(¢)).

Offensichtlich ist < eine Aquivalenzrelation.
BEISPIEL. p; < (p1 A p1)
SATz 11.1.9. A < B gqilt genau dann, wenn A <+ B eine Tautologie ist.

DEFINITION II1.1.10 (Bedeutung einer Formel). Die Bedeutung einer Formel ¢
kénnen wir auf verschiedene (aber im Wesentlichen dquivalente) Arten definieren:
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e Entweder wir sagen, dass zwei Formeln ¢, ¢ dieselbe Bedeutung haben,
wenn ¢ < 1) gilt, und wir definieren die Bedeutung einer Formel ¢ als
die Aquivalenzklasse von ¢ in Bezug auf die Relation , <.

e Oder wir definieren die Bedeutung einer Formel ¢ als jene Funktion, die
jeder Belegung b aller Variablen den Wert Z;(go) zuordnet.

(Diese Variante ist offensichtlich zur vorigen dquivalent, da ja die Relation ,,<*
via Belegungen definiert ist.)

e Oder wir beschréanken uns auf eine fixe endliche Menge V' von Variablen

(z.B. V. ={p1,...,pn}) und betrachten nur jene Formeln, in denen nur
Aussagenvariable aus V' vorkommen; die Bedeutung jeder solchen For-
mel ist dann jene Funktion, die jeder Belegung b : V' — {0,1} den Wert
b(g) € {0,1} zuordnet.
(Diese Variante scheint komplizierter als die vorige zu sein; sie ist aber er-
stens zur vorigen dquivalent, weil man zeigen kann, dass l;(go) nur von jenen
Werten b(p) abhéngt, fiir die p in ¢ vorkommt; sie ist zweitens auch prakti-
scher, weil man hier nur endlich viele Belegungen betrachten muss, und nicht
tiberabzahlbar viele wie in der vorigen Variante.)

Betrachten wir die Formel p; A ps. Die Bedeutung dieser Formel in Bezug auf
die Variablen pi, ps ist die gerade beschriebene Funktion Ap; die Bedeutung der
gleichen Formel in Bezug auf die Variablen py, ps, ps ist jedoch eine Funktion

h:{1,0} x {1,0} x {1,0} — {1,0},

die h(z,y,z) = x A y erfiillt. Diese hidngt zwar nicht von der dritten Variablen
ab, dennoch muss man unterscheiden, auf welches System von Variablen man sich
bezieht.

DEFINITION II.1.11 (Tautologie). Eine Formel ¢ heifft Tautologie, wenn fiir alle
Belegungen b gilt: b(¢) =1

BEISPIELE. p1 = p1, p1— (1 Ap1), PV —p
BEMERKUNG II.1.12. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) ¢ ist Tautologie.

(2) T = o

(3) ¢ = .

(4) v = ¢ fur jede Formel 9; diese Aussage ,p folgt aus jeder Formel”
schreibt man manchmal auch =¢.

Ebenso sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) b(p) = 0 fiir alle Belegungen b.

(2) o= L.

(3) v = .

(4) ¢ = 4 fiir jede Formel ; diese Aussage ,aus ¢ folgt jede Formel* schreibt
man manchmal auch ¢=.
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(5) —¢ ist Tautologie.

DEFINITION I1.1.13 (Kontradiktion, Erfiillbarkeit). Wir sagen, dass eine Bele-
gung b eine Formel ¢ erfillt, wenn l;(go) = 1 gilt. Demnach heifst eine Formel ¢
erfiillbar, wenn es zumindest eine Belegung b gibt, die ¢ erfiillt.

Eine Formel ¢ heift Kontradiktion (oder unerfillbar), wenn es keine Belegung b
gibt, die ¢ erfiillt, d.h. wenn fiir alle Belegungen b gilt: b() = 0, bzw. wenn —¢
eine Tautologie ist.

Wir sagen, dass eine Menge ¥ von aussagenlogischen Formeln erfiillbar ist, wenn
es eine Belegung b gibt, die b(y) = 1 fiir alle ¢ € ¥ erfiillt.

Eine endliche Menge {¢1,...,¢,} ist offenbar genau dann erfiillbar, wenn die
Konjunktion ¢; A -+ A ¢, erfiillbar ist. (Fiir unendliche Mengen siehe 11.3.14.)

Grob gesprochen gibt es also 3 Arten® von aussagenlogischen Formeln:

e Tautologien (unter jeder Belegung wahr, wie z.B. T, p — p, pV —p, oder
(p—=q)V(g—p)

e Kontradiktionen (unter jeder Belegung falsch, z.B. L, oder p A —p)

e andere (z.B. p, oder p — q)

Um festzustellen, ob eine Formel ¢ mit n aussagenlogischen Variablen eine Tau-
tologie ist, konnten wir alle 2" (relevanten) Belegungen ausprobieren. Da dies zu
langwierig ist, muss man sich Methoden bedienen, die besser und schneller funk-
tionieren.

Wenn wir zum Beispiel die Formel (pA(¢gVr — s)) — ((¢Vr — s)Ap) betrachten,
so miissten wir theoretisch 16 Belegungen b ausprobieren; wir sehen aber schnell,
dass es nur auf die Werte von b(p) und b(q V r — s) ankommt. Genauer: Die
vorliegende Formel hat die Struktur (A A B) — (B A A); wenn wir wissen, dass
die Formel (p; A p2) — (p2 A p1) eine Tautologie ist, muss auch die vorliegende
(kompliziertere) Formel eine Tautologie sein.

Allgemeiner kann man sich Folgendes iiberlegen:

DEFINITION II.1.14 (Formelhomomorphismus). Eine Abbildung f : F(V) — F(V)
mit den Eigenschaften

(1) flony) = flo) A f))
(2) fleVy) = flo)V f)
(3) flo =)= flp) = f(¥)
(4) f(=p)) = ~f(p)

(5) f(MT)=T

6Mit Hilfe der Aquivalenzrelation < kann man auch noch feiner unterscheiden; die Aquiva-
lenzklassen dieser Relation bilden eine Boolesche Algebra, die ,,Lindenbaum-Algebra®; die Menge
der Tautologien ist genau das Einselement dieser Algebra, die Menge der Kontradiktionen das
Nullelement.
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(6) f(L) =1

nennt man Formelhomomorphismus.

BEMERKUNG II.1.15. Sei g : V' — F(V). Dann gibt es einen eindeutigen Formel-
homomorphismus h, der g fortsetzt.

BEISPIEL. Betrachten wir die folgenden Formeln ¢, ):
Yipr— N

¥ (pr A2 = p3V(p1 = p2)) = (P A2 = p3 V (p1 = p2))
Offensichtlich gibt es einen Formelhomomorphismus f mit f(p) = 1.

SATZ [1.1.16. Ser ¢ eine Tautologie und f ein Formelhomomorphismus, dann ist
f() ebenfalls Tautologie.

BEWEIS. Sei b eine Belegung. Zu zeigen ist b(f(¢)) = 1. Wir definieren ei-
ne neue Belegung ¢ durch ¢(p) = b(f(p)) fiir alle (relevanten) aussagenlogischen
Variablen p. Mit Induktion zeigt man nun leicht” ¢ = bo f: Fiir aussagenlogi-
sche Variable p gilt é(p) = ¢(p) = b(f(p)) schon nach Definition von ¢; fiir den
induktiven Schritt verwendet man die Homomorphieeigenschaft der Funktionen
b, ¢ und f. Da ¢ eine Tautologie ist, gilt ¢(¢) = 1, somit auch b(f(p)) =1. O

I1.1.C. Einige wichtige Tautologien und Aquivalenzen. Die Formeln
in der linken Spalte sind Tautologien (p, ¢, r, p1, p2 sind aussagenlogische Varia-
ble). Mit Hilfe der Sétze 11.1.9 und I1.1.16 ergibt sich, dass fiir beliebige Formeln

A, B, C, Ay, A, die Aquivalenzen in der rechten Spalte gelten.

-p &P —A &
“(pAg) < (7pV—q) “(AANB) & (ﬁAVﬂB)
—(pVaq) < (7pA—q) —(AVB) & (mAA-DB)
“(p—q) < (PA—q) -(A—B) & (AA-B)
pVqg < qVp AVB & BVA
pPAG < qAD ANB & BAA
pl%(p2—>7’) <> pl/\pg%T A1—><A2—>C) = Al/\A2—>C
pVgAr) < (pVg ApVr) AV (BAC) & (AVB)A(AV(O)
pA(gVr) < (pAqV(pAT) AN(BVC) & (AANB)V(AANCQ)
(r—q) < (~¢— —p) (A= B) & (=B ——A)
(p——q) < (¢— —p) (A—-B) & (B—-4)
(p—=q) < (—¢—p) (-A—=B) & (=B —A)

"Eine genauere Uberlegung, fiir welchen Definitionsbereich diese Gleichung gilt, bleibt dem
Leser® iiberlassen.
8Siche Fufinote auf Seite 23
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Die erste Zeile? (je nach Geschmack auch nur die linke oder rechte Hélfte der
ersten Zeile) heifst ,Satz von der doppelten Verneinung®, die zweite und dritte
heifsen ,Gesetze von de Morgan®. Die Zeilen, wo p, q,r bzw A, B, C' vorkommen,
heifsen Distributivgesetze. Die letzten drei Zeilen heifsen ,Kontraposition®.

Weitere wichtige (und/oder ,benannte”) Tautologien sind:

e der Satz von ausgeschlossenen Dritten (,tertium non datur): Av —-A
e der Satz vom Widerspruch: =(A A —A).

e ex falso quodlibet: 1L — A

e e quolibet verum: A — T

Die Aussagen p A (p — ¢q) = ¢ bzw. (p — ¢q) A (=q) = —p (oder auch die
ihnen zugeordneten Tautologien) heiffen manchmal auch ,Modus ponens* bzw.
,Modus tollens“; der Begriff ,Modus ponens* wird fiir uns eine geringfiigig andere
Bedeutung haben.

Die Aussagen (p — L) = —p, -p — L = p oder auch Varianten wie g A (—p) —
1 = ¢ — p heilsen manchmal , Prinzip vom indirekten Beweis".

II.2. Konjunktive und disjunktive Normalform

DEFINITION II.2.1 (Literal). Unter einem Literal versteht man eine aussagenlo-
gische Variable, oder eine negierte aussagenlogische Variable.

DEFINITION 11.2.2 (Klausel). Eine Disjunktion (bzw. Konjunktion) von endlich
vielen Literalen heiftt Klausel (bzw. duale Klausel).

BEISPIELE. p, (p1V p2)

Bemerkung: Die leere Disjunktion setzen wir mit | fest.

BEMERKUNG I1.2.3. Die Nomenklatur ist nicht ganz einheitlich. Auf Englisch
heifst eine Disjunktion von Literalen clause; dies wird im Deutschen mit , Klausel*
ibersetzt.

DEFINITION I1.2.4 (Konjunktive Normalform). Eine Formel ¢ ist in konjunk-
tiver Normalform (KNF, manchmal auch CNF), wenn ¢ eine Konjunktion von
Klauseln ist.

BEISPIEL. p1 A (p1 V —p2) A (p2 V —ps3)

Bemerkung: Die leere Konjunktion setzen wir mit T fest. (Anders als die leere Disjunk-
tion kommt die leere Konjunktion im Zusammenhang mit Resolution aber so gut wie
nie vor.)

9In nichtklassischen Logiken sind nicht alle diese Formeln Tautologien. Zum Beispiel gilt in
der intuitionistischen Logik zwar A = ——A, aber nicht immer auch die andere Richtung.
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DEFINITION I1.2.5 (Disjunktive Normalform). Eine Formel ¢ ist in disjunktiver
Normalform (DNF), wenn ¢ eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen
ist.

BEISPIEL. p; V (p1 A —p2)

SATZ 11.2.6. Zu jeder Formel ¢ gibt es eine Formel ©P in DNF mit ¢ < oP. Die
Darstellung ist nicht eindeutig (aufler man verlangt zusdtzlich, dass jede Variable
in jeder Klausel genau einmal vorkommt).

BEISPIEL (als Beweisskizze). Wir betrachten die Formel

@ :p1A(p2— (—p1V —p3))
Fiir die Werte von pq, po, p3 gibt es acht verschiedene Belegungen by, ..., bg. Wir
schreiben diese Belegungen in einer ,\Wahrheitstabelle” an; in der i-ten Zeile wird
in den ersten drei Spalten die Belegung b; beschrieben, in den weiteren Spalten
stehen ausgesuchte Werte von b;.

p1 P2 P3| 1V s | p2 = (—p1 V ps) | pi A (p2 = (p1 V ps3))
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 0
0O 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0
0O 0 O 1 1 0

Nun kann man aus der ersten und letzten Spalte der Tabelle die DNF' ablesen:
@ (p1 Ap2 A =p3) V (p1 A =2 Aps) V (p1 A —pa A —ps)

BEMERKUNG I1.2.7. Der Name ,Normalform® ist ein wenig irrefithrend; zwar gibt
es zu jeder Formel ¢ eine dquivalente Formel o in disjunktiver Normalform; diese
Formel ¢? ist aber nicht eindeutig festgelegt, d.h. es kann durchaus verschiedene
Formeln in DNF geben, die zu einander dquivalent sind.

SATZ 11.2.8. Zu jeder Formel ¢ gibt es eine Formel o in KNF mit ¢ < o,

BEWEIS. Wir gehen von einer disjunktiven Normalform fiir —¢ aus, und
transformieren diese in eine konjunktive Normalform fiir ¢.
Sei 1) := =, und sei ¥ eine DNF fiir ¢». Wegen (¥ < ) gilt auch —) < —)?,
daher ¢ < —P. Es folgt
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P =((=.. Vo)A (. VA )AL A (R v )) = o

¢ ist also dquivalent zu einer Konjunktion von Disjunktionen von (negierten)
Literalen. Negierte Literale sind entweder von der Form —p (diese sind wiederum
Literale) oder von der Form —(—p) (diese konnen durch p ersetzt werden, wobei
sich die Bedeutung der Formel nicht &ndert). O

Sei ¢ in DNF. Wie leicht kann man feststellen, ob ¢ Tautologie, erfiillbar oder
gar unerfiillbar ist? Offenbar ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn eine seiner dualen
Klauseln erfiillbar ist oder wenn sie die leere duale Klausel enthélt. Eine duale
Klausel ist unerfiillbar genau dann, wenn mindestens eine Variable negiert und
unnegiert vorkommt. Ob die Formel in DNF Tautologie ist, ist meist wesentlich
schwerer festzustellen.

Sei  nun in KNF. Nun ist ¢ Tautologie genau dann, wenn jede Klausel Tautologie
ist, also genau dann, wenn jede Klausel zumindest eine Variable zusammen mit
ihrer Negation enthilt, oder wenn es gar keine Klauseln gibt. Ob ¢ erfiillbar ist,
ist meist wesentlich schwerer festzustellen.

BEMERKUNG II.2.9. Die Erzeugung einer zu einer vorgegebenen Formel dqui-
valenten KNF oder DNF mit obigem Algorithmus ist sehr ineffizient da er zu
einer Formel, in der n Variable vorkommen, alle 2" Belegungen durchprobieren
muss.

Es gibt allerdings auch Transformationen in KNF die wesentlich effizienter sind
und zu einer gegebenen Formel eine erfiillbarkeitséiquivalente Formel in KNF in
linearer Zeit erzeugen.

11.3. Aussagenlogische Resolution

Wir kommen nun zum Resolutionsalgorithmus. Dieser stellt zu jeder Formel in
KNF fest, ob sie erfiillbar oder Kontradiktion ist.

Da die Bedeutung einer Klausel LV Ly V- - -V L weder von der Reihenfolge noch
von der Vielfachheit der vorkommenden Literale abhéngt (z.B. ist die Klausel gV
—pV q dquivalent zu —pV q), erweist es sich als sinnvoll, Klauseln zu identifizieren,
wenn sie dieselben Literale enthalten. Als praktische Notation verwenden wir die
Mengenschreibweise, d.h. wir ersetzen jede Klausel durch die Menge der in ihr
auftretenden Literale. (Zum Beispiel wird die Klausel ¢ V =p V ¢ durch {q, —p, ¢}
ersetzt; letztere Menge ist aber gleich der Menge {—p, ¢}.)

Klauseln fassen wir also ab jetzt als Mengen auf. Fiir jede Belegung b und jede
Klausel C gilt offenbar b(C') = 1 genau dann, wenn es ein Literal L € C' gibt mit
b(L) = 1. Jede Formel in KNF (also jede Konjunktion von Klauseln) fassen wir
ebenfalls als Menge von Klauseln auf. Wenn M so eine Menge von Klauseln ist,
dann gilt (M) = 1 genau dann, wenn fiir alle C € M die Bezichung b(C) = 1
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gilt; anders ausgedriickt: M ist genau dann erfiillbar, wenn es zu jeder Klausel
C € M ein Literal L € C gibt mit b(L) = 1.

BEMERKUNG I1.3.1. Die leere Menge (geschrieben () oder {}), aufgefasst als Klau-
sel, entspricht der leeren Disjunktion, die definitionsgeméaf die Formel L ist. Diese
Menge bzw. diese Klausel spielt im Resolutionsalgorithmus eine wichtige Rolle;
erst ihr Auftauchen im Resolutionsalgorithmus schliefst diesen ab.

Die leere Menge, aufgefasst als Menge von Klauseln, entspricht der leeren Kon-
junktion (also der Konjunktion von gar keiner Klausel); sie ist definitionsgeméf
gleich der Formel T. Um Missverstédndnisse zu vermeiden, werden wir im folgen-
den immer nur nichtleere Klauselmengen betrachten.

Der besseren Lesbarkeit halber werden wir in aufzdhlenden Beschreibungen von
Klauseln die einzelnen Literale mit Beistrichen (Kommata) trennen, in Klausel-
mengen die einzelnen Klauseln mit Strichpunkten (Semikola).

BEISPIEL. ((p1 V =p2) A (p3 V p1)) — {{p1, ~p2}; {ps,p1}}

BEISPIEL. Wir betrachten die Klauselmenge {{p};{-p,q}}. Diese Menge ent-
spricht der KNF-Formel pA (—pV¢q). Man beachte, dass jede Belegung, die sowohl
p als auch —p V ¢ (und somit p — ¢) wahr macht, auch ¢ wahr macht.

Aus der Erfiillbarkeit von {{p};{-p,q}} konnten wir also auf die Erfiillbarkeit
der erweiterte Klauselmenge {{p};{—p,q};{q}} schliefen. Dies bringt uns zur
folgenden

DEFINITION I1.3.2 (Resolvente). Seien C' und D Klauseln, sodass p € C und
=p € D. Dann bezeichnen wir die Klausel

Res,(C, D) := (C\ {p}) U (D\{-p})

als die Resolvente von C' und D (entlang von p).

DEFINITION I1.3.3. Sei M eine Klauselmenge. Eine endliche Liste (', ..., C,, von
Klauseln heifst Resolutionsableitung aus M falls fiir alle i € {1,...,n} gilt:

(I) C; € M, oder
(R) es gibt j,k < i und ein Atom p so dass C; = res,(C}, Cy).

Eine Resolutionsableitung 1, ..., C, aus M heifst Resolutionswiderlequng von M
falls C,, = 0.

BEISPIEL. Sei M = {{p1}; {-p1,p2}; {=p1, =p2, ps}, {-ps}}. Die folgende Liste
von Klauseln ist eine Resolutionswiderlegung von M:

(1) {=p1,p2} ()
(2) {—p1, ~p2,p3} (I)
(3) {—pi,ps}  (R(1,2))
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-ps} (1)
(10 (R(506))

Satz 11.3.4 (Korrektheit). Falls M eine Resolutionswiderlegung hat, dann ist M
unerfillbar.

BEWEIS. Wir zeigen die folgende etwas allgemeinere Aussage: Falls C4, ..., C,
eine Resolutionsableitung aus M ist und b eine Belegung die M erfiillt, dann
erfiillt b auch C,,. Wir gehen mit Induktion nach n vor. Die Aussage ist klar falls
C, € M. Falls C, = res,(C;,C;) dann gilt nach Induktionshypothese b(C;) =

~

b(C;) = 1. Wir machen eine Fallunterscheidung nach dem Wert von b(p). Ist
b(p) = 1 und C; = {—p, Ly,..., L} dann muss b({Ly,...,Lg}) = 1 und damit
b(C,) = 1. Der Fall b(p) = 0 ist symmetrisch. O

Um die Vollstdandigkeit der Resolution zu zeigen, bendtigen wir als Hilfmittel
semantische Bdume.

DEFINITION II.3.5. Sei (p;);>1 eine Folge von aussagenlogischen Variablen. Der
semantische Baum von (p;);>1 ist dann der folgende Baum

:y Y’ :V Y’

in dem jeder Ast unendlich ist. Jeder Knoten v in diesem Baum induziert eine
partielle Belegung b, von {p1, pa, ...} wobei p; auf 1 gesetzt wird falls p; auf dem
Pfad von v zur Wurzel vorkommt und auf 0 falls =p; auf diesem Pfad vorkommt.

Sei M eine Klauselmenge die nur Variablen aus {p; | ¢ > 1} enthélt. Der se-
mantische Baum von M, notiert als B(M), ist dann aus obigem Baum dadurch
definiert, dass ein Ast nach endlich vielen Schritten an einem Knoten v geschlos-
sen wird genau dann wenn es ein C' € M gibt mit bAU(C’) = 0. Das wird notiert
als:

Qx o =—
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BEISPIEL. Sei M = {{p1}; {—p1,p2}; {—p1, P2, 03}, {—p3}} die Klauselmenge aus

Beispiel I1.3. Der semantische Baum B(M) ist:

{Pl
{_'ph ﬁp2,p3} {ﬁp3}

BEMERKUNG II.3.6. Die Forderung, einen Knoten v zu schlieken genau dann
wenn es ein C' € M gibt mit b,(C') = 0 hat zur Folge, dass ein Ast so frith wie
moglich (d.h. so nahe an der Wurzel wie méoglich) geschlossen wird.

BEMERKUNG I1.3.7. Falls M die Leerklausel () enthilt, dann besteht B(M) nur
aus einem einzigen Knoten der durch () geschlossen wird.

BEMERKUNG 11.3.8. M ist erfiillbar genau dann wenn B(M) einen unendlichen
Ast hat. Sei ndmlich b eine Belegung von {pi, ps, ...} die M erfiillt, dann indu-
ziert b einen unendlichen Ast. Und umgekehrt: ein unendlicher Ast wird niemals
geschlossen, die durch ihn induzierte Belegung erfiillt deshalb alle C' € M und
damit M selbst.

BEMERKUNG I1.3.9. M ist unerfiillbar genau dann wenn B(M ) endlich ist. Nach
dem Satz von Konig (Satz 1.19.4) gilt ja dass B(M) unendlich ist genau dann
wenn B(M) einen unendlichen Ast hat. Damit folgt diese Aussage direkt aus
Bemerkung II.3.8.

BEMERKUNG I1.3.10. Falls M C M’ dann ist B(M) D B(M') denn jeder Knoten,
der in B(M) geschlossen werden kann kann auch in B(M') geschlossen werden.

Satz 11.3.11 (Vollstandigkeit). Falls M unerfillbar ist, dann hat M eine Reso-
lutionswiderlequnyg.

BEWEIS. Sei M unerfiillbar, dann hat nach Bemerkung I1.3.9 der Baum B(M)
nur endlich viele Knoten. Wir machen eine Induktion nach |B(M)|, der Anzahl
an Knoten in B(M).

Falls [B(M)| = 1 dann ist ) € M und die Liste, die nur aus () besteht ist bereits
eine Resolutionswiderlegung.
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Falls |B(M)| > 1 dann existieren in B(M) drei Knoten von der Form

[ J
Ch Cy
weil B(M) endlich ist. Denn angenommen jeder Knoten hétte mindestens einen
Nachfolger, der nicht geschlossen ist; dann wiirde von jedem Knoten ein unend-
licher Ast ausgehen was auf einen Widerspruch fiihrt, da B(M) ja endlich ist.
Sei nun C' = res,(Cy,C2) und M’ = M U {C}. Dann gilt B(M') C B(M) be-
reits nach Bemerkung I1.3.10, tatséchlich ist sogar B(M') C B(M) da der Kno-
ten v in B(M') durch C' geschlossen werden kann. Damit existiert nach Induk-
tionshypothese eine Resolutionswiderlegung von M’ die 0.B.d.A. von der Form

C,Dy,...,D,ist und somit ist C';, Cy, C, Dy, ..., D, eine Resolutionswiderlegung
von M. 0

Man beachte, dass dieser Beweis in dem Sinn konstruktiv ist, dass aus einem
endlichen semantischen Baum eine Resolutionswiderlegung abgelesen wird.

DEFINITION II.3.12 (Abschluss unter Resolution). Sei M Menge von Klauseln.
Die Menge M , die aus M durch wiederholte Anwendung von Resolution (entlang
beliebiger Variablen) entsteht, bezeichnen wir als den Abschluss von M unter
Resolution (oder gleichbedeutend: die kleinste Menge von Klauseln, die M enthélt
und unter Resolution abgeschlossen ist).

SATZ 11.3.13. Sei M eine Menge von Klauseln. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(1) M ist unerfillbar.
(2) Es gibt eine endliche My C M, so dass ) € M.
(2’) Es gibt eine endliche My C M, aus der man mit endlich vielen Resolu-

tionsschritten die Leerklausel erhalten kann.
(3) Es gibt eine endliche My C M, die unerfillbar ist.

(4) M ist unerfillbar.
(5) M enthalt die Leerklausel.

BEWEIS. (2) und (2’) sind offensichtlich dquivalent.

(1) = (2’): Aus dem Vollstéandigkeitssatz folgt die Existenz einer Resolutionswi-
derlegung C, ..., C, von M. Diese verwendet nur endliche viele Klauseln aus M;
die Menge dieser Klauseln sei M,.

(2’) = (3) ist der Korrektheitssatz fir Mp.
(3) = (1) ist klar, da My C M.
Also sind (1), (2), (2’) und (3) dquivalent.
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(1) = (4) ist klar, da M C M
(4) = (5): Da M unerfiillbar ist hat M nach dem Vollstéindigkeitssatz eine Re-

solutionswiderlegung, d.h. ) € M. Nun ist aber M = M.
(5) = (27) folgt direkt aus Definition des Abschluss unter Resolution. O

Die obige Implikation (1) = (3) ist der Kompaktheitssatz fiir Klauselmengen
in der Aussagenlogik. Aus diesem lafst sich wie folgt der Kompaktheitssatz fiir
Mengen beliebiger aussagenlogischer Formeln zeigen.

KOROLLAR I1.3.14. Sei Y eine Menge von aussagenlogischen Formeln. Dann ist
> genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.

BEWEIS. =: Diese Richtung folgt unmittelbar daraus dass fiir eine Belegung
b mit b(3) = 1 und eine beliebige Teilmenge ¥q C ¥ ja auch gilt dass b(3,) = 1.

«: Fiir diese Richtung wollen wir fiir ¢ € 3 mit M, eine zu ¢ logisch dquivalente
KNF bezeichnen. In Erweiterung dieser Notation sei fiir © C ¥ die Klauselmenge
Mg = U@ee M. Dann sind © und Mg logisch dquivalent.

Angenommen Y ist unerfiillbar, dann wére also auch My unerfiillbar und es géabe
nach Satz I1.3.13 eine endliche My C My die bereits unerfiillbar ist. Damit gibt
es aber auch eine endliche ¥, C ¥ so dass My C My, und da M, unerfiillbar ist,
ist das auch My, und somit auch . O

Algorithmisch verwendet man die Resolution wie folgt: um festzustellen, ob ¢
Tautologie ist, schreiben wir = in KNF als Menge von Klauseln und wenden den
Resolutionsalgorithmus an. Wenn die leere Klausel entsteht, ist —¢ unerfiillbar,
d.h. ¢ ist Tautologie.

BEispIEL. Wir wollen iiberpriifen, ob

i (p—q) = (¢ = p)

eine Tautologie ist. Wir betrachten zunéchst die Negation der Formel und formen
diese mittels logischer Aquivalenztransformationen in KNF um:

=((=p = —q) = (¢ = p)) & ~(=(==pV —q) V(=qVDp))
& (pV —q) A=(=qVp)
& (pV—q) AgA-p.
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Die so erhaltene Klauselmenge ist M = {{p, ~q}; {q}; {—p}}. Diese hat die Reso-
lutionswiderlegung;:

C1 = {p,~q}

Cy = {CI}

C3 ={p} aus Cj und C;
Cy = {-p}

Cs =0 aus Csund C,

Also ist M unerfiillbar und damit ¢ eine Tautologie. Oft ist es angenehm, eine
Resoultionsableitung in Baumform zu schreiben:
pP,7q g
p___ P
0

Diese Vorgehensweise liefert also den folgenden Algorithmus zur Entscheidung der
Allgemeingiiltigkeit einer aussagenlogischen Formel ¢: sei M die Klauselmenge
der KNF von —¢. Dann ist ¢ allgemeingiiltig genau dann wenn () € M. Dieser
Algorithmus terminiert, da aus der Endlichkeit von M die Endlichkeit von M
folgt.



KAPITEL III
Pradikatenlogik, Syntax und Semantik

II1.1. Syntax

III.1.A. Terme und Formeln. Wir beginnen mit einem Beispiel fiir eine
pradikatenlogische Formel:

Ve>0 30>0 Vo Yy (d(z,y) <& — d(f(z), f(y)) <e)
Man konnte diese Formel auch folgendermafsen schreiben:
Ve (e>0—30 (0 >0A(...)))

Weitere Moglichkeiten der Darstellung von Formeln sind

— das Baumdiagramm,

— die Préfixnotation (auch ,polnische Notation®)

— und die Postfixnotation (auch UPN oder RPN wie ,,umgekehrte polnische
Notation“, ,reverse Polish notation®).

Ein Vorteil von Baumdiagrammen besteht darin, dass man die Struktur einer For-
mel aus einem Baumdiagramm besser als aus einer linearen Schreibweise ablesen
kann.

BEISPIEL (Baumdiagramm). Die Formel

d(z,y) <6 = d(f(z), f(y)) <e

kann man in einem Baumdiagramm folgendermafien darstellen:

T

< <

PN PN
d o0 d e

P N

ry

Die Préfixnotation erhélt man aus dem Baumdiagramm, indem man zunéchst
die Wurzel anschreibt, und dann (rekursiv) den linken und den rechten Teilbaum

37
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in Prafixnotation darstellt:

o |<(dte10)  <(ats). sl |

Man kann sich {iberlegen, dass die Préfixnotation (anders als die Infixnotation)
ganz ohne Klammern auskommt, wenn nur die Stelligkeiten der Funktions- und
Relationssymbole bekannt sind: Aus dem String

—<dryd<dfzfye

lasst sich das Baumdiagramm eindeutig rekonstruieren. Die Postfixnotation erhélt
man aus dem Baumdiagramm, indem man zuerst (rekursiv) den linken und den
rechten Teilbaum in Postfixnotation darstellt und dann die Wurzel anschreibt.
Sie kommt auch ohne Klammern aus:

xydd<zfyfde<—.

Die Infixnotation erhélt man aus dem Baumdiagramm, indem man zuerst (rekur-
siv) den linken Teilbaum darstellt, dann die Wurzel anschreibt, dann den rechten
Teilbaum.

Zunéchst wollen wir folgende préadikatenlogische Bezeichnungen festsetzen:

e ¥ ... pradikatenlogische Sprache

e x.y,z... Variable! 2

e ¢, d... Konstante

e f(-),d(-,-)... Funktionssymbole (mit Stelligkeit)
e R(-,-),<,=... Relationssymbole (mit Stelligkeit)

BEMERKUNG III.1.1. Alle unsere priadikatenlogischen Sprachen werden das zwei-
stellige Relationssymbol = enthalten (ausgenommen jene Sprachen, die wir im
Abschnitt iiber Resolution betrachten). Syntaktisch verhélt sich dieses Symbol
wie alle anderen zweistelligen Relationssymbole; sobald wir aber Modelle be-
trachten, wird dieses Symbol eine besondere Rolle spielen.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen gelangt man zur folgenden

DEFINITION III.1.2 (Term). Als Terme bezeichnet man alle Variablen und Kon-
stanten. Sind weiters ¢y, . . ., t; Terme und f ein k-stelliges Funktionssymbol, dann
ist auch f(t1,...,t) ein Term.

Dies sind alle Terme.
BEISPIEL. 3+4 ist ein Term. (2o + (0 % 21)) * x¢ ist ein Term.

1Offiziell werden immer nur eine abzihlbare Menge von Variablen {zg,x1,...} betrachten.
Inoffiziell lassen wir auch Variable z, 2/, y etc zu.

?Es ist manchmal iiblich und praktisch, gewisse Variable (z.B. x,y, z) immer nur fiir ge-
bundene Variable zu verwenden, und gewisse andere (u, v, w) nur fiir freie Variable (das heifst:
Variable, die nicht an Quantoren gebunden sind). Wir lassen alle Variable sowohl als freie als
auch als gebundene zu.
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DEFINITION III.1.3 (Formel). Sind ¢;,...,t; Terme, und R ein k-stelliges Re-
lationssymbol, dann ist R(t1,...,tx) eine Atomformel. Insbesondere ist t; = to
Atomformel.

Unter einer Formel versteht man

(1) jede Atomformel,

(2) jeden Ausdruck der Form (¢ A v), wann immer ¢ und ¢ Formeln sind
(3) analog Ausdriicke der Form (¢ V ), (¢ — ¥), (=p), sowie T und L,
(4) sowie Ausdriicke der Form Vz ¢ und 3z ¢, wann immer ¢ eine Formel

1st.

Um die Rolle der Variablen z in der Formel ¢ hervorzuheben, schreiben wir
manchmal ¢(z) statt ¢, und Vz p(z) statt Vo p.

Diese Schreibweise erlaubt eine einfache Umbenennung von Variablen. Wenn wir
eine Formel mit ¢(x) bezeichnen, dann meinen wir mit ¢(y) jene Formel, die
aus () entsteht, indem wir alle ungebundenen® Vorkommnisse von z durch y
ersetzen.

Die Terme und Formeln haben also wiederum eine induktive Struktur; sie entste-
hen aus den Atomformeln durch die ,,Abschlussoperationen” (A, B) — (A V B),
etc. Dies wird durch den folgenden Satz unterstrichen, den man auch als Teil der
Definition von Term/Formel sehen kann.

SATz I11.1.4. Sei E eine Eigenschaft, die

(1) allen Variablen zukommt;
(2) allen Konstantensymbolen zukommit;
(3) sich von Termen t1, ...ty auf den Term f(t1,... tx) (fir alle Funkti-
onssymbole f) vererbt.
Dann haben alle Terme die Eigenschaft E.
Analog: Sei E eine Figenschaft, die
(1) allen Atomformeln zukommt;

(2) sich von Formeln o, ¥ auf (¢ A1), etc. vererbt;
(3) sich von Formeln o(z) auf Vo p(x) und 3z p(z) vererbt.

Dann haben alle Formeln die Eigenschaft E.

BEISPIEL. E :=  hat genau so viele 6ffnende wie schlieffende Klammern*

3Wir werden nur ganz selten Formeln betrachten, in denen dieselbe Variable sowohl frei als
auch gebunden vorkommt.
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DEFINITION III.1.5. Zur Vereinfachung der Schreibweise vereinbaren wir wei-
terhin, dass A und V stirker binden als — und «; weiters* sollen Quanto-
ren noch stéarker binden als Junktoren. Die Formel Vx AV B — C ist also als
((Vz A)VB) — C zulesen, und die Formel 3z P(z) — P(y) als (3x P(z)) — P(y).

I11.1.B. Freie und gebundene Variable. Wir konnen die Begriffe ,freie
Variable einer Formel“, ,,gebundene Variable einer Formel“ induktiv definieren:

DEFINITION III.1.6.

e Sei ¢ eine Atomformel. Die freien Variablen von ¢, F'r(y) sind alle in ¢
vorkommenden® Variablen; ¢ hat keine gebundenen Variablen, das heifit:
Bd(yp) = 0.

e Sei o = —p. Dann gilt

Fr(e) = Fr(y),  Bd(p) = Bd(y).
e Sei p = 11 Ay, Dann gilt

Fr(e) = Fr(y1) U Fr(is), Bd(p) = Bd(1) U Bd(1)2).

e Analog fiir 1 — 19, etc.
e Sei ¢ = Vx 1) oder ¢ = dz). Dann ist

Fr(p) = Fr(¥)\ {z}, Bd(y) = Bd(y) U {z}.
v & Bd(y).

Eine Variable z kann in einer Formel sowohl frei als auch gebunden sein, wie zum
Beispiel in der Formel. x = 0 — Jz(x = ). In diesem Beispiel nennen wir das
erste Vorkommen von z frei, die restlichen gebunden. Formal konnte (oder sollte)
man fiir jeden Formel ¢ — etwa in Baumdarstellung — eine Funktion Frei, defi-
nieren, die jedem mit einer Variable = beschrifteten Knoten der Baumdarstellung
von ¢ den Wert  hier frei“ oder ,hier gebunden“ zuordnet. Ein Teil der induktiven
Definition wéren die folgenden Punkte:

o Freiy, ay, setzt die Funktionen Freiy,, und Freiy, fort.
e Freiy,,, weist jedem mit x beschrifteten Knoten in der Baumdarstellung
von Vz 1 den Wert ,,gebunden® zu.

II1.1.C. Substitution. Sei ¢ eine Formel, in der die Variable u vorkommt,
und sei ¢ ein Term. Wir bezeichnen den Vorgang, in dem jedes freie Vorkommnis
der Variablen u durch ¢ ersetzt wird, als Substitution. Das Ergebnis der Substitu-
tion konnen wir als p(u/t) anschreiben, aber auch andere Notationen sind iiblich:
o(u < t), p,[t] oder auch ¢(t|u). Es ist auch tiblich, statt ¢ den Ausdruck ¢(u)

4Achtung! Nicht alle Biicher verwenden diese Konvention.

5Streng genommen miisste man zuniichst definieren, was es heifit, dass eine Variable in
einem Term vorkommt. Dies ist wieder mit einer induktiven Definition moglich; wir begniigen
uns aber mit unserem intuitiven Versténdnis.
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hinzuschreiben, und dann statt ¢(u/t) den Ausdruck ¢(¢). Wenn u in ¢ gar nicht
frei vorkommt, dann ist ¢(u/t) definitionsgeméfs gleich .

Man kann in ¢ auch mehrere Variable (z.B. w,v) durch Terme (z.B. s,t) erset-
zen; wenn wir die Variablen gleichzeitig durch die entsprechenden Terme ersetzen,
schreiben wir fiir das Ergebnis p(u/s,v/t); die Hintereinanderausfiihrung kann
ein anderes Ergebnis ¢(u/s)(v/t) liefern (wenn nédmlich im Term s wiederum die
Variable v vorkommt).

Indem man ¢ explizit als ¢(u,v) anschreibt, legt man eine Reihenfolge der Va-
riablen fest; erst dadurch kann man spéter, ohne Missverstandnisse befiirchten
zu miissen, ¢(s,t) fiir die Formel p(u/s,v/t) schreiben.

Es ist auch moglich, Konstantensymbole durch Terme zu ersetzen; fiir jede For-
mel ¢ und jede Konstante ¢ sei ¢(c/t) die Formel, die man erhélt, indem man
alle Vorkommnisse von ¢ durch den Term t ersetzt. Solche Substitutionen sind
allerdings uniiblich. (Wir werden so eine Substitution im Beweis des Generalisie-
rungstheorems verwenden.)

Wenn wir etwas iiber Substitution beweisen wollen, miissen wir den Begriff der
Substitution etwas formaler betrachten:

DEFINITION III.1.7 (Induktive Definition der Substitution). Sei u eine Variable
(oder Konstante), und sei ¢ ein Term. Dann definieren wir

(a) Eine Abbildung s +— s(u/t), die jedem Term s einen neuen Term s(u/t)
zuordnet,

(b) sowie eine Abbildung ¢ — ¢(u/t), die jeder Formel ¢ eine neue Formel
¢(u/t) zuordnet,

durch folgende Rekursion:

(al) Wenn s die Variable u ist, dann ist s(u/t) der Term t.

(a2) Wenn s eine andere Variable oder Konstante ist, dann ist s(u/t) der
Term s.

(a3) Wenn s der Term f(sy, ..., sk) ist (wobei f ein k-stelliges Funktionssym—
bol ist), dann bilden wir zunachst die Terme s} := s1(u/t), sbh := sa(u/t),
ete., und definieren das Resultat s(u/t) als f(s), ..., s}).

(b1) Wenn ¢ die Atomformel s; = sy ist, dann ist gp(u/t) die Atomformel
sy = s, wobel s := s1(u/t) und s := so(u/t).

(b2) Wenn ¢ die Atomformel R(sl, ..., Sg) ist, dann ist ¢(u/t) die Atomformel
R(sy,...,s)), wobei s, := s,(u/t) firi=1,...,k.

(b3) Wenn ¢ die KonJunktlon Py A g ist, dann deﬁmeren wir ¢(u/t) als
Ui(uft) A a(uft).

(b4) Analog fiir die anderen Junktoren.

(b5) Wenn ¢ die Formel Ju 1 ist, dann kommt u in ¢ nur gebunden vor. Wir
definieren in diesem Fall ¢(u/t) :=
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(b6) Wenn ¢ die Formel 3x 1) ist, wobei die Variable z von der Variablen u
verschieden ist, dann setzen wir ¢’ := ¥ (u/t) und setzen p(u/t) := Iz’

Kurz gesagt: (Elx gp) (u/t) = Jz (cp(u/t)) (wenn x ungleich u).
(b7) Analog fiir V1.

IT1.2. Semantik

II1.2.A. Interpretation einer Sprache . in einer Struktur 9. Wir
betrachten die folgenden Formeln:

o1 : Vo Jy(x=1y)
w2 1V Ty (z #y)
@3 Jy (v # y)

Die Frage, ob diese Formeln wahr sind, kénnen wir nur im Bezug auf ein , Modell*
beantworten:

DEFINITION II1.2.1 (Z-Struktur). Sei .Z eine pridikatenlogische Sprache. Eine
Z-Struktur (auch: Z-Modell) 9 := (M, I) besteht aus

e cinem Universum M # ()
e und einer Interpretation I; I ist eine Funktion, die ...
— ... jeder Konstanten ¢ € .Z ein Objekt I(c) € M zuordnet;
— ... jedem k-stelligen Funktionssymbol f eine k-stellige Funktion
(oder ,Operation®) I(f) : M* — M zuordnet;
— ... jedem k-stelligen Relationssymbol R eine Menge I(R) C M*
zuordnet.
Fiir das zweistellige Symbol = verlangen wir immer, dass es durch
die tatsédchliche Gleichheit interpretiert wird,
d.h. I(=) = {(m,m) :m e M}.
Statt I(c), I(f), I(R) schreiben wir meist ¢™, f™ R™.

Sprechweise: Die Begriffe , Modell und ,,Struktur” werden oft synonym verwendet.
Wenn man eine Struktur ein ,Modell“ nennt, meint man damit aber oft, dass
gewisse (vorher betrachtete) Formeln in dieser Struktur auch gelten; wenn eine
Struktur 91 eine Formel ¢ erfiillt, dann heifft 90t auch ,Modell fiir ¢*; gelegentlich
ergibt sich aber ¢ nur aus dem Kontext, und man spricht dann nur von einem
Modell.

Um die Notation zu vereinfachen, lasst man in der Definition einer konkreten
Interpretation I die Definition von I(=) oft weg (da sie sich ohnehin zwingend aus
der Wahl von M ergibt). Weiters schreiben wir ein Modell nicht als Paar (M, I)
an, sondern wir geben statt I die Liste aller Werte von I an (in einer Reihenfolge,
die meist durch den Kontext klargestellt wird). Wenn unsere Sprache etwa das
zweistellige Funktionssymbol + und das Konstantensymbol 0 enthalt, geben wir
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ein Modell als Tupel 9t = (M, f,m) an, wobei f = +™ eine zweistellige Funktion
auf M ist, und m € M ist.

Wenn die Grundmenge unseres Modells 9t = (M, I') zum Beispiel die natiirlichen
Zahlen sind und das Symbol + durch die iibliche Additionsfunktion interpretiert
werden soll und das Symbol 0 durch die Zahl 0, also

(a) M =N
(b) I(,das Symbol +“) = ,die Additionsfunktion®
(c) I(,das Symbol 0¢) = ,die Zahl Null

dann kiirzen wir diesen Sachverhalt einfach durch 9t = (N, 4,0) ab. Wenn es
notwendig ist, zwischen dem Symbol + und der Funktion 4 zu unterscheiden,
markieren wir das Symbol mit einem Punkt: +.

Die Beziehung (b) schreiben wir also z.B. so: +™ = +.

I11.2.B. Belegungen b und Interpretation von Termen b.

DEFINITION II1.2.2 (Belegung). Sei 9t := (M, I). Eine Belegung b ist eine Ab-
bildung von allen (freien) Variablen nach M. (Oft betrachten wir auch ,partielle®
Belegungen, die also nur gewissen Variablen Werte zuordnen.)

Wir wenden uns nun der Interpretation von Termen zu.

DEFINITION UND SATZ II1.2.3. Sei 9 = (M, I) eine Z-Struktur, und sei b eine
Belegung.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion b mit Wertebereich C M, die
auf allen Termen definiert ist, und die die folgenden Eigenschaften hat:

(a) b(c) = ™ fiir alle Konstanten c.

(b) b(u) = b(u) fir alle Variablen u.

(©) B(F(t1s. s b)) = FPRB(L), - B(E)).
Wenn b eine Belegung ist, die nur auf gewissen Variablen, sagen wir allen u € V/
definiert ist, dann gilt analog, dass es eine eindeutig bestimmte Funktion b wie
oben gibt, die auf allen Termen definiert ist, welche nur Variablen in V' verwenden.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber den Termaufbau.
Genauer: Zunichst zeigen wir, dass es hochstens eine Abbildung b gibt, die b
fortsetzt und die angegebenen Bedingungen (a), (b), (c) erfiillt. Seien néamlich
b und b zwei solche Fortsetzungen, so kann man zeigen, dass die Eigenschaft

b(t) = b(t)

e immer dann gilt, wenn ¢ Konstante oder Variable ist (wegen (a) bzw (b);
e sich von Termen ¢y, ..., t; auf den Term f(¢y,..., %) vererbt, wann im-
mer f ein k-stelliges Funktionssymbol ist.
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Dann zeigen wir, dass es zu jedem Term ¢ eine Funktion b; gibt, die auf allen
Untertermen® von t definiert ist, die auf ihrem Definitionsbereich die Rekursi-
on (a),(b),(c) erfiillt; die Menge der Terme, fiir die es so eine Funktion gibt,
enthélt namlich alle Konstanten und Variablen und ist unter den Abbildungen
(t1,...,tx) = f(t1,..., fr) abgeschlossen. Schlieklich zeigt man, dass b(t) := b(t)

die Anforderungen erfiillt. U

In dieser Definition haben wir eine Belegung b festgehalten und die Terme ¢
variiert; dadurch ergibt sich eine Funktion b, die auf allen Termen definiert ist.
Wenn wir nun einen Term festhalten, konnen wir jeder Belegung b einen Wert
b(t) zuordnen:

DEFINITION II1.2.4. Wir halten n fest. Eine Belegung b, die nur auf den Variablen
{z1,...,x,} definiert ist, konnen wir mit dem n-Tupel @, := (b(x1),...,b(x,)) €
M™ identifizieren. Umgekehrt konnen wir jedem n-Tupel mi = (my, ..., m,) € M™
die Belegung b7 zuordnen, die x; auf m; abbildet.

Mit dieser Bezeichnung gilt: Jeder Term ¢, dessen freie Variable in der Menge
{z1,...,7,} enthalten sind, induziert eine Funktion ™ : M™ — M, nimlich

£ (0m) = B ().

Sei n weiterhin fest. Die obigen Rechenregeln fiir b iibersetzen sich nun so in die
neue Schreibweise:

(a) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ ist ¢™ : M™ — M die konstante Abbil-
dung (my,...,my,) — ™ e M.

(b) Fiir jede Variable x; mit i € {1,...,n} ist 27 : M™ — M die i-te
Projektion: (mq,...,my,) — m;.

(¢) Fiir den Term f(ty,...,t) ist f(t1,...,tx)™ : M™ — M die durch m :=
(mi,...,my) = f2E (M), ..., 17 (m)) definierte Abbildung.

Man beachte, dass der Definitionbereich der Funktion ¢™ sich nicht aus direkt
aus dem Term ¢ ergibt, sondern nur aus dem Paar (t,n). So kann der Term
sowohl die Funktion (z,y) — y von M? nach M darstellen, als auch die Funktion
(z,y,2) — y von M3 nach M.

II1.2.C. Interpretation von Formeln; b und M E ©.

DEFINITION II1.2.5. Seien b und b’ Belegungen. Wir schreiben &’ =, b, wenn fiir
alle Variablen v mit v # u gilt: b'(v) = b(v), wenn also b und ¥’ auf allen Variablen
tibereinstimmen — aufser moglicherweise auf der Variablen u. (Wir erlauben auch,
dass eine der Belegungen auf u undefiniert ist, und die andere definiert. Fiir alle
anderen Variablen z ist aber mit b(z) = 0'(z) gemeint, dass entweder beide Werte
definiert sind, oder keiner.)

6dieser Begriff ist auch induktiv definiert
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Die folgende algorithmische Variante ist oft praktischer:

DEFINITION II1.2.6. Sei b eine Belegung, x eine Variable. (b kann auf x definiert
sein, oder auch nicht.) Sei m € M.

Dann ist die Belegung b, ,, so definiert:

® by/m(x) =m.
® b,/m(y) = b(y) fiir alle Variablen y # .

In dieser Schreibweise gilt natiirlich b/, =, b, und umgekehrt: wenn o' =, b ist,
und V() definiert ist, dann gibt es ein m € M mit ¥’ = b, ,, (ndmlich m := 0'(x)).

DIE FOLGENDE DEFINITION IST AUSSERST WICHTIG.

DEFINITION II1.2.7 (Giiltigkeit unter einer Belegung). Fiir

e jede .Z-Struktur N,
e jede Formel p(z1,...,x,) (mit freien Variablen unter xy,...,z,)
e und jede Belegung b : {z1,...,2,} = M

definieren wir, wann 9 F ¢ [b] gilt.” Die Definition erfolgt induktiv nach dem
Aufbau der Formel ¢; fiir Atomformeln gilt zunéchst

e ME R(ty,....tp) [0] & (tT(Z),.... 17 (T)) € R™
(Wir schreiben 7, wieder als Abkiirzung fiir (b(x), . ..,b(z,)). Da ="" die
tatsichliche Gleichheit {(m,m) : m € M} ist, heift dies insbesondere:

MEt =t[b] & (7)) =3 (7))
Seien nun ¢, 1) Formeln, dann gilt weiters

e ME T [b] gilt immer

e ME L [b] gilt nie

e ME (pAY)[b] & ME p[b] und M E 1 [b]

e ME (pV) b & ME ¢ [b] oder M E 9 [b]

e ME (—p)[b] & ME @b
(Hier verwenden wir die Abktirzung 9t ¥ ¢ [b] fiir die Negation der Be-
ziehung 9 E ¢ [b]. Siehe auch Anmerkung I11.2.14.)

o ME (p—Y)[b] & ME @[b] oder M E 1 [b]

e Fiir jede Formel ¢:
ME (Veyp) b & VO :Wenn b/ =, b, dann ME V]
(Die Belegung b ist moglicherweise nicht auf allen Variablen definiert;
insbesondere kann es sein, dass b(z) undefiniert ist. Die betrachteten
Belegungen ¢’ miissen aber alle an der Stelle x definiert sein.)

e Fiir jede Formel ¢:
MEJrpb & I :0 =, bund ME ¢[V]

"Wir lesen diesen Begriff so: Im Modell MM gilt die Formel ¢ unter der Belegung b.
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Wenn wir also feststellen wollen, ob Vx ¢ in 91 unter der Belegung b gilt, dann
interessieren wir uns nicht fiir den Wert von b an der Stelle x, sondern wir miis-
sen die Wahrheit von ¢  fiir alle® x nachpriifen; das heifst, wir betrachten alle
moglichen ,Varianten“ b’ von b; jede Variante b’ setzt einen anderen Wert fiir x
ein.

BEISPIEL. Wir betrachten die Formel ¢(u) : 0 < u, die Struktur (N, 0, <), sowie
die Belegungen

by tu— 7

bg U5

b :u+— 0
Dann gilt (N, 0, <) F ¢ [b1], d.h. die Struktur (N, 0, <) erfiillt die Formel ¢ unter
der Belegung b;. Ebenso erkennt man (N, 0, <) F ¢ [by], sowie (N,0, <) ¥ ¢ [bs]

SCHREIBWEISE II1.2.8. Wir schreiben ¢(u), um darauf hinzuweisen, dass u eine
freie Variable ist. Statt (N, 0, <) F ¢ [b1] schreiben wir auch N F ¢ [b;] und statt
N F ¢ [b1] schreiben wir auch N F 0 < 7. (Beachten Sie aber, dass ,,0 < 7¢
nicht als Formel der betrachteten Sprache angesehen werden kann; das Element
0 des Universums N konnte man zur Not noch als Konstante () lesen, aber in der
betrachteten Sprache haben wir kein Konstantensymbol 7.)

BEISPIEL. Wir betrachten die Formel Vz Q <z und dieselbe Struktur (N, 0, <) wie
vorhin. Sei b eine beliebige Belegung. Dann gilt (N, 0, <) ¥ Vx (0 < x)[b], denn es
gibt eine Belegung 0’ =, b mit (N,0,<) ¥ (0 < z)[b']; wir miissen nur ¥'(x) = 0
setzen.

Da die Definition von F so wichtig ist, geben wir eine Variante der Definition an
(die zur urspriinglichen Definition dquivalent ist).

DEFINITION UND SATZ I11.2.9. Sei 9t = (M, I) eine Z-Struktur, und sei b eine
Belegung.

Dann gibt es erstens (laut II1.2.3) eine eindeutig bestimmte Funktion b mit den
Eigenschaften 1-3, die die Menge aller Terme in die Menge M abbildet, sowie
zweitens eine eindeutig bestimmte Funktion b mit den Eigenschaften 4-8, die
jeder Formel ¢ einen Wahrheitswert b(¢) € {0,1} zuweist:

(1) b(c) = ™ fiir alle Konstantensymbole c.

(2) b(u) = b(u) fiir alle Variablen u.

(3) b(f(t1,...,tn)) = f(b(t1),...,b(t,)), wenn t1, ..., t, Terme sind, und f
ein n-stelliges Funktlonssymbol
(Bis jetzt haben wir nur I11.2.3 wiederholt.)

(4) b(R(t1, ..., t,)) = 1, wenn das n-Tupel (b(ty),...,b(t,)) in R™ liegt, und

(R(t1,...,t,)) = 0 sonst (fiir n-stellige Relationssymbole R)

(T)=1, b(L) =0.

S S

(5)
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bl M) = b(@) As b(¥), bl = ¥) = bly) =8 b(¥), etc.
(Insbesondere: b(¢ — 1) = 0 genau dann, wenn b(p) = 1 und b(y)) = 0.)
b(Vz @) = Amens bz;n(ga) (Zur Schreibweise Ag siehe I1.1.1.)

Wenn es also ein m € M gibt mit b;/\m(ga) — 0, dann ist b(Vz ) = 0.
Wenn aber fiir alle m € M die Gleichung b;/\m(go) = 1 gilt, dann ist

(6)
(7)

Z;(Vx p) = 1.
(8) b3 0) = Vp{buym(i2) : m € M}.
(Elx p) ist also genau dann gleich 1, wenn es mindestens ein m gibt mit
z/m((:p)
Es gilt nun:
ME ob] < bly) =1
M E plb] & b(yp) =0

SATz I11.2.10. Seien b, b’ Belegungen der Variablen x1,...,x, und b =, b'. Sei
weiters ¢ eine Formel in den freien Variablen x;,, ..., x;, , wobei r in der Menge
{i1,...,ix} nicht vorkommt. (D.h. die Variable x, kommt in den Variablen von
@ nicht vor.)

Dann gilt:
ME@ b MEp [V

Das heifst: Wenn man 90t E ¢ [b] iberpriifen will, so sind sind die Werte b(u) auf
Variablen u, die nicht in ¢ vorkommen, irrelevant.

SaTz I11.2.11. Sei o eine geschlossene Formel (d.h. ohne freie Variable) und b, b’
Belegungen von x4, ...,x,. Dann gilt

ME b & ME o [V]
In diesem Zusammenhang nennt man o auch einen Satz.

DEFINITION II1.2.12 (Giltigkeit in einem Modell).
Sei ¢ ein Satz. Wir sagen ,,o gilt in 2 und schreiben 9 E o, falls

MEo [b] Vb

(Wir haben uns bereits tiberlegt, dass die Beziehung 9t F o [b] ohnehin nicht von
b abhéngt, solange o keine freien Variablen enthélt.)

Sei X eine Menge von Satzen. Wir schreiben 91 F 3, falls
MEo Voel

Gelegentlich ist es auch praktisch, die Giiltigkeit von Formeln mit freien Variablen
zu definieren.
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DEFINITION II1.2.13. Sei ¢ eine Formel (mit eventuell freien Variablen). Wir
schreiben M F ¢, falls fiir alle Belegungen b (der freien Variablen von ¢) die
Beziehung

ME ¢ [b]
gilt.

Wenn ¢ etwa eine Formel mit einer einzigen freien Variable u ist, und man
fiir alle b: ME ¢ [b]

iiberpriifen will, muss man nur jene partiellen Belegungen betrachten, die auf u
definiert sind (da es auf die Werte b(v) fiir andere Variablen nicht ankommt).
Genau dasselbe muss man aber machen, wenn man die Wahrheit von

M EVup
tiberpriifen will. Daher gilt 91 E Vu ¢ genau dann, wenn 91 F ¢ gilt.
BEMERKUNG III1.2.14. Achtung! Laut Definition II1.2.7 gilt zwar
ME P[] < ME - D]
fiir jede Belegung b, im Allgemeinen ist die Beziehung
MEp < ME—p

aber falsch! Sie gilt nur dann, wenn ¢ eine geschlossene Formel ist. Sei ndmlich
¢ eine Formel mit freien Variablen:

e M = —p bedeutet, dass die Beziehung 9 E (—¢) [b] fiir alle® Belegungen b
gilt, d.h. dass die Beziehung 9 & ¢ [b] fiir keine Belegung b gilt.

e M F ¢ ist jedoch (laut Definition) die Negation der Beziehung 9 E ¢;
das heifit, dass 9t F ¢ [b] nicht fir alle b gilt, es also zumindest eine
Belegung b gibt, sodass 9t F ¢ [b] nicht gilt.

Um Irrtiimer zu vermeiden, definiert man daher oft die Bezichung 9t F o (ohne
Belegung) nur fiir geschlossene Formeln o.

BEISPIEL. Sei 91 eine Struktur mit mindestens 2 Elementen, 0 ein Konstanten-

symbol, = eine Variable. Dann gilt weder die Formel z = 0 in 91, noch ihre
Negation —(z = 0) (abgekiirzt = # 0):

M E x =0, denn M ¥ Va(xr = 0);
M E x #0, denn M E Va(x #0).

In der folgenden Definition kann > endlich oder unendlich sein; auch die leere
Menge ist zugelassen.

8Es geniigt, nur solche Belegungen zu betrachten, die auf allen in ¢ vorkommenden freien
Variablen definiert sind.
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DEFINITION III1.2.15. Sei ¥ eine Menge von Formeln® in einer Sprache ., und
sei M eine Z-Struktur.

M = 3 bedeutet, dass M = ¢ fir alle p € X gilt.

Insbesondere gilt 9 = X sicher dann, wenn ¥ leer ist.

I11.3. Allgemeingiiltige Formeln, Folgerung

II1.3.A. Allgemeingiiltigkeit.

DEFINITION II1.3.1 (Allgemeingiiltigkeit). Sei ¢ eine Formel. Wir sagen ¢ ist
allgemeingiiltig”, falls ¢ in allen Modellen 90 gilt, d.h. wenn gilt

VLM E .
Wir schreiben auch kurz F ¢.
BEISPIEL. F 3z ( (3y P(y)) — P(x) )

BEWEIS. Sei 9 = (M, P™) ein beliebiges Modell. Wir unterscheiden die fol-
genden beiden Fille:

(1) P™ =0, d.h., M E -3z P(z)

Gesucht ist also eine Belegung b, sodass eine/alle der folgenden (dqui-
valenten) Bedingungen gelten:

(a) ME ((Fy Py)) = P(u)) [b].

(b) M E ((—=3y P(y)) V P(u)) [b].

(c) ME (—Fy P(y) )[b] oder M E P(u) [b].
Die Bedingung 9t F (—3y P(y) )[b] hangt aber gar nicht von b ab und
ist unter jeder beliebigen Belegung b wahr.

(2) P™ £ 0, also M = Jz P(x).

Sei mo € P C M und b : u > mg. Dann gilt M E P(u) [b], woraus die
Behauptung folgt, da die rechte Seite der Implikation fiir diese Belegung
wahr wird. U

I11.3.B. Aquivalenz.

DEFINITION II1.3.2. Seien ¢, 1) Formeln mit freien Variablen unter z, ..., z,.
Wir sagen, dass ¢ und ¢ dquivalent sind, wenn die Formel ¢ <+ 1 allgemeingiiltig
ist, oder dquivalent: wenn die Formel Vz; --- Vz,, (¢ <> 1) allgemeingiiltig ist.

BEISPIEL. Seien z,y, z verschiedene Variable. Die Formel 3z (y = x + z), inter-
pretiert in den natiirlichen Zahlen, besagt, dass y eine gerade Zahl ist. Dasselbe
wird von der Formel 3z (y = z + z) ausgesagt; man priift leicht nach, dass die
Formeln

Jz(y =2+ 2), Jr(y=a+x)

9Fast immer werden wir nur Mengen von Sétzen betrachten.
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tatsachlich aquivalent sind.

Die Formel 3x (z = x + x) ist hingegen zur ersten Formel nicht dquivalent, da sie
ja besagt, dass z (und nicht etwa y) gerade ist.

SATZ I11.3.3. Seien ¢ und ) Formeln mit freien Variablen unter xy, ..., x,. Dann
sind ¢ und ¥ genau dann dquivalent, wenn fir alle Belegungen b (die zumindest

auf den Variablen x4, ..., x, definiert sind) die Gleichung B(w) = B(w) qgilt.

I11.3.C. Tautologieaxiome.

DEFINITION II1.3.4 (Tautologie). Sei A eine Tautologie in einer aussagenlogi-
schen Sprache, und sei h eine Abbildung, die jeder aussagenlogischen Variable
eine pradikatenlogische Formel zuweist.  ldsst sich in natiirlicher Weise zu einem
Homomorphismus A von den aussagenlogischen Formeln in die pradikatenlogi-
schen Formeln fortsetzen. Sei nun ¢ eine prédikatenlogische Formel. Wir nennen
¢ Tautologie genau dann, wenn es eine aussagenlogische Tautologie A und eine

Abbildung h gibt, sodass h(A) = .

BEISPIEL. ¢ : V& P(z) — Vx P(x) ist Tautologie, denn A : p — p und
h(p) = Vx P(z) erfiillen die gewiinschte Bedingung.

SATz 111.3.5. Sei ¢ eine Tautologie. Dann gilt E @, d.h. Tautologien sind allge-
meingiltig.

BEWEIS. (Dieser Beweis ist dem Beweis von I1.1.16 sehr dhnlich.)

Sei p = B(A), wobei A aussagenlogische Tautologie ist, und 7 Homomorphismus.
Sei b eine (pradikatenlogische) Belegung (die zumindest auf allen in ¢ vorkommen-
den Variablen definiert ist). Daraus konnen wir eine aussagenlogische Belegung
by generieren, némlich by (p) = b(h(p)) fiir alle aussagenlogischen Variablen p, die
in A vorkommen.

(Dies bedeutet, dass by(p) = 1 genau dann gilt, wenn 9 = h(p) [b].)

Da sowohl b, als auch b mit den Junktoren vertraglich sind, sieht man leicht
(genauer: induktiv)

bi(B) = b(h(B))

fiir alle aussagenlogischen Formeln, insbesondere b1 (A) = b(h(A)), daher b(h(A)) =
1, somit 9 = h(A) [b]. O

BEMERKUNG II1.3.6. Nicht alle allgemeingiiltigen Formeln sind Tautologien.!”

Zum Beispiel ist Vo P(z) — Yy P(y) allgemeingiiltig, aber keine Tautologie.

10Allerdings wird das Wort ,,Tautologie“ in der Literatur hiufig auch als Synonym fiir ,all-
gemeingiiltige Formel“ verwendet; Tautologien in unserem Sinn heiffen dann ,aussagenlogische
Tautologien®, oder ,homomorphe Bilder aussagenlogischer Tautologien®, etc.
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IT1.3.D. Semantische Folgerung: > = .

GLOSSAR II1.3.7. Das Symbol E hat in der Prdidikatenlogik verschiedene Bedeu-
tungen:

o M E ¢[b]: Die Formel ¢ gilt in der Struktur 9 unter der Belequng b,
oder: b(p) = 1. (Siehe II1.2.7.)

o ME p: ¢ gilt in M unter jeder Belegung. (Siehe 111.2.12.)

o = p: ¢ ist allgemeingiiltig, gilt also in allen Strukturen. (Siehe II1.3.1.)

o X F w:p folgt aus X3, das heifst: Jede Struktur N, die alle Formeln in 3
erfillt, erfillt auch . (Siehe 111.5.8.)

Dies letzte Bedeutung kann man als Verallgemeinerung der vorletzten sehen:

DEFINITION II1.3.8 (X F ¢, Folgerung).

(1) Seien o1, 09 Satze. Wir schreiben o1 E 09 (oder {01} F 03), wenn fiir alle
M, die M E o erfiillen, auch M F o4 gilt (oder dquivalent dazu: wenn
F o1 — oy gilt).

(2) Allgemeiner: Sei ¢ eine Formel und ¥ eine Menge von Satzen. Wir schrei-
ben ¥ F ¢, wenn fiir alle 9, die 9 F X erfiillen, auch M F ¢ gilt.

Wir sagen auch: ,,09 folgt aus o, bzw. ,,p folgt aus ¥“. Das Symbol F wird in
diesem Zusammenhang auch als semantische Folgerung bezeichnet.

BEMERKUNG II1.3.9. Wenn ¥ eine endliche Menge ist, etwa ¥ = {o1,...,0,},
dann schreiben wir statt ¥ F ¢ bzw. {o1,...,0,} F ¢ kiirzer oy,...,0, F ¢.
Wenn X = () leer ist, dann gilt 9% E X fiir alle 9. Daher gilt () F ¢ genau dann,
wenn ¢ allgemeingiiltig ist, d.h. wenn F ¢ gilt.

DEFINITION II1.3.10 (Erfiillbarkeit, Unerfiillbarkeit). Eine Menge > von geschlos-
senen Formeln heifst erfiillbar, wenn es ein Modell 9t mit 9t F 3 gibt. Andernfalls
heifst 3 unerfillbar.

BEMERKUNG III.3.11. ¥ F 1 bedeutet nach Definition, dass jedes Modell 9N,
welches I F X erfiillt, auch 9 F L erfiillt. Die Beziehung 9t F L gilt aber nie.
Daher:

> F L gilt genau dann, wenn es kein Modell 9 mit 9 F X
gibt,
oder mit anderen Worten, wenn ¥ unerfiillbar ist.

SATz I11.3.12. Sei ¥ eine Menge von geschlossenen Formeln, o und T geschlos-
senen Formeln.

(1) ¥ F o gilt genau dann, wenn ¥ U {-o} F L.
(2) ¥ F —o gilt genau dann, wenn XU {c} F L.
(3) XU {c} E 7 gilt genau dann, wenn X F o — 7.
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BEWEIS. 1. Wir zeigen, dass die Negationen der beiden Bedingungen dquiva-
lent sind.
Y. ¥ o bedeutet, dass es ein Modell 9t gibt, welches zwar X erfiillt, nicht aber o.
Da o eine geschlossene Formel ist, bedeutet dies, dass 9 E X U {—o} erfiillt, also
ist ¥ U {—o} erfiillbar.
Diese Schliisse lassen sich auch umkehren: Jedes Modell, welches ¥ U {—c} ¥ L
bezeugt, also ¥ U {—c} erfiillt, ist ein Beleg fiir ¥ ¥ o.
2. Ahnlich zu 1.

3. Die beiden Aussagen sind zu
YU{o,-1}E L bzw. YU{-(c—=7)}EL

dquivalent. Aber jedes Modell, welches o und —7 erfiillt, erfillt =(c — 7), und
umgekehrt. O

DEFINITION II1.3.13 (Obersprache, Untersprache). Seien .Z und ¢’ priadikaten-
logische Sprachen und das Alphabet (also alle Variablen, Konstanten, etc.) von .&
sei eine Teilmenge des Alphabets von .#’. Dann nennen wir .¢” eine Obersprache

von .Z. £ heiflst Untersprache von Z’.

DEFINITION II1.3.14 (Expansion, Redukt). Ist £ eine Untersprache von %’
dann ist durch die .Z’-Struktur 9 in natiirlicher Weise eine .Z-Struktur 9t = M’ [.¥
definiert (die Interpretationen der Symbole in .#’\ . werden einfach ,yergessen®).

Umgekehrt gibt es zu jeder Z-Struktur 9 eine (im Allgemeinen nicht eindeutig
bestimmte) £’-Struktur 9V mit M'[L = IM; die Relations-, Funktions- und
Konstantensymbole in .2’ \ . kann man beliebig definieren.

M heilt Expansion von M, M heilst Redukt von IV,

Sarz 111.3.15. Sei £ eine Obersprache von £ mit ¢ € L'\ £ und p(u) eine
Formel in der Sprache £. Dann qilt fir alle £ -Strukturen 9:

MEpu) & MEVE p(z) & VI :M=M[.Z: M E (c).

Insbesondere gilt
Folu) & EVe p(z) & F )

BEMERKUNG II1.3.16. Die Definition von Y F ¢ hangt eigentlich von der zugrun-
de liegenden Sprache ab. Sei ¥ U {7} eine Menge von geschlossenen Formeln in
der Sprache 2] C .%. Dann miisste man eigentlich zwei Relationen ¥ =4 7 und
Y g, T unterscheiden:

(1) ¥ 4 ¢ bedeutet, dass fiir alle £;-Strukturen 91, die M |= 3 erfiillen,
auch M = 7 gilt.

(2) ¥ g ¢ ist analog definiert, quantifiziert aber iiber alle .%,-Strukturen
M, die M’ |= 3 erfiillen.
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Wegen des gerade zitierten Satzes (und der Bemerkung davor) sind die beiden
Aussagen aber dquivalent: jedes Gegenbeispiel 9 lésst sich zu einem Gegenbei-
spiel M’ expandieren, bzw. jedes M lasst sich zu einem 9N reduzieren.

I11.4. Semantik der Substitution

II1.4.A. Semantik der Substitution: Terme. Sei s ein Term, = eine Va-
riable, ¢ ein Term. Unter s(z/t) verstehen wir jenen Term, den man erhélt, wenn
man jedes Vorkommnis von x in s durch ¢ ersetzt.

Beispiel: Sei s = (z+y) * (2—x), und ¢t der Term x + 1, dann ist s(x/t) der Term
(z+1)+y)*(2—(z+1)).

Wir erinneren an Definition II1.2.6: Sei b eine Belegung mit Wertemenge C M, x
eine Variable, a € M. Mit b,/, bezeichnen wir jene Belegung, die an der Stelle x
den Wert a hat und sonst mit b {ibereinstimmt.

SATz 111.4.1. Sei M eine Struktur (fir die betrachtete Sprache), sei b eine Bele-
gung, seien s und t Terme, und x eine Variable.

Sei a == b(t). Dann ist b(s(x/t)) = by/a(s).

In Worten: Statt die Belequng b auf den modifizierten Term anzuwenden, tiber-
legen wir uns zundchst, welchen Einfluss diese Modifikation auf die Variable x
hat — sie wird ja durch den Term t ersetzt, also missen wir zundchst a := b(t)
berechnen; nun definieren wir eine neue Belegung, die diesen Wert an x zuweist,
und werten diese auf dem urspringlichen Term s aus.

BEWEIS. Beweis mit Induktion nach dem Aufbau von s (fiir alle Belegungen
gleichzeitig). Wenn s die Variable x ist, dann ist s(z/t) der Term ¢, und die linke
Seite ist b(t). Nach Definition erfiillt b,,, die Bedingung b, /,(z) = a = b(t), also
ist die rechte Seite auch b(t).

Wenn s eine andere Variable ist, sagen wir y, dann ist s(x/t) = s, also steht links
b(s), und rechts steht by/q(s) = bz/a(y) = b(y) = b(s). Analog argumentieren wir
im Fall, dass s eine Konstante ist.

Sei nun s ein komplizierter Term, sagen wir s = f(sq,...,s,) fir ein k-stelliges
Funktionssymbol f. Dann ist

s(x/t) = f(si(z/t),..., sp(x/t)).
Auf der linken Seite der behaupteten Gleichung steht also
B (s1(@/1) -y sw(@/t)) = FRB(sa(@/8))s ) = P (Bajalsr)s ),

wobei die letzte Gleichung nach Induktionsvoraussetzung gilt.
Auf der rechten Seite steht dasselbe:

Bojals) = " (Buga(sr)....). O
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II1.4.B. Semantik der Substitution: Formeln. Sei ¢ eine Formel, = eine
Variable, t ein Term. Unter ¢(z/t) verstehen wir jene Formel, die man erhilt,
wenn man jedes frete Vorkommnis von x in s durch ¢ ersetzt.

DEFINITION II1.4.2. Wir sagen, dass die Substitution z/t in ¢ verboten (oder
unsinnig) ist, wenn es (mindestens) eine freie Variable y in ¢ gibt, die durch die
Substitution gebunden wird; das heifft: wenn es eine Variable y in ¢ gibt, und
ein freies Vorkommnis der Variablen x in einer Unterformel von ¢, die die Form

Yy (...) hat.
Alle anderen Substitutionen heifsen ,erlaubt“ (oder ,sinnvoll).

Formal sollte man diese Definition mit Induktion iiber den Aufbau von ¢ definie-
ren. Zum Beispiel ist die Substitution x/t genau dann in ¢; A ¥, erlaubt, wenn
sie sowohl in v, als auch in v erlaubt ist. Der kritische Punkt der induktiven
Definition bezieht sich auf Formeln der Form Vy v und 3y ¢: Hier ist die Substi-
tution x/t genau dann erlaubt, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

e Die Variable z kommt in Yy bzw. Jy 1 gar nicht frei vor (das schliefst
den Fall ein, dass die Variable y in Wirklichkeit die Variable x ist).

e Die Substitution z/t ist in der Formel ¢ erlaubt, und die Variable y
kommt in ¢ nicht vor.

BEISPIEL. Seien x,y, z verschiedene Variable. Sei ¢ die Formel Jy (y < z). Dann
sind die Substitutionen x/2, z/(x + x), x/z, x/x erlaubt, die Substitutionen z/y
und z/(x + y) verboten.

Die Resultate der Substitutionen sind
Jy(y<2), Wy<zr+z), yy<z), Wy<z), WYy<y), Wy<z+y)
Wir werden ab sofort immer nur erlaubte Substitutionen betrachten.

BEMERKUNG II1.4.3. Wie man mit gebundenen Variablen umgeht, wissen wir
bereits aus anderen Gebieten der Mathematik, auch wenn die Bezeichnung ,.ge-
bundene Variable” dort nicht erwéahnt wurde:

(1) Im Ausdruck Y7 (7) ist i gebunden, und n frei. Es ist sinnvoll, n durch
7 oder durch n * m? zu ersetzen, nicht aber durch ¢ oder 2.
(2) Die Laplace-Transformierte F' einer Funktion f ist durch

F(z) = /0 T e (y) dy

definiert; y ist auf der rechten Seite gebunden und kann (ohne Anderung
der Bedeutung) durch eine neue Variable z ersetzt werden:

Fz) = /0 e ) ds



III.4. SEMANTIK DER SUBSTITUTION 55

In beiden Formeln konnen wir zum Beispiel x durch r + 2 ersetzen, um
F(r + 2) zu erhalten:

F(r+2)= /000 6_(’"+2)yf(y) dy = /000 e_(r+2)zf(z) dz.

Die Substitution von x durch r 4 2 ist also sinnvoll.

Wenn wir aber F(3y) ausrechnen wollen, diirfen wir y nicht in die
erste Formel einsetzen, das wiirde némlich die falsche Formel F(y) =
fooo e~V £ (1) dy liefern. In dieser Substitution wiirde die ,freie Variable
y durch die Bindung der Integrationsvariablen auch gebunden werden.

Stattdessen setzt man 3y fiir x in die zweite Formel ein und erhélt

F(3y) = /0 e~ BV7f(2) dz.

HiLrssaTz 111.4.4. Wir betrachten eine Sprache & und eine £ -Struktur 9. Sei
b eine Belegung, sei ¢ eine Formel, seien x und y verschiedene Variable, und
seien c,d Elemente von M. Dann gilt

(bx/c)y/d = (by/d)z/c und (b:p/c)x/d = bx/d
BEWEIS. Leicht. O

Satz 111.4.5. Sei MM eine Struktur (fir die betrachtete Sprache), sei b eine Bele-
gung, sei p Formel, sei t Term, und x eine Variable. Wir nehmen an, dass die
Substitution ¢(x/t) erlaubt ist.

Dann ist b(p(z/t)) = b/x;(go) mit a := b(t).
Anders ausgedriickt:
M= e(z/t) 0] < M= @ basal
BEWEIS. Mit Induktion nach dem Aufbau von ¢. Fiir Atomformeln verwen-
den wir Satz II1.4.1 iiber Termsubstitution.
Die Fille ¢ = @1 A 9, etc., sind leicht zu beweisen.

Wenn ¢ die Form Va1 oder dz ¢ hat, dann kommt = in ¢ nirgends frei vor, es
ist also p(x/t) = p; weiters spielt der Wert von b an der Stelle x keine Rolle, es

ist also b(y) = b /a ().

Sei nun ¢ = Yy (analog fiir Jy 1), wobei y eine andere Variable ist. Da die
Substitution ¢(z/t) erlaubt ist, kommt y im Term ¢ nicht vor.

Die Formel (Vy¢)(x/t) ist identisch mit der Formel Vy (¢(x/t)).
M= p(z/t)[b] < ME=Vyp(z/t) b]
& M E(x/t) V] fir alle b =, b
S MEY[(V),) firalle b =, b



56 III. PRADIKATENLOGIK, SYNTAX UND SEMANTIK

Die Menge {(V')z/q | 0" =, b} ist identisch mit der Menge {b" | b" =, b,/q} (alle
Elemente beider Mengen haben den Wert a = b(t) an der Stelle x, beliebige Werte
an der Stelle y, und stimmen sonst mit b iiberein). Daher gilt:
M = p(x/t) b & MYV fir alle b’ =, by
< M ): Vy@b [bx/a]

I11.4.C. Substitutionsaxiome.

SATZ I11.4.6 (Substitutionsaxiom fiir ¢). Sei ¢ eine Formel, x eine Variable, und
t ein Term, der fir x in ¢ substituiert werden darf. Dann ist die Formel
Vegp — o(x/t)

allgemeingiiltig.

~ BEWEIS. Sei M eine Struktur, und b eine Belegung. Wir zeigen, dass aus
b(p(x/t)) = 0 folgt, dass auch aus b(Vz ¢ ) = 0 ist.

Aus dem vorhergehenden Satz und der Annahme b((z/t)) = 0 schlieRen wir
bzja(@) = 0 mit a := b(t). Insbesondere gilt also by, =, b.

Nach der Definition von b(Vz @) gilt also b(Va ¢) = 0. O

IT1.5. Semantik von Modus Ponens

DEFINITION IIL.5.1 (Modus Ponens; MP). Seien ¢y, ¢, ¥ Formeln. Wir sagen,
dass ¥ aus ¢ und @9 durch Modus Ponens hervorgeht, wenn ¢, die Form s — ¢
hat.

Anders ausgedriickt: Modus Ponens ist eine Funktion MP, die auf Paaren von
Formeln definiert ist:

MP((p = v), ¢) = 9,
und'' MP(A, B) = A, wenn A nicht die Form B — 1 hat).

Satz 111.5.2 (Modus Ponens; MP).

(1) Sei M ein Modell, b eine Belegung der freien Variablen von ¢ — . Es
gelte M E (o — 1) [b] und M E ¢ [b]. Dann folgt M E ¢ [b].

(2) Wenn IME @ — ¢ und M E ¢ gilt, dann gilt auch M E .

(3) Es gelte X F ¢ — ¢ und ¥ E ¢. Dann folgt ¥ F .

Das heifst, die in I giiltigen Formeln sind unter MP abgeschlossen; ebenso ist
die Menge aller Formeln, die aus > folgen, unter MP abgeschlossen.

Hyariante: wir betrachten MP als partielle Funktion, die nur dann einen Wert MP(A, B)
hat, wenn A die Form B — ¢ hat.
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BEWEIS. Wir zeigen die erste Aussage. M F (¢ — 1) [b] bedeutet M ¥ ¢ [b]
oder M E 1 [b]. Die erste Moglichkeit kommt laut Voraussetzung nicht in Frage,
daher gilt M E ¢ [b].

Beweisvariante: Aus b(¢ — 1) = 1 und b(p) = 1 miissen wir b(¢)) = 1 folgern.

Es gilt 1 = b(¢ — 1) = b(p) —p b(1)), wobei —p die entsprechende zweistellige
Operation auf {0, 1} ist; insbesondere ist

~ ~

(b(p) =B b(1)) = (1= b(w)) = b(y),
also b(1) = 1.

Die zweite und dritte Aussage folgen leicht aus der ersten. U






KAPITEL IV
Pradikatenlogik: Beweisbarkeit

Wir suchen nun eine Methode, die entscheidet, ob eine Formel allgemeingiiltig
ist, oder nicht. Wir werden zeigen: Es gibt ein ,einfaches* System von Axiomen
(siehe Seite 61), aus dem wir in ,einfacher Weise alle allgemeingiiltigen Formeln
generieren konnen. (Weiters behaupten wir, und versuchen dies im Kapitel tiber
Mengenlehre zu belegen, dass im Prinzip alle mathematischen Argumente auf das
Feststellen von Allgemeingiiltigkeit hinauslaufen.)

IV.1. Ableitungen (=Formale Beweise)

DEFINITION IV.1.1 (formaler Beweis). Ein formaler Beweis (ohne Vorausset-
zungen) ist eine endliche Folge ¢1,..., ¢, von Formeln, sodass Vi = 1,...,n
entweder

e ; ist logisches Axiom (siehe Seite 61), oder
e Jj1,J2 <1, sodass ¢; durch MP aus ¢;,, ¢;, hervorgeht

erfillt ist.

Sei @ eine Menge von Formeln (die nicht notwendigerweise geschlossen sind). Ein
formaler Beweis aus @ ist eine endliche Folge ¢1, ..., ¢, von Formeln, sodass
Vi=1,...,n entweder

e o, ist logisches Axiom, oder
e dj1,j2 < i, sodass ¢; durch MP aus ¢;,, ¢;, hervorgeht, oder
e p,cd

erfiillt ist.

DEFINITION IV.1.2 (Beweisbarkeit, Variante 1). Eine Formel ¢ heifst beweisbar,
wenn es einen formalen Beweis gibt, in dem ¢ vorkommt. Wir schreiben

=

Eine Formel ¢ heiftt beweisbar aus einer Menge ¢ von Formeln, wenn es einen
formalen Beweis aus ® gibt, in dem ¢ vorkommt. Wir schreiben

SF

Die Menge der beweisbaren Formeln ist unter Modus Ponens abgeschlossen.

59
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BEMERKUNG IV.1.3. Statt ,beweisbar sagt man auch ,ableitbar”. Formale Be-
weise bezeichnet man auch als ,Derivationen” oder ,Ableitungen“. Die Relation
F bezeichnet man manchmal auch als ,syntaktische Folgerung®. (,syntaktisch”
sind jene Begriffe, die sich nur auf Formeln beziehen, die man auf ihre Struktur
als endliche Zeichenfolgen untersuchen muss; ,semantisch® sind jene Begriffe, zu
deren Verstédndnis man sich mit [oft unendlichen| Modellen beschéftigen muss.)

Die folgende alternative Definition vermeidet es, explizit den Begriff der ,endli-
chen Folge* zu erwiahnen, und verwendet stattdessen ein Induktionsprinzip:

DEFINITION IV.1.4 (Beweisbarkeit, Variante 2). Wir definieren induktiv, was
eine beweisbare Formel ist:

(1) Jedes logische Axiom ist beweisbar.
(2) Wenn A und A — B beweisbar sind, dann auch B.
(3) Das sind alle.

Wie schon frither erwahnt, bedeutet dies: Jede Eigenschaft, die von allen Axiomen
erfillt wird und sich von A und A — B auf B vererbt, kommt allen beweisbaren
Formeln zu. (Ein relevantes Beispiel so einer Eigenschaft ist die Allgemeingiiltig-
keit, siehe ,Soundness” TV.2.1.)

BEISPIEL (formaler Beweis). Wir beweisen Schritt fiir Schritt die Aussage
= (Vo P(z)) = (vy P(y))

Der formale Beweis ist eine Folge von 7 Formeln; der Ubersichtlichkeit halber
schreiben wir jede dieser Formeln in eine eigene Zeile, und erwédhnen neben der
Formel, ob sie ein Axiom ist (bzw. welches Axiom sie ist) bzw. aus welchen friihe-
ren Formeln sie durch MP hervorgeht. Weiters fithren wir an geeigneten Stellen
Abkiirzungen ein, um deutlich zu machen, welche aussagenlogischen Tautologien
wir verwenden.

(1) FVy (Vo P(x) — P(y)) (Substitutionsaxiom)
(2) FVy (Vo P(x) — P(y)) — (Yy Vo P(x) = Yy P(y)) (Dist.axiom)
(3) FVy Vz P(z) — Yy P(y) (MP(1,2))

—_—— T

B
(4) FVz P(x) — Yy VYo P(z) (Generalisierung)
—— — —

(A i B) — ( (BB—> C)— (A—C)) (Tautologie)
F(B—=C)—= (A—=C) (MP(4,5))
FA—C (MP(3,6))

(5)
(6)
(7)

SATZ IV.1.5. Sei p eine Formel, x undy Variable, und sei die Substitution o(x/y)
sinnvoll. Dann gilt = Vx @ — Yy o(z/y).



IV.1. ABLEITUNGEN (=FORMALE BEWEISE)

Axiome unseres Kalkiils

Wir geben zunéchst die Liste der ,reinen“ Axiome an, und definieren
dann die Menge der Axiome als die kleinste Menge von Formeln, die
erstens alle reinen Axiome enthélt und zweitens mit jeder Formel ¢ auch
alle Formeln der Form Vz ¢ enthalt.

— Tautologieaxiome Jede Tautologie ist ein reines Axiom.

— Distributivitatsaxiome. Dies sind die Formeln der Form
Vo (o =) = (Vep — Vo).

— Substitutionsaxiome. Sei x eine Variable, sei ¢ eine beliebige
Formel (meist mit der freien Variablen z), sei ¢ ein beliebiger
Term, der fiir x in ¢ substituiert werden darf. Dann ist

(Vz ) = o(x/t)

ein Substitutionsaxiom.

— Existenzaxiome. 3z ¢(z) — =V —~p(x) ist fiir jede Formel ¢
ein Axiom, ebenso =V —p(z) — Iz ¢(x).
Alternativ kdnnten wir sagen, dass der Quantor 3 in unserer Sprache
nicht vorkommt. Wenn wir ihn doch hinschreiben, ist mit der Formel
J¢ eine Abkiirzung fiir die Formel —Vz —¢ gemeint.

— Generalisierungsaxiome. Dies sind die Formeln der Form

© — VY p,

wobei ¢ eine beliebige Formel ist, in der x nicht vorkommt.

— Gleichheitsaxiome. Dies sind die Formeln, die eine der Formen
u=u,u=v—>v=u, (u=vAv=w)—u=w haben, wobei
u, v, w beliebige Variable (nicht notwendigerweise verschieden)

sind.
— Leibnizaxiome. Dies sind die Formeln der Form
(up=vi A Auy =v,) — flur,...,u,) = f(vr,...,0,)

haben (wobei f ein n-stelliges Relationssymbol ist, und die w;
und v; beliebige (nicht notwendigerweise verschiedene) Variable
sind, sowie Axiome der Form

(up = A~ ANy =v,) = (R(ug, ... uy) < R(vr,...,0,)),

wobei R ein n-stelliges Relationssymbol ist.
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BEWEIS. Das vorige Beispiel war ein Spezialfall mit der Atomformel ¢ :=
P(x). Der Beweis aus dem vorigen Beispiel lésst sich leicht verallgemeinern. [

BEMERKUNG IV.1.6. Welche Formeln logische Axiome sind, hingt offenbar von
der zugrunde liegenden Sprache ab. Daher miisste man bei der Definition der
Beweisbarkeit F eigentlich immer die zugrunde liegende Sprache erwidhnen: .
Man kann aber zeigen, dass die Beziechung ® F ¢ entweder in allen Sprachen £
gilt, die die Formeln in ® U {¢} enthalten, oder in keiner. Daher schreibt man
meist nur F statt . (Siehe I11.3.16 fiir den analogen Satz fiir die semantische
Folgerung F.)

IV.2. Soundness

SATZ IV.2.1 (Soundness, Korrektheit).

(1) Aus b ¢ folgt E .
(2) Aus @ F ¢ folgt D E ¢,

imsbesondere gilt also:
wenn @+ L, dann ® F L, bzw.:
wenn ® F L, dann ¥ L.

(Dies gilt deshalb, weil erstens alle logischen Axiome allgemeingiiltig sind und
zweitens die Anwendung von MP auf allgemeingiiltige Formeln immer nur all-
gemeingiiltige Formeln produziert.) Das zentrale Ergebnis des néichsten Kapitels
— der Vollsténdigkeitssatz — besagt nun, dass im vorigen Satz jeweils auch die
Umkehrung gilt:

Sarz 1V.2.2 (Vollstandigkeitssatz). Sei X eine Menge von geschlossen Formeln
und ¢ eine Formel. Wenn ¥ F ¢ gilt, dann auch X F ¢.

IV.3. Kiirzere Beweise

Wir sammeln nun einige Hilfmittel fiir den Beweis des Vollstandigkeitssatzes.
Zunachst kommen wir zu einer Methode, die es erlaubt, Beweise abzukiirzen.
Wie obiges Beispiel zeigt, ist dies sinnvoll, da bereits recht einfache Aussagen
relativ komplizierte formale Beweise erfordern.

DEFINITION IV.3.1 (abgekiirzter Beweis). Sei ¢ eine Formel. Ein abgekiirzter
(oder ,halbformaler) Beweis von ¢ (ohne Voraussetzung oder aus Y) ist eine
endliche Folge von Formeln ¢y, ..., ¢,, aus der man in mechanischer Weise, wie
im Folgenden beschrieben, einen formalen Beweis generieren kann. Dies kann z.B.
mit Hilfe der folgenden beiden Theoreme geschehen.

SATZ IV.3.2 (Deduktionstheorem). Sei ¥ eine Menge von Formeln und seien ¢, 1)
Formeln. Dann gilt

SU{p}FY & Yo =9
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Die Richtung ,,<=* folgt leicht mit Hilfe von Modus Ponens. Daher wird auch oft
nur die Richtung ,,=“ als Deduktionstheorem bezeichnet. In gewissem Sinn ist
das Deduktionstheorem eine Umkehrung von Modus Ponens.

BEWEIS. Wir geben einen Algorithmus an, der jeden formalen Beweis von
Y U {p} F ¢ in einen formalen Beweis von ¥ ¢ — ¢ iiberfithrt. Sei also
1, ..., ein formaler Beweis von ¥ U {¢} F 1. Wir ersetzen jede Formel 1;
durch drei Formeln 1}, ? v? und stellen sicher, dass die neue Folge wieder ein
formaler Beweis ist. Der neue Beweis verwendet nur Axiome aus >3, nicht jedoch
die Voraussetzung . Die 9); werden folgendermafsen ermittelt:

1.Fall:: 1); ist logisches Axiom oder v; € 3. Setze
e )} :=1); (Axiom oder VS.)
o =1, — (¢ — ;) (Tautologie)
o = — 1 (MP).
2.Fall:: ¢; = . Setze ¢} 1= ¢? := ? := p — 1); (Tautologie)
3.Fall:: ¢; (=: B) folgt durch MP aus ¢;, (=1 A — B) und ¢;, (=: A).
Dann gilt ¢3 = ¢ — (A — B) und ¢, = ¢ — A. Setze
o Y} :=[p— (A= B)]—[(¢— A — (p = B)] (Tautologie)
o 7 :=[(0—A) = (p— B)] (MP)
o V3= — B (MP)

Die neue Folge von Formeln ist nun ein Beweis aus den Axiomen ¥, und fiir jede
Formel ; im alten Beweis kommt die Formel ¢ — ; als Formel 97 im neuen
Beweis vor, insbesondere kommt auch ¢ — ¢/ im neuen Beweis vor. U

BEMERKUNG IV.3.3. Es gibt viele andere Beweissysteme (d.h. Arten, den Begriff
Lformaler Beweis* zu definieren). Viele Beweissysteme gehen auch von ,,Axiomen*
aus und verwenden ,Regeln” (bei uns ist Modus Ponens die einzige Regel), um
aus bisher Bewiesenem weitere Formeln zu beweisen. Im System des ,natiirlichen
Schliefsens” wird zum Beispiel das Deduktionstheorem eine Ableitungsregel; eben-
so gibt es Systeme, in denen unser Generalisierungstheorem eine eigene Regel ist.
Umgekehrt gibt es auch Systeme mit schwicheren Axiomen; statt wie wir alle
Tautologien zu verwenden, kann man sich auf die drei Tautologien

(1) ¢ = (¥ = ¢),
2) = @—=0)]=lle—=9) = (p—=o),
(3) (mp = ) = (Y — )

beschrénken; daraus lassen sich bereits mit MP alle Tautologien beweisen, die
nur —, - enthalten. (Frege-Lukasiewicz Axiome).

Der Gentzensche Sequenzkalkiil ldsst als Axiome nur die allereinfachsten Tauto-
logien zu, namlich Formeln der Form ¢ — ¢, und verwendet dann eine Vielzahl
von Regeln (wie unsere ,Finfithrung des Existenzquantors” in IV.3.8) um weitere
Formeln abzuleiten.
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Die Resolutionsmethode im Abschnitt IV.5 kann ebenfalls als ein formales Sy-
stem gesehen werden; im Resolutionskalkiil interessiert man sich zwar nicht fiir
den Beweis von allgemeingiiltigen Formeln sondern fiir die Widerlegung von un-
erfiillbaren Formeln. Der Resolutionskalkiil ist aber auch in dem Sinn zu unserem
Kalkiil dquivalent, dass die Widerlegung einer Formel —p (bzw. ihrer Skolemisie-
rung, sieche Abschnitt IV.5.E) rein mechanisch in einen formalen Beweis von ¢ in
unserem Kalkiil iibersetzt werden kann, und umgekehrt.

Im Satz I11.3.12 haben wir gesehen, dass die Aussagen ¥ F ¢ und X U {-p} F
L &quivalent sind. Parallel dazu konnen wir jetzt die Methode des indirekten
Beweises einfiihren:

SATZ IV.3.4 (indirekter Beweis). Sei 3 eine Menge von geschlossenen Formeln.
Dann gilt
Yo & YU{-p}FL

BEWEIS. Wenn ¥ F ¢, dann gilt auch XU{—p} F . Weiters gilt trivialerweise
auch ¥ U {—¢} F —=p. Mit Hilfe der Tautologie ¢ — (—¢ — L) und MP erhélt
man X U {—p} F L. Wenn umgekehrt ¥ U {—¢} F L gilt, so erhélt man mit dem
Deduktionstheorem ¥ - —¢ — 1, und daraus mit der Tautologie F (-¢ — 1) —
@ auch X F . U

SATZ IV.3.5 (Generalisierungstheorem). Sei ¥ eine Menge von Satzen (Formeln
ohne freie Variable), ¢ Formel, ¢ eine neue Konstante (die also weder in ¥ noch in
 vorkommt) und x eine Variable. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) X FVz o
(2) Xk ¢
(3) ZF o(z/e)
BEWEIS.
1 — 2: Sei ¢y, ..., ¢, ein formaler Beweis von X - Vz ¢(z). Dann ist

01, 0n, (Vo) =@,

ein Beweis von ¢. Die vorletzte Formel in diesem Beweis ist ein Substitutionsaxi-
om, die letzte folgt mit MP.

1 — 3: analog

2 — 3: Wir betrachten einen Beweis von ¢ aus Y. In jeder Zeile dieses Beweises
ersetzen wir jedes freie Vorkommnis der Variablen x durch die neue Konstante
c; die Uberlegung, dass dadurch tatséichlich ein neuer formaler Beweis entsteht,
iiberlassen wir dem Leser! und begniigen uns mit dem Hinweis darauf, dass nicht-
logische Axiome in diesem Beweis die Variable x nicht frei enthalten kénnen. Fiir
jedes solche nichtlogische Axiom o € ¥ ist also o(z/c) = o.

1Siehe Fuknote auf Seite 23
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3 — 1: Sei ¢1,...,p, ein formaler Beweis von ¥ F ¢(x/c). Wir wiirden gerne
daraus einen Beweis konstruieren, in dem die Formeln Vz ¢;(¢/x) vorkommen, al-
so insbesondere auch die Formel Vz ¢(z/c)(c/x), die ja die Formel Vz ¢ ist. Dies
kénnte zu Schwierigkeiten fiihren, wenn eine der Substitutionen ;(c/z) nicht
erlaubt ist. Daher konstruieren wir zunédchst einen Beweis, in dem die Formeln
Yy pi(c/y) (fiir eine neue Variable y) alle vorkommen; damit haben wir Vy ¢, (c/y)
und somit Yy p(z/y) bewiesen. Diesen Beweis konnen wir nun leicht zu einem Be-
weis von Vx ¢ vervollstandigen.

Sei also y eine Variable, die im Beweis ¢, ..., @, nicht vorkommt (weder frei
noch gebunden).

Wir ersetzen jede Formel ¢; durch eine endliche Folge von Formeln, an deren
Ende die Formel Vy ¢;(c/y) steht, und stellen sicher, dass die neue Folge wieder
ein formaler Beweis (aus X)) ist. Somit erhalten wir einen Beweis von Vy ¢, (c/y),
also von der Formel Yy p(z/y).

1. Fall: ¢; € . ¢ kommt also in ¢; gar nicht vor. Es ist also ¢;(c/y)
dasselbe wie die Formel ¢;, und y kommt in dieser Formel nicht vor.
Dann ersetzen wir ; durch

e v; — Yy p; (Generalisierungsaxiom),
e ; (nichtlogisches Axiom),
e Vyyp; (MP).

2. Fall: ¢; ist logisches Axiom. Dann sind auch ¢;(c/y) und Yy ;(c/y)
logische Axiome. (Leicht nachzupriifen.)

3. Fall: ¢, folgt durch MP aus ¢;, und ¢j,. ¢;, ist dann von der Form A —
B, wobei A = ¢j, und ¢; = B ist. In unserem transformierten Beweis
kommen also bereits die Formeln Vy ((A — B)(c/y)) und Vy (A(c/y))
VOr.

Dann ersetzen wir ; durch

o Vy (A(c/y) = Bl(c/y)) — (Vy A(c/y) = Vy B(c/y)) (Dist.Axiom),
o Vy A(c/y) = Vy B(c/y) (MP),

e Vy B(c/y) (MP).

Somit haben wir einen Beweis von Yy p(x/y) gefunden. Kein Vorkommnis von y
ist in ¢(x/y) durch einen Quantor Va gebunden, weil ja nur freie Vorkommnisse
von x ersetzt wurden. Daher ist die Substitution ¢(z/y)(y/x) sinnvoll, und liefert
. Aus Satz IV.1.5 erhalten wir einen Beweis von

=Yy p(z/y) = Vg

zusammen mit dem Beweis von

=Yy o(z/y)

und MP erhalten wir einen formalen Beweis von Vz . U
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Die Version 2 = 1 des Generalisierungstheorems formalisiert den folgenden in-
formellen Schluss:

Wir haben aus den Voraussetzungen ¥ die Eigenschaft ¢(z)
bewiesen; iiber x haben wir aber dabei nichts vorausgesetzt,
daher gilt Vz ().

Die Version 3 = 1 ist eine Variante von 2 = 1:

Um Vz ¢(z) zu beweisen, wihlen wir ein beliebiges £ — nennen
wir es ¢ — und beweisen ¢(c).

BEMERKUNG IV.3.6. Ist beim Generalisierungstheorem die Voraussetzung der
Geschlossenheit der Formeln aus Y verletzt, so ist der Schluss 2 = 1 im Allge-
meinen nicht giiltig.

BEISPIEL (halbformaler Beweis). Wir betrachten wieder die Formel, die wir be-
reits formal bewiesen haben. Statt - Vo P(x) — Vy P(y) zeigen wir {Vz P(z)}

Yy P(y) (Deduktionstheorem) und statt {Vz P(z)} - Yy P(y) zeigen wir {Vx P(x)} F
P(u) (Generalisierungstheorem).

(1) {Vz P(z)} FVz P(z) - P(u) (Substitutionsaxiom)
(2) {Vx P(x)} FVx P(z) (nichtlogisches Axiom, Voraussetzung)
(3) {va P(z)} - P(u) (MP(1,2))

Wir kénnen auch die folgende Verscharfung des Generalisierungstheorems bewei-
sen.

SATZ IV.3.7 (Generalisierungstheorem, Variante). Seien ® eine Menge von For-
meln und ¢ eine Formel, wobei die Variable x maglicherweise frei in ® und/oder
@ vorkommt. Sei weiters c eine neue Konstante. Dann gilt:

(1) PF ¢ = P(z/c) b p(x/c).

(2) ®(x/c) - p(z/c) = DF .

(3) Wenn dberdies x nicht frei in den Formeln in ® vorkommt, dann kann
man aus ® = ¢ auf ® - Vr o schlieffen.

BEWEIS. Fiir den Beweis von 1. verwenden wir das Generalisierungstheorem
in seiner urspriinglichen Variante. Da wir dieses nur fiir geschlossene Formeln for-

muliert und bewiesen haben, gehen wir folgendermafien vor: Sei &3 C ¢ endlich,
sodass ®g - ¢, also z.B. &g := {1, ..., 9, }. Es gilt also

{wh?wn}'_(;p
{wlu"wwn*l} l_wn_>§0

e T A
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Nun konnen wir das Generalisierungstheorem anwenden:

Far(x/c) = ... = w(z/c) — o(x/c)

{t1(x/c),...., n(x/C)} F p(x/c) n Mal MP und Ded.thm

Der Beweis der Schlussfolgerung 3. ist nun leicht: Wieder diirfen wir annehmen,
dass @ endlich ist. Wir ersetzen alle freie Variable yy, ..., y, (x kommt hier nicht
vor) in ® durch neue Konstante ¢, ..., ¢,. Aus ® F ¢ schliefen wir also ®(y/¢) -
©(y/¢). In den Formeln der Menge ®(y/¢) gibt es nun keine freien Variablen.
Nach dem Generalisierungstheorem gilt ®(3/¢) b Vx ¢(y/¢), und wegen Punkt 2
erhalten wir ® - Vz ¢.

(Alternativer Beweis: Man wiederhole den Beweis des Generalisierungstheorems
und beachte, dass die Voraussetzung ,alle Formeln in ® sind geschlossen” nur
insofern eingeht, als wir verwenden, dass x in keiner dieser Formeln frei ist.) [

Wir bringen ein weiteres Beispiel fiir einen (halb-)formalen Beweis.

Satz IV.3.8 (Einfithrung des 3-Quantors und des V-Quantors). Sei ® eine Menge
von Formeln und seien p,1 Formeln, wobei die Variable x weder in ® noch in ¢
frei vorkommt. Dann gilt:

Wenn ® ¢ — ¢, dann ® F (¢ — Vo).
sowte

Wenn @ = ¢ — 9, dann ® F (Fx ) — 9.

EINFUHRUNG DES ALLQUANTORS. Wir nehmen ® ¢ — (u) an.

Es gilt daher auch ® U {¢} F ¢(u). Nach der Variante des Generalisierungs-
theorems erhalten wir ® U {¢} F Vz p(z), und mit dem Deduktionstheorem
O+ (v — Vrp(x)). O

EXISTENZQUANTOR. Aus ® F ¢(u) — ¢ schliefen wir mit Hilfe von Tau-
tologien ® F =1 — —p(u), daraus mit der gerade bewiesenen ,Einfithrung des
Allquantors® ® = =) — Vx —p(z). Wiederum mit Hilfe von Tautologien erhalten
wir & F =Vz =p(z) — 1, und mit einem 3-Axiom und weiteren Tautologien dann

O F Jzp(z) — 9. O
BEMERKUNG 1IV.3.9. Seien ¢ und v beliebige Formeln.

(a) Wenn @ - ¢ — 1, dann gilt auch ¢ - Vz ¢ — 9.
(b) Wenn @ ¢ — ¢, dann auch ® ¢ — Jz .

Allgemeiner gilt fiir jeden Term ¢, der in ¢ fiir x substituiert werden darf:

(a’) Wenn @ F p(z/t) — 1, dann gilt auch ® - Vo — 1.
(b") Wenn @ I ¢ — o(z/t), dann auch ® F ¢ — Jzp.
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BEWEIS. Die Behauptung (a) (und &hnlich (a’)) folgt leicht aus dem Substi-
tionsaxiom Vx ¢ — ¢. Fiir (b) bzw. (b’) verwenden wir das Substitutionaxiom
Vr—p — - sowie Tautologien und das Existenzaxiom, um F ¢ — Jz ¢ zu
zeigen. 0]

Aus einem formalen Beweis ¢ — 1 kann man also leicht einen formalen Beweis
von ¢ — dx1p konstruieren, das wird auch manchmal als ,einfache” oder ,schwa-
che” Einfithrung des Existenzquantors bezeichnet. Interessanter ist die ,starke
Einfiihrung des Existenzquantors, die wir in Satz IV.3.8 bewiesen haben:

Aus einem Beweis von ¢ — 1 kann man einen Beweis von
drp — 1 konstruieren — allerdings nur dann, wenn z in
1 nicht vorkommt.

Auf der néchsten Seite fassen wir einige Hilfsmittel, sogenannte ,abgeleitete Re-
geln“ zusammen, die Abkiirzungen von Beweisen erlauben. Der waagrechte Strich
bedeutet immer: Aus formalen Beweisen der obenstehenden Behauptungen kann
man in offensichtlicher? Weise formale Beweise fiir die untenstehenden Formeln
generieren.

F ©¥1 b+ )
. AR . .
und 9 aus den Axiomen @ einen formalen Beweis fiir ¢1 Ay gewinnen kann, ndm-
lich indem man die Beweise hintereinander anschreibt und durch die Tautologie

©1 — (P2 = p1 A pa), gefolgt von zwei Anwendungen von MP, vervollstandigt.

)
Zum Beispiel bedeutet

, dass man aus formalen Beweisen von ¢,

Die hier angegebene Liste von Regeln ist nicht kanonisch. Statt der genannten
Regel
(ON ®1 o+ )

D1 A po

kénnten wir auch eine Regel
QY =1 PHY = 9
PEY = o1 Ao
angeben — wegen des Deduktionstheorems und der Regeln
OF o OPFET — o
OET = PFop
kénnten wir die eine aus der anderen gewinnen.

2Jedenfalls mit dem Wissen, das wir bereits haben — mit Deduktionstheorem, Generali-
sierungstheorem und moglicherweise auch mit Hilfe von Tautologien.
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Modus Ponens:

Deduktion:

Konjunktion:

Disjunktion:

Indirekter Beweis:

Generalisierung:

V-Einfiihrung (stark):

V-Einfiihrung (schwach):

F-Einfiihrung (stark):

3-Einfithrung (schwach):
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OFop
L o

O-p—Y O 0

Dk

dU{p} o
O —Y

(I)l_(pl Cb"(pg
CI)"gOl/\QOQ

(I)l_(pl—>w

Dy —

O Vs =1

dU{—p}F L
OFop

OFop
OFVrp

Oy —Y
OFp—=>Vry

O F pz/t) =Y
OFEVrp —v

OFp—=1Y
S-drp =

O Fp—y(x/t)
St p—dxy
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wenn ¢ C ¢’

wenn z nicht frei in ®

wenn z nicht frei in ® U {¢}

wenn @ (z/t) sinnvoll ist

wenn x nicht frei in ® U {¢}

wenn @(x/t) sinnvoll ist
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IV.4. Pradikatenlogik: Der Vollstandigkeitssatz

SATZ IV.4.1 (Vollstandigkeitssatz, Version 1). Sei X eine Menge von geschlossen
Formeln und ¢ eine Formel. Wenn X E ¢ gilt, dann auch ¥+ ¢.

BEMERKUNG IV.4.2. ¥ F ¢ gilt genau dann, wenn » F Vx ¢; dies folgt leicht
aus der Definition von F. Man kann aber auch zeigen (Generalisierungstheorem,
Satz 1V.3.5), dass X F ¢ zu 3 F Vo dquivalent ist. Wir diirfen daher ohne
Einschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ eine geschlossene Formel ist.

IV.4.A. Umformulierungen. Wenn wir den Vollstandigkeitssatz in der be-
schriebenen Form direkt beweisen wollten, miissten wir auf Grundlage der Tatsa-
che ¥ F ¢ einen Beweis von ¢ aus den Axiomen X konstruieren. Wir haben aber
schon gesehen, dass formale Beweise oft schwierig zu finden sind, wir formulieren
daher den Vollstdndigkeitssatz in eine ,modelltheoretische Version um; um diese
modelltheoretische Version zu beweisen, miissen wir statt eines formalen Beweises
ein Modell konstruieren.

Zunéachst betrachten wir den Spezialfall, dass ¢ die Formel L ist:

SATz IV.4.3 (Vollstéandigkeitssatz, Version 2). Sei X eine Menge von geschlossen
Formeln. Wenn ¥ F L gilt, dann auch ¥+ L.

Wir kénnen leicht zeigen (als Folgerung aus dem Deduktionstheorem, Satz IV.3.2
bzw. IV.3.4), dass dieser Spezialfall des Vollstandigkeitssatzes ausreicht, um auch

Version 1 zu beweisen:
I11.3.12 Version 2 IV.3.4

YEp = YU{wtEL =" XU{wptFL = Xk
In II1.3.10 haben wir die (geschlossenen) Formeln in erfiillbare und ,unerfill-
bare eingeteilt. Die Unerfiillbarkeit ist ein semantischer Begriff (der sich also
auf die Bedeutung von Formeln bezieht). Das syntaktische Pendant dazu ist die
Inkonsistenz.

DEFINITION IV.4.4 (Konsistenz, Inkonsistenz). Eine Menge ¥ von Formeln heifst
inkonsistent, wenn sich daraus L ableiten ldsst. Andernfalls heifst die Menge X
konsistent.

Man beachte, dass Konsistenz bzw. Inkonsistenz  finitdre“ Eigenschaften sind.
Das heiftt, wenn eine Formelmenge 3 inkonsistent ist, dann gibt es eine endliche
Teilmenge von X, die bereits inkonsistent ist; ein formaler Beweis von 1 aus X
kann ndmlich nur endlich viele nichtlogische Axiome verwendet haben.

SATZ IV.4.5. Sei 3 eine Menge von Sdtzen mit ¥ L.
Dann gilt X F @ fiir beliebiges .

BEWEIS. Die Aussage folgt aus der Anwendung des Modus Ponens zusammen
mit der Tautologie ¥ - L — . 0
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(Manchmal wird auch die Eigenschaft, dass aus X alle Formeln beweisbar sind,
als Definition® der Inkonsistenz verwendet.)

Mit diesem neuen Vokabular besagt also die Version 2:

SATZ IV.4.6 (Vollsténdigkeitssatz, Version 2’). Jede unerfiillbare Menge von (ge-
schlossenen) Formeln ist inkonsistent. Kurz gesagt: Wenn ¥ = L, dann ¥ F L.

Diese Form des Vollstandigkeitssatzes verlangt noch immer, dass wir einen for-
malen Beweis (von L aus der unerfiillbaren Menge X) konstruieren. Sie lasst sich
aber leicht modelltheoretisch umformulieren:

SATZ IV.4.7 (Vollstédndigkeitssatz, Version 3). Jede konsistente Menge von (ge-
schlossenen) Formeln ist erfilllbar. Kurz gesagt: Wenn L ¥ L, dann X F L.

Um Version 3 zu beweisen, miissen wir also fiir jede konsistente Menge X ein
Modell finden, in welchem alle Formeln o € ¥ gelten. Aus der Version 3 folgt
leicht die Version 2, und aus dieser mit dem Deduktionstheorem auch Version 1.

Als Hilfsmittel fiir den Beweis des Vollstandigkeitssatzes bendtigen wir noch die
Begriffe der ,yollstdndigen Theorie” und der ,Henkin-Theorie".

IV.4.B. Vollstandige Theorien.

DEFINITION IV.4.8 (Theorie). Sei ¥ eine Menge von geschlossenen Formeln.
Dann heifit ¥ auch Theorie.

DEFINITION IV.4.9 (vollstindige Theorie). Sei ¥ eine konsistente* Theorie und
Z eine pradikatenlogische Sprache. Dann heifst 3 vollstdndig (bzgl. .£’), wenn
fiir alle geschlossenen Formeln ¢ € £ entweder X - ¢ oder ¥ - =y gilt.

BEMERKUNG 1V.4.10. Wenn X eine vollstédndige konsistente Theorie ist, dann
gilt fiir alle geschlossenen Formeln ¢ und ¢:

e X F ¢ A1 genau dann, wenn X = ¢ und X - 9.
e > ¢V genau dann, wenn X - ¢ oder X = 1.
e 3 - —p genau dann, wenn X ¥ .

3Es gibt logische Systeme (schwécher als unseres), in welchen nicht alle Tautologien be-
weisbar sind. In einem System, in dem 1 — v nicht fiir alle Formeln beweisbar ist, heifst eine
Menge ¥, die ¥ F o fiir alle ¢ erfiillt, ,inkonsistent; eine Menge >, die ¥ + L erfiillt, ohne
inkonsistent zu sein, heifst ,,parakonsistent®.

“Eine inkonsistente Theorie ¥ kann man insofern als vollstandig bezeichnen, als ja X - ¢
fiir alle Formeln gilt, erst recht also die schwichere Bedingung, dass X F ¢ oder X F —¢ gelten
soll. Allerdings trifft z.B. die fiir vollstdndige Theorien charakteristische Eigenschaft > ¥ ¢
genau dann, wenn X F —¢"“ nicht zu. Wir ignorieren die Frage, ob inkonsistente Theorien als
vollsténdig zu bezeichnen sind, indem wir das Begriffspaar ,yollstindig/unvollstindig* immer
nur auf konsistente Theorien anwenden.
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BEMERKUNG IV.4.11. Die 3 Aquivalenzen in IV.4.10 lassen sich in der Form von
6 Implikationen schreiben; der Leser® moge sich selbst iiberlegen, welche dieser 6
Implikationen

e fiir alle Theorien ¥ gelten,
e bzw. fiir alle konsistenten Theorien 3 gelten.

(Es sind 3 bzw 4 Implikationen.)

DEFINITION IV.4.12 (informative Theorie). Sei 3 eine Theorie und £ eine pré-
dikatenlogische Sprache. Dann heifst > informativ (bzgl. .£’), wenn fiir je zwei
Konstanten ¢, d € £ entweder ¥ - ¢ = d oder ¥ - ¢ # d gilt.

(,Informativ* ist also eine schwichere Eigenschaft als Vollstandigkeit. Der Name
sinformativ® wird in der Literatur nicht verwendet; wir brauchen ihn nur fiir eine
Ubungsaufgabe: Jede informative Henkin-Theorie ist vollstandig.)

DEFINITION IV.4.13 (deduktiver Abschluss). Sei ¥ eine Theorie in der Spra-
che .Z. Als deduktiven Abschluss von ¥ bezeichnen wir die Menge

cr(X) = {o € £ : 0 geschlossen, ¥ - o}
BEMERKUNG IV.4.14. Fiir den deduktiven Abschluss gilt ¢l (cl- (X)) = cl-(X).
SATZ IV.4.15. Sei X eine Theorie in der Sprache £. Dann gilt
YFlL & led () & Led(d-(X) & cd-(X)F L,
also

Y konsistent < cli-(X) konsistent .

Weiters gilt
Y erfillbar < cl-(X) erfillbar

denn jedes Modell von X ist auch Modell von cl-(X).

BEMERKUNG IV.4.16. Manchmal wird eine konsistente Theorie > nur dann als
vollstandig bezeichnet, wenn fiir alle geschlossenen Formeln o gilt: ¢ € ¥ oder
-0 € 2. Wir nennen dies ,yvollstindig im engeren Sinn“. Eine konsistente Theorie
¥ ist genau dann vollsténdig im weiteren Sinn (d.h., in unserem Sinn), wenn
cl-(X) im engeren Sinn vollstandig ist.

Zwischen ,yollstédndig im engeren Sinne“ und ,yvollstandig im weiteren Sinne* wird
nicht immer scharf unterschieden; das macht meistens nichts, weil wir meistens
nicht zwischen Theorien ¥ und ¥, fir die ¢l (X) = ¢l (¥') gilt, unterscheiden
miissen; zum Beispiel ist ¥ genau dann konsistent, wenn Y’ konsistent ist, ebenso
ist jede Struktur 9, die 91 F X erfillt, auch ein Modell der Satze in >'.

5Siehe Fufnote auf Seite 23
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SATZ IV.4.17. Sei ¥ eine konsistente Theorie, die im engeren Sinne vollstandig
ist. Dann gilt

Y = (%), also ce€¥ & Yo

BEWEIS. Sei o eine geschlossene Formel und es gelte o € ¢l (X). Dann gilt
also X = o und weil X konsistent ist, ist mo € X unmdéglich. Da . auch vollstandig
ist, folgt o € 3. Die andere Richtung ist klar. O

HiLFssATZ IV.4.18. Sei Y eine konsistente Theorie, o eine geschlossene Formel.
Dann ist zumindest eine der Theorien ¥ U {c}, XU {—c} konsistent.

Anders ausgedriickt: Wenn ¥ U {c} und ¥ U {—o} beide inkonsistent sind, dann
st auch ¥ inkonsistent.
BEWEIS. Aus Y U {—-c} F L folgt laut IV.3.4:
Yo
Analog kann man aus X U {c} I L folgern, dass
Y+ o

Wenn also ¥ U {—¢} und ¥ U {o} beide inkonsistent sind, dann kann man aus
>) sowohl o also auch —o ableiten; daraus folgt leicht, dass ¥ inkonsistent ist.
(-0 — (0 — 1) ist namlich Tautologie.) O

SATZ IV.4.19. Sei ¥ eine konsistente Theorie einer abzihlbaren Sprache £ . Dann
gibt es eine vollstindige konsistente Theorie > D 3.

BEWEIS. Seien 01,09, ... alle Satze aus .Z. Wir definieren induktiv

20 =

S Yo, U{op}  falls ¥, U {0,541} konsistent
" s, U {—0n41} falls ¥, U {041} inkonsistent

Falls X3, konsistent ist, so muss nach dem Hilfssatz IV.4.18 auch >, ; konsistent
sein.

Nun definiert man

2::U2n

neN

Die Theorie ¥ ist sicher konsistent, denn angenommen es gelte > I L. Dann gibt
es also eine endliche inkonsistente Teilmenge {07y, ...,0,} C 3 und demnach ein
k € Nmit {oy,...,0,} C 3 — im Widerspruch zur Konsistenz von Y.

Nach Konstruktion ist 3 vollstindig, sogar im engeren Sinn. U
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BEMERKUNG 1V.4.20. Der Beweis ist nicht effektiv. Es gibt ndmlich keinen Al-
gorithmus, der von jeder Formel o feststellt, ob sie (mit ) konsistent ist oder
nicht.

BEMERKUNG [V.4.21. Dieser Satz gilt auch fiir iiberabziahlbare Sprachen, d.h.:
Sei 3 eine konsistente Theorie in einer beliebigen Sprache. Dann gibt es eine
vollstandige konsistente Theorie > C ..

Fiir den Beweis dieses Satzes in seiner allgemeinen Form kann man eine Wohlord-
nung aller Formeln verwenden. Alternativ kann man den Satz verwenden, dass
es auf jeder Booleschen Algebra einen Ultrafilter gibt (sieche Ubungen); letzter ist
mit dem Lemma von Zorn beweisbar. Das Lemma von Zorn kann man auch direkt
einsetzen: man zeigt, dass es eine (beziiglich C) maximale konsistente Obermen-
ge von Y gibt, und dass jede maximale konsistente Theorie auch vollstéindig sein
muss.

IV.4.C. Henkin-Theorien.

DEFINITION [V.4.22 (Henkin-Theorie). Sei ¥ eine Theorie in der Sprache .Z.
Dann heiftt ¥ Henkin-Theorie, wenn es fiir alle geschlossenen Formeln der Form
3z () ein Konstantensymbol ¢ € .Z mit ¥ F (Fz p(x) — o(c)) gibt.®

DEFINITION IV.4.23 (schwache Henkin-Theorie). Sei .Z eine pridikatenlogische
Sprache, und sei ¥ eine Theorie in der Sprache .Z. Dann heifst ¥ schwache Henkin-
Theorie, wenn es fiir alle geschlossenen Formeln der Form Jz ¢(z), die aus X
beweisbar sind, ein Konstantensymbol ¢ € % gibt, sodass X F ¢(c).

Wir sagen in so einem Fall, dass ¢ die Formel 3z ¢(x) bezeugt, und wir nennen ¢
einen Zeugen fiir 3x ¢(z). Jede Henkin-Theorie ist auch schwache Henkin-Theorie.

(Eigentlich interessieren uns schwache Henkin-Theorien; aus technischen Griinden ver-
wenden wir die starke Henkin-Eigenschaft. In der Ubung sehen wir aber, dass die beiden
Eigenschaften ohnehin dquivalent sind.)

DEFINITION 1V.4.24. Seien %, C & priadikatenlogische Sprachen und sei weiters
3 eine Theorie in .Z}. Dann heift ¥ Henkin-Theorie beziiglich %}, wenn es zu
jeder Formel der Form 3z ¢(z) in % ein Konstantensymbol ¢ € % gibt, sodass
YEJze(z) = p(e).

SATZ 1V.4.25. Seien 1,35 Theorien in der Sprache £ und es gelte 31 C 3.
Wenn ¥, Henkin-Theorie ist, dann ist auch X5 Henkin-Theorie.

SATZ IV.4.26. Sei ¥ eine konsistente Theorie in der Sprache £,. Dann gibt es

6Zur Erinnerung: in II1.1.5 haben wir vereinbart, dass die Formel 3z p(z) — ¢(c) als
Bz p(x)) — ¢(c) zu lesen ist.
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(1) eine Sprache £ 2O %y und darin eine konsistente Theorie 31 O Y,
sodass %1 Henkin-Theorie beziiglich £ ist.

(2) eine Sprache Ly O %y und darin eine konsistente Theorie ¥y 2 Yo,
sodass g Henkin-Theorie ist.

BEWEIS.

(1.) Sei ¥y konsistente Theorie in %. Fiir jede geschlossene Formel der Form
Jx p(z) definieren wir eine neue Konstante ¢, , und setzen

A= LU{c,  Frp(z) € L}

Y =S0U {3z (@) = ¢(cry) : Tz p(z) € L}

Dann ist 3; Henkin-Theorie beziiglich .%y; die Henkin-Eigenschaft folgt aus der
Konstruktion, aber wir miissen auch zeigen, dass >; konsistent ist.

Es geniigt zu zeigen, dass aus einer konsistenten Theorie ¥ durch Hinzufiigen ei-
ner einzigen Henkinformel 3z p(x) — ¢(c; ) (mit einer neuen Konstanten ¢, )
keine Inkonsistenz entstehen kann. Dann kann so eine Inkonsistenz namlich auch
nicht durch Hinzufiigen einer beliebigen endlichen Menge von Henkinformeln ent-
stehen, und somit auch nicht durch Hinzufiigen einer beliebigen Menge von Hen-
kinformeln (da ja jede inkonsistente Menge eine endliche inkonsistente Teilmenge
enthalt).

Sei also ¥ eine konsistente Theorie, 3z ¢(x) eine geschlossene Formel, und ¢ eine
neue Konstante. Wir behaupten, dass XU {3z ¢(z) — ¢(c)} konsistent ist. Wére
dies nicht der Fall, wiirde folgen

L

YU{3ze(r) = elc)} F
X F =@re(z) = p() (DT)
Y F dze(x)
Y F —p(e)
l_

X Vo —p(x) (GT)

Aus der dritten und letzten Ableitung wiirde sofort > F | folgen, im Widerspruch
zur Annahme, dass ¥ konsistent war.

(2.) Wir wiederholen die Konstruktion aus (1.) und finden fiir alle n € N induktiv
Sprachen %, und konsistente Theorien 3,,, sodass 3,1 2 >, und ¥,,; Henkin-
Theorie beziiglich ., ist. Wir definieren

Yy ::UEn

neN

Py = Ugn

neN
Dann ist X5 konsistent und Henkin-Theorie in Z. ]
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IV.4.D. Beweis des Vollstandigkeitssatzes. Zusammen mit den vorigen
Satzen konnen wir damit einen weiteren wichtigen Satz folgern, der fiir den Beweis
des Vollstandigkeitssatzes mafigeblich ist:

SATZ IV.4.27. Sei 3 eine konsistente Theorie in der Sprache . Dann gibt es
eine Sprache £* O £ und darin eine konsistente Theorie X* DO ¥, sodass 3*
Henkin-Theorie und vollstandig ist.

BEWEIS. Wir finden zunéchst eine Sprache .Z* und eine Henkin-Theorie ¥y
in dieser Sprache (sodass Xy konsistent ist und X enthélt). Dann finden wir
(weiterhin in der Sprache .Z*) eine vollstédndige konsistente Theorie ¥* D Yy
>* ist noch immer Henkin-Theorie. 0

Fiir den Beweis des Vollstédndigkeitssatzes (in der Version 3, siche IV.4.7) miissen
wir zu jeder konsistenten Theorie ein Modell konstruieren. Der gerade bewiesene
Satz zeigt, dass es geniigt, dass jede konsistente vollstdndige Henkin-Theorie ein

Modell hat.

SATZ IV.4.28. Sei ¥* eine konsistente und vollstandige Henkin-Theorie in der
Sprache £*. Dann existiert ein Modell M* = (M, I), welches ¥* erfillt.

BEWEIS. Es sei T die Menge aller geschlossenen Terme (d.h., Terme ohne
freie Variablen) in .Z*. (Solche Terme gibt es, da es wegen der Henkineigenschaft
zumindest ein Konstantensymbol in unserer Sprache gibt.)

Es gilt T # (. Auf der Menge T definieren wir die Aquivalenzrelation ~y. durch
t1 ~yx by & Y (tl = t2)

Es sei t/~s- die Aquivalenzklasse von t. Als unser gesuchtes Universum definieren
wir

M = T/NE*
Aus der Henkin Eigenschaft der Theorie ¥X* kann man folgern, dass es zu jedem
geschlossenen Term ¢ eine Konstante ¢; gibt, sodass t ~x« ¢;.

[Warum? Sei ¢ ein geschlossener Term, und z eine neue Variable. Dann ist 3zt = x eine
geschlossene Formel, also gibt es wegen der Henkineigenschaft eine Konstante ¢, sodass
dxt =x — t = c aus ¥ ableitbar ist; wegen - Jxt =z gilt X F ¢ = ¢/|

Wir miissen nun noch angeben, wie die Konstanten, Funktionen und Relationen
durch das Modell 9" interpretiert werden. Dazu setzen wir

o M i=c/~y

hd fm*(tl/wz*, S 7tn/NZ*) = f(tla s 7tn)/NE*-
(Beachten Sie, dass das f auf der linken Seite ein Funktionssymbol ist.
™ ist die Interpretation, die wir definieren, also eine Funktion. Auf der
rechten Seite ist f(¢i,...,t,) ein Term unserer Sprache.)

o (ti/~sey . ytn/~se) € R & B F R(ty,. .., t,)



IV.4. PRADIKATENLOGIK: DER VOLLSTANDIGKEITSSATZ T

Aus den Leibnizaxiomen (siehe Seite 61) ergibt sich, dass diese Definitionen nicht
von der Auswahl der Reprisentanten der Aquivalenzklassen abhéngen, also wohl-
definiert sind. Ist t ein beliebiger geschlossener Term, so ergibt sich nun induktiv
tm* — t/NZ* .

Es bleibt zu zeigen, dass 91" F X* gilt, also mit anderen Worten:
Fiir alle geschlossenen Formeln o € £ gilt
ceX =MEC
oder (scheinbar stirker, aber dquivalent):
Fiir alle geschlossenen Formeln o € £ gilt
Y'Fo=MEo
Wir werden induktiv die folgende stirkere Aussage zeigen:

Fiir alle geschlossenen Formeln o € .£* gilt
(%) o MEo & XFo

(Eine ,Induktion tiber alle geschlossenen Formeln” gibt es eigentlich nicht, da sich ei-
ne geschlossene Formel im Allgemeinen nicht aus einfacheren geschlossenen Formeln
aufbaut. Stattdessen konnen wir hier das Prinzip der Induktion nach der Anzahl der
Quantoren und Junktoren verwenden.)

Wir zeigen dies zunéchst fiir Atomformeln.

093?*#(251:752) <~ Z*l_(tlztg)
o m*':R(tl,,tn) = Z*l_R(tl,,tn)

Die erste Aussage beweist man so:
M E (L =ty) & 1 =t & i/~ = to/vse &
S by oy by & NFE () =t)
Die zweite Aussage erhélt man durch einen dhnlichen Beweis.

Wir haben (*), nun fiir alle geschlossenen Atomformeln bewiesen. Mit Induktion
iber den Formelaufbau wollen wir zeigen, dass (x),, fiir alle ¢ gilt.

Dazu betrachten wir nun den Induktionsschritt ,Junktoren: Wenn (x),, und
(%)y, gilt, dann wollen wir zeigen, dass die folgenden Aussagen gelten:

e M EYI ANps & X*F o1 Aoy

e M Ep Vs & YF 1 Vs

o m*':_\(pl <~ E*I—_\gﬁl
Im Beweis verwenden wir Bemerkung IV.4.10. Wir zeigen nur die erste und die
dritte Aussage:

M EPIAps & M EE; und M EE, &
& YR ound YRy & YR Aps
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ME-p & MEp & XFp & XFp

Schliefslich betrachten wir noch den Induktionsschritt ,Quantoren. Wir wollen
zeigen: Wenn ¢ Formel mit (hochstens) einer freien Variablen x ist, und (), (/e
fiir alle Konstanten c¢ gilt”, dann gelten auch (¥)y,, und (x)3, .

Gestiitzt auf unsere Induktionsannahme
(a) (*)p(z/e) gilt fiir alle Konstanten ¢
beweisen wir nun Folgendes:

(b) (%)-p(z/e) fir alle Konstanten c.

(c) M F Iz p(z) & Sk Jrp(x)
(d) M* E 3z —p(z) & T F Iz ()
(e) M* EVr p(x) & X*FVr ¢(x)

Beweis von (b). Siehe obigen Induktionsschritt , Junktoren®.

Beweis von (¢). Die eine Richtung folgt aus der Definition unseres Modells,
fiir die zweite verwenden wir die Henkin-Eigenschaft von >*:

e Wenn 9" E Jz p(x), dann gibt es eine Belegung b (der Variablen z),
sodass M* F ¢ [b]. Wir schreiben my fiir den Wert b(z).

(myg ist eine Klasse t/~x+, wobei ¢ ein geschlossener Term ist. Nach einer
oben gemachten Bemerkung diirfen wir sogar annehmen, dass t ein Konstan-
tensymbol ist.)

Es gilt sicher b = b,/,,. Daher gelten die folgenden Aquivalenzen:

b=b

M Epp] " M E [baym] M F p(a/t)[b].

Dabher gilt 9* E ¢(z/t). Nach Induktionsvoraussetzung also: ¥* F ¢(x /1),
daher ¥* - dz .

e Nehmen wir nun an, dass 3z ¢ aus X* beweisbar ist. Wegen der Henkin-
Eigenschaft der Theorie ¥X* konnen wir ein Konstantensymbol ¢ finden,
sodass Jdxr ¢ — ¢(x/c) aus X* beweisbar ist. Daher ist auch ¢(z/c) aus
2" beweisbar.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also 9 F ¢(x/c). Da die Implika-
tion ¢(x/c) — Jx ¢ allgemeingiiltig ist, muss auch M F Iz ¢ gelten.

Satz I11.4.5
<~

Beweis von (d). Analog zu (c).

Beweis von (e). Wir verwenden die Allgemeingiiltigkeit der Formel V¢ <>
—dx —p. Es gilt also 9 F Vr ¢ genau dann, wenn 9 F —dz —y; weiters gilt
Y* - (Vx ¢) genau dann, wenn X* F (—3x —p). Nun gilt:

ME-Tr—p & METz-p <O 0¥ Tr-p) & T F (-3z-p)
O

"Beachte, dass die Substitution ¢(z/c) immer sinnvoll ist, und dass ¢ (x/c) eine geschlossene
Formel ist.
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SATZ IV.4.29 (Vollsténdigkeitssatz, Zusammenfassung). Sei ¥ eine Theorie in ei-
ner hichstens abzihlbaren pridikatenlogischen Sprache £ und sei ¢ eine Formel.
Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:

(1) XFe & Xk
(2) ¥ unerfillbar < X inkonsistent
(3) X erfullbar < X konsistent

Links steht immer ein semantische Begriff, rechts ein syntaktischer.

BEWEIS. Nach dem bisher Erwéhnten reicht es zu zeigen, dass jede konsisten-
te Theorie ein Modell hat. Dies ist mit Hilfe der vorigen Sétze nun nicht mehr
schwer. Sei also Y eine konsistente Theorie in der pradikatenlogischen Sprache .Z.
Die Vorgangsweise ist die folgende:

(1) Wir finden eine Sprache Z* O . und darin eine konsistente, vollstén-
dige Henkin-Theorie >* D 3.

(2) Wir finden ein Modell 9%, welches die Theorie ¥* erfiillt.

(3) Wir zeigen, dass auch 3 durch ein Modell 9 erfiillt wird, welches aus
M* durch Reduktion hervorgeht.

Punkt 1 und 2 sind schon erledigt, Punkt 3 folgt aus der Implikation
MEXY DY = MZLEX
O

BEMERKUNG 1V.4.30. Die Voraussetzung der Abzédhlbarkeit der Sprache .Z ist
nicht notwendig, aber fiir unsere Beweisfithrung niitzlich.

BEMERKUNG IV.4.31. Fiir abzéhlbare Sprachen erhalten wir aus dem Beweis des
Vollstandigkeitssatzes das folgende Korollar:

Sei ¥ eine konsistente Theorie. Dann hat ¥ ein Modell, welches endlich oder
abzahlbar unendlich ist.

Als Anwendung des Vollstéandigkeitssatzes beweisen wir den ,,Kompaktheitssatz":

SATZ IV.4.32. Sei X2 eine Menge von Sétzen. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(syn) 3 ist konsistent.
(syn-e) Jede endliche Teilmenge von ¥ ist konsistent.
(sem) X ist erfillbar.

(sem-e) Jede endliche Teilmenge von X ist erfillbar.

Die Implikation (sem-e) = (sem) heifit ,Kompaktheitssatz* der Pradikatenlogik.
Der Beweis ist nun leicht:

¢

e (sem) = (sem-e)* ist trivial.
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e (sem-e) = (syn-e)* ist einfach ,Soundness®, genauer: die Kontraposition
von Soundness.

e  (syn-e) = (syn)“ gilt, weil jeder formale Beweis von | aus ¥ nur endlich
viele Formeln aus > verwendet.

e (syn) = (sem)“ ist der Vollstdndigkeitssatz.

Als Anwendung des Kompaktheitssatzes beweisen wir die Existenz von ,Nonstan-
dardmodellen®.

DEFINITION 1V.4.33. Wir betrachten die Sprache £ mit den Symbolen +,-, <,
0, 1 (oder bei Bedarf auch noch mit Symbolen fiir weitere Funktionen auf den
natiirlichen Zahlen, wie Exponentiation, modulo, etc.). Mit

N= (N7+7'7§7071)

bezeichnen wir die Struktur der natiirlichen Zahlen mit den iiblichen Funktionen.
Sei ¥ = T'h(N) die Theorie dieses Modells, d.h. ¥ sei die Menge aller geschlossenen
Formeln o, die in N gelten.

SATZ IV.4.34. Es gibt eine (sogar abzdhlbare) Struktur MM, die M E Th(N) erfillt,
die nicht isomorph zu N ist. (Jede solche Struktur nennen wir ein ,,Nonstandard-
modell“ der natirlichen Zahlen.)

BEWEIS. Wir betrachten in einer um ein Konstantensymbol ¢ erweiterten
Sprache die Theorie ¥ :=XU{0#c,1#c,1+1#c,1+1+1F#¢c,...}.
Diese Theorie ist erfiillbar, weil jede endliche Teiltheorie erfiillbar ist. (Endliche
Teiltheorien lassen sich sogar in einer Expansion des Standardmodells N realisie-
ren, indem man die Interpretation von ¢ einfach grofs genug wéhlt.)
Sei nun M ein Modell von ¥'; und sei 9t die Reduktion von 9" auf die alte
Sprache (ohne ¢). Offensichtlich erfiillt 9t die Theorie 3.
M und 9 haben dasselbe Universum; sei m* := ¢™ . Dieses Element liegt also
im Universum 91, kann aber nicht im Wertebereich eines Homomorphismus A :
N — 9 liegen, da so ein Homomorphismus ja 0 € N auf 0 = 0™ = (™ abbilden
muss, 1 € N auf 1™ = 1™, etc., und keines dieser Elemente ist gleich ¢™ . Daher
gibt es keinen Isomorphismus zwischen N und 901. O

BEMERKUNG 1V.4.35. Das Modell 9 erfiillt alle geschlossenen Formeln die in
N gelten, insbesondere auch alle Induktionsaxiome und alle Verlaufsinduktions-
axiome.

Eine Eigenschaft, die die Theorie der natiirlichen Zahlen nicht hat, ist also fol-
gende:

DEFINITION 1V.4.36 (kategorische Theorie). Eine konsistente Theorie ¥ heifst
kategorisch, wenn alle Modelle von 3. zueinander isomorph sind.



IV.5. PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION 81

SATZ 1V.4.37. Sei 3 eine Theorie in der pridikatenlogischen Sprache £. Wenn
Y ein unendliches Modell hat, dann ist ¥ nicht kategorisch. ®

IV.5. Pradikatenlogische Resolution

Sei ¥ U ¢ eine Menge von geschlossenen Formeln. Wie kénnen wir entscheiden,
ob X F ¢ gilt? Der Vollstandigkeitssatz, der Kompaktheitssatz und das Dedukti-
onstheorem liefern uns verschiedene Antworten auf diese Frage. Letzteres besagt,
dass

YEp & Joy,...,0n €N FE(o1AN...No,) = p

gilt. Daher wire es praktisch zu wissen, wann eine Formel ¢ allgemeingiiltig ist,
bzw. wann deren Negation —¢ unerfiillbar ist. Diese Uberlegungen motivieren
eine Methode, die wir bereits aus der Aussagenlogik kennen — die Resolutions-
methode.

BEMERKUNG IV.5.1. Wir treffen fiir das gesamte Kapitel die Vereinbarung, dass
die Gleichheitsrelation nicht zugelassen ist. Dies vereinfacht einige Beweisfiihrun-
gen.

IV.5.A. Formelersetzungssysteme. Zur algorithmischen Beschreibung
von Formeltransformationen ist es oft niitzlich, eine endliche Menge von Er-
setzungsregeln anzugeben und die Formeltransformation durch erschépfende An-
wendung dieser Ersetzungsregeln zu definieren. Insbesondere wird es niitzlich sein,
solche Ersetzungsregeln zu betrachten, die logische Aquivalenz beibehalten. Deren
Anwendung an einer beliebigen Stelle in einer Formel wird dann dadurch gerecht-
fertigt, dass die logische Aquivalenz vertréiglich ist mit den logischen Konnektiven,
in anderen Worten: dass sie eine Kongruenzrelation beziiglich der Konnektive ist.

SATZ IV.5.2. Die logische Aquivalenz ist eine Kongruenzrelation auf der Menge
aller Formeln beziiglich der Operationen —, A\, V,— sowie YV, 3x fiir eine beliebige
Variable x.

BEWEIS. Klarerweise ist die logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation. Es
bleibt, ihre Vertriglichkeit mit den Operationen zu zeigen.
Sei F ¢ «» 1. Dann gilt auch F = <> =) sowie E (pAx) <> (VAX), E (xXAp) <
(x Av), und die analogen Aquivalenzen fiir V und — wie leicht nachzupriifen ist.

Sei nun F ¢ <> 1 und z eine beliebige Variable. Dann ist F Vx (¢ <> ¢) und damit
auch F Vzy < Vay und F dxp < Jz. 0

8Da es also in diesem Sinne keine kategorischen Theorien gibt, die unendliche Modelle
haben, liegt eine verfeinerte Version dieses Begriffes nahe. Eine Theorie heifst Ny-kategorisch,
wenn alle abzéhlbaren Modelle der Theorie isomorph sind; &hnlich definiert man k-Kategorizitat
flir andere unendliche Kardinalzahlen «.
Nach Satz IV.4.34 folgt, dass Th(N) nicht einmal Ry-kategorisch ist.
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IV.5.B. Transformation in Konjunktive Normalform. Als ein Beispiel
fiir ein Formelersetzungssystem wollen wir eine Menge von Regeln betrachten,
welche die Transformation quantorenfreier Formeln in konjunktive Normalform
erlaubt.

DEFINITION IV.5.3. Seien F,G, H quantorenfreie Formeln. Die KNF-Transfor-
mationsregeln (mit Kurzbezeichnungen in Klammern) sind:

(I) F—-Gw— -FVG (DN) -—F - F

(M1) =(FAG) — —FV-G (M2) —(FVG) — ~FA-G
(K1) FV(GANH) — (FVG)AN(FVH)
(K2) (GNH)VF — (GVF)AN(HVF)

Die Menge dieser Regeln wird mit (KNF') abgekiirzt.

DEFINITION 1V.5.4. Wir sagen dass eine Formel ¢ in Normalform beziglich
(KNF) ist falls keine der Regeln aus (KNF) mehr auf ¢ anwendbar ist.

SATZ IV.5.5. Sei ¢ eine quantorenfreie Formel. Dann ist @ in Normalform be-
ziiglich der Regeln (KNF) genau dann wenn ¢ in konjunktiver Normalform ist.

BEWEIS. Sei ¢ in Normalform beziiglich (KNF). Dann hat ¢ die folgenden
Eigenschaften:

(1) ¢ enthalt nur A, V, = (wegen (I)).

(2) in ¢ kommt — nur unmittelbar iiber Atomen vor
(wegen (DN),(M1) und (M2)).

(3) in ¢ kommt V nur unmittelbar iiber Literalen oder V vor
(wegen (K1) und (K2)).

Damit hat also ¢ die Gestalt A, \/f;1 L;; fir Literale L; ; und ist damit in
konjunktiver Normalform.

Fiir die Gegenrichtung wird tiber dieselben Eigenschaften (1)-(3) argumentiert.
U

IV.5.C. Bereinigte Formeln. Formeln, in denen dieselbe Variable sowohl
gebunden wie auch frei auftritt, wie zum Beispiel z = 0 — Vz (x = 0), sind intui-
tiv nicht gut erfassbar, daher ersetzen wir sie gerne durch dquivalente Formeln,
die besser lesbar sind (in diesem Fall: x = 0 — Vy(y = 0)).

DEFINITION IV.5.6. Wir nennen eine Formel ¢ bereinigt, wenn sie die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) Es gibt keine Variable, die in ¢ sowohl frei als auch gebunden vorkommt.

(2) Jede in ¢ gebundene Variable wird an genau einer Stelle gebunden; das
heifit, fiir jede gebundene Variable x gibt es genau eine Stelle in der
Formel, wo x hinter einem Quantor steht.
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Wir konnen die Begriffe ,freie Variable einer Formel“, ,,gebundene Variable einer
Formel“, ,bereinigte Formel* auch induktiv definieren:

DEFINITION IV.5.7.

e Sei p eine Atomformel. Die freien Variablen von ¢, F'r(y) sind alle in ¢
vorkommenden Variablen; ¢ hat keine gebundenen Variablen (Bd(y) =
(), und ¢ ist bereinigt.

e Sei p = ). Dann gilt

Fr(p)=Fr(¥),  Bd(p) = Bd(v)

und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn v es ist.
e Sei ¢ = 11 A y. Dann gilt

Fr(p) = Fr(y:) U Fr(y,), Bd(p) = Bd(vy1) U Bd(,),

und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn erstens ¢, und 5 bereinigt sind,
und zweitens

Bd(y1) N (Bd(12) U Fr(iz)) = 0 = Bd(yz) N (Bd(y1) U Fr(i1))

gilt. (Hingegen ist es erlaubt, dass dieselbe freie Variable sowohl in
als auch 1)y vorkommt.)

e Analog fiir ¥; — 1)y, etc.

e Sei ¢ = Va1 oder ¢ = dr). Dann ist

Fr(p) = Fr(y) \{z}, Bd(p) = Bd(y) U {z},
und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn 1 es ist und x ¢ Bd(1)).

SATZ IV.5.8. Sei ¢ eine Formel, und u eine Variable, die in @ nicht vorkommt.
Dann sind die Formeln Yx ¢ und Vu (p(x/u)) dquivalent.

SATZ IV.5.9. Zu jeder Formel ¢ gibt es eine bereinigte, dquivalente Formel ¢'.

BEWEIS. ¢’ erhilt man aus ¢ durch mehrfache geeignete Anwendung von
Satz IV.5.8 als Formelersetzungsregel. Die logische Aquivalenz folgt dann aus
Satz IV.5.2. O

BEISPIEL. Wir definieren die Formel
¢ = JuVz((R(u,z) = Q(z)) A FvR(z,v)) A =3z P(x) AVy(Q(y) — P(y)).

Diese Formel ist nicht bereinigt da die Variable x durch zwei verschiedene Quan-
toren gebunden wird. Durch Umbenennung der gebundenen Variable einer dieser
Quantoren erhalten wir die zu ¢ logisch dquivalente bereinigte Formel

¢ = FuVr((R(u,z) = Q(z)) A JvR(z,v)) A —TzP(2) ANVy(Q(y) = P(y)).



84 IV. PRADIKATENLOGIK: BEWEISBARKEIT

IV.5.D. Pranexform.

DEFINITION IV.5.10 (Pranexform). Wir definieren induktiv den Begriff der Pré-
nexform fiir Formeln:

(1) Jede quantorenfreie Formel ist in Pranexform.
(2) Ist ¢ in Pranexform, so sind auch Vz ¢ und 3z ¢ in Pranexform.
(3) Das sind alle.”
BEISPIELE.
Vay Jxg Jxg Vay (...) ist in Prénexform.
~—~

KMatrix®

Vo P(x) — Vx P(x) ist nicht in Prénexform.

Stellt man sich eine Pranexformel in einem Baumdiagramm vor, so ist also oben
im Diagramm der priadikatenlogische Teil mit Quantoren zu finden, wihrend dar-
unter der aussagenlogische Teil mit diversen Junktoren folgt.

SATZ IV.5.11. Fir jede Formel ¢ (mit den freien Variablen x1,...,x,) existiert
eine Formel ¥ in Prinexform sodass gilt:

Eop o of das heifst:
V.. Ve, (e(zy, .. 2n) < @ (21, 2))

BEWEIS. Unsere Vorgehensweise besteht darin ein Formelersetzungssystem
anzugeben, das eine Formel in Pranexnormalform transformiert: sei @ € {V, 3}
dann schreiben wir @ fiir V falls Q = 3 und umgekehrt. Sei o € {A, vV} und seien
1, x Formeln so dass x nicht frei in y vorkommt. Die Quantorenverschiebungsre-
geln sind:

Quipox = Qu(ox)

xoQuy — Qu(xo)

Qrep = x = Qu (¥ — x)

X = Quy = Qu(x — 1)

Q) = Qr

Uber die Regeln lassen sich nun folgende Beobachtungen machen: Erstens gilt in
bereinigten Formeln immer dass x nicht frei in x vorkommt. Zweitens transformie-
ren diese Regeln bereinigte Formeln in bereinigte Formeln. Und drittens sind diese
Regeln logische Aquivalenztransformationen (wie sich leicht z.B. durch formale
Beweise zeigen ldsst). Sei nun ¢ eine zu ¢ logisch dquivalente bereinigte Formel

und sei ¢ das Ergebnis der erschopfenden Anwendung dieser Ersetzungsregeln
auf . Dann folgt die logische Aquivalenz von ¢ und ¢? aus Satz IV.5.2. U

9Dies beschreibt wieder ein Induktionsprinzip.
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BEISPIEL. In Fortsetzung des vorherigen Beispiels sei
¢ = FuVz((R(u,x) = Q) A JvR(x,v)) A ~32P(2) AVy(Qy) = P(y)).

Wir erhalten durch mehrfache Anwendung der Préanexierungsregeln die folgenden
Formeln

o = ¥ ((R(u,2) = Q(x)) A F0R(z,0) A ~32P(2) AVy(Q(y) = P(y))
w(?’) = JuVaIv((R(u, 2) = Q(z)) A R(z,v) A =32P(2) AVy(Q(y) — P(y)))
90 = JuvaIvy((R(u, ) = Q(x)) A R(z,v) A=32P(2) A (Qy) — P(y)))

= JuVaIoVy((R(u,z) = Q(x)) A R(z,v) AVz=P(2) A (Q(y) — P(y)))

¢” = FuVrIvyVz ((R(u,z) — Q(z)) A R(z,v) A—P(2) A (Qy) = P(y)))

Man beachte dass die Pranexnormalform einer Formel nicht eindeutig ist. Unter-
schiedliche Stragien in der Anwendung der Pranexierungsregeln erzeugen unter-
schiedliche Quantorenpréfixe.

IV.5.E. Skolemisierung.

DEFINITION IV.5.12. Zwei Formeln ¢, ¥ heissen erfiillbarkeitséquivalent, geschrie-
ben als ¢ ~p 1 falls entweder beide erfiillbar oder beide unerfiillbar sind.

Man beachte dass aus der logischen Aquivalenz die Erfiillbarkeitsiquivalenz folgt,
nicht aber umgekehrt.

HILFSSATZ IV.5.13. SeiVxy - - -V, 3y ¢ eine geschlossene Formel und f ein Funk-
tionssymbol das nicht in ¢ vorkommt, dann ist

Vary -V, 3y ¢ e V- Vap(y/ fa, . x)).

BEWEIS. VZp(y/f(z1,...,2,)) — VZ3y p ist sogar allgemeingiiltig wie sich
mit einem kurzen formalen Beweis leicht nachweisen lasst.

Fiir die andere Richtung, sei Vzdy ¢ erfiillbar. Dann existiert, nach dem Beweis
des Vollstandigkeitssatzes, ein abzéhlbares Modell 9 F Vzdy ¢ in der Sprache
L von ¢. Sei 0.B.d.A. M C N und definiere ein Modell 9 mit M|, = M und
ay,...,a,) = min{b € N | M E ¢©(z/a,y/b)}. Man beachte dass f* wohldefi-
niert ist, da ja 0 F VzIye. Dann gilt MEVZ o(y/f(x1,...,2,)). O

SATZ IV.5.14. Zu jeder Formel ¢ in Prinexnormalform ldsst sich eine erfillbarkeits-
dquivalente und geschlossene Formel 1) = Vxq-- -V, ' berechnen wobei 1)’ quan-
torenfrei ist'".

0Jede Formel ist entweder erfiillbar oder unerfiillbar, also trivialerweise zu T oder zu L
erfiillungsédquivalent. Der Witz besteht aber darin, dass man durch den Skolemisierungsalgo-
rithmus, also durch rein syntaktische Umformungen, eine erfiillungsdquivalente Formel finden
kann, ohne schon a priori zu wissen, ob die vorliegende Formel erfiillbar ist.
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BEWEIS. Sei ¢’ der universelle Abschluss von ¢, d.h. ¢’ = Yy - - - Vyx, ¢ wobei
Fr(¢') = {vy1,...,yr}. Wir erhalten ¢ aus ¢’ durch schrittweise Skolemisierung des
jeweils dufersten Existenzquantors durch Anwendung von Hilfssatz IV.5.13. [

BEISPIEL. In Fortsetzung des vorherigen Beispiels sei
of = Eiu‘v’xEInyVz((R(u, x) = Q(z)) AN R(x,v) A =P(2) NMQ(y) — P(y)))

Der dufserste Existenzquator Ju kommt nicht im Bindungsbereich eines Allquan-
tors vor, folglich wird er durch Anwendung von Hilfssatz IV.5.13 durch ein neues
0O-stelliges Funktionssymbol, d.h. eine Konstante ersetzt und wir erhalten die er-
fiillbarkeitsaquivalent Formel

gpéj = VxEIv‘v’sz((R(c, z) = Q(x)) AN R(z,v) N =P(2) AN (Qy) — P(y)))

Der verbleibende Existenzquantor Jv wird ersetzt durch den Skolemterm f(x)
und wir erhalten die erfiillbarkeitsidquivalente Formel

b = VaVyVz ((R(c,z) = Q(2)) A R(z, f(2)) A =P(2) A(Q(y) = P(y))).
IV.5.F. Klauselnormalform.

DEFINITION IV.5.15. Eine Formel ist in Klauselnormalform falls sie die folgende
Gestalt hat:

n k;
vz \ '\ L
i=1j=1

wobei L; ; Literale sind und z alle Variablen aller L; ; enthalt.

Zu jeder Formel lasst sich eine erfiillbarkeitsiquivalente Formel in Klauselnor-
malform berechnen. Diese erhalten wir durch die sogenannte Klauselnormalform-
transformation, d.h. die Hintereinanderausfithrung von Bereinigung, Pranexie-
rung, Skolemisierung und KNF-Transformation der quantorenfreien Matrix.

Ahnlich wie in der Aussagenlogik arbeiten wir auch in der Pridikatenlogik mit
Klauselmengen. Die Formel

wird identifiziert mit der Klauselmenge
{Lij | 1<j<k}|1<i<n}

BEISPIEL. In Fortsetzung des vorherigen Beispiels erhalten wir durch die KNF-
Transformation die zu ¢ korrespondierende Klauselmenge

My = {{=R(c,z),Q(x)}; {R(z, f(x)) }; {=P(2) }; {=Q(y), P(y)}}.
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IV.5.G. Unifikation. Die Resolution in der Prédikatenlogik unterscheidet
sich wesentlich von der Resolution in der Aussagenlogik dadurch, dass die Klau-
seln freie Variablen enthalten und eine geeignete Instanziierung dieser Variablen
notwendig ist. Gelegentlich ist offensichtlich welche Instanziierung zu wahlen ist;
sollen zum Beispiel die Klauseln {P(x)} und {—P(c)} resolviert werden, ist klar
dass (z/c) auf P(x) angewandt werden muss bevor resolviert wird. Im allgemei-
nen ist es aber nicht so offensichtlich wie in diesem Beispiel. Die Technik die
fiir den allgemeinen Fall verwendet wird heiftt Unifikation und wird nun genauer
beschrieben.

DEFINITION IV.5.16. Eine Substitution ist eine Abbildung o : V' — T (%) so dass
o(x) # x fiir endlich viele x.

Wir schreiben eine Substitution oft auch als o = (z/t1,...,2,/t,). Die Doméine
einer Substitution ist dom(c) = {x € V | zo # z}. Falls zwei Substitutionen
o1 = (z1/t1,...,x,/t,) und o9 = (y1/51,...,Yr/sk) disjunkte Doménen haben,
dann definieren wir die Substitution oy Uoy = (21 /t1, ..., Zn/tn, Y1 /51, - - -, Y/ Sk)-
Seien nun o = (x1/t1,...,2,/t,) und 6 zwei beliebige Substitutionen und sei
6 = 6, U 6y wobei dom(#;) C dom(o) und dom(fy) N dom(o) = (). Dann ist die
Hintereinanderausfithrung von o und 6 definiert als 006 = (x, /4,0, ..., 2z, /t,0)U
0. Man beachte, dass fiir alle Terme ¢ und alle Substitutionen o, 0 gilt: t(c06) =
(to)6.

BEISPIEL. (z/f(y)) U (y/c) = (y/c) U (z/f(y)) = (x/f(y),y/c),
(z/f(y)) o (y/c) = (x/f(c),y/c),
und (y/c) o (z/f(y)) = (x/f(y),y/c).

DEFINITION IV.5.17. Sei E eine Menge von Literalen, eine Substitution o heift
Unifikator von E falls |Fo| = 1.

Analog dazu sagen wir, dass eine Substitution ¢ ein Unifikator einer Menge T
von Termen ist, falls |To| = 1. Von besonderem Interesse werden Mengen von
Termen der Grofe 2 sein. Dann ist o Unifikator von {t;,#;} genau dann wenn
th' = t20’.

BEISPIEL. Ein Unifikator von {P(x, g(x)), P(f(y),2)} ist (x/f(y), 2/g(f(y))), ein
anderer Unifikator ist (z/f(f(y)),y/f(y), 2/9(f(f())))-

DEFINITION IV.5.18. Fiir Substitutionen ¢ und 7 sagen wir dass o allgemeiner
ist als 7, in Zeichen o < 7, falls es eine Substitution 6 gibt mit 06 = 7.

DEFINITION IV.5.19. Sei E eine Menge von Literalen. Dann heifst o allgemeinster
Unifikator von E falls o < 7 fiir jeden Unifikator 7 von E.

Es wird sich herausstellen, dass jede Menge von Literalen, sofern sie iiberhaupt
einen Unifikator besitzt, auch einen allgemeinsten Unifikator besitzt. Um das zu
zeigen benotigen wir allerdings noch einige zusétzliche Begriffe und Resultate.
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DEFINITION IV.5.20. Seien s,t Terme. Die Differenzenmenge Diff(s,?) ist eine
endliche Menge von Paaren von Termen die rekursiv wie folgt definiert wird:
(1) Falls s =t dann Diff(s,t) = 0.
(2) Falls s # t aber s = f(s1,...,8,) und t = f(ty,...,t,) fir ein Funkti-
onssymbol f dann

Diff (s, t) = | J Diff (s;, t;).
=1

(3) Sonmst ist Diff(s,t) = {(s,t)}.

BeisPIEL. Diff (h(z, g()), h(f(y), 2)) = {(z, f(y)), (9(x), 2)}

HiLFssATz 1V.5.21. Fine Substitution o ist Unifikator von {ti,t2} genau dann
wenn o Unifikator von allen Paaren in Diff (t1,t5) ist.

BEWEIS. Sei tj0 = tyo und (s, s2) € Diff(¢1,t5). Dann ist s; Teilterm von ¢;
an einer bestimmten Position p und s, ist Teilterm von t, an derselben Position
p. Damit folgt aus ty0 = ty0 dass sj0 = sq0.

Umgekehrt, falls sjo0 = sq0 fiir alle (sq,s2) € Diff(¢1,t2), dann folgt aus der
Definition von Diff mit Induktion dass tjo = ty0. ]

HILFSSATZ IV.5.22. Seien ty,ty Terme, T ein Unifikator von {t1,ts} und (z,s) €
Diff(t1,t2). Dann ist T = (x/s)7" wobei T' = T|dom(r)\{z} und 7" ist Unifikator von
{t1(x/5), t2(x/5)}-

BEWEIS. Da (z,s) € Diff(¢1, ;) und 7 Unifikator von {t;,t,} ist gilt
(1) XT = ST.
Auferdem ist © ¢ Var(s). Da nédmlich (z,s) ein Differenzenpaar ist gilt s # x.

Wiire nun = € Var(s) dann wére z7 echter Teilterm von s7 was (1) widerspréche.
Damit ist

(2) ST = sT.
Wir erhalten somit:
7= (x/zT)UT =) (z/sT)UT = (x/sTYUT = (x/s)7.

Weiters gilt
t(x/s)T" = t17 = toT = to(x/s)7T’
und damit ist 7" Unifikator von {t;(x/s),t2(x/s)}. O

Der obige Hilfssatz zeigt wie ein beliebiger Unifikator 7 “faktorisiert” werden
kann in ein Paar (z,s) und den tbrigen Unifikator 7/. Er bildet den Schliissel
zum folgenden zentralen Resultat:

SATZ IV.5.23. Sei {t1,ta} unifizierbar. Dann hat {t,,t2} einen allgemeinsten Uni-
fikator.
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BEWEIS. Wir machen eine Induktion tiber die Anzahl der in {¢;,%2} vorkom-
menden Variablen, notiert als [Var({t1,?2})|. Wenn |Var({t1,?2})| = 0 dann folgt
aus der Unifizierbarkeit dass t; = t5. Falls t; = ¢, (unabhéngig davon ob der Term
Variablen enthélt) dann ist jede Substitution Unifikator und id ist allgemeinster
Unifikator.

Sei nun also t; # to. Dann ist Diff (¢1, t5) # 0. Sei (s1, s2) € Diff(¢y,t2). Da {t1,t2}
unifizierbar ist, sind auch {sy, s} unifizierbar. Auferdem beginnen sy, s mit un-
terschiedlichen Symbolen da es sich um ein Differenzenpaar handelt. Eines dieser
Symbole muss eine Variable sein (wéren ndmlich beide Konstanten- oder Funkti-
onssymbole wére {s1, sa} nicht unifizierbar). Sei nun 0.B.d.A. s; = z. Dann gilt
aukerdem dass = ¢ Var(sy) sonst wére némlich fiir jede Substitution o der Term
xo echter Teilterm von seo was der Unfizierbarkeit von {si, sy} widersprechen
wiirde.

Wir definieren ¢, = t;(x/sy) fiir i = 1,2. Sei nun 7 Unifikator von {¢;,%,}, dann
folgt aus Hilfssatz IV.5.22, dass 7 = (x/s9)7" und dass 7" Unifikator von {t|,t,}
ist. Da die Variable = in {#{,?,} nicht mehr vorkommt, enthélt {t{,t,} strikt
weniger Variablen als {1, ?2}. Nach Induktionshypothese existiert also ein allge-
meinster Unifikator o’ von {t|,t,}. Wir definieren 0 = (2/s3)0’ und behaupten
dass o allgemeinster Unifikator von {¢,t,} ist. Erstens ist o Unifikator da

tio = ti(x/s9)0’ = t}o’, und

tao = ta(x/89)0" = tho'.

Sei nun 7 ein beliebiger Unifikator von {t¢1,%s}, dann kann 7 wie oben mit Hilfs-
satz IV.5.22 geschrieben werden als 7 = (x/sy)7’ wobei 7/ Unifikator von {t},t,}
ist. Damit existiert § mit ¢’ = 7’. Nun gilt aber

08 = (x/s9)0’'0 = (x/s9)7" = 7,

also ist o allgemeinster Unifikator. O

Der obige Beweis induziert auf recht klar nachvollziehbare Art und Weise den
folgenden Algorithmus zur Berechnung des allgemeinsten Unifikators zweier ge-
gebener Terme %4, t5.

e Falls Dlﬁ(tl, t2) = Q) dann allgU(tl, tg) =id.
e Falls (s1,s2) € Diff(ty,t2) wobei wobei weder s; noch sy eine Variable
ist, dann sind %q, to nicht unifizierbar.
e Sei (z,s) € Diff(¢y, t2), dann:
— Falls « € Var(s) dann sind t;, 5 nicht unifizierbar.
— Falls « ¢ Var(s) sei t| = t1(z/s) und t, = t5(z/s) dann
allgU(t1,t2) = (x/s)allgU(ty, 15).
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BEISPIEL. Sei t; = g(z,¢) und t2 = g(f(y),y). Dann liefert die Anwendung des
obigen Algorithmus die folgende Tabelle

g(x,¢),9(f(y),y) (z/f(v))
9(f(y),c),9(f(y),y) (y/c)
9(f(c),c),g(f(c),c) id

und damit allgU(t1, t2) = (x/f(y))(y/c)id = (z/ f(c), y/c).

KOROLLAR IV.5.24. Falls eine endliche Menge von Literalen unifizierbar ist, dann
besitzt sie einen allgemeinsten Unifikator.

BEWEIS. Wir zeigen dass es zu jeder endlichen Menge C' von Literalen Terme
s1, 82 gibt, so dass die Unifikatoren von C' genau die Unifikatoren von {si, ss}
sind.

Mittels Ersetzung eines r-stelligen Pradikatensymbols P durch ein neues r-stelliges
Funktionssymbol fp sowie Ersetzung der Negation durch ein neues unares Funk-
tionssymbol n erhalten wir zu C' = {L4, ..., L,,} eine Menge von Termen T =
{t1,...,tm}. Wir filhren dann ein neues m-stelliges Funktionssymbol f ein und
definieren sy = f(t1,...,t,) und sy = f(t1,...,t;). Dann ist eine Substitution o
Unifikator von C' genau dann wenn o Unifikator von {si, so} ist. O

IV.5.H. Resolution. Fiir ein Literal L vereinbaren wir die Notation L =
—A falls L = Aund L = A falls L = —A. Eine Variablenumbenennung ist eine
Substitution o : V — V die eine Permutation ist. Fiir zwei Klauseln C' und C’
sagen wir dass C” eine Variante von C ist falls es eine Variablenumbenennung p
gibt mit Cp = C".

DEFINITION IV.5.25. Seien C, D Klauseln und C’, D’ Varianten von C' und D so
dass C" und D’ variablendisjunkt sind. Seien K € C" und L € D’ Literale so dass

{K, L} unifizierbar ist und sei o ein allgemeinster Unifikator von {K, L}. Dann
heiflt Resg (C', D') = ((C"\ {K}) U (D" \ {L}))o Resolvent von C' und D.

BEISPIEL. Seien C' = {z < z -z} und D = {—-z < y,x < s(y)}. Wir benennen
z in C' in 2’ um und erhalten damit ¢’ = {2/ < 2’ - 2'}. Dann sind C" und D
variablendisjunkt. Die Atome 2’ < 2/ - 2’ und x < y haben einen allgemeinsten
Unifikator ¢ = (x/2/,y/2’ - ') und damit bilden C' und D den Resolventen
{2/ < s(z"-a")}.

DEFINITION IV.5.26. Sei C' eine Klausel und D C C unifizierbar mit allgemein-
stem Unifikator o. Dann heifit Co Faktor von C

BEISPIEL. Die Klauselmenge M = {{P(z), P(y)};{—=P(u),~P(v)}} ist unerfiill-
bar und bildet (bis auf Variablenumbenennung) ausschlieflich den Resolventen
{P(x),—P(v)}, insbesondere ist die Leerklausel nicht mittels Resolution alleine
aus M ableitbar. Allerdings hat { P(z), P(y)} den Faktor { P(z)} und {=P(u), ~P(v)}
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hat den Faktor {—=P(u)} woraus die Leerklausel mit einem einzigen Resolutions-
schritt ableitbar ist.

DEFINITION IV.5.27. Sei M eine Klauselmenge. Eine endliche Liste C,...,C,
von Klauseln heifst Resolutionsableitung aus M falls fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt:
(1) C; € M, oder
(2) es gibt j < i so dass C; Faktor von Cj ist, oder
(3) es gibt j, k < i so dass C; Resolvent von C; und Cj, ist.

SaTz 1V.5.28 (Korrektheit). Falls M eine Resolutionswiderlegung besitzt, dann
ist M unerfillbar.

BEWEIS. Sei C1,...,C, eine Resolutionsableitung aus M. Sei ), die zu M
korrespondierende Formel und sei 9t F ;. Wir zeigen mit Induktion nach n
dass 9 F C,, (man beachte dass C,, freie Variablen enthélt).

Falls C,, € M, dann ist C), logische Konsequenz aus ¢,; und damit 91 E C,,. Falls
C,, Faktor von C} ist fiir ein 7 < n, dann C,, = C;o fiir eine Substitution ¢. Dann
gilt nach Induktionshypothese 91 = C; und damit gilt auch 9 F Cjo.

Falls C,, Resolvente von C; und Cj ist fiir 7,j < n, dann gibt es Literale L € C;
und K € C} so dass L, K unifizierbar sind. Sei y allgemeinster Unifikator von L, K
und sei Cj = C; \ {L} und ¢} = C; \ {K}. Dann gilt nach Induktionshypothese
MEC;VLund ME C}V K. Damit gilt auch M = CipV Ly und M E ClpV Kp.
Nun ist aber Ly = Kyu und damit 9 E (Clu Vv L) A (Cip vV =Ly) woraus man
wie im aussagenlogischen Fall zeigt dass M = Ciu vV Clp.

Falls also C1, . .., C), eine Resolutionswiderlegung von M ist, dann ist jedes Modell
von M auch Modell von C,, = (). Die Leerklausel ist aber unerfiillbar und damit
ist das auch M. 0

IV.5.1. Vollstindigkeit.

DEFINITION 1V.5.29. Eine Klausel D heift Grundinstanz einer Klausel C' falls
D keine Variablen enthélt und es eine Substitution ¢ gibt mit Co = D. Fiir eine
Klauselmenge M definieren wir G(M) = {D | D ist Grundinstanz eines C' € M}

G(M) ist eine aussagenlogische Klauselmenge. Wir kénnen also AL-Resolution
darauf anwenden. Resolutionsableitungen aus G(M) werden oft auch als Grund-

resolutionsableitungen aus M bezeichnet. Der entscheidenen Zusammenhang zwi-
schen M und G(M) ist der folgende

SATZ IV.5.30. Sei M eine Klauselmenge. Dann ist M erfillbar genau dann wenn
G(M) erfillbar ist.
BEWEIS. Die Implikation von links nach rechts ist trivial.

Fiir die Gegenrichtung, sei b eine AL-Interpretation aller Atome in G(M) mit
b(G(M)) = 1. Wir definieren eine PL-Struktur 9%, wie folgt: die Doméne von
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M, sind alle Grundterme der Sprache von M, die Interpretation eines Terms
t wird als t™ = t festgelegt und die Interpretation der Pridikatensymbole als
PPty ) = b(P(ty, ... ).

Sei nun C' € M, dann gilt M, F D fiir jede Grundinstanz D von C. Nachdem
aber die Doméne von 9, ausschliefslich aus Grundtermen besteht, folgt daraus
dass auch 9, E C' und damit 9, E M. O

Ein aus diesem Satz gemeinsam mit dem Kompaktheitssatz gewinnbares Korollar
ist der folgende

SATz IV.5.31 (Satz von Herbrand). M ist unerfillbar genau dann wenn es eine
endliche Klauselmenge My C G(M) gibt die unerfillbar ist.

BEWEIS. M ist unerfiillbar genau dann wenn G(M) unerfiillbar ist nach
Satz IV.5.30. Aus der Unerfiillbarkeit von G(M) folgt nach dem Kompaktheits-
satz fiir die Aussagenlogik die Existenz eines endlichen, unerfiillbaren M, C
G(M), die Gegenrichtung ist trivial. d

HILFSSATZ 1V.5.32 (Hebelemma''). Sei M eine Klauselmenge. Fulls eine AL-
Resoultionsableitung einer Klausel D aus G(M) ezistiert, dann existiert auch
eine Resolutionsableitung einer Klausel C' aus M und eine Substitution o so dass

Co=0D.

BEWEIS. Wir zeigen das Lemma mit Induktion iiber die Lénge der gegebenen
Grundresolutionswiderlegung.

(1) Falls D € G(M) dann ist D = Co fiir ein C' € M und wir erhalten eine
Resolutionsableitung von C'

(2) Falls D durch aussagenlogische Resolution aus Klauseln D; und D, er-
halten wurde, dann existieren nach Induktionshypothese Resolutions-
ableitungen von Klauseln € und Cy aus M sowie Substitutionen oy, oy
mit Choy = Dy und Cy09 = Dy. O.B.d.A. nehmen wir an dass C; und
Cy variablendisjunkt sind. Damit ist auch dom(oy) N dom(oz) = @ und
somit die Substitution oy U g9 wohldefiniert. Seien L; € Dy, Ly € Dy die
resolvierten Literale und £, = {L € Cy | Loy = Ly} sowie Lo = {L €
Cy | Loy = Lo}. Dann gilt:

D = (Cioy \ {L1}) U (Caoz \ {La})
= ((Cy \ L1) U (Ca \ L2)) (01 U 72).

Da |£y01| = 1, ist £ unifizierbar; sei 71 der allgemeinste Unifikator
von L£; und analog 7 jener von L,. Dann kénnen die Klauseln C] =
Cym und CY) = Cy7y mittels Faktorbildung aus €, Cy und damit aus M
abgeleitet werden.

Hengl. “lifting lemma”
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Sei nun L} € C definiert durch £y7 = {L}} sowie L) € C! durch
Ly = {L,}. Dann wollen wir zunéchst zeigen dass L, L), unifizierbar
sind: Es gllt ja L_1 = LQ, ,C10'1 = {Ll} und £20'2 = {LQ} und da Ol
und Cy variablendisjunkt sind, ist £1(0y U 02) = La(0y U 09). Also ist
L1 U L5 unifizierbar. Nun ist aber 7 allgemeinster Unifikator von £, und
79 allgemeinster Unifikator von £, und damit ist auch noch L1711 U LoTs
unifizierbar, d.h. also L}, L.

Sei p allgemeinster Unifikator von L, LY. Dann gilt

C = ((Cim \ {L1}) U (Comx \ {L5}))
= ((C1 \ L1) U (Ca \ Lg)) (11 U T2)pt.

Zusammenfassend gilt also: o1 U g9 ist_Uniﬁkator von £, U L und
(11 Ump)p ist allgemeinster Unifikator von £; U Lo, D.h. es existiert eine
Substitution v mit (73 U p)uv = 01 U 09 und damit Cv = D.

Ch Cy

w Faky
T1 T2
Cf &
\ fb/
o1 g2
C L—Res.

O

SATz IV.5.33 (Vollstandigkeit). Falls M unerfillbar ist, dann existiert eine Re-
solutionswiderlequng von M.

BEWEIS. Sei M unerfiillbar. Dann ist nach Satz IV.5.30 auch G(M) un-
erfiillbar. Wegen der Vollstandigkeit der AL-Resolution existiert also eine AL-
Resolutionswiderlegung von G(M). Durch Anwendung des Hebelemmas erhalten
wir aus dieser eine Resolutionswiderlegung von M. 0

Zusammenfassend bietet die Resolution also die folgende Methode zur Bestim-
mung der Allgemeingiiltigkeit einer pradikatenlogischen Formel ¢:

(1) Sei ¢y eine Bereinigung von —p.

(2) Sei 5 eine Prianexform von ¢

(3) Sei ¢3 eine Skolemisierung von o

(4) Sei M die aus KNF-Transformation von ¢3 gewonnene Klauselmenge.

Dann ist ¢ giiltig genau dann wenn M eine Resolutionswiderlegung besitzt.






KAPITEL V
Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Axiomatisierbarkeit

Wir betrachten eine fixes endliches ,,Alphabet* von Zeichen; mit STRING bezeich-
nen wir die Menge aller endlichen Zeichenfolgen tiber diesem Alphabet. (Wenn
das Alphabet nur aus einem Zeichen besteht, dann ist STRING in kanonischer
Weise zu den natiirlichen Zahlen dquivalent.)

V.1. Informeller Uberblick

DEFINITION V.1.1 (Berechenbarkeit). Eine Funktion f : N — N (oder alternativ:
f : STRING — STRING, oder f : STRING — N) heifst berechenbar, wenn es
einen Algorithmus gibt, der f in endlicher Zeit berechnet. (D.h., der Algorithmus
bekommt als Eingabe eine natiirliche Zahl oder einen String x, und gibt nach
endlich vielen Schritten den Wert f(x) aus.)

Berechenbare Funktionen heifsen auch rekursive Funktionen.!

(Dies ist eine informelle Definition, die wir im Folgenden prézisieren wollen.)

DEFINITION V.1.2 (Entscheidbarkeit). Eine Menge A C N (oder alternativ:
A C STRING) heift entscheidbar, wenn ihre charakteristische Funkion x4 bere-
chenbar ist.

BEISPIELE. Die Mengen aller Formeln, aller logischen Axiome oder aller formalen
Beweise (as (}) sind entscheidbar. Jede endliche Menge ist entscheidbar.

Die Familie der entscheidbaren Mengen bildet eine Boolesche Unteralgebra der
Potenzmenge von N bzw. der Potenzmenge von STRING. Da es aber nur ab-
zahlbar viele Algorithmen gibt, gibt es auch nur abzdhlbar viele entscheidbare
Mengen.

DEFINITION V.1.3 (Berechenbarkeit partieller Funktionen). Eine (mdoglicherweise
partielle) Funktion f : N — N (oder alternativ: f : STRING — STRING oder
f: STRING — N) heifit berechenbar?, wenn es einen Algorithmus gibt, der f(x)
berechnet, falls f(z) definiert ist, und sonst nicht terminiert. (Das heift: Fiir jede
Eingabe z gilt: Wenn f(z) definiert ist, dann liefert der Algorithmus diesen Wert

IDer Name riihrt daher, dass berechenbare Funktionen mit Hilfe von rekursiven Definition
aus einfacheren berechenbaren Funktionen aufgebaut werden kénnen.

2Solche Funktionen nennt man auch partiell rekursive Funktionen (statt genauer ,partielle
Funktionen, die rekursiv= berechenbar sind“).

95
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nach endlicher Zeit. Wenn z eine natiirliche Zahl bzw. ein String ist, der bzw. die
nicht im Definitionsbereich von f liegt, dann hélt der Algorithmus nicht.)

DEFINITION V.1.4 (Semi-Entscheidbarkeit). Eine Menge A C N (oder alternativ:
A C STRING) heiRt semi-entscheidbar (oder auch ,rekursiv aufzihlbar“?), wenn
ihre ,partielle charakteristische Funktion x4 berechenbar ist, wobei wir y 4 so

definieren:
a(2) 1 fallsz € A
x) =
Xa undef  sonst

BEISPIEL. Die Menge {¢ : F ¢} ist semi-entscheidbar. Wir kénnen némlich
einen Algorithmus angeben, der bei Eingabe ¢ systematisch alle moglichen Be-
weise daraufhin absucht, ob ¢ in ihnen auftaucht, und in diesem Fall 1 ausgibt.
Bei Eingabe einer beweisbaren Formel gibt dieser Algorithmus sicher 1 aus, bei
Eingabe einer unbeweisbaren Formel hélt dieser Algorithmus nicht.

Man kann aber zeigen, dass die Menge {¢ : F ¢} nicht entscheidbar ist (wenn die
zugrunde liegende Sprache zumindest ein zweistelliges Relationssymbol abgesehen
von der Gleichheit enthélt).

In den folgenden Abschnitten werden wir zwei formale (dquivalente) Varianten
dieser Begriffe vorstellen, und (auszugsweise) die folgenden Sétze beweisen, die
die Beziehung zwischen den Begriffen ,berechenbar®, ,entscheidbar® und ,semi-
entscheidbar” beleuchten. Der Einfachkeit halber konzentrieren wir uns aber nur
auf Funktionen auf N.

SATZ V.1.5. A C N ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl A als auch N\ A
semi-entscheidbar sind.

(Analoges gilt fir A C STRING.)
SATZ V.1.6. Fiir eine Menge A C N sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist semi-entscheidbar.

(2) Es gibt eine berechenbare partielle Funktion f : N — N, sodass A der
Definitionsbereich von f ist.

(3) Es gibt eine entscheidbare Menge B C N x N, sodass A die Projektion
von B ist: A={n:3k(n,k) € B}.

(4) Es gibt eine entscheidbare Menge B C N und eine berechenbare (totale)
Funktion f : N — N, sodass A = f[B].

(5) A =0 oder es gibt eine berechenbare (totale) Funktion f : N — N, sodass
A = fIN]. (Diese Eigenschaft motiviert den Namen ,aufzihlbar, weil f
eben eine Aufzihlung von A ist.)

3auf Englisch ,recursively enumerable® oder oft nur ,r.e., in neuerer Zeit auch ,computa-
tionally enumerable* oder ,c.e.”
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V.2. Primitiv rekursive Funktionen

DEFINITION V.2.1. Wir definieren eine Menge & von Operationen (=endlich-
stelligen Funktionen) auf N, die so genannten primitiv rekursiven Funktionen.

e Fiir jedes & > 0 ist die konstante Funktion von N* nach N mit Wert 0
primitiv rekursiv.

e Die Nachfolgerfunktion n — n + 1 ist primitiv rekursiv.

e Fiir jedes n > 1 und jedes k mit 1 < k < n ist die durch

T (21, ..o, Tn) = Tp

definierte Projektionsfunktion II} : N* — N primitiv rekursiv.

o (Abschluss unter Verkniipfung) Wenn h : N¥* — Nund fi,..., fr : N* —
N alle primitiv rekursiv sind, dann auch die Funktion g(fi,..., fx) :
N" — N, die so definiert ist:

VE = (21, ) 2 g(fr,-- o, ) (@) = g(fu(T), -, fu(@)).

e (Abschluss unter primitiver Rekursion) Fiir alle £ > 0, alle k-stelligen
primitiv rekursiven Funktionen h : N¥ — N und alle k + 2-stelligen
primitiv rekursiven g ist auch die durch

vz € NF . f(Z,0) =h
Vye NVZe Nt f(Zy+1) =g

(7)

(f(Z,y),%,y)

primitiv rekursiv.

Da die Funktion f durch die Funktionen h und g eindeutig bestimmt
ist, ist ein Name fiir diese Funktion gelegentlich praktisch, der diese
Abhéngigkeit andeutet. Man konnte f etwa PR(g, h) nennen.

e Das sind alle. (Das heifst, die Klasse &2 ist die kleinste Menge von Funk-
tionen, die die obigen Abschlusseigenschaften hat.)

DEFINITION V.2.2. Eine Funktion f : N¥ — N™ ist genau dann primitiv rekursiv,
wenn ihre , Komponenten* 7" o f : N¥ — N alle primitiv rekursiv sind.

Mit dieser Notation lasst sich die Abschlusseigenschaft so schreiben: Wenn f :
Nf — N™ und g : N™ — N” primitiv rekursiv sind, dann auch g o f.

BEISPIEL. Die folgenden Funktionen bzw Folgen (betrachtet als Funktion von N
bzw N x N nach N) sind primitiv rekursiv: Addition, Multiplikation, Exponentia-
tion; die Funktionen max und min (beliebiger Stelligkeit); abgeschnittene Sub-
traktion z—y := max(z — y,0) und abgerundete Division; die modulo-Funktion;
die Funktion n — n!; die Doppelfolge der Binomialkoeffizienten; die Folge der
Primzahlen; die Fibonacci-Folge; die Folge (n, k) — |a™g*]| fiir alle algebraische
Zahl a, 8 € R; daher auch die Folge k — |a10¥] mod 10 fiir alle algebraischen
Zahlen o € R.
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Wenn [ primitiv rekursiv ist, dann ist auch ihr ,diskretes Integral* ¥ f (definiert
durch $f(n) = S0~ f(i)) primitiv rekursiv, ebenso wie ihre ,diskrete Ableitung
Af, die durch Af(n) := f(n+1)—f(n) definiert ist.

Die folgenden Mengen sind primitiv rekursive Relationen (d.h., haben primitiv
rekursive charakteristische Funktion): Die der Primzahlen, die Menge der Fakul-
taten, die Menge aller Fibonacci-Zahlen.

Allgemeiner ist der Wertebereich jeder monoton wachsenden primitiv rekursiven
Funktion selbst primitiv rekursiv.

BewEIs. Ubungsaufgabe. O

DEFINITION V.2.3. Sei f : N¥ x N — N eine totale Funktion. Dann bezeichnen
wir mit pf die folgende partielle Funktion von N* nach N:

undefiniert sonst

. min{k : f(7,k) =0} wenn es so ein k gibt
- ot 1510

Wir sagen, dass pf durch ,,u-Rekursion” aus f entsteht.

(Achtung: puf ist nur fiir totale Funktionen f definiert! Wenn wir die obige Defi-
nition auch fiir partielle Funktionen f verwenden, kann es vorkommen, dass puf
nicht berechenbar ist.)

BEMERKUNG V.2.4. Wenn f eine im informellen Sinn berechenbare totale Funk-
tion ist, dann ist auch pf berechenbar; aus einem Algorithmus, der f berechnet,
kann man leicht einen Algorithmus konstruieren, der pf berechnet.

DEFINITION V.2.5. Die Menge der rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse
von Funktionen, die alle Projektionen und die Nachfolgerfunktion enthéalt und
unter

e Verkniipfung
e rimitiver Rekusion
e /-Rekursion

abgeschlossen ist.

V.3. 20 und 21

Wir betrachten die Sprache der Peano-Arithmetik mit diesen nichtlogischen Sym-
bolen: +, -, 1, 0, 1, <. Die Formel s < t konnen wir entweder als Abkiirzung fiir
s < tAs # t betrachten, oder wir betrachten < als eigenes Symbol und fiigen die
Aquivalenz x <y < 2 < y A x # y zu den Axiomen von PA hinzu.

Wir werden in diesem Kapitel verschiedene Begriffe von Aquivalenz betrachten:

e Logische Aquivalenz: ¢ < v bedeutet, dass die Aquivalenz ¢ > v all-
gemeingiiltig (bzw aus den logischen Axiomen) beweisbar ist.
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e PA-Aquivalenz: ¢ < p,4 1 bedeutet, dass die Aquivalenz ¢ < 1) aus den
Axiomen PA beweisbar ist (bzw in allen Modellen von PA gilt).

e N-Aquivalenz: ¢ <y 1 bedeutet, dass die Aquivalenz ¢ <+ ¢ in N (mit
der iiblichen Interpretation von +, - etc) gilt.

(In den meisten Féllen gentigt uns N-Aquivalenz, obwohl tatsichlich PA-Aquivalenz
gilt.)
DEFINITION V.3.1. Sei z eine Variable, und sei ¢ ein Term, der x nicht enthélt.

Fiir jede Formel ¢ sind die Formeln dx <t ¢ und Vz <t v in natiirlicher Weise
definiert:

dr <ty = )z <tAY), Ve<ty = (Va)(z<t—)
Analog definieren wir 3x < t ¥ und Va < t 9.

DEFINITION V.3.2. Die beschrankten Formeln sind induktiv definiert

e Alle Atomformeln sind beschrankt.

e Die beschrankten Formeln sind unter Konjunktion, Disjunktion, Negati-
on, Implikation, Aquivalenz abgeschlossen. (D.h., wenn 1)1, 1, beschréink-
te Formeln sind, dann auch ¢; A 1, 11 <> 19, etc.)

e Die beschriankten Formeln sind unter beschrankter Quantifizierung ab-
geschlossen, d.h.: Wenn v beschrénkt ist, dann sind auch Vx < t¢ udn
Jx < t ¢ beschrankt.

e Das sind alle.

(Statt ,beschrénkte Formel* sagt man auch ¥o-Formeln.)

Man kann leicht zeigen, dass jede beschrankte Formel zu einer Formel in be-
schrankter Pranexform (das heifst Vo < ¢ --- Jy < s (1) mit quantorenfreiem )
logisch dquivalent ist.

DEFINITION V.3.3. Sei k > 0.

e Eine Teilmenge A C N* heift (k-stellige) Yo-Relation, wenn es eine be-
schriankte Formel ¢(z1, ..., x;) mit den freien Variablen xq, ...,z gibt,
sodass A = {(ny,...,nx) : NE @(ng,...,ng)} gilt.

e Eine Funktion f : N¥ — N" heift ¥o-Funktion, wenn ihr Graph* {(7, %) :
7€ NF = f(Z)} eine Yg-Relation ist.

BEISPIEL. Die folgenden Mengen sind ¥-Relationen:

e Jede endliche Teilmenge von N*.
e {(a,b,c) :a+b=c}

e {(a,b):a-b=c}

o {(a,) : a|b}

4Funktionen werden oft mit ihrem Graphen identifiziert, man kénnte also auch sagen: f ist
>o-Funktion, wenn f eine ¥y-Relation ist.
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e Die Menge der Quadratzahlen.
e Die Menge PP der Primzahlen.

BEWEIS. Die Relation ,,|* wird durch die Formel 3z < 5 (21-2 = 22)Vay =0
beschrieben.

Die Menge P wird durch die Formel 1 < 21 AVy < 2 : (y|x; — y = 1) beschrie-
ben, wobei y|z; eine Abkiirzung fiir die gerade definierte Formel ist. O

HiLFssATz V.3.4. Die Menge
PP:={2,2-3%2-3%.5°,2.32.55.7" .. p -pi---p" .},

wobei p,, die n-te Primzahl ist, wird durch eine beschrinkte Formel beschrieben.

BEWEIS. Eine Zahl z > 1 ist in PP, wenn

e erstens fiir alle Primzahlen p < ¢ gilt: Wenn ¢|z, dann p|z,
e und zweitens fiir benachbarte Primzahlen p < ¢ gilt: Wenn k > 1, ¢*|z
aber nicht ¢**1|z, dann gilt p*~!|z aber nicht p*|z.

Es geniigt aber, sich hier nur auf alle p, g < z zu beschrinken, ebenso nur auf alle
k < z. So erhélt man leicht eine beschrankte Formel. O

Wir wollen k-Tupel (nq, ..., n) natiirlicher Zahlen durch eine Zahl kodieren (wo-
bei k beliebig sein kann). Eine Moglichkeit dazu bietet diese Funktion:

DEFINITION V.3.5. Sei p; = 2, p, = 3, ..., pr = die k-te Primzahl. Die Funktion
():Upy N¥ — N ist so definiert:’

Ny, ..o omg) = 2mF et
Insbesondere wird das leere Tupel () auf () := 1 abgebildet, jedes 1-Tupel (n) auf

27t und jedes 2-Tupel (n, k) auf (n, k) := 2n+13+ 1,
DEFINITION V.3.6. Die Funktion ¢ ist so definiert:

e Fiir jede Zahl s € N mit s > 2 sei £(s) := max{k : pg|s}.
e wir setzen /(0) = £(1) := 0.

Weiters definieren wir eine zweistellige Funktion (x,y) — (), so:

e Fiir x =0 oder y = 0 sei (z), := 0.

e Wenn # > 0 und y > 0 ist, dann ist (z), := max{k : p¥|z}.
(x), ist also der Exponent der y-ten Primzahl in der Primfaktorzerlegung
von .

Zum Beispiel ist (1), = 0 fiir alle y, und (200); = (2 - 3" - 5%); = 3, (200); = 0,
(200)3 = 2, (200)4 = 0. Allgemein gilt (n); =0, wenn k > ¢(n).
®Man beachte die Schreibweise: Wir verwenden (- -) fiir Tupel, (---) fiir die einem Tupel

zugeordnete Zahl. Diese Schreibweise ist nicht kanonisch. Man kénnte statt (ng,...,) auch
#(n1,...,ng) oder code(nq,...,nk) schreiben.
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BEMERKUNG V.3.7. Die Abbildung (-) ist injektiv. Wenn a = (ny,...,n;), dann
ist (a) = k, und n; = (a); — 1 fiir alle i < k.
HiLFSSATZ V.3.8. Die folgenden Funktionen sind -Funktionen:
(1) Die Funktion (r,s) — (r,s) = 2rT135t1,
(2) Allgemeiner: Fir jedes k die durch (nq,...,ng) — (n1,...,ng) definierte
k-stellige Funktion.
(3) Die Funktion k — py. (Wobei wir py auf einen belicbigen Wert setzen,
sagen wir 1.)

(4) Die Funktion (.
(5) Die Funktion (n,k) — (n)y.

BeEWEIS. Fiir k£ > 0 gilt pr = n genau dann, wenn erstens n Primzahl ist, und
es zweitens ein s € PP mit folgenden Eigenschaften gibt: p*|s, aber p**! teilt s
nicht.

Uberdies kann man die Gréﬁe von s abschatzen wenn es so ein s gibt, dann gibt
es auch ein s mit s < pj---pk < p',i < n**. Daher gilt pr = n genau dann, wenn

N E ¢(k,n) mit
(z,y) =(x=0Ay=1)V(x>0Ay>1A¢ (z,y))
wobei ¢/ (2, y) := 3z < y* (z € PP A x¥|z A —(2VF]2)).
Die vorkommenden Unterformeln z € PP und 2¥|z verstehen wir hier als Abkiir-
zungen fiir geeignete (bereits definierte) beschrankte Formeln.
Damit ist die Funktion £ + pj; eine Yo-Funktion.
Die anderen Formeln erhdlt man #hnlich. (Ubungsaufgabe.) O

DEFINITION V.3.9. Eine ¥;-Formel ist eine Formel der Form dx ¢, wobei v eine
beschrankte Formel ist.

HiLFssATz V.3.10. Wenn ¢, 3 -Formeln sind, dann sind die folgenden Formeln
zu 3y -Formeln dquivalent (im Sinne von <pa):

(1) @(x/t) fir beliebige sinnvolle Substitutionen x /t
(2) ¢
(3) oAU, oV
(4) (Vy <2)¢
(5) (My < t)ip (t kann hier ein beliebiger Term sein, dery nicht enthdlt.)
BEWEIS. (1) ist klar.
(2) Wenn ¢ = 3z ¢y (mit ¢o beschrinkt) ist, und z eine neue Variable ist, dann
gilt
PAFJy3dr g + 2y < 23z < 2y,
wobei die Formel Jdy < zdz < z ¢y beschrankt ist.



102 V. BERECHENBARKEIT, ENTSCHEIDBARKEIT, AXIOMATISIERBARKEIT

(3) Die Formeln ¢ V1) und ¢ A kann man leicht in Pranexform (mit zwei fithren-
den 3-Quantoren) umformen, und dann die Transformation aus (2) anwenden.

(4) Hier geniigt es, die Formel
Vy < z3x @ <> Fu(Vy < 23z < uyp)

in PA zu beweisen. Dies gelingt mit Induktion tiber z.
(5) Kombination aus (1) und (4). O

Die folgende Definition ist ganz analog zu Definition V.3.3.

DEFINITION V.3.11. Sei k > 0.

e Eine Teilmenge A C N* heifit (k-stellige) ¥;-Relation, wenn es eine Y-
Formel 3y p(x1, ..., x), y) mit den freien Variablen 1, . .., z) gibt, sodass

A={(ny,...,n,) :NETye(ng,...,ngy)} gilt.
e Analog heifit eine partielle (oder totale) Funktion f : N¥ — N ;-
Funktion, wenn ihr Graph eine >;-Relation ist.

BEMERKUNG V.3.12. Eine Funktion f : N*¥ — N” ist genau dann ¥;, wenn ihre
Komponenten 7' o f,... 7 o f alle ¥ sind.

HILFSSATZ V.3.13. Die Menge der ¥i-Funktionen hat folgende Abschlusseigen-
schaften:

e Die Verkniipfung von X1 -Funktionen ist 31 -Funktion.
o Wenn g, h ¥1-Funktionen sind, und f die Rekursion

f(&,0) = h(Z)
f(ka + 1) - g(f(fv k)?‘f? k)

erfillt, dann ist auch f eine 31 -Funktion.

BEWEIS. Seien g : N* — N’ und h : N* — N¢ partielle 3;-Funktionen, die
9(%) =y & Ju (Y1(Z, 7, u) und h(y) = Z < Fv (P2(v, Z,v) erfiillen. Sei f := hog.
Dann gilt f(Z) = 2’ genau dann, wenn

Ju Jv 33.7 (¢1(fa ?ja U) N ¢2(g> 2: U)
erfiillt ist, wobei dy eine Abkiirzung fiir Jy; - - - Jy, ist. Wie wir in Lemma V.3.10
schon gesehen haben, konnen wir die b 4+ 2 Existenzquantoren am Beginn der

Formel durch einen einzigen unbeschrankten Existenzquantor, gefolgt von b + 2
beschrankten Quantoren iibersetzen:

JuFvIg () epaIwIu<w v<wIg<w (---)

Um den Abschluss unter primitiver Induktion zu beweisen, verwenden wir unsere
Codierung. Die Beziehung f(7,k) = ¢ gilt ndmlich genau dann, wenn es eine
Folge (my, ..., my) von Werten gibt, die die folgenden Bedingung erfiillen:

e mg = h(i)
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o my = /.

e Fir alle ¢ zwischen 0 und k: m;q = g(m;, &, 1).
Dabei sind alle Werte m; durch (my,...,my) beschrankt. Also ist f(ri, k) = ¢
genau dann, wenn

Js ()0 = h()A(s)k = (AVi <k :Tp,q <s ((S)i = pA(8)iy1 = gAq = g(p, 7, i))-
Diese Formel ist dquivalent zu einer X;-Formel. U
HILFSSATZ V.3.14. Sei f : N**! — N eine totale ¥y -Funktion. Dann ist die durch

. min{k : f(7i,k) =0} wenn es so ein k gibt
g(n) = .
undefiniert sonst

definierte partielle Funktion eine 31-Funktion.

KOROLLAR V.3.15. Jede rekursive Funktion (und insbesondere jede primitiv re-
kursive Funktion) ist eine 3;-Funktion.

Es gilt auch die Umkehrung: die rekursiven Funktionen sind genau die >.;-Funktionen.

Je nach Geschmack definiert man nun die berechenbaren Funktionen als die re-
kursiven Funktionen oder als die ¥;-Funktionen. Es gibt auch noch andere aqui-
valente Definitionen, die hiufig verwendet werden (und den Term ,berechenbar*
moglicherweise besser motivieren), mit Hilfe von Turingmaschinen oder Register-
maschinen. Andere Definitionen verwenden Grammatiken oder den A-Kalkiil.

V.4. Axiomensysteme

Axiome und Theorien.

DEFINITION V.4.1 (Axiomensystem). Ein Axiomensystem in der pradikaten-
logischen Sprache . ist eine entscheidbare Menge von geschlossenen Formeln.

Diese Definition ist nicht kanonisch. Manchmal werden auch beliebige Mengen
von geschlossenen Formeln als Axiomensystem bezeichnet; in diesem Fall wére
ein Axiomensystem dann einfach das, was wir als ,, Theorie” bezeichnet haben. (Al-
lerdings gibt es auch hier einen zumindest psychologischen Unterschied: Theorien
identifiziert man gerne mit ihrem deduktiven Abschluss, wiahrend es bei Axio-
mensysteme wirklich auf die Menge selbst ankommt, die man auch gerne klein
hélt, am liebsten endlich.)

Oft verlangt man von einem Axiomensystem auch explizit Konsistenz.

Wir nennen ein Axiomensystem redundant, wenn sich eines der Axiome aus den
anderen beweisen ldsst. Fiir jedes endliche Axiomensystem A ldsst sich offensicht-

lich ein Untersystem A’ C A finden, welches nicht redundant ist, aber den selben
deduktiven Abschluss hat (indem man einfach eine minimale Teilmenge mit dem
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selben Abschluss findet); dies ist fiir unendliche Axiomensysteme nicht immer
moglich.®

Klassische und moderne Axiomensysteme. Informell unterscheiden wir
2 Arten von Axiomensystemen: , Klassische Axiomensysteme versuchen, eine vor-
gegebene Struktur — wie die Punkte der Ebene, die natiirlichen Zahlen, oder alle
Mengen — zu beschreiben. ,Moderne* Axiomensysteme sind so angelegt, dass sie
eine ganze Klasse von Strukturen (Gruppen, Kérper, etc.) beschreiben.

BEISPIELE.

e klassische Axiomensysteme: eukl. Geometrie, Peano-Axiome, ZFC
e moderne Axiomensysteme: Gruppenaxiome, Vektorraumaxiome

Moderne Axiomensysteme sind im Allgemeinen auf offensichtliche Weise unvoll-
standig.

Klassische Axiomensysteme sind oft unvollstandig (auf Grund des Godelschen
Unvollstéandigkeitssatzes), die Unvollstandigkeit ist aber im Allgemeinen nicht
offensichtlich.

Wegen Satz [V.4.37 reicht aber ein Axiomensystem in der erststufigen Logik nie
aus, um eine einzige (unendliche) Struktur bis auf Isomorphie zu charakterisie-
ren. Insofern gibt es keine klassischen Axiomensysteme, die die ihnen zugedachte
Aufgabe auch erfiillen. Formal sind sie daher von modernen Axiomensystemen
nicht zu unterscheiden.

Semantik ohne Vollstindigkeitssatz. Um die Bedeutung des Vollstandig-
keitssatzes .- ¢ < FE ¢ zu betonen, konstrastieren wir die Relation F mit einer
Variante; fiir diese Variante kann es keinen Vollstandigkeitssatz geben.

Wir betrachten eine beliebige Sprache .Z, in der es zumindest ein zweistelliges
Relationssymbol gibt.

DEFINITION V.4.2 (endliche Giiltigkeit). Eine Formel ¢ heifst endlich giiltig, wenn
fiir alle endlichen Modelle 90t gilt: 9 E . Wir schreiben in diesem Fall auch F, .

SATZ V.4.3 (Satz von Trakhtenbrot). Die Menge E~ := {¢ : E. ¢} ist semi-
entscheidbar, die Menge ET := {p : E. ¢} aber nicht.

BEWEIS. Wir skizzieren nur einen Beweis fiir den (viel leichteren) ersten Teil
dieses Satzes, indem wir einen Algorithmus angeben, der yz- berechnet:

Wir betrachten die Eingabe ¢. Wir gehen systematisch alle endlichen -Z-Struk-
turen durch: Es gibt (bis auf Isomorphie) nur endliche viele Strukturen mit 1

6Man kann aber ein Axiomensystem {t1,vs, ...} durch das dquivalente Axiomensystem
{1,101 = o, 01 AN ho — b3, ... } ersetzen; letzteres lisst sich zu einem irredundanten System
ausdiinnen.
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Element, endliche viele mit 2 Elementen, etc. Fiir jede dieser Strukturen 2t iiber-
legen wir, ob 9 F ¢ gilt; dazu miissen wir nur endlich viele Félle iiberpriifen.
Wenn wir ein 91 finden, wo 91 F ¢ nicht gilt, gibt der Algorithmus 1 aus, sonst
lauft er weiter. O

Die folgende Definition beschreibt eine abstrakte Eigenschaft unseres Ableitungs-
begriffs F.

DEFINITION V.4.4 (Ableitungsbegriff). Wir betrachten Strings iiber einem fixen
(endlichen) Alphabet.

Ein (berechenbarer) Ableitungsbegriff |~ besteht aus
(1) einer (entscheidbaren) Menge von ,Axiomen®;
(2) einer (endlichen) Menge von ,Regeln”, das sind (berechenbare) partiel-

le Funktionen (beliebiger endlicher Stelligkeit) von den Strings in die
Strings.

(Beispiel: die logischen Axiome, und die einzige zweistellige partielle Funktion

MP)

DEFINITION V.4.5. Sei |~ ein Ableitungsbegriff, ¥ eine Menge von Strings. Eine
formale Ableitung aus X ist eine endliche Folge von Strings, in der jeder vor-
kommende String entweder” ein Axiom ist, oder in ¥ vorkommt, oder sich durch
Anwendung einer Regel auf frither vorkommende Strings erhalten lésst.

Ein String ¢ heiftt ,aus ¥ ableitbar”, wenn er in einer formalen Ableitung aus >
vorkommt; wir schreiben in diesem Fall ¥ |~ ¢. Statt () |~ ¢ schreiben wir nur

~ ¢
SATZ V.4.6. Sei p~ ein berechenbarer Ableitungsbegriff. Dann ist die Menge
{o: e}
semi-entscheidbar.
Aus diesem Satz, zusammen mit dem Satz von Trakhtenbrot folgt nun, dass es

keinen berechenbaren Ableitungsbegriff |~ gibt, der die Relation F, beschreibt.
In diesem Sinne gilt also: Fiir F, gibt es keinen Vollsténdigkeitssatz.

DEFINITION V.4.7 (unendliche Giiltigkeit). Eine Formel ¢ heifst unendlich giiltig,
wenn fiir alle unendlichen Modelle 1 gilt: 2 F ¢. Wir schreiben in diesem Fall
auch F, ¢.

DEFINITION V.4.8 (Axiomatisierbarkeit). Eine Theorie ¥ heift axiomatisierbar,
wenn es ein Axiomensystem ¥, gibt, sodass gilt

CZF(E) = CZF(E())

"Entweder—oder wird hier im nichtausschlieRenden Sinn verstanden.
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BEISPIELE. Die Menge {¢ : F. ¢} ist nicht axiomatisierbar. Die Menge {¢ : F,
@} ist jedoch axiomatisierbar.

Man kann zeigen, dass eine Theorie 3 genau dann axiomatisierbar ist, wenn die
Menge ¢l (3) semi-entscheidbar ist.



KAPITEL VI
Mengenlehre

VI.1. Bemerkungen zur Pradikatenlogik 1. Stufe

Wir wollen hier die Pradikatenlogik zweiter Stufe nicht ausfiihrlich behandeln,
sondern nur motivieren.

In der Pradikatenlogik erster Stufe konnen wir (in einer Sprache .£)

(A) mit Hilfe einer geschlossenen Formel ¢ aus allen Z-Strukturen die Mo-
delle von ¢ aussondern
(z.B. definiert die Konjunktion der Gruppenaxiome genau die Gruppen);
(B) mit Hilfe einer Formel ¢(u) auf einer vorgegebenen .Z-Struktur eine
Teilmenge definieren (oder allgemeiner eine n-stellige Relation mit Hilfe
einer Formel ¢(uq,...,u,))
(z.B. definiert die Formel Vx = % v = u % x das Zentrum einer Gruppe).

Allerdings findet man sehr bald Klassen von Strukturen, oder Teilmengen von
Strukturen, die man zwar explizit definieren kann, fiir die sich aber keine De-
finition in der Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe anbietet, weil in dieser
Sprache nur iiber Elemente der Struktur quantifiziert werden kann, nicht aber
iiber Teilmengen der Struktur, natiirliche Zahlen, Folgen von Elementen, etc.

Sei (G, .,1,7!) eine Gruppe; das Zentrum von G definieren wir als Z(G) := {u €
G : Yy uw.y = y.u}. Die Menge Z(G) léasst sich offenbar durch eine pradikatenlogi-
sche Formel 1. Stufe formalisieren. Das dies nicht immer der Fall sein muss, zeigt
die , Kommutatorgruppe* G’ C G, die von der Menge {z -y -2~ -y~ ' :x,y € G}
erzeugt wird. (In den Ubungen werden wir sehen, dass es keine Formel ¢ gibt,
die aus jeder Gruppe G ihre Kommutatorgruppe aussondert.)

Ahnliches sieht man bei geschlossenen Formeln. Die Klasse aller abelschen Grup-
pen lasst sich leicht durch die geschlossene Formel Vi Vy ry = yx (gemeinsam mit
der Konjunktion der Gruppenaxiome) beschreiben. Fiir die Klasse der einfachen
Gruppen (oder sogar: der endlichen Gruppen) bietet sich aber keine Formel in
der Préadikatenlogik erster Stufe an, die diese Klasse beschreibt (und tatséchlich
gibt es auch keine, siche Ubungen).

Um auch solche Mengen formalisieren zu konnen, benétigt man also ,méchtigere
Sprachen.

107
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VI.2. Logik 2.Stufe

Eine pradikatenlogische Sprache 2. Stufe enthélt neben den bereits bekannten
Objektvariablen, Funktions- und Relationssymbolen auch sogenannte Relations-
variable X,Y, Z. Wahrend Terme wie in 1. Stufe definiert werden, nehmen Atom-
formeln die Form R(ti,...,t,) an, wobei R nun auch fiir eine Relationsvariable
stehen kann.

BEISPIEL. Wir geben ein Beispiel fiir eine prédikatenlogische Formel 2. Stufe,
welche die Existenz einer transitiven zweistelligen Relation beschreibt:

X VizViyViz X(z,y) AN X(y, 2) = X(z,2)

Die Indizes an den Quantoren sollen daran erinnern, dass in einem Fall iiber
Objekte ,zweiter Stufe* (Teilmengen und Relationen) quantifiziert wird, im an-
deren nur iiber Objekte erster Stufe (Elemente der betrachteten Struktur). (Der
besseren Lesbarkeit halber lassen wir den Index 1 in Zukunft weg.)

Modelle, Belegungen und Giiltigkeitsbegriff kann man analog zur 1. Stufe erkla-
ren. Zum Beispiel ist die gerade angefiihrte Formel allgemeingiiltig, d.h. sie gilt
in jeder Struktur. (Z.B. ist die Allrelation immer transitiv, ebenso wie die leere
Relation oder die Identitét.)

Hier ein weiteres Beispiel: Wir kiirzen die Formel
VieViyViz X(z,y) A X(y, 2) = X(x, 2)

mit ,, X ist transitiv ab, und schreiben ,, X is reflexiv"bzw. ,, X ist symmetrisch
fir Vo X(z,z) bzw. fir VaVy X(z,y) — X(y,x). Sei ¢(X) nun die folgende
Fomel:
Xreflexiv A Xsymmetrisch A Xtransitiv
AVz Jy (z #y A X(z,y))
ANV VyVz (x £y Ne#zANX(x,y) AN X(z,2) = y=2)
Dann besagt p(X), dass X Aquivalenzrelation ist, deren Klassen alle zweicle-

mentig sind; die Formel 35 X (X)) ist also nicht allgemeingiiltig, gilt aber in aber
zum Beispiel in allen Strukturen, der Grundmenge die Form A x {0, 1} hat.

Man kann nun zeigen, dass sich fiir eine Sprache 2. Stufe kein sinnvoller Beweis-
begriff definieren, d.h. es gilt der folgende

SATz VI.2.1. Die Menge {¢ : Ey p} ist nicht semi-entscheidbar.
Daher gibt es keinen berechenbaren Ableitungsbegriff I~, sodass

Mo © Fao
fur alle ¢ gilt.
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Die ZFC-Axiome sind eine Theorie 1. Stufe. Riickblickend! kann man die Men-
genlehre als einen Versuch interpretieren, Logik zweiter und hoéherer Stufe durch
eine Theorie erster Stufe zu simulieren, indem man einfach (gewisse; allerdings
nicht alle) Teilmengen und Relationen der Modellelemente wiederum zu Modell-
elementen macht.

VI1.3. Sprache der Mengenlehre; ZFC-Axiome

Die Sprache der Mengenlehre enthélt als einziges nichtlogisches Zeichen das zwei-
stellige Symbol e. Wir stellen uns darunter zwar die konkrete Relation € vor,
miissen aber doch zunéchst beliebige Strukturen (M, E) betrachten, in denen F
eine beliebige zweistellige Relation sein kann.

Um auf den Unterschied zwischen objektsprachlichen Variablen (die beim Aufbau
von Formeln beteiligt sind) und metasprachlichen Variablen (die wir verwenden,
wenn wir z.B. iiber Modelle sprechen) aufmerksam zu machen, verwenden wir ab
jetzt einen eigenene Schriftsatz fiir objektsprachliche Variable: x,y,x1,2/,.. ..

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir eine e-Struktur. Seien a,b zwei beliebige
(verschiedene) Objekte.

M:= (M, E) mit M :={a,b}, E =" :={(a,b)}
Offenbar gilt
M E IxVy —(y € x)
denn das Element a erfiillt die gewiinschte Beziehung ((a,a) ¢ E, (b,a) ¢ E).

Die Grundlage unserer Mengenlehre bilden die ZFC-Axiome, die wir informell
schon im ersten Kapitel besprochen haben. Eine vollstindige Liste finden Sie
im Anhang. Erwahnenswert ist noch das Singleton-Axiom, das im Anhang nicht
vorkommt. Es besagt, dass es zu jedem Element eine Menge gibt, die nur jenes
Element (und sonst nichts) enthélt, also

Vx 3{x} bzw.

Vx IS (x € SAVy (y €S — y =x)) bzw.
Vx IS (Vy (yeS <y =x))
Das Singleton-Axiom ist aus dem Paarmengenaxiom ableitbar (und daher im
Anhang nicht erwdhnt):

BEWEIS.

PMA FVy 3pVz (zeprz=uVz=y) (Subst.Ax. + MP)
PMAF JpVz (zep+rz=uVz=u) (Subst.Ax. + MP)

Historisch gesehen lief es eher umgekehrt. Als Zermelo 1908 seine Axiome formulierte, war
die Unterscheidung ,Logik erster/hoherer Stufe” noch nicht so klar. Zermelo wollte die For-
meln in seinem Aussonderungsaxiom aber nicht auf Formeln erster Stufe beschréanken, sondern
beliebige* Eigenschaften zulassen.



110 VI. MENGENLEHRE

PMA - 3pVz (zep<+rz=1u) (allgemeingiiltige Aquivalenz)
PMA FVx 3pVz (zep > z=%x) (Gen.Th.) O

Aus dem Vereinigungsmengenaxiom und dem Paarmengenaxiom lésst sich die
bekannte mengentheoretische Vereinigung zweier Mengen herleiten, also

VMA,PMA - VAVB 3CVz(ze C <>z €AV zeB)

DEFINITION VI.3.1 (induktive Menge). Eine Menge heift induktiv, wenn sie die
leere Menge enthélt und mit jedem Element z auch dessen Nachfolger S(z) :=
xU{z}.

Dieser Begriff fithrt zur von Neumann’schen Definition der natiirlichen Zahlen:
0:=10

1:={0}
2:={0,1}

Die Menge N = {0, 1,2, ...} der natiirlichen Zahlen werden wir in Zukunft mit w
bezeichnen. Sie ist die kleinste induktive Menge.

Das Unendlichkeitsaxiom behauptet, dass es eine induktive Menge gibt, oder
dquivalent dazu: dass es eine kleinste induktive Menge gibt. Aus ,,xg induktiv*
kann man nédmlich (mit dem Aussonderungsaxiom) erstens schliefen, dass es ei-
ne Menge M gibt, die genau aus jenen Elementen von xy besteht, die in jeder
induktiven Menge enthalten sind:

ZF U{xo induktiv} - IMVz [z e M <> z € x¢ AVi(i induktiv — z € 7)]

zweitens (mit Extensionalitdtsaxiom), dass so ein M eindeutig bestimmt ist, drit-
tens, dass M iiberhaupt alle Elemente enthélt, die in jeder induktiven Menge
vorkommen:

ZF U{xo induktiv} - IMVz(z e M <> Vi(i induktiv — z € i)

und viertens, dass so ein M selbst induktiv sein muss, also kleinste induktive Menge
ist:
ZF F %o induktiv — dM M ist kleinste induktive Menge

Mit 3-Einfithrung konnen wir also aus der Existenz einer induktiven Menge auf
die Existenz einer kleinsten induktiven Menge schliefien.

Einige weitere wichtige Bezeichnungen und Schreibweisen sind die folgenden:
— Wir fithren die abkiirzende Schreibweise z = {x, y} fiir
Vt: tezst=xVt=y

ein.
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— Die Menge {{x},{x,y}} =: (x,y) bezeichnet man als geordnetes Paar.
Formal fithren wir die abkiirzende Formel z = (x,y) fiir

P3IQz = {P,Q} AP ={x,x} AQ={x,y}
ein, wobei z = {P, Q} selbst wiederum eine Abkiirzung ist.

Im ersten Kapitel haben wir auch den Begriff der Relation und der Funktion
definiert; diese Definitionen kénnen wir nun in der Sprache der Mengenlehre for-
malisieren (UE).

Bildmenge. Sei f : A — B eine Funktion. Fiir x € A wird das Bild unter f

(also das eindeutig bestimmte y € B mit (x,y) € f) mit f(x) bezeichnet; &hnlich
bezeichnet man fiir jede Teilmenge X C A ihre Bildmenge {f(z) : x € A} mit
f(A).
Diese Konvention erweist sich in der Mengenlehre als unpraktisch, weil wir oft
iiber Objekte z quantifizieren wollen, die sowohl Elemente als auch Teilmengen
von A sein kénnen. Wenn z.B. f = {(0,7),(1,8),(2,10)} ist, konnte mit f(2)
entweder 7 oder f({0,1}) = {f(0), f(1)} = {7, 8} gemeint sein.

Daher verwenden wir in diesem Kapitel die Notation f(x) nur fiir das ein-
deutig bestimmte y mit (z,y) € f; die Bildmenge einer Untermenge X C A
bezeichnen wir® immer mit f[X].

VI.4. Endliche und unendliche Mengen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Begriff endlich* zu definieren. In der
modernen Mengenlehre verwendet man iiblicherweise die folgende Definition:

DEFINITION VI.4.1. Eine Menge A heifst endlich, wenn es eine natiirliche Zahl
n € w und eine Bijektion f : n — A gibt.

A heifst unendlich, wenn A nicht endlich ist.

Dies lasst sich leicht in der Sprache von ZFC formalisieren. Wir schreiben oft
informell |A| < oo bzw. |A| = oo.

Allgemeiner definieren wir A ~ B (gelesen: A und B sind gleichméchtig) als
Abkiirzung fiir 4f : A — B, f Bijektion.

Gelegentlich trifft man auch die folgende Definition:

2Eine andere Notation findet man oft in &lteren Biichern: Statt f(x) schreibt man manchmal

f‘x, und statt f[X] schreibt man f“X. Diese Notation erspart erstens Klammern, und lésst
sich auch leicht verallgemeinern: wenn 7 eine Familie von Mengen B ist, auf deren Vereinigung
U:=J# = Upey B eine Funktion f definiert ist, dann ist

o f'o = f(x) der Wert von f an jeder Stelle z € U,

o f“B = {f‘e : « € B} = f[B] die Bildmenge unter f von jedem B € &/, oder

allgemeiner fiir alle B € U,
e und f“P ={f“B:Be 2} ={f[B]: B € 2} fiir alle Unterfamilien 2 C &
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DEFINITION VI.4.2. A heifst Dedekind-unendlich, wenn A mit einer echten Teil-
menge gleichméchtig ist.

Mit den bisher betrachteten Axiomen kann man folgendes zeigen:

SATZ VI1.4.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist mit einer echten Teilmenge gleichmdchtig.
(b) Es gibt ein a € A, sodass A mit A\ {a} gleichmdchtig ist.
(c) Es gibt eine injektive Abbildung von w nach A.

Beweis von (¢)—(b): Sei f : w — A injektiv. Sei B die um die Wertemenge von f
verminderte Menge A: B := A\ flw]. Sei g := {(b,0) : b € BYU{(f(n), f(n+1)) :
n € w}. Dannist g: A — A\ {f(0)} eine Bijektion.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Beziehung von (a), (b), (c¢) zu folgender
Aussage betrachten:

(d) A ist unendlich.

Mit Induktion kann man leicht zeigen, dass kein n € w Dedekind-unendlich ist,
ebenso keine zu n gleichméchtige Menge. Daher sind endliche Mengen jedenfalls
Dedekind-endlich.

VI1.5. Auswahlaxiom, Beispiele

Wir behaupten, dass umgekehrt jede Dedekind-endliche Menge auch endlich ist,
also jede unendliche Menge Dedekind-unendlich sein muss.

SATZ VI.5.1. Jede unendliche Menge A enthdlt eine Kopie der natirlichen Zah-
len; in Zeichen:

VA:|Al =00 = 3Jg:w — A, g injektiv
BEWEIS. Der Beweis scheint offensichlich zu sein:
9(0) :=ap € A, g(n+1):=an € A\{g(0),9(1),...,9(n)} O

Nicht auf der Hand liegt die Tatsache, dass dieser Beweis nicht mit den ZF-
Axiomen gefiihrt werden kann, man bendtigt zusatzlich das Auswahlaxiom.

DEFINITION VL.5.2 (Auswahlaxiom). Das Auswahlaxiom besagt?
VX 3f :P(X)\{0} - X: VACX: f(A)eA

Ist ndmlich f eine solche Auswahlfunktion, so kann man die im obigen Satz
gesuchte Funktion ¢ definieren durch

9(0) = f(X), g(n+1):= f(X\{g(0),9(1),...,9(n)})

3Man beachte, dass die Argumente von f hier Mengen sind, nimlich Teilmengen von A.
Die Schreibweise f(A) ist also hier richtig.
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Genauer konnen wir g als Teilmenge von w x X durch eine geeignete Formel
¢ aussondern. p(n,z) besagt, informell, dass es eine Funktion ¢’ gibt, die auf
{0,...,n} definiert ist, an der Stelle n den Wert x annimmt, und zwischendurch
einer Rekursionsformel gehorcht:

pn,z) = mew AN zeX)A Elg'(g':(n—i—l)—)X A gn)=zA

AVE<n:g (k)= f(X\ g’[k‘]))

Man beachte, dass im Ausdruck ¢'[k] die Menge aller Werte ¢'(i) mit i < k
gemeint ist: ¢'[k] = {g'(i) :i € k} ={¢'(?) : i <k} ={4'(0),...,¢'(k—1)}.

Eine Variante des Auswahlaxioms bildet das Auswahlaxiom in Familienversion:

DEFINITION VI.5.3 (Auswahlaxiom, Familienversion). Fiir jede Mengenfamilie
(A; : i € I) von nichtleeren Mengen gibt es eine Auswahlfunktion, d.h.

3f T = JAi: Viel: f(i) €A

iel
Kurz gesagt: Wenn Vi A; # 0 gilt, dann ist auch [[,_, A; nicht leer.

Wir zeigen, dass die beiden Versionen des Auswahlaxioms dquivalent sind. Dazu
setzen wir zunachst die Standardversion voraus und folgern die Familienversion:

BEWEIS. Sei also (A; : ¢ € I) eine Mengenfamilie mit A; # 0 Vi € I. Wir
definieren X := (J,.; Ai. Laut Voraussetzung existiert also eine Auswahlfunktion
g auf der Menge P(X) \ {0}, sodass g(A) € A VA C X. Die durch f: I — X,
i — g(A;) € A; definierte Funktion ist dann die gesuchte Auswahlfunktion fiir
Familien.

Sei umgekehrt die Familienversion vorausgesetzt und A # () eine Menge. Wir
setzen I := P(A)\ {0} und A; :=i. (Das heift, wir fassen die Menge P(A) \ {0}
als Familie auf, indem wir sie mit sich selbst indizieren.) Dann existiert also laut
Voraussetzung eine Auswahlfunktion f : P(A) \ {0} — A mit f(i) € A; = i.
Diese erfiillt die gewiinschten Bedingungen. 0J

Die endliche Variante des Auswahlaxioms in Familienversion kann man auch in
ZF beweisen. Ist (A4; : i € I) eine Mengenfamilie mit A; # 0 Vi € I und [
endlich, dann folgt [],.; A; # 0. Der Beweis erfolgt induktiv (d.h. wir verwenden
die Definition von w als kleinster induktiver Menge).

Als Aufwarmiibung zeigen wir zunéchst A #0) A B#0) — A X B # ().

Die Formel a € A AN b € B — (a,b) € A x B folgt mehr oder weniger aus
der Definition von A x B. Die Formel (a,b) € A x B ist namlich Abkiirzung fiir



114 VI. MENGENLEHRE

dz 3Cz = (a,b) Nz € C ANC = A x B. Hier ist C' = A x B Abkiirzung fiir
Vu(u € C <+ dpe Adge Bu=(p,q)).

Aus den Axiomen C' = Ax B,a € A,b € B,z = (a,b) folgt also ,nach Definition*
z € C'. Damit erhalten wir mit Deduktionstheorem:

ZFCFace A NbeB— (a,b)e AxB

/ZFCFac ANbeEB—3z:2€ AXxB (3-Einfiihrung rechts)
/FCFdr:x€e ANbeEB—32:2€ AxB (3-Einfiihrung links)
ZFCFIydr:zc ANyeB—3z:2€ AXB (3-Einfiihrung links)

Nun betrachten wir die Menge
R:={new:P(n)}
wobei P(n) die folgende Formel ist:
Fiir jede Familie (X; : @ < n) von nichtleeren Mengen ist [],_, X;
nicht leer.
R ist nach dem Aussonderungsaxiom wohldefiniert. Wir wollen zeigen, dass R

induktiv ist. P(0) gilt, weil das leere Produkt nicht leer ist (es enthélt das leere
0-Tupel).
Fiir den Induktionsschritt beweisen wir nun Folgendes:
fellXi nvex, = fu{myte [[ X
i<n i<n+1

Der Beweis dafiir ist dhnlich wie der obige Beweis von (a,b) € A X B, man
muss nur die Definitionen auspacken. Insbesondere muss man aus dem Axiom
g = fU{(n,y)} schliefen, dass g eine Funktion ist.

Durch Einfithrung des Existenzquantors rechts erhdlt man nun zunéchst
fellxinvex, » [ xi#0.
i<n i<n+1
und durch Einfithrung des Existenzquantors links (2 Mal) erhélt man

i<n <n+1

Damit hat man in ZF bewiesen, dass R induktiv ist, daher ist R = w.

Man sieht leicht, dass aus der Aussage: ,Das Produkt einer mit n indizierten
Familie von nichtleeren Mengen ist nichtleer die Aussage ,Fiir alle n-elementigen
Indexmengen [ gilt: Das Produkt einer mit I indizierten Familie von nichtleeren
Mengen ist nichtleer folgt.

Daher gilt:

SATZ V1.5.4. In ZF ist beweisbar: Das Produkt einer endlichen Familie von nichi-
leeren Mengen st nie leer.
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VI.6. Das Lemma von Zorn (und andere)

In diesem Abschnitt kommen wir zu drei zum Auswahlaxiom dquivalenten Satzen.
Zunachst aber noch einige Definitionen:

DEFINITION VI.6.1 (Halbordnung). Sei P eine Menge und < eine binére Relation.
Dann heifst (P, <) Halbordnung, wenn die Relation < die folgenden Eigenschaften
hat:

o Reflexivitat: a < a Va € P
e Antisymmetrie: a <bAb<a—a=b Ya,be P
e Transitivitat: a < bAb<c—a<c Va,b,ce P

DEFINITION VI.6.2 (Kette). Sei (P, <) eine Halbordnung und C' C P. C heift
Kette, wenn fiir alle ¢, co € C gilt:
1< V<o

DEFINITION VI.6.3 (maximales Element). Sei P eine Menge. Dann heift m € P
maximales Element, wenn gilt

VpeP - m<p—>m=p

Wir kommen nun zum beriihmten

SATZ VI1.6.4 (Lemma von Zorn). Sei (P, <) eine Halbordnung. Wenn jede Kette
C C P beschrinkt ist, dann existiert ein maximales Element in P.

SATZ VI.6.5 (Lemma von Hausdorff). Sei (Q, <) eine Halbordnung. Dann gibt es
eine mazrimale Kette K*, d.h.

VK CQ:K Kette N K"CK > K=K

DEFINITION VI.6.6 (Familie von endlichem Charakter). Sei .# eine Menge von
Mengen. .% heifit Familie von endlichem Charakter, wenn gilt?

VX:X€eZF + (VECX: Eendlich— F e€.%)

d.h. eine Menge X liegt genau dann in .#, wenn alle ihre endlichen Teilmengen
in % liegen.

Gelegentlich ist die folgende Verschirfung interessant: Eine Familie .# hat Cha-
rakter k, wenn gilt:

VX XeF - VECX|E|<k— FeZF)

4Warnung 1: in den meisten Féllen ist die Implikation ,,—* aus trivialen Griinden giiltig;
interessant ist meistens die Implikation ,,<*, also: Wenn alle endlichen Teilmengen von X in .%#
liegen, dann auch X.
Warnung 2: Induktion ist oft hilfreich, um ,fiir alle endlichen Teilmengen ...“ zu beweisen;
um aber die Implikation ,,<—,, in der Definition des endlichen Charakters zu beweisen, fithren
Induktionsbeweise praktisch nie zum Ziel.

“
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BEISPIELE. e Sei X beliebig. Dann ist B(X) von endlichem Charakter
(und hat sogar Charakter 1).

e Sei X unendlich. Dann ist die Menge {B C X : B endlich} nicht von
endlichem Charakter.

e Sei () eine partielle Ordnung. Dann ist die Menge { K C @ : K ist Kette}
von endlichem Charakter (und hat sogar Charakter 2).

e Seien A, B Mengen. Dann ist die Menge aller partiellen Funktionen von A
nach B von endlichem Charakter. (Auch hier, sowie im néchsten Punkt,
hat die Familie sogar Charakter 2.)

e Seien A, B Mengen. Dann ist die Menge aller partiellen injektiven Funk-
tionen von A nach B von endlichem Charakter.

e Sei V ein K-Vektorraum. Dann hat die Familie .% aller linear unabhén-
gigen Teilmengen von V' endlichen Charakter. (Aber nicht Charakter k,
aufer wenn dim(V) < k.)

Mit dieser Definition gelangen wir zum dritten

SATZ VI.6.7 (von Teichmiiller/Tukey). Jede Familie von endlichem Charakter
hat ein maximales Element (bzgl. C).

Wir zeigen, dass die drei genannten Satze dquivalent sind:

BEWEIS. Zorn — Teichmiiller/Tukey: Sei .# eine Familie von endlichem Cha-
rakter. Man fasst (%, C) als Halbordnung auf. Sie erfiillt die Voraussetzungen
des Lemma von Zorn, denn ist K C .% eine Kette, dann ist

S = UXG@
XeK

sicher eine obere Schranke in Bezug auf die Relation C. Wir behaupten dariiber
hinaus, dass S auch in der betrachteten Halbordnung liegt, dass also S € .Z.
Dazu miissen wir nur zeigen, dass jede endliche Teilmenge £ C S in . liegt.

Ist ndmlich F := {ej,es,...,e,} eine solche endliche Teilmenge, dann gilt
et e X e K
€y € X2 e K

e, € X, € K

Es gilt dann oBdA X; C X, € # Vi=1,...,n,also F € .%#. (Genau genommen
verwenden wir hier Induktion. Das heifst, wir betrachten die Menge aller natiirli-
chen Zahlen n mit der Eigenschaft: n = 0, oder in jeder n-elementigen Kette gibt
es in maximales Element. Man kann zuerst zeigen, dass diese Menge induktiv ist;
daraus schliefft man, dass es in jeder endlichen Kette ein Maximum gibt.)
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Teichmiiller / Tukey — Hausdorff folgt aus dem zweiten Beispiel einer Familie end-
lichen Charakters {K C @ : K ist Kette}.

Hausdorff — Zorn ist leicht: Jede obere Schranke einer maximalen Kette muss
bereits ein maximales Element sein. O

Aus dem Satz von Teichmiiller/ Tukey folgt der Vergleichbarkeitssatz:

SATZ VI.6.8 (Vergleichbarkeitssatz fiir Mengen). Seien A, B Mengen. Dann gilt
Al < [B] v |B] < |4]

Es existiert also entweder eine injektive Funktion von A nach B oder von B nach
A.

BEWEIS. Wir definieren
F :={g:dom(g) C A,ran(g) C B, g injektiv}

F ist eine Familie von endlichem Charakter, man kann also Teichmiiller/Tukey
anwenden und erhélt ein maximales Element ¢* € .%. Es muss gelten

dom(g*) =A V ran(¢*) = B

(denn sonst wére g* nicht maximal).

Wenn ¢* total ist, dann ist ¢g* injektive Abbildung von A nach B. Im anderen
Fall erhélt man aus g* leicht eine injektive Abbildung von B nach A. U

VI.7. Wohlordnungen

Alle Sétze in diesem Abschnitt sind in ZF beweisbar (also ohne das Auswahlaxi-
om).

DEFINITION VI.7.1 (Wohlordnung). Sei W eine Menge und < eine binére Rela-
tion. Dann heift (P, <) Wohlordnung, wenn die Relation < die folgenden Eigen-
schaften hat:

o Reflexivitat: a <a Va € W.

e Transitivitat: a < bAb<c—a<c Va,b,ceW.

e Antisymetrie: a <bAb<a — a=0b.

e Vergleichbarkeit, Linearitat, Totalordnung: a < bV b <a Va,be W.
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e Existenz® von Minima® VA C W : A # ) — Imin(4). (z = min A
bedeutet z € Aund Va € A : z < a.)

Eine strikte (oder irreflexive) Wohlordnung ist eine Relation <, die transitiv,
irreflexiv (Vz(x £ z)) trichotomisch (Vz,y :z <yVae =y Vy < z) ist und die
aufkerdem die Eigenschaft hat, dass jede nichtleere Menge A ein kleinstes Element
ap hat (Vb€ A:b=agVag<b.)

Man sieht leicht, dass jede strikte Wohlordnung auf A durch Hinzufiigen der Dia-
gonale {(a,a) : a € A} zu einer (reflexiven) Wohlordnung wird, und umgekehrt.
Statt ,strikte Wohlordnung™ sagt man oft einfach ,Wohlordnung“; ob damit eine
reflexive oder eine irreflexive Relation gemeint ist, kann meist aus dem Kontext
oder aus den verwendeten Symbolen erschlossen werden: fiir reflexive Ordnungen
verwendet man die Symbole <, <, C, ete, und fiir irreflexive die Symbole <, CC,
etc.

Gelegentlich wird auch die Relation < bzw < als Wohlordnung bezeichnet, nicht
nur die gesamte Struktur (A4, <).

BEISPIEL. e Jede endliche lineare Ordnung ist Wohlordnung. Insbesondere
ist die leere Relation eine Wohlordnung der leeren Menge.
e Die Mengen Z, Q, [0, 1], R (jeweils mit der iiblichen Ordnung) sind keine

Wohlordnungen.
o ({—1, —%, —%, ..., 0}, <) ist Wohlordnung, jedoch nicht zu w isomorph.

e Auf der Menge Z gibt es eine Wohlordnung, die zu iiblichen Ordnung
auf w isomorphist: 0 C 1C —-1C2C —20C ---.

e Die folgende Ordnung ist eine Wohlordnung auf w, aber nicht zur iibli-
chen Ordnung isomorph: 0 C2C4C---C1C3C---.

Weitere Beispiele erhélt man mit dem folgenden Satz:

SATZ VI.7.2. Seien (A;, <1) und (Az, <3) disjunkte Wohlordnungen. Dann ist die
folgende Ordnung < auf AU B eine Wohlordnung:

r<y & (r,ye AL Nz <1y)V(r,y€e Ay ANz <ay)V(z €A Ny € A)

Weiters gilt: Seien (A1, <1) und (Aa, <o) Wohlordnungen. Dann ist die lexiko-
graphische Ordnung auf Ay X Ay eine Wohlordnung. (In der lexikographischen

SAus der Existenz eines Minimums jeder zweielementigen Menge {a, b} folgt die Vergleich-
barkeit. Dennoch wird Vergleichbarkeit oft als eigene Bedingung angefiihrt, weil in einem Be-
weis, dass eine vorliegende Relation eine Wohlordnung ist, oft die Vergleichbarkeit zuerst be-
wiesen wird.

SBeachte: = min A bedeutet, dass = das kleinste Element von A ist, und nicht nur irgend
ein minimales Element. In partiellen Ordnungen kann diese Notation verwirrend sein, sie ist
aber {iblich. In linearen Ordnungen ist aber ein minimales Element ohnehin dasselbe wie ein
kleinstes Element.
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Ordnung gilt (a1,b1) < (ag,by) wenn
(a1 < ag) V (Cll =ay ANb < bg)

gilt.)
SchliefSlich gilt: Wenn A durch < wohlgeordnet wird, dann wird, dann ist jede
Teilmenge B C A durch die Finschrinkung von < auf B ebenfalls wohlgeordnet.

DEFINITION VI.7.3. Sei (4, <) eine Wohlordnung. Ein Anfangsabschnitt von A
ist eine nach unten abgeschlossene Teilmenge von A. B C A heifst echter An-
fangsabschnitt von A, wenn B Anfangsabschnitt ist aber B # A gilt.

(Jeden Anfangsabschnitt B denken wir uns mit der induzierten Ordnung verse-
hen; (B, <|B) ist dann wiederum Wohlordnung. Der Einfachkeit halber bezeich-
nen wir diese Struktur allerdings oft mit (B, <).)

Sei p € A. Dann bezeichnen wir mit A, oder A, die Menge {a € A : a < p}.

Weiters setzen wir A := AU {oo}, wobei oo ein beliebiges Element ¢ A sein soll,
und wir ordnen A so, dass die Ordnung auf A die Ordnung auf A fortsetzt, und
oo das grofite Element wird. Damit ist A, = A; der Einfachkeit halber schreiben
wir aber nur A., statt A..

HiLrssaTz VI.7.4. Sei (A, <) Wohlordnung, B C A ein echter Anfangsabschnitt.
Sei p:=min(A\ B). Dann ist B = A,.

Etwas allgemeiner: Sei B C A ein beliebiger Anfangsabschnitt von A, und sei
p € A durch p:=min{z € A:x ¢ B} definiert, dann ist B = A,.

SATz VI.7.5. Sei (A, <) Wohlordnung.

(1) Wenn f: A — A streng monoton ist, dann muss f(x) > x fir allex € A
gelten.

(2) Sei B Teilmenge eines echten Anfangsabschnitts. Dann kann A nicht zu
B isomorph sein.

(3) A kann nicht zu einem echten Anfangsabschnitt isomorph sein.

(4) Die Identitat ist der einzige Automorphismus von (A, <).

BEWEIS. (1) Sei f streng monoton. Wenn M := {z : f(z) < x} nicht
leer ist, dann muss M ein kleinstes Element xy haben. Aber dann ist
f(zo) < xo, daher ff(zo) < f(xg), somit f(zo) € M, Widerspruch.

(2) Wére f : A — B Isomorphismus, und B C A, mit p € A, dann miisste

f(p) € B, also f(p) < p sein.
(3) Leicht.
(4) Leicht.
L]

SATZ VI.7.6 (Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen). Seien (A, <) und (B, <pg)
zwei Wohlordnungen. Dann gilt genau einer der folgenden drei Flle:

e A und B sind isomorph.
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o A ist zu einem echten Anfangsabschnitt von B isomorph.
e B ist zu einem echten Anfangsabschnitt von A isomorph.

Uberdies sind die Isomorphismen und Anfangsabschnitte eindeutig bestimmid.

BEWEIS. Wir betrachten die Relation R := {(a,b) : a € A,b € B, A, ~ By}.
Man kann folgendes zeigen:

e Wenn f : A, — B, Isomorphismus ist, und = < a, dann ist f[A, : A, —
By(y) Isomorphismus.

e dom(R) ist ein Anfangsabschnitt von A, sagen wir A, (mit p € A).

e ran(R) ist ein Anfangsabschnitt von B, sagen wir B,.

e R ist eine Funktion.
[Aus (a,b) € R und (a,b’) € R miissen wir schliefen, dass b = b'. Aus
By, ~ A, ~ By schliefen wir B, ~ By; wegen Satz VI.7.5 ist b < ¥V
ausgeschlossen, denn dann wére By, ein echter Anfangsabschnitt von By
ebenso ist b’ < b ausgeschlossen. |

e R ist Isomorphismus von A, auf B, (jeweils versehen mit der von A bzw
B induzierten Ordnung).

Wir kénnen nun vier Félle unterscheiden, je nachdem ob p = co und/oder ¢ = oo
ist. Aber wenn p € A und ¢ € B ist, dann erhalten wir den folgenden Wider-
spruch: R : A, — B, ein Isomorphismus, also (p,q) € R, also p € dom(R) = A,.
Es bleiben also 3 Falle:

® p =00, q=o00. Dann ist R: A — B ein Isomorphismus.
e p=o00,q€ B. Dannist R: A — B, ein Isomorphismus.
o Umgekehrt. U

VI1.8. Transfinite Rekursion

Alle Sétze in diesem Abschnitt sind in ZF beweisbar (also ohne das Auswahlaxi-
om).

Funktionen f : N — N werden oft ,rekursiv* definiert (siehe primitive Rekursion
in Abschnitt V.2). Das heifst, dass man eine Vorschrift g angibt, mit deren Hilfe
jeder Wert f(n) (fir n > 0) aus dem Wert f(n — 1) berechnet werden kann:
f(n) = g(f(n—1)). Gelegentlich hingt ein Wert f(n) nicht nur vom vorigen Wert
f(n —1) sondern auch von fritheren Werten ab, wie etwa bei der Fibonaccifolge:
f(n) = f(n—1)+ f(n—2) fir n > 2. Dieses Konzept ldsst sich auf beliebige
lineare Ordnungen verallgemeinern:

DEFINITION VI.8.1. Sei (L, <) eine lineare Ordnung. Fir € L sei L, := {y €
L :y < x}. Fiir jede Menge A bezeichnen wir mit A<l die Menge aller Funktio-
nen s, deren Definitionsbereich von der Form L, (fir ein x € L) ist und deren
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Wertebereich Teilmenge von A ist:
A<l = UAL-””: U{S|8:Lm—>A}
€L zel

DEFINITION VI.8.2. Sei (L, <) eine lineare Ordnung, A eine Menge, g eine Funk-
tion von A<Y nach A, und f : L — A. Die Forderung

Veel: flz)=g(flL:)
bezeichnen wir als ,,Rekursion* oder ,rekursive Definition®.
SATZ VI.8.3. Sei (L,<) eine Wohlordnung, A eine Menge, und g : A<t — A.
Dann gibt es genau eine Funktion f: L — A, die die Rekursion
Veel: [f(x)=g(flL)
erfillt.

BEMERKUNG VI.8.4. Die Wohlordnungseigenschaft von L ist essentiell. Wenn

zum Beispiel L # () kein kleinstes Element hat, dann gibt es mindestens zwei
Funktionen f: L — {—1,1}, die

Ve e L: f(x)=min(ran(f[L;))
erfiillen, und es gibt keine Funktion f, die
Vee L: f(x)=—min(ran(f[L,))
erfiillt. Ahnliche Beispiele kann man auch dann finden, wenn L ein kleinstes
Element hat, solange nur L keine Wohlordnung ist.
BewEIS. Ubungsaufgabe. 0
Daher ist der Begriff der rekursiven Definition nur fiir Wohlordnungen relevant.
BEWEIS VON SATZ VI1.8.3. Sei M die Menge aller m € L := LU{oo}, sodass
es genau eine Funktion s : L,, — A gibt, die die Rekursion
(¥)m,s Vo <m:s(x)=g(s[Ly)
erfiillt. Wir wollen co € M zeigen.

Zunichst iiberlegen wir, dass es fiir jedes m € L hochstens eine Funktion s :
L,, — A gibt, die die Rekursion (%), s erfiillt; wenn némlich sowohl (x),, s, als
auch (*),s, gilt, und wir z* := min{z < m : s1(x) # sa2(x)} setzen, dann ist
s1(x*) = g(s1[Ly+) = g(82]Ly+) = so(x*) ein Widerspruch.

Nun folgt leicht, dass M ein Anfangsabschnitt von L ist: wenn némlich z < y
und y € M gilt, und s : L, — A die Rekursion (x), s erfiillt, dann erfiillt s[L, :
L, — A die Rekursion (%), 4z, , daher x € M.

Ahnlich zeigt man:
(1) Wenn (%), , und (%), gelten, mit x <y, dann ist s = t[L,.
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Wenn nun co € M gilt, dann ist der Beweis fertig. Wir miissen also aus der
Annahme

my :=min(L \ M)
einen Widerspruch herleiten.
1.Fall: m; ist ein Nachfolger in L, das heifit: es gibt ein mq := max{z : x < m, }.
Es gibt also (genau) ein sg : Ly,, — A, welches die Rekursion (%),,, s, erfillt. Wir
setzen

s1:= 8o U {(mo, g(s0))}
und sehen, dass s; die Rekursion (%), s, erfiillt. Daher my; € M, Widerspruch.
2.Fall: Fiir alle x < m; gibt es ein y mit x < y < m;. Wir setzen

s1 = {(z,s(x)) : y(z <y <mq) A (%)}

Mit Hilfe von (!) kann man leicht tiberpriifen, dass s; eine Funktion ist, und dass
sy auf ganz L,,, definiert ist. Daher ist my € M, Widerspruch. O

VI.9. Der Satz von Hartogs

Alle Sétze in diesem Abschnitt sind in ZF beweisbar (also ohne das Auswahlaxi-
om).

Wir wollen zeigen, dass es zu jeder Menge A eine Wohlordnung (W, <) und eine
Bijektion W — A gibt; dann gibt es ndmlich auf jeder Menge eine Wohlordnung.
Dieser Satz ist nur mit dem Auswahlaxiom beweisbar. Der folgende Satz von
Hartogs ist jedoch bereits in ZF beweisbar:

SATZ VI.9.1. Sei A eine beliebige Menge. Dann gibt es eine Wohlordnung W,
sodass es keine injektive Abbildung von W nach A gibt.

BEWEIS. Sei H = H(A) die Menge aller Paare (B, R) mit B C A, sodass R
eine strikte Wohlordnung auf B ist. (Zum Beispiel kommt die leere Menge in H
vor, ebenso jedes Singleton.)

Auf H definieren wir die Aquivalenzrelation (B, R) ~ (C,S) der Isomorphie. Die

Klasse von (B, R) (also die Menge aller (C,S) € H(A) mit (C,S) isomorph zu

(B, R)) bezeichnen wir mit [B, R] oder [B, R]~.

Sei W(A) := H(A)/~ = die Menge der ~-Aquivalenzklassen. Mit Hilfe des Ver-

gleichbarkeitssatzes fiir Wohlordnungen kénnen wir zeigen, dass die Relation
[B,R|C [C,S] & JepeC:(B,R)~(C,,S)

wohldefiniert ist, und die Elemente von W (A) (strikt, d.h. irreflexiv) linear ordnet.

Jedes Element [C,S] € W(A) definiert einen Anfangsabschnitt W (A)ic,s; wir
behaupten, dass dieser Anfangsabschnitt zu (C,S) isomorph ist. Zum Beweis
geben wir einen Isomorphismus f : (C,S) = (W (A)c,s), C) an:

fe) == [(Ce, S)]
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(Man muss iiberpriifen, dass f tatsichlich Isomorphismus ist.)

Da alle echten Anfangsabschnitte von W(A) Wohlordnungen sind, und W(A)
durch C linear geordnet ist, ist (W (A), =) selbst Wohlordnung.

Zu zeigen ist, dass es keine injektive Abbildung von W(A) nach A gibt. Wenn
f: W(A) = A so eine Abbildung wire, und wir die Bildmenge f[W(A)] mit C
bezeichnen, so gibt es eine eindeutig bestimmte strikte Wohlordnung S von C,
sodass f: (W(A),C) — (C,S) ein Isomorphismus ist.

Dann wére aber W(A) auch zu seinem echten Anfangsabschnitt W(A)c g iso-
morph — ein Widerspruch. U

BEMERKUNG VI.9.2. Aus dem Satz von Hartogs und dem Vergleichbarkeitssatz
fiir Mengen folgt leicht der Wohlordnungssatz. Weder Wohlordnungssatz noch
Vergleichbarkeitssatz sind aber in ZF beweisbar.

BEISPIEL. Sei A = {1,2,3}. Dann zerfillt W(A) in 4 Klassen: Die Klasse der
sechs Wohlordnungen der gesamten Menge A, die Klasse der 2-elementigen Wohl-
ordnungen (wiederum mit sechs Elementen), die Klasse der drei 1-elementigen
Wohlordnungen, sowie eine Klasse mit der einzigen Wohlordnung der leeren Men-

ge.

BEISPIEL. Sei A = w. Dann ist W (A) eine iiberabzihlbare Wohlordnung. Uber-
dies ist W (A) die ,kiirzeste” iiberabzidhlbare Wohlordnung, das heifst: Jeder echte
Anfangsabschnitt von W (A) ist hochstens abzahlbar.

DEFINITION VI.9.3. Wir nennen eine Wohlordnung (A, <) ,initial“, wenn A zu
keinem echten Anfangsabschnitt gleichméchtig ist: —Ja € A: A = A,.

Jede endliche Wohlordnung ist initial, ebenso wie die unendliche Wohlordnung w.
Aufserdem ist jede Wohlordnung der Form W (A) initial.

SaTz V1.9.4. Fir jede Wohlordnung (W, <) gibt es einen zu W gleichmdchtigen
Anfangsabschnitt, dessen Wohlordnung initial ist.

BEWEIS. Wenn W selbst initial ist, dann ist nichts zu tun. Wenn aber nicht,
dann ist die Menge {a € W : W, = W} nicht leer. Sei a* ihr kleinstes Element.
Dann gilt Wy« &~ W, und W« ist initial, denn jeder echte Anfangsabschnitt von
W, ist (nach Definition von a*) nicht gleichméchtig mit W, also auch nicht
mit Wa*~ [

VI.10. Folgerungen aus dem Auswahlaxiom

In ZFC koénnen wir die folgenden Séitze beweisen:

e das Lemma von Zorn:
Sei (P, <) eine partielle Ordnung (P, <), in der alle Ketten eine
obere Schranke haben. Dann hat P ein maximales Element.
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e den Hausdorffschen Kettensatz:
In jeder partiellen Ordnung (@), <) gibt es eine maximale Kette.
e den Satz von Teichmiiller/ Tukey:
Jede Familie von endlichem Charakter hat ein (beziiglich C)
maximales Element.
e den Vergleichbarkeitssatz fiir Mengen:
Je zwei Mengen sind vergleichbar (d.h. es gibt eine injektive
Funktion von einer in die andere).
e den Wohlordnungssatz.
Auf jeder Menge gibt es eine Wohlordnung.

Umgekehrt folgt aus jedem dieser Sétze (zusammen mit ZF) das Auswahlaxiom.
Fiir den Wohlordnungssatz ist dies besonders leicht: Wenn E eine Wohlordung
auf der Menge X ist, dann ist die Menge

{(V,y): Y C X,Y #0,y = ming(Y)}

eine Auswahlfunktion auf B (X) \ {0}.
Weitere Sétze, die (modulo ZF) zum Auswahlaxiom dquivalent sind:

e der Satz von Tychonoff (das Produkt von kompakten Réumen [nicht
notwendigerweise Ty| ist wieder kompakt),

e fiir alle unendlichen Mengen A gibt es eine Bijektion zwischen A und
Ax A

e Die Potenzmenge jeder Wohlordnung lasst sich wohlordnen.

e Auf jeder linear geordneten Menge gibt es eine Wohlordnung.

e Auf jeder linear geordneten Menge gibt es eine Auswahlfunktion.

e Jeder Vektorraum hat eine Basis.

(Um die Aquivalenz der letzten 4 Aussagen mit dem Auswahlaxiom zu beweisen,
braucht man allerdings das Regularitatsaxiom von ZF, welches wir noch nicht
besprochen haben.)

SAaTz VI.10.1. Aus dem Auswahlaziom (genauer: aus ZFC) folgt der Wohlord-
nungssatz.

BEWEIS. Die Idee ist einfach: Sei A eine Menge. Wir verwenden eine Aus-
wahlfunktion f, um zundchst das kleinste Element ag := f(A) der Wohlordnung
festzulegen (auber wenn A = ()). Wenn A mehr als 1 Element enthélt, dann ver-
wenden wir wieder die Auswahlfunktion, um ein Element a; # aqg festzulegen,
namlich ay := f(A\ {ao}). Und so weiter — wir wéhlen ,der Reihe nach® immer
wieder neue Elemente aus A aus. Wie lange muss aber diese ,Reihe sein? Wir
verwenden eine ganz lange Wohlordnung, das reicht sicher.

Sei A beliebige Menge, und sei r : P(A)\ {A} — A eine ,Rauswahlfunktion®, also
eine Funktion, die 7(B) € A\ B fiir alle B C A erfiillt. (So eine Funktion erhélt
man leicht aus dem Auswahlaxiom.)
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Sei 0o ¢ A beliebig, A := AU {oo}. Sei 1’ : P(A) — A so definiert: r'(B) = B,
wenn B C A, und 7'(B) = oo wenn B = A oder 0o € B.
Sei W eine Wohlordnung, die sich nicht injektiv nach A einbetten lésst.

Nach dem Satz iiber transfinite Rekursion gibt es eine Funktion f: W — A, die
die folgende Rekursion erfiillt:

Vwe W :  f(w)=r(ran(f[W,))

f(w) ist also immer (wenn moglich) ein neues Element von A. Genauer:

(+) Wenn f(w) # oo, dann ist f(w) ¢ {f(z) : x < w}.
Dh .z <w= f(x) # f(w).

Der Wert oo muss von f angenommen werden, sonst wire f eine injektive Ab-
bildung von W nach A. Sei wy := min{w € W : f(w) = oo}.

Dann ist fo := f[Wy, : Wy, — A injektiv. Wegen f(wg) = oo = r/(ran(fy)) ist
fo auch surjektiv. Also ist fy eine Bijektion zwischen der Wohlordnung W,,, und
der Menge A. Daher lésst sich A wohlordnen. 0J

SATZ VI.10.2. Aus dem Auswahlaxiom (genauver: aus ZFC) folgt das Lemma von
Zorn.

BEWEIS. Ahnlich wie vorhin versuchen wir , der Reihe nach® verschiedene Ele-
mente von P aufzuzdhlen; diesmal bemiihen wir uns aber, eine strikt wachsende
Kette in P aufzuzéhlen; dieser Prozess kann nur dann stoppen, wenn die bisher
konstruierte Kette keine strikte obere Schranke hat. Da sie aber beschrankt ist,
muss sie ein grofites Element haben — dieses muss in P maximal sein.

Sei (P, <) eine Ordnung, in der jede Kette beschréankt ist.

Sei W eine Wohlordnung, die sich nicht nach P injektiv einbetten ldsst, und sei
P := P U {oo} mit oo ¢ P. Wir erweitern die Ordnung von P auf P, indem wir
p < oo fiir alle p € P setzen.

Sei f:P(P) \ {0} — P eine Auswahlfunktion.

Fiir jede Menge K C P sei S(K) die Menge der oberen Schranken von K: S(K) :=
{p e P:Vk € K(k < p)}, und sei ST(K) die Menge der strikten oberen

Schranken: ST(K) := {p € P : Yk € K (k < p)}. Man iiberlegt leicht, dass
folgendes gilt:

(x) Wenn K eine Menge mit ST(K) = 0 und S(K) # (), dann ist jedes
Element von S(K) maximal in P. (Uberdies kann S(K’) nur genau ein
Element enthalten.)

(Denn wenn s € S(K) nicht maximal ist, dann muss es ein ¢ mit s < ¢ geben;
aus (Vk € K)(k < s) folgt (Vk € K)(k <t), alsot € ST(K).)
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Sei nun g : P(P) — P so definiert:
St(A) e P wenn AC P, ST(A)#0
g(A):{f( (4)) (4) #

o0 sonst

Dann gibt es eine Funktion f: W — P mit f(w) = g(f[W,,]) fiir alle w € W.

Nehmen wir an, dass der Wert oo von f nicht angenommen wird. Fiir wg < w;
ist dann f(wy) eine strikte obere Schranke fiir f(wp), d.h. f(wy) < f(wy), also f
injektiv. Das ist unmoglich.

Sei also w* minimal mit f(w*) = co. Dann ist f[W, strikt monoton, das Bild
von Wy« also eine Kette K. Auf diese Kette wenden wir (%) an und erhalten ein
maximales Element von P. U

Ein wichtiger

SATZ VI.10.3. Aus dem Auswahlaxiom (genauver: aus ZFC) folgt das Lemma von
Zorn.

Wir beenden das Kapitel mit einem tiberraschenden Ergebnis.

SATZ VI.10.4 (Wohlordnungssatz). Sei A eine Menge. Dann existiert eine Rela-
tion R, sodass (A, R) eine Wohlordnunyg ist.

Der Wohlordnungssatz kann mit ZFC bewiesen werden. Er hat die Konsequenz,
dass z.B. auch die reellen Zahlen wohlgeordnet werden kénnen.

So eine Wohlordnung ist aber nicht ,definierbar*; genauer: fiir jede Formel p(x,y)
in der Sprache der Mengenlehre ist der Satz

{(z,y) e Rx R : p(z,y)} ist Wohlordnung von R

in ZFC nicht beweisbar. (Allerdings gibt es Kandidaten fiir Formeln, die R wohl-
ordnen. Genauer: Es gibt eine explizite Formel o, fiir die der obige Satz in ZFC
nicht widerlegbar ist, d.h. seine Negation ist nicht beweisbar.)

BEWEIS DES WOHLORDNUNGSSATZES (SKIZZE). Sei A eine Menge, und sei
f eine Auswahlfunktion, also eine Funktion, die jeder nichtleeren Teilmenge S C
A ein Element f(S) € S zuordnet. Wir wollen f verwenden, um eine Wohlordnung
auf A zu konstruieren. Zunéchst gehen wir intuitiv vor:

— Unsere Wohlordnung muss ein kleinstes Element haben. Das kleinste
Element dieser Wohlordnung wird ag := f(A) sein. (Wenn A nicht leer
ist.)

— Das néchste Element wird a; := f(A\ {ao}) sein. (Wenn A mehr als ein
Element hat.)

— etc.

— Nach unendliche vielen Schritten betrachten wir die Menge A\{ao, ay,. .., }.
Wenn sie nicht leer ist, wahlt f daraus ein Element a, aus, etc.
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— etc. etc.

Jedes Element entsteht also aus seinen Vorgéingern durch Anwendung der Aus-
wahlfunktion f auf das Komplement seiner Vorgénger. Diese Einsicht verwenden
wir, um den Beweis etwas exakter zu formulieren. (Wenn wir ndmlich einen Beweis
im Axiomensystem ZFC fithren wollen, muss ,etc.“ unbedingt prézisiert werden.)
Wir werden die gesuchte Wohlordnung als Menge W, := {(z,y) € A x A :
o(x,y, f)} schreiben, fiir eine geeignete (relative komplizierte) Formel ¢. Die
Existenz dieser Menge ergibt sich aus (der Existenz von A und A x A und) dem
Aussonderungsaxiom. Wir wollen ¢ so wéhlen, dass

Wenn f Auswahlfunktion ist, dann ist W, Wohlordnung von A

in ZFC beweisbar wird.

Zunichst geben wir eine Formel an, die Anfangsabschnitte unserer Wohlordnung
beschreibt. Wir sagen, dass (B, R) folgsam ist, wenn folgende Eigenschaften er-
fiillt sind:

e BCA

e RCBXxB

e R ist eine Wohlordnung von B (im strikten Sinn, also irreflexiv)

e Fiir alle b € Bist b= f(A\ By), wobei wir B, := {z € B : (z,b) € R}

setzen.

Offensichtlich lasst sich dies in der Sprache von ZFC beschreiben. Wir wollen W
so finden, dass (A, W) folgsam ist. Die leere Menge (mit der leeren Relation) ist
folgsam, ebenso wie die folgenden Mengen (wenn ag, a; wie oben definiert sind).

e ({ao}, Ro) mit Ry = 0.
° ({ao,al}, Rl) mit Ry = {(a()val)}
° ({ao,al,aQ}, Rg) mit Ry = {(ao,al), (&1,&2), (a07a2)}

e ctc.

e {agp,ay,...} mit der angedeuteten Ordnung

e {ag,aq,...,a,} mit der angedeuteten Ordnung
e ctc. etc.

Diese Aussage ldsst sich wegen der vielen ,etc. nicht so leicht in der Sprache von
ZFC formalisieren. Wir begniigen uns mit den folgenden Behauptungen:

(1) Seien (B, R) und (B, R') folgsam. Dann ist entweder B = B', R = R/,
oder es gibt ein b € B, sodass B’ = B, ist, und R’ die Einschrinkung
von R auf B, oder der umgekehrte Fall tritt ein (d.h. 3b€ B’ ---).

(2) (Umformulierung des vorigen Punkts) Wann immer wir zwei folgsame
Mengen haben, sind sie entweder (samt ihren Ordnungen) gleich, oder
die eine ist ein echter ,,Anfangsabschnitt der anderen.
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(3) Wann immer wir beliebig viele folgsame Ordnungen haben, sind sie alle
Anfangsabschnitte einer gemeinsamen Ordnung (die man einfach durch
Vereinigung erhélt)

(4) Wenn (B, R) folgsam ist, und B # A, dann gibt es eine folgsame Ordnung
(B',R'), von der (B, R) ein Anfangsabschnitt ist.

(Némlich: Sei b* := f(A\ B), B := BU{b*}, und in R’ sei b* groker als
alleb € B, dh. R' = RU (B x {b*}).

Sobald man diese Aussagen bewiesen hat, vereinigt man alle folgsamen Ordnun-
gen und erhélt eine Wohlordnung (B*, R*), von der man B* = A zeigen kann,
somit ist R* eine Wohlordnung auf A. 0

VI.10.A. Weiteres iiber Wohlordnungen. Wir geben hier eine Variante
des Beweises des Wohlordnungsatzes. Zunéchst zeigen wir, dass es zu jeder Menge
M eine Wohlordnung W gibt, die sich nicht injektiv nach M einbetten lasst. (Hier
wird das Auswahlaxiom nicht verwendet.)

Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir (in ZFC, also mit des Auswahlaxiom) das
Lemma von Zorn. Daraus folgt, wie schon oben gezeigt, der Satz von Tukey sowie
der Vergleichbarkeitssatz; wenn aber M mit W vergleichbar ist, so muss es eine
injektive Funktion von M nach W geben, das liefert eine Wohlordnung auf M.

Satz VI.10.5. Sei (W, R) eine Wohlordnung, und sei V. C W. Dann ist auch
(V. R) (genauer: (V,S) mit S := RN (V x V)) eine Wohlordnung.

SATz VI.10.6. Sei (W, <) eine Wohlordnung. Dann gilt:

(a) Fir jede strikt monotone Funktion f =W — W gilt Vw € W(w < f(w)).

(b) Es gibt nur einen einzigen Automorphismus von W, ndmlich die Identi-
tatsabbildung.

(c) Fir alle wg € W gilt: Es gibt keinen Ordnungsisomorphismus zwischen
W ound Wy, :=={x € W :x < wy}. Auch fir jede Teilmenge V- C Wy,

qilt, dass W nicht zu V' isomorph sein kann.

BEWEIS. Sei f: W — W strikt monoton. Wenn es ein w mit f(w) < w gibt,
dann muss es ein kleinstes solches Element wy geben. Sei wy := f(wp). Dann ist
wy < wy, wegen der strikten Monotonie also auch f(w;) < f(wy) = wy. Damit
widerspricht w; der Minimalitdt von wy.

(b) ist leicht: Wenn f Automorphismus ist, dann auch f~'; daher muss f(z) > =
und f~1(y) > y fiir alle z,y gelten. Daraus folgt f(z) = x fiir alle .

Die Behauptung (c) folgt aus (a). Sei namlich f : W — V C W,, ein Ord-
nungsisomorphismus, dann ist f eine strikt monotone Funktion von W nach W,
muss also f(wp) > wy erfiillen. Aber f(wg) € V, daher f(wp) < wp; dies ist ein
Widerspruch. O

SATZ VI.10.7 (Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen). Seien (A, <) und (B, <

) Wohlordnungen. Dann gilt genau einer der drei Fille:
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(1) ,Gleichheit®, d.h., A und B sind isomorph.

(2) ,A ist kiirzer als B d.h.: es gibt ein Element by € B, sodass A zu
By, :={y € B |y <by} isomorph ist.

(3) ,,B ist kiirzer als A% d.h.: es gibt ein Element ag € A, sodass A,, zu B
1somorph ist.

(Uberdies sind die jeweiligen Isomorphismen eindeutig; falls es z.B. in (a) zwei
verschiedene Isomorphismen f,q: A — B gibt, dann liefert f~' o g einen Wider-
spruch zu Satz VI.10.6(b). Auch sind die Elemente ag bzw. by eindeutig bestimmdt,
wegen Satz VI1.10.6(c).)

BEWEISSKIZZE. Wir definieren f := {(a,b) € A x B | A, ~ By}. Mit
Satz VI.10.6(b) zeigt man leicht, dass f eine partielle injektive Funktion von
A nach B ist, die die Ordnung erhélt.

Der Definitionsbereich von f ist in A nach unten abgeschlossen: Wenn a¢ < a; in
A,und A, ~ By(q,), so muss dies durch einen Isomorphismus g : A,, — By(q,) be-
zeugt werden. Dann ist g[A,, ein Isomorphismus zwischen A,, und B, daher
(ap, g(ap)) € f. Ebenso ist der Wertebereich von f in B nach unten abgeschlossen.

Ob der Definitionsbereich dom(f) gleich A ist bzw. ob der Wertebereich ran(f)
ganz B ist, wissen wir nicht; theoretisch sind also 4 Falle moglich:

(1) dom(f) = A und ran(f) = B. Also A ~ B, bezeugt durch den Isomor-
phismus f.

(2) dom(f) = A und b* := min(B \ ran(f)) ist wohldefiniert. Dann ist f
Isomorphismus zwischen A und By, also ist A  kiirzer” als B.

(3) dom(f) # A, ran(f) = B. Analog zu (2), nur ist jetzt B kiirzer als A.

(4) Sowohl a* := min(A \ dom(f)) als auch b* := min(B \ ran(f)) sind
wohldefiniert. Dieser Fall kann nicht eintreten, denn dann wére f : A« —
By Isomorphismus, also (a*,b*) € f.

O

Hivrssatz VIL10.8. Sei (X, <) eine lineare Ordnung. Dann ist (X, <) genau
dann eine Wohlordnung, wenn jede Menge X, == {z € X : x < a} (mit der
eingeschrinkten Ordnung < [X,) eine Wohlordnung ist.

BEWEIS. Sei Y C X nicht leer, und sei yy € Y beliebig. Wir unterscheiden
zwei Félle: Entweder ist Y, leer, dann ist yp = min(Y"). Oder Y, ist eine nichtleere
Teilmenge von X, hat also ein kleinstes Element y;; dann ist y; = min(Y’). In
jedem Fall hat Y also ein kleinstes Element. 0

Der folgende Satz ist bereits in ZF beweisbar.

SATz VI.10.9 (Satz von Hartogs). Sei A eine belicbige Menge. Dann gibt es eine
Wohlordnung (W, <) mit der Eigenschaft, dass es keine injektive Abbildung von
W nach A gibt.
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(Der Satz folgt leicht aus dem Wohlordnungssatz und dem Satz von Cantor: Man
nehme eine Wohlordnung der Potenzmenge von A. Dafiir wiirde man aber das
Auswahlaxiom verwenden; wir geben eine explizite Wohlordnung W an.)

BEWEIS. Sei H(A) die Menge aller Paare (X, R), sodass X C A ist und
R eine Wohlordnung auf X. (Insbesondere enthélt H(A) zum Beispiel die leere
Wohlordnung.)
Wir definieren (X, R) ~ (Y,S) genau dann, wenn (X, R) isomorph zu (Y, 5)
ist. Die Aquivalenzklasse von (X, S) kiirzen wir mit [X,S] ab; die Menge aller
Aquivalenzklassen bezeichnen wir W (A).

Nach dem Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen ist W (A) durch
[X, R] < [Y,S] genau dann, wenn (X, R) ,kiirzer als (Y, 5) ist
linear geordnet. Es gilt nun fiir alle (Y, S) € H(A):
(¥) Der durch [Y,S] definierte Anfangsabschnitt W(A) sy = {[X,R] :
(X, R] < [Y, S]} ist ordnungsisomorph zu (Y, S).
Dies zeigt man, indem man nachrechnet, dass die Abbildung y +— [Y}, SY,] ein
Isomorphismus von (Y, S) auf W(A) g ist.
Daraus folgt, dass W(A) eine Wohlordnung ist.

Eine injektive Abbildung von W (A) nach A, etwa auf die Menge X C A, wiirde
eine Wohlordnung (X, R) ~ W(A) und wegen (*) einen Isomorphismus W (A) ~
(X, R) ~ W(A)x,p induzieren, ein Widerspruch zu Satz VI.10.6.

O



