(StatWth1l7)

5. Multivariate Verteilungen

Werner Gurker

Institut fiir Stochastik und Wirtschaftsmathematik

Technische Universitat Wien

TU — Wien ( StatWth17) 1/70



Multivariate Verteilungen: Beispiele

Zur Beschreibung von Zufallsexperimenten bendétigt man haufig mehrere
stochastische GroBen. Beispiele:

1. Wir wahlen zufallig n = 10 Hoérer_innen dieser LVA und messen
ihre KorpergroBen.

Das Experiment wird durch eine Folge X1, Xo, ..., X, von sGn
beschrieben.

2. Wir werfen wiederholt eine Miinze. Sei X; = 1, wenn der i—te
Waurf ein ,,Kopf" ist, und X; = 0 im anderen Fall.
Das Experiment lasst sich durch eine Folge X1, X3, ... von
Bernoulli-GroBen beschreiben.

3. Wir wahlen zufallig eine Person aus einer groBen Population
und messen ihr Koérpergewicht X und ihre KoérpergroBe Y.
Das Experiment wird durch den Vektor (X, Y') beschrieben.
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5. Multivariate Verteilungen

Multivariate Verteilungen: Beispiele (Forts.)
Wie lasst sich das Verhalten dieser sGn beschreiben?

Die Spezifikation der einzelnen Verteilungen allein genligt nicht, wir
missen auch den Zusammenhang — oder auch das Fehlen desselben —
zwischen den einzelnen GroBen beschreiben.

Wenn beispielsweise im dritten Experiment Y groB ist, dann ist sehr
wahrscheinlich auch X groB.

Andererseits, in den ersten beiden Experimenten kann man davon
ausgehen, dass die einzelnen GréBen unabhangig sind.

D. h., wissen wir etwas Uber eine dieser GroBen, so haben wir damit
keine zusatzliche Information Uber die anderen.

M. a.W., wir benétigen die gemeinsame Verteilung der sGn.
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Bivariate stochastische Vektoren

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit Merkmalraum Q.

Man betrachte zwei sGn X; und X3, die jedem Element w € Q eine reelle
Zahl zuordnen:

Xi(w)=x1 und Xp(w)=x

Dann nennt man (Xi, X2) einen (2—dimensionalen) stochastischen Vektor
(kurz sV) mit dem Merkmalraum:

M = {(Xl,Xz) |X1 = Xl(w), Xp = Xg(w), w € Q}
Haufig schreibt man:

X = (X1,X2) (= transponierter Zeilenvektor)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1 Bivariate Verteilungen

Verteilungsfunktion

Teilmengen B C M des Merkmalraums nennt man Ereignisse.
Die Wahrscheinlichkeit P(X € B) fiir den Eintritt von B C M lasst sich

durch die (2-dimensionale) Verteilungsfunktion charakterisieren:

F(x1,x2) = P(X1 < xq, X2 < x2)

Dabei handelt es sich um eine Funktion von R? nach [0, 1]:
F:(x,x)€R? +— F(xi,x)€[0,1]
Bem: Der Ausdruck P(X1 < x1, Xo < xp) ist eine Kurzschreibweise fir:

P({X1 <x}N{Xz2 < x})
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5. Multivariate Verteilungen 5.1 Bivariate Verteilungen

Wahrscheinlichkeit fiir (a1, b1] x (a2, by]

P(al < X1 < bl, a < X2 < bg)

= F(by, b2)

X2

— F(al, b2) — F(bl, 32)

+ F(a1, a2)

X1

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Diskrete stochastische Vektoren: W-Funktion

Ist der Merkmalraum M (C R2) von X = (X1, X2) endlich oder abzahlbar,
handelt es sich um einen diskreten stochastischen Vektor.

Die (gemeinsame) W-Funktion ist gegeben durch:

p(Xl,Xz) = P(X1 =xy, Xo = X2) fur alle (X1,X2) eM
Die W—Funktion hat die folgenden Eigenschaften:
(1) 0<p(x,x) <1, (x1,x) e M

2 Y plax)=1

(X1,X2)€M

(3) P((X17X2) € B) = Z p(xi,x2) fir BCM
(X1,X2)€B
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Randverteilungen

Die Elemente X; und X5 eines stochastischen Vektors X = (Xl,Xg)/
sind selbst (1-dimensionale) stochastische GroBen.

Wie bestimmt man ihre Verteilungen (d.h. W-Funktionen) ?

Die W—Funktionen von X; und X5 sind gegeben durch:

X1t pi(xa) =P(Xi=x1) =) p(x1, x)

Xo 1 pa(x2) = P(X2 = x2) ZP X1,X2)

Diese Verteilungen nennt man die Randverteilungen von X = (X1, X»)".
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Beispiel
In einem Behalter befinden sich drei Wiirfel.

Wiirfel 1 ist ein dblicher Wiirfel.
Wiirfel 2 hat keine Augenzahl 6, dafiir zwei Seiten mit der Augenzahl 5.
Wiirfel 3 hat keine Augenzahl 5, dafiir zwei Seiten mit der Augenzahl 6.

Zufallsexperiment: Wahle zufallig einen Wiirfel und werfe anschlieBend
den gewahlten Wiirfel.

X1 = Nummer des gewahlten Wiirfels

Xo = Geworfene Augenzahl des gewahlten Wiirfels

Gemeinsame Verteilung? Randverteilungen?
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Beispiel: Gemeinsame Verteilung

X2

p(Xl, X2) 1 2 3 4 5 6

1 101 1 1 1 1
18 18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
X1 2 5 18 18 18 o VU
1 1 1 1 1
3 5 18 18 18 0 3
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.1 Diskrete stochastische Vektoren

Beispiel: Gemeinsame Verteilung u. Randverteilungen

Xo
p(xi,x)| 1 2 3 4 5 6 |pi(x)

1 101 1 1 1 1 1
18 18 18 18 18 18 3
1 1 1 1 1 1
X1 2 5 18 is i8 o O 3
1 1 1 1 1 1
3 5 18 18 18 0 3 3

1 1 1 1 1 1
Pp(2) | 5 5 5 5 5 @ 1

Bem: Aus den beiden Randverteilungen von X7 und X5 allein kann die
gemeinsame Verteilung von (X1, X2) nicht rekonstruiert werden. Grund:
X1 und X5 sind nicht ,unabhangig".
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Stetige stochastische Vektoren

Ist die Verteilungsfunktion F(xi, x2) eines stochastischen Vektors (X1, X2)
eine stetige Funktion, spricht man von einem stetigen sV.

Meist lasst sich die VF eines stetigen sVs wie folgt darstellen:

X2

X1
F(xl,x2):/ /f(wl,W2)dW1dW2 fir (xl,xz)E]R2

—00 —00

f nennt man die (gemeinsame) Dichtefunktion (kurz Dichte) von (X1, X2).

Analog zum 1-dimensionalen Fall gilt an den Stetigkeitspunkten von f:

0?F(x1, x0) B
W = f(X]_,Xz)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Eigenschaften einer 2—dimensionalen Dichte

(1) f(Xl,Xz) >0 fir (X1,X2) eM
(2) // f(Xl,Xg) XmdX2 =1
M

(3) P((Xl,XQ) S B) = // f(Xl,XQ) dxidxo fur BCM
B

D.h., P((X1,X2) € B) entspricht dem Volumen unter der Flache
z = f(x1,x2) Uber der Menge B.

Die Menge alle Punkte (x1,x2) € M mit f(x1,x2) > 0 bilden den
Trager von (X1, X2).

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Randdichten

Analog zum diskreten Fall bestimmt man die Randdichten von Xj bzw.

Xy aus der gemeinsamen Dichte f(x3, x2) von (X1, X2) wie folgt:

X1 A(x) = / f(x1,x2) dxo Xo 1 h(x) = / f(x1,x2) dxq

Um die Randdichte von X; zu bestimmen, ist die gemeinsame Dichte
f(x1,x2) Uber xa zu integrieren.

Um die Randdichte von X, zu bestimmen, ist die gemeinsame Dichte
f(x1,x2) Uber x; zu integrieren.

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Beispiel

6 x2 X2 0<x1<1,0<xn<l

f(Xl, X2) =
0 sonst

Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {0 < X1 < 3/4}N{1/3 < Xo <2} 7

2 3/4
1
P <O <Xy < %, 3 < Xp < 2) = / / f(x1,x2) dxidxo = g
173 0

[Skriptum S. 189]

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Beispiel (Forts.)
Trager von (X1, X2): (0,1) x (0,1)

Randdichte von Xi:

1 1
2
f(x) = /6X12X2 dxy = 6x7 [)(22] =3x7 fir 0<x <1
0 0
Randdichte von X5:
1 1
X3
h(xp) = /6X12X2 dx; = 6x [;] =2x fur 0<x <1
0 0

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Beispiel (Forts.)

7
F7Z
IZFZFZF
I I
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.3 Erwartungswert

Erwartungswert

Sei (X1, X2) ein sV und g : R> — R eine reellwertige Funktion.

Dann ist Y = g(Xi, X2) eine (1-dimensionale) sG und existiert ihr
Erwartungswert, so ist er gegeben durch:

diskret: E(Y) = ZZg(X1,X2)p(X]_,X2)

X1 X2

stetig: E(Y):/ /g(xl,XQ)f(xl,xz)dxldxz

—00 —00

Dabei wird der (mehrdimensionale) LotUS verwendet.
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.3 Erwartungswert

Beispiel (Forts. von Bsp us)

Den Erwartungswert von Y = Xj /X5 berechnet man wie folgt:

11
E(Y)—E<X2) = O/O/(X2>6X1X2dX1dX2
1

11 V! 1
= //6xf’dx1dxz: /6[41] dxo
00 0 0
1
“ [

I\.)\(.O
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Der Erwartungswert ist ein linearer Operator

(X1, X2) sei ein sV und Y7 = g1(X1, X2) und Yo = g»(Xy, X2) seien zwei
(1-dim.) sGn, deren Erwartungswerte existieren.

Dann gilt fiir Konstanten k; und ko:
E(kl Y1+ ko Yg) =k E(Yl) + ko E(Y2)

Verallgemeinerung: Fir m (1-dim.) sGn Y; = gj(X1,X2), j=1,...,m,
und Konstanten k; gilt:
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.3 Erwartungswert

Erwartungswert des stoch. Vektors X = (X1, X»)’

Der Erwartungswert von X = (X1, X2)" wird definiert durch:

E(X1)

] e R?
E(X2)

E(X) = [

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Erwartungswerte von X; und X5
existieren.
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingte Verteilungen

Bisher haben wir uns mit der gemeinsamen Verteilung von (X1, X2) und
den Randverteilungen von X; und X, beschéftigt.

Haufig kennt man den Wert einer Variablen — d.h. man kennt X; = x1
oder Xo = xo — und es stellt sich die Frage, welche Auswirkungen sich
dadurch fiir die Verteilung der anderen Variablen ergeben.

Dies fiihrt zum Konzept der bedingten Verteilung.

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingte Verteilung: Diskreter Fall

(X1, X2) sei ein diskreter sV mit W—Funktion p(x1,x2) und p;(x1)
sei die Randverteilung von Xj.

Sei x; € 51 ein Punkt aus dem Trager S; von Xj (d.h. pi(x1) > 0).

Dann gilt nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(Xi =x1,Xo =x2)  p(x1,x2)
(Xo=x2| X1 = x1) P0G = x1) e

p(x1,x2)

fur festes x; € 51
p1(x1)

Man nennt:  p(x|x1) :=

die durch X; = xy3 bedingte W—Funktion von X,.

Analoge Ausdriicke gelten fiir p(x1|x2), d. h. fiir die durch X5 = x»
bedingte W—Funktion von Xj.

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingter Erwartungswert (diskreter Fall)

Der durch X; = x3 bedingte Erwartungswert von X5 ist gegeben durch:

E(Xa|x1) = szp x2|x1)

Ist u(X2) eine Funktion von X, so ist der durch X; = x; bedingte
Erwartungswert von u(X>) gegeben durch:

E[u(Xo)|x1] =Y u(x2) p(xalx1)

X2

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingte Verteilung: Stetiger Fall

(X1, X2) sei ein stetiger sV mit Dichte f(x1, x2) und fi(x1) sei die
Randdichte von Xj.

Sei x; € 51 ein Punkt aus dem Trager S; von Xj (d.h. fi(x1) > 0).
Dann ist die durch X; = x; bedingte Dichte von X5 definiert durch:

f
f(xalx1) = M fur festes x; € 51

fi(x1)

Analoge Ausdriicke gelten fiir f(x1|x2), d.h. fir die durch Xo = x
bedingte Dichte von Xj.

Bedingte Dichten haben alle Eigenschaften einer Dichtefunktion.

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingter Erwartungswert (stetiger Fall)

Der durch X; = xy bedingte Erwartungswert von X, ist gegeben durch:

o0

E(Xo|x1) = / xof (xa|x1) doea

— 00

Ist u(X2) eine Funktion von X, so ist der durch X; = x; bedingte
Erwartungswert von u(X>) gegeben durch:

o0

Elu(X2)|x1] = / u(x2)f (xa|x1) dxa

—00
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Bedingte Varianz (allgemein)

Die durch X; = x; bedingte Varianz von X5 ist definiert durch:

Var(X2|x1) =K { [Xg — E(X2|X1)}2 ‘Xl}

Sie lasst sich mittels Verschiebungssatz auch wie folgt berechnen:

Var(Xz|x1) = E(X2|x1) — [E(X2|X1)]2

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Beispiel

Die gemeinsame Dichte von (X1, X2) sei gegeben durch:

2 D<xy<x<l1

f(x1,x) =
0 sonst

Bei der Bestimmung der Randdichten ist zu beachten, dass der
Trager von (X1, X2) nicht rechtecksférmig ist.

In der folgenden Abb. des Tragers (grau) von (X1, X3) sind auch
exemplarisch zwei Integrationswege eingezeichnet (strichliert).

TU — Wien ( StatWth17)
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Beispiel (Forts.)

<
-

X2
0.6
|

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X1

TU — Wien ( StatWth17) 30/ 70



5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Beispiel (Forts.)

Randdichten:

1
fl(xl):/2dx2:2(1—x1) fir 0<x <1

1

x
fg(Xz):/2dX1=2X2 fir 0<x <1
0
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Beispiel (Forts.)
Bedingte Dichten:

f(Xl,Xg) 2 1 .
f =12 = — = f 0 fest
(x1|x2) H00) % ur <x1 <x2 (x fest)

— U(0, xp) —Verteilung

f(Xl,Xg) 2 1 .
f = = = f 1 fest
(x2|x1) 00) M- 1-x ir x3 < x < (xq fest)

—  U(x1,1) —Verteilung
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5. Multivariate Verteilungen 5.1.4 Bedingte Verteilungen

Beispiel (Forts.)

Bedingte Erwartungswerte:

X 1—x
E(Xibe) = 2, E(Gh) = =5
Bedingte Varianzen:
2 2
X3 C(T—x)
Var(X1|x2) = 12, Var(X2|x1) = 712

TU — Wien ( StatWth17)
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5. Multivariate Verteilungen 5.2 Korrelation

Kovarianz

Bem: Wir schreiben im Folgenden X (statt Xj) und Y (statt X3)
Mittelwerte: p1 = E(X), p2 =E(Y)

Varianzen: 02 = Var(X), o3 = Var(Y)

Die Kovarianz von X und Y ist definiert durch:

o12 = Cov(X, V) = E[(X — p1)(Y — p2)]
Verschiebungssatz:  Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Spezialfall:  Cov(X, X) = Var(X) = E(X?) — []E(Xﬂ2
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5. Multivariate Verteilungen 5.2 Korrelation
Korrelation

Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist definiert durch:

B B Cov(X,Y)
p=pxy = v/ Var(X) /Var(Y)

Eigenschaften:
(1) Esgilt: —1<p<1 <« |p/<1

(2) Im Grenzfall p = £1 (oder |p| = 1) gilt: P(Y =a+bX)=1

D. h., die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von (X, Y)
konzentriert sich fiir |p| = 1 auf einer Geraden.

Firp=1gilt b=22>0; fir p= —1 gilt b= —22 < 0.
o1 o1
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5. Multivariate Verteilungen 5.2 Korrelation

Beispiel

1 1

1 2

E(X) = /2x(1—x)dx: 3 E(Y)= /2y2 dy =3
0 0

Var(X) = Var(Y) = rlg

1y
1
E(XY)://2xydxdy:Z
00

rn=1-()5) -

1/36 1/36 1
RS V7 S Vi

- J/1/18/1/18 1/18 2

TU — Wien (StatWth17) 36 / 70



Interpretation von p

Der Korrelationskoeffizient p lasst sich als (dimensionsloses) MaB fiir den
linearen Zusammenhang zwischen X und Y interpretieren.

1
Bsp: Dichte von X: f(x) = 5 I—1,1y(x)
1
— E(X)=0, E(X?= 3 E(X3) =0
Mit Y = X2 gilt:

Cov(X, Y) = Cov(X, X?) = E(X3) — E(X)E(X?) =0

=  pxy =0 (obwohl Y = X21)
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Unabhangigkeit: Motivation

Die gemeinsame Dichte des stochastischen Vektors (X1, X2) sei f(x1, x2).
Die beiden Randdichten seien fi(x1) bzw. f(x2).
Aus der Definition der bedingten Dichte f(xz|x;) folgt, dass sich die

gemeinsame Dichte wie folgt schreiben l3sst:
f(x1,x2) = f(xe|x1) A(x1)
Hangt die bedingte Dichte f(xz|x1) nicht von x; ab, d.h. gilt:
f(xa|x1) = fa(xz) fir alle x;
sagt man, dass X; und X5 unabhangig sind.
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5. Multivariate Verteilungen 5.3 Unabhangigkeit

Unabhangigkeit: Definition

Die (gemeinsame) Dichte (bzw. W-Funktion) von (X1, X2) sei f(x1, x2)
(bzw. p(x1,x2)).

Die Randdichten (bzw. Randverteilungen) seien fi(x1) (bzw. p1(x1)) und
f2(x2) (bzw. p2(x2))-

Die sGn X; und Xj sind (stochastisch) unabhangig (kurz ua.), wenn:

stetig:  f(x1,x2) = fi(x1) f2(x2)
diskret:  p(x1,x2) = p1(x1) p2(x2)

Nicht unabhangige sGn sind (stochastisch) abhangig.
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Beispiel 1

Die gemeinsame Dichte von X; und X, sei gegeben durch:

4x1 X0 D<xi<l,0<xp<l

0 sonst

f(Xl, Xg) = {

Randdichten:
1

fl(Xl) = /4X1X2 dxo =2x; fir 0<xx <1
0

1
h(x) = /4x1xz dx; =2xy fur 0<x <1
0

Da f(x1,x2) = fi(x1)f2(x2), sind X; und Xy unabhangig.
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Beispiel 2

Die gemeinsame Dichte von X; und X, sei gegeben durch:

X1 + x2 0<x1<1,0<x<1

f(Xl,XQ) = {
0 sonst

Randdichten:

1
X1+X2 dX2—X1—|—§ fir 0<x <1

O\H

1
(x1+x)da=x+= fir 0<xx<1

h(x) = 5

o—_ .

Da f(x1,x2) # fi(x1)f2(x2), sind X; und Xa abhangig.
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5. Multivariate Verteilungen 5.3 Unabhangigkeit

Zwei Behauptungen

Behauptung 1: Die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X, X2) sei
F(x1,x2) und die Verteilungsfunktionen von X bzw. X, seien Fi(x1)
bzw. F(x2). Dann sind X7 und X5 genau dann unabhangig, wenn:

F(xi,x) = Fi(x1) F(x2) fiiralle (xi,x) € R

Behauptung 2: Existieren die Erwartungswerte E[u(X1)] und E[v(X2)]
fur zwei Funktionen v und v und sind Xj und X, unabhangig, dann gilt:

Efu(X1) v(X2)] = E[u(X1)] E[v(X2)]
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Folgerung

X und Y seien zwei sGn mit den Mittelwerten w7 und po und den
Varianzen 02 > 0 und 03 > 0. Dann folgt aus der Unabhingigkeit von
X und Y auch die Unkorreliertheit:

X, Y ua. — pxyZO

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht, d. h., aus der Unkorreliertheit folgt
i. A. nicht die Unabhangigkeit (vgl. Bsp i7).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Kovarianz gleich Null ist:
Cov(X, Y) =E[(X — pa)(Y — p2)] = E(X — p1) B(Y — 2) = 0
Dabei wird Behauptung 2 verwendet.
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5. Multivariate Verteilungen 5.4 Mehrdimensionale Erweiterungen

Mehrdimensionale Erweiterungen

Die fiir zwei sGn entwickelten Konzepte lassen sich unschwer auf mehrere
sGn erweitern. (Siehe Skriptum S. 203f.)

Insbesondere definiert man: Die sGn X, Xa, ..., X, sind (stochastisch)
unabhangig, wenn:

diskret:  p(x1, %2, ..., xn) = p1(x1) p2(x2) - - pn(xn)
stetig:  f(x1,x2,...,%,) = fi(x1) fa(x2) -+ Fu(xn)
allgemein:  F(x1,x2,...,xn) = F1(x1) F2(x2) -+ Fn(xn)

Sind die sGn X1, Xa, ..., X, unabhangig mit identischer Verteilung, nennt
man sie uiv oder iid (= independent and identically distributed).
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5. Multivariate Verteilungen 5.4 Mehrdimensionale Erweiterungen

Varianz—Kovarianzmatrix
X = (X1, Xo,... ,X,,)' sei ein stochastischer Vektor.
Der Erwartungswert von X ist der Vektor der Erwartungswerte:

/

p=E(X) = (E(X1),E(X2), . ... E(Xy))
Varianz—Kovarianzmatrix:
Cov(X) = E[(X — p)(X — )] = [o3]

oii = 0',-2 = Var(X;) ... Varianz von X;

ojj = Cov(Xj, Xj) ... Kovarianz von X; und X;
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5. Multivariate Verteilungen 5.4 Mehrdimensionale Erweiterungen

Varianz—Kovarianzmatrix (Forts.)

Ausfihrlich geschrieben lautet Cov(X) wie folgt:

Var(X;)  Cov(X1,X2) -+ Cov(Xy, Xp) ]
COV()(Q7 Xl) Var(X2) s COV(X27 Xn)
Cov(X) =
| Cov(Xn, X1) Cov(X,, X2) --- Var(X,) |

Spezialfall n = 2:

Var(Xl) COV()<17 X2)

Cov(X) = Cov(Xp,X1)  Var(Xa)

2
o1 po102
o 2
pPo102 05
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

Minimum
Die sGn X1, Xp, ..., X, seien Lebensdauern von Komponenten in
einem Seriensystem:

a
|1 2Ft-qn}-=

Das Seriensystem fallt aus, sobald die erste Komponente ausfillt.

Die Lebensdauer Y; des Seriensystems ist also das Minimum der
Lebensdauern der Komponenten:

Yl = min{Xl, XQ, . ,Xn}
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

Minimum (Forts.)

Sind die sGn X;, i =1,2,...,n, unabhdngig, so ist die Verteilungsfunktion
von Y; gegeben durch:

Foin(y) =P(Y1 <y)=1-P(Y1>y)
= 1—P(X1 >y,X2>y,...,X,,>y)

=1-J[PXi>y)=1-]][1-P(Xi <y)]
i=1 i=1
Bezeichnet F; die Verteilungsfunktion von X;, so gilt:

Fmin(Y):l_H[l_Fi(Y)]

i=1
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

Beispiel
Far X1, Xa, ..., X, iid Exp(\) (oder Exp(7)) ist Fyin gegeben durch:
Fmin(Y):l_H[l_(l—ef)‘y)} =1—-e™ fir y>0
i=1

= Y1~ Exp(n)\) oder Yj~ Exp(r/n)

Die Dichte von Yj lautet:

fnin(¥) = Frin(y) = nXe™™  fir y >0

Erwartungswert: E(Y7) = ~ =

49 / 70
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

Beispiel (Forts.)

Fir X; ~ Exp()\;), i =1,2,...,n, ua., ist Fpni, gegeben durch:

Fmin()/) = 1_e7>\y mit X:ZA’.
i=1

— Yy ~Exp(})

Dichte von Yi: fuin(y) = Fhin(y) = Xe™ fir y >0

—

1
YN M AAtF A,

Erwartungswert: E(Y7) =
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen
Maximum

Die sGn X1, X5, ..., X, seien Lebensdauern von Komponenten in
einem Parallelsystem:

1
a 2 b
— ———m
n

Das Parallelsystem fallt aus, sobald alle Komponenten ausgefallen sind.

Die Lebensdauer Y, des Parallelsystems ist also das Maximum der
Lebensdauern der Komponenten:

Yn = max{Xy, Xo,..., Xp}
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

Maximum (Forts.)

Sind die sGn X;, i =1,2,..., n, unabhangig, so ist die Verteilungsfunktion
von Y, gegeben durch:

Fmax(y) = P(Ya < y)

n

- P(Xl gan2§y77Xn§y): HFI(y)
i=1

Dabei bezeichnet F; die Verteilungsfunktion von X;.
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Beispiel
Far X1, Xa, ..., X, iid Exp(\) (oder Exp(7)) ist Fmax gegeben durch:
n
Fmax(y) = H (1- e_)‘y) =(1- e_’\y)" fir y >0
i=1

Die Dichte von Y, bekommt man durch Ableiten:

fmax(y) = Fr/nax()/) = n)\ei)\y(l — ef)‘y)n_l fir y >0

Achtung: Im Gegensatz zum Seriensystem hat die Lebensdauer des
Parallelsystems nicht wieder eine Exponentialverteilung.

1/1 1 1
Erwartungswert: E(Y,) = 1 (n + — 4ot 5 + 1)
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5. Multivariate Verteilungen 5.5 Transformationen

k-aus-n-Systeme

Ein k-aus-n—-System ist intakt, wenn zumindest k der insgesamt n
Komponenten intakt sind.

Die beiden vorhin betrachteten Systeme sind Spezialfalle:
Ein Seriensystem ist ein n-aus-n—System.
Ein Parallelsystem ist ein 1-aus-n—System.

(siehe Skriptum S. 212)
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Multinomialverteilung

Ein Experiment bestehe aus n identischen und unabhangigen Versuchen,
wobei jeder Versuch mit den (konstanten) Wahrscheinlichkeiten py, ..., pk,
wobei Z,I'(:l pi = 1, auf eine von k Arten ausgehen kann.

Xi = Anzahl der Versuche, die auf die i—te Art ausgehen (i =1,..., k)

Der stochastische Vektor (X1, Xa, ..., X)) hat eine Multinomialverteilung
M(n, p1, p2, - .., pk) mit der W—Funktion:

k

n X1 X2 Xk H

p(xt, .-, xk) = pYpy - pik mit Y xi=n
X1y X2y« ooy Xk i=1

Dabei ist der Multinomialkoeffizient gegeben durch:

k
n n! .
= mit Zx;:n
X1, X0, ..., Xk x1!xo! - xi! P
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Multinomialverteilung (Forts.)

Achtung: Entgegen der Schreibweise handelt es sich bei der

M(n, p1, p2, - . ., pk)—Verteilung wegen Zf‘zl X; = n nur um eine
(k — 1)=dimensionale Verteilung.

Spezialfall Binomialverteilung (k = 2):
n — -
p(x) = <X>px(1 —p)"* fir x=0,1,2,...,n

Spezialfall Trinomialverteilung (k = 3):

n!
xlyl(n—x —y)!

n—x—y

pipy(1—p1— p2)

p(x,y) =
fir x,y€{0,1,2,...,n} mitx+y<n
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Multinomialverteilung (Forts.)

Es gelte: (X1, Xo,... ,Xk), ~ M(n, p1,p2,- .., Pk)

Randverteilungen: Die Randverteilungen sind wieder Multinomial-
verteilungen. Insbesondere gilt:

(1) Xi ~ M(n, pi,1— p;) = B(n, pi)
(2) (XI7)<_I) ~ M(”7P17PJ>1 — Pi _pj) (fur i <J)

Erwartungswert/Varianz:
E(X;) = npi,  Var(X;) = npi(1 — pi)
Kovarianz/Korrelation: Fiir i # j gilt:

Pi Pj
I—pi\|1—p;

Cov(Xj, Xj) = —npip;j, PXiX; = —
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Multivariate Normalverteilung

Der stochastische Vektor X = (X1, Xa, ..., X,) hat eine (n—dimensionale)
multivariate Normalverteilung, X ~ N,(p, X), wenn seine Dichte gegeben
ist durch:

exp [~ 2 (x— ) 1 (x - )

f(x)= 5

1
(2m)"/2| X1/

fur x= (xl,x2,...,x,,)/ eR"

w=(u1, p12,... ,u,,)/ ... Vektor aus R"
Y ... symmetrische u. positiv definite (n x n)-Matrix

|X| ... Determinante, X! ... inverse Matrix
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

n—dimensionale Standardnormalverteilung

Im Spezialfall 4 = 0 und £ =1, (= n x n— Einheitsmatrix) spricht man
von einer (n—dimensionalen) Standardnormalverteilung und schreibt:

Z=(Z,2.....Z,) ~Ny0,1,)

Wegen |I,| =1 und I} =1, ist die Dichte von Z gegeben durch:

f(z) = (273),7/2 exp <—;z/z>

fur z= (21,22,...,2,,), eR”
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normalverteilung

Im Fall n = 2 spricht man von einer bivariate Normalverteilung.

Schreibt man (X, Y) statt (Xi, X2), so gilt fiir (X, Y) ~ Na(u, X):

f1 o7 o1
K= k= )
2 o21 03
w1 ... Mittelwert von X, uo ... Mittelwert von Y
o2 ... Varianzvon X, o3 ... Varianzvon Y
o012 = poi1oz ... Kovarianz von X und Y
p ... Korrelationskoeffizient von X und Y (Vs.: p? < 1)
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normalverteilung (Forts.)

2
1 o5 —po102
S =o0202(1—p?), T l= T
’ ‘ 1 2( ) O'%O'%(l _ pg) — 00109 0_%
. ) i 1 q . 2
Dichte: f(x,y) = exp|—= | fir (x,y)€eR
20100 \/1 — p? 2

1 x — 1\ X—p1\ [y — M2 y — p2\?
0= | (5) - () () - ()
-p 01 o1 02 02

Bem: Man schreibt statt No(p, ) auch No(u1, 2, 02, 03, p).
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Standardnormaldichte
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normaldichte: Contourplot

(01,02,p)=(1,2,0)

0.03

-2
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normaldichte: Contourplot

(01,02,)=(1,2,05)
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normaldichte: Contourplot

(01,02,p)=(1,2,08)
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normaldichte: Contourplot

(01,02 p)=(1,1,-0.5)

-2

-3
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Bivariate Normalverteilung: Randverteilungen
Es gelte: (X, Y), ~ Na(p1, pt2, 02,03, p)
Randverteilung von X: X ~ N(u1,02)

Randverteilung von Y: Y ~ N(Mz,og)

Unabhangigkeit/Unkorreliertheit: X und Y sind genau dann unabhangig
wenn sie unkorreliert sind:

f(x,y) = A(x)B(y), V(x,y)eR?® «— p=0

Bem: Bekanntlich folgt aus X, Y ua. stets pxy = 0. Die Umkehrung
gilt i. A. nicht. Die bivariate Normalverteilung bildet diesbeziiglich eine
wichtige Ausnahme.

TU — Wien ( StatWth17) 67 / 70



5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normalverteilung: Bedingte Verteilungen

[0
VIX=x ~ N (1249 %2 (x = ). 031 - 7))
02
= E(Y|X):M2+PE(X*M1)

Diese Gerade nennt man auch die Regressionsgerade von Y auf X.

g
XY=y ~N <M1+PO_;()/—N2)7 Uf(l—ﬂ2)>
o1
= E(X|Y)=M1+P;2(y—uz)

Diese Gerade nennt man auch die Regressionsgerade von X auf Y.
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normalverteilung: Regressionsschere

™ -

-3
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5. Multivariate Verteilungen 5.6 Spezielle multivariate Verteilungen

Bivariate Normalverteilung: Regressionsschere

-3
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