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1 Theoretische Grundlagen (S. 19)

1.1 Merkmale (S. 21)
1.1.1 Grundbegriffe (S. 20)

Untersuchungseinheiten sind die Personen oder Objekte einer Stichprobe. (auch Merkmalstréger)

Beobachtungseinheiten sind die kleinsten Einheiten, an denen die einzelnen Beobachtungen registriert
werden.

Merkmale Beobachtungseinheiten sind durch Merkmale charakterisiert - das sind Eigenschaften, die fiir
die Fragestellung relevant sind.

Merkmalauspragungen darunter versteht man die Werte, die jedes Merkmal annehmen kann.

1.1.2  Ziel- und EinflussgroBen (S. 22)

Zweck einer Studie ist es, Erkenntnisse iiber eine oder mehrere Zielgrofien zu gewinnen. Merkmale, die in
einem funktionalen Zusammenhang mit der Zielgréfle stehen, werden als Einflussgrofien bezeichnet. Sie
konnen aufgeteilt werden in:

e Faktoren, die erfasst und ausgewertet werden
e Storgroflen, die im Versuchsplan nicht berticksichtigt sind oder nicht erfasst werden

e Begleitmerkmale, die zwar erfasst, aber nicht ausgewertet werden (zB Nebenwirkungen bei einer
klinisch-kontrollierten Studie)



2 Die Beschreibung eines Merkmals (S. 53) 4

2 Die Beschreibung eines Merkmals (S. 53)

2.1 LagemaBe (S. 55)
2.1.1 Mittelwert Z (S. 55)

Ist das bekannteste Lagemafl. Errechnet sich aus

T =

S|

n
D i
i=1

Sein Nachteil ist, dass er sich von Ausreiflern in den Daten stark beeinflussen lasst und daher bei
schiefen Verteilungen verzerrte Bilder bringt.

Merke Er darf nur fiir quantitative Merkmale verwendet werden. Vor allem bei symmetrischen, eingipfe-
ligen Verteilungen sinnvoll. Nutzt alle Informatinen der Daten aus.
Er besitzt auch eine sog. Minimumeigenschaft.

Z(mi -7)% < Z(acz —c)?Vee R\ {2}

i=1

2.1.2 Median / Rangliste % (S. 57)

Ist der 'mittlerste’ Wert in den Daten, nachdem diese sortiert wurden bzw das Mittel der beiden 'mittleren’
Daten. Er ist robist gegen Ausreiffer. Stimmen Mittelwert und Median ca. iiberein, so kann man auf
eine symmetrische Verteilung schlieflen.

1) S2) < STy
Merke Sinnvoll, wenn die Daten ordinal skaliert sind, bei quantitativen Merkmalen, die schief verteilt

sind, bei Verdacht auf Ausreifler oder bei zensierten Daten.
Auch er hat eine Minimumeigenschaft

Sl —F <Y |- Vee R\ {&}
i=1 =1

3 Wabhrscheinlichkeiten in der Medizin (S. 101)
3.1 Wiederholung - Begriffe

3.1.1 Zufallsexperiment
Zufallsexperimente lassen sich wie folgt charakterisieren:
e es wird nach einer bestimmten Vorschrift durchgefiihrt

e ¢s ist (zumindest prinzipiell) beliebig oft wiederholbar
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e mehrere Ausginge oder Ergebnisse sind moglich

e das Ergebnis eines einzelnen Experiments ist vorab ungewiss.

Beispiele hierfiir: Wiirfeln, Werfen von Miinzen, Erfassen der Blutgruppen, ...

3.1.2 Ereignisraum, Ereignisse, Elementarereignis

Stellt die Menge aller moglichen Ereignisse dar. Er wird mit €2 bezeichnet. Teilmengen davon nennt man
Ereignisse, 1-elementige Teilmengen Elementarereignisse. Die leere Menge @ wird als das undgliche
Ereignis bezeichnet.

3.1.3 Wahrscheinlichkeit

Kurz ausgedriickt: die Anzahl der giinstigen Ereignisse durch die Anzahl der moglichen.

P(A) Anzahl der giinstigen Ereignisse

~ Anzahl der moglichen Ereignisse

3.1.4 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Besagt, das das Ereignis A entweder zusammen mit Ereignis B oder B auftritt:
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

3.1.5 Additionssatz

Fiir die Vereinigung zweier Ereignisse A und B gilt allgemein:

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)
Wenn beide Ereignisse A und B disjunkt sind, dh AN B = ©, dann gilt folgendes:

P(AUB) = P(A) + P(B)

3.1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit
P(ANB)
P(B)
Diese Formel quantifiziert die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A eingeschrankt auf
die Menge, die dem Ereignis B entspricht. Aus der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt auch der Mul-

tiplikationssatz, mit dem sich die Wahrscheinlichkeit berechnen lésst, das zwei Ereignisse A und B
gemeinsam eintreten:

P(A|B) =

P(AN B) = P(A|B)P(B)

Wenn A und B unabhéngig sind, bedeutet dies, dass das Eintreten von B keinerlei Einfluss auf das
Eintreten von A hat. (P(A|B) = P(A)) Damit erhélt man den Multiplikationssatz und Additionssatz
flir unabhéngige Ereignisse.
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P(AN B) = P(A)P(B)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)

3.2 Wahrscheinlichkeiten in der Epidemiologie (S. 111)

Die Epidemiologie befasst sich mit dem Auftreten von Krankheiten in einer gréfieren Population. Auf-
gaben und Ziele sind zB das Erkennen von Ursachen und Risikofaktoren von Krankheiten, das Bestimmen
deren Verbreitung in der Bevolkerung, ...

3.2.1 Pravalenz (Punktpravalenz)

Ist der relative Krankenbestand zu einem Zeitpunkt - also die Wahrscheinlichkeit P(K}) fiir eine beliebige
Person aus der Population, zum Zeitpunkt t erkrankt zu sein. (eignet sich fiir Krankheiten die chronisch
sind oder wiederholt auftreten)

Die Punktpravalenz muss immer mit einem Zeitpunkt angegeben werden, auf den sie sich bezieht.

Die Pravalenz informiert iber die Auswirkungen einer Krankheit in der Gesamtpopulation.

Die Pravalenz ist eine a-priori Wahrscheinlichkeit.

3.2.2 Periodenpravalenz

Das Bestimmen von Punktpravalenzen kann bei Krankheiten mit kurzer Dauer schwierig sein. Die Peri-
odenpravalenz bezieht sich auf einen langeren Zeitraum. Dabei werden alle Personen beriicksichtigt, die
zu Beginn, wahrend oder am Ende des Beobachtungszeitraums erkrankt waren.

3.2.3 Inzidenz

Dies ist die Neuerkrankungsrate, also die Wahrscheinlichkeit P(K) fiir eine beliebige Person, wéhrend
einer Beobachtungszeit zu erkranken. Sie gibt im Prinzip an, wie grof das Erkrankungsrisiko fiir eine
Person ist. Die Inzidenz hat nur Aussagekraft bei Krankheiten, die in einem Zeitraum maximal einmal
auftreten.

Pravalenz = Inziden x durchschnittliche Dauer

3.2.4 Krankheitsspezifische Mortalitat

Darunter versteht man die Todesrate - also die Wahrscheinlichkeit P(K N T'), wahrend der Beobach-
tungszeit an der Krankheit K zu erkranken und daran zu versterben.

3.2.5 Letalitat

Ist die Tdédlichkeitsrate der Erkrankten - dh, die Wahrscheinlichkeit zu sterben, wenn man krank ist.
Formal: P(T|K).
Aus letzteren beiden lasst sich nun folgendes schliefien (bei Anwendung des Multiplikatinssatzes):

P(KNT) = P(K)P(T|K)
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oder in Worten
Mortalitat = Inzidenz * Letalitat
3.2.6 Kontagionsindex
Ist ein Mafl fiir die Ansteckungsfahigkeit, dh die Wahrscheinlichkeit mit der sich eine nicht immune
Person, die mit dem Erreger in Kontakt kommt, ansteckt.
3.2.7 Manifestationsindex

Ist die Wahrscheinlichkeit, mit der eine infizierte Person manifest erkrankt (die Krankheitsbereitschaft).

3.3 Bevolkerungsstatistiken (S. 114)
3.3.1 Spezielle Wahrscheinlichkeiten (S. 114)

e Natalitat
Geburtenrate - also der Anteil geborener Kinder im Verhéltnis zur Gesamtpopulation wahrend eines
Beobachtungszeitraums.

Anzahl lebend geborener Kinder / Jahr

Natalitat =
Populationsgrofie

o Fertilitatsziffer
Fruchtbarkeitsrate - das ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau im gebdhrfahigen Alter ein leben-
des Kind zur Welt bringt.

Anzahl lebend geborene Kinder / Jahr

Fertilitétsziffer =
critiatsiier Anzahl Frauen im gebéhrfahigem Alter

e Pearl-Index
Ein Risikomass beziiglich der Sicherheit einer Verhiitungsmethode. Er gibt an, wie viele von 100
Frauen in einem Jahr ungewollt schwanger werden, obwohl sie eine bestimmte Verhiitungsmethode
anwenden. Dieses Mass ist im Gegensatz zur Fertilitatsziffer keine Wahrscheinlichkeit!

e Sterbeziffer
Gesamtmortalitdt - Der Anteil der im Beobachtungszeitraum Verstorbenen.

Sterbegiffer — Anzahl gestorbene pro Jahr

Populationsgrofie
3.3.2 Sterbetafeln (S. 115)
Sie beschreibt die Verteilung von Lebensdauern und basiert auf folgenden Haufigkeiten:

e [y: Anzahl von Lebendgeborenen innerhalb eines Beobachtungszeitraums

e [,: Anzahl der Personen, die ihren x-ten Geburtstag erleben und danach noch unbestimmte Zeit
leben.
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e d, =1, —l,41: die Anzahl der lebend Geborenen, die zwischen dem x-ten und (x+1)-ten Geburtstag
sterben.

Der Einfachheit halber werden Lebensdauern typischerweise als diskretes Merkmal aufgefasst mit den
Ausprigungen x (Anzahl der erreichten Lebensjahre) und den absoluten Haufigkeiten d,.

Die Sterbeziffern sind die altersspezifischen Mortalitdtsraten mit

¢ gibt also die Wahrscheinlichkeit an, mit der man zwischen dem x-ten und (x+1)-ten Geburtstag stirbt.
w gibt hierbei das letzte in der Sterbetafel beriicksichtigte Alter bekannt. Man nimmt an: [,1; = 0 wobei
w typischerweise 100 gesetzt wird.

Somit lésst sich auch die Lebenserwartung eines x-jahrigen bestimmen:

+i21y

y=z+1

€r =

|~

Zur Herleitung dieser Formel:

1
€0 =3 + Anzahl der erwarteten vollendeten Lebensjahre =

]. do d1 dw—l dw
— 0—+1—+... -1 —
y H0g Hlgy ot 1= lo

OESE

1 1
5 + T[O(lo — ll) + 1([1 — lz) + 2(12 — lg) + ...+ w(lw — lw+1)] wobel lw+1 =0=
0

Die Verteilungsfunktion F'(z) gibt den relativen Anteil der Lebendgeborenen an, deren Sterbealter
kleiner als x ist.

ly
F(x):l—l—fiir()gxgw
0

3.4 Diagnostische Tests (S. 118)
3.4.1 Giitekriterien

Diagnostische Tests werden benutzt um grofiere Sicherheit beziiglich des Krankheitsstatus eines Patienten
zu gewinnen. Es gibt im Wesentlichen 2 Testergebnisse:

e ein positives Ergebnis (T), wenn die Person erkrankt ist (K)

e ein negatives Ergebnis (7_), wenn die Person nicht erkrankt ist (K)

Die Giite wird nun quantifiziert durch:



4 Diskrete Verteilungen (S. 125) 9

Sensitivitdt Dies ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(T|K) dass der Test bei einer kranken Person

richtig (also positiv) reagiert. (Logisch gedacht: je hoher dieser Wert, desto mehr positive Entscheidungen

gibt es also, wenn die Person krank war - sprich, desto ofter ist man mit dem Testergebnis richtig gelegen).
Man legt Wert auf eine hohe Sensitivitat wenn

e es sich um eine Krankheit mit schweren Folgen fiir den Patienten handelt
e cine Erfolg versprechende Therapie zur Verfiigung steht

e falsch positive Befunde mit vertretbarem Aufwand und ohne allzu grofie Belastungen fiir die betr-
effende Person geklédrt werden kénnen.

Spezifitat Gibt die Wahrscheinlichkeit P(T_|K) an, dass eine nicht erkrankte Person ein richtiges (also
negatives) Testergebnis erhilt. (selbige Uberlegung wie oben).

Man legt Wert auf eine hohe Spezifitiat wenn

e keine Therapie mit Aussicht auf Besserung bekannt ist

e die Therapie zu hohen finanziellen Belastungen fiihrt

e die Therapie schwere Nebenwirkungen hat

e die Nachfolgeuntersuchungen mit erheblichen Risiken und Belastungen verbunden sind

Im Idealfall sollten beide Werte 1 sein - sprich man liegt mit dem Ergebnis richtig.

3.4.2 Vorhersagewerte (S. 119)

Sie geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Testergebnis den richtigen Krankheitsstatus des Pa-
tienten anzeigen. Dabei versteht man unter dem positiven Vorhersagewert die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(K|T, ) und unter dem negativen Vorhersagewert die bedingte Wahrscheinlichkeit P(K|T_).
Die Wahrscheinlichkeit P(K |7 )bzwP(K|T-) liegt ja erst nach dem Testergebnis vor weshalb sie auch
als ’a-posteriori’ Wahrscheinlichkeit bezeichnet wird.

4 Diskrete Verteilungen (S. 125)
4.1 Die Binomialverteilung (S. 129)

Sie basiert auf dem Bernoulli-Experiment. Sie beschreibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis A
bei n unabhéngigen Beobachtungen 0,1,2, ... oder n-mal gezéhlt wird. (Ziehen-mit-zuriicklegen!)

e Das Experiment kann beliebig oft durchegfiihrt werden

e jedex X; nimmt mit der Wahrscheinlichkeit p den Wert 1 (bei Eintreten des Ereignisses A) und mit
der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p den Wert 0 an

e dann quantifiziert die Zufallsvariable X = X; + Xs + ... + X, wie hdufig bei n Experimenten A
eingetreten ist. X wird durch die Binomialverteilung beschrieben. X~ B(n,p)
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n
E(X)=> EX;=nxp
=1

Var(X) = ZVCLT(Xi) =nxpx*(1—p)

vlzumitoz nxpx*(1—p)
o

Die Verteilung ist rechts-schief wenn «; > 0 und links-schief, wenn v; < 0.

n

Pex =1 = (})ora -

4.2 Die Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung wird etwa bei epidemiologischen Untersuchungen eingesetzt, wo umfangreiche
Populationen vorliegen, jedoch das Eintreten einer bestimmten Krankheit bei einem Individuum recht
unwahrscheinlich ist. zB Geburten und Down-Syndrom (n = 2000, p = 0,0001).

X P()\)

A
EX =nxp=X=const,n — o0, p=—
n

Die Binomialverteilung kann durch die Poisson Verteilung approximiert werden, wenn n > 30Ap < 0, 1.
Wir wollen nun den Ubergang von B(n,p) — P(\) mit p = %, A = const machen.

EX = lim EX = lim n*xp= lim n*i:)\

n—oo n—oo n—oo n

VarX = lim n*xpxq= lim n*i*(l—é):/\—ur:\[\

n—oo n n
. q—p (1-2)-2 1
=1 =1 — R ——_ >
= Jim E =l e = S

Nun zur Herleitung der Poisson-Verteilung an sich.
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lim <1 = lim <1+>\) =e
n—oo n n— oo

4.3 Die Polynomialverteilung (S. 138)

Sie beschreibt eine Serie von Zufallsexperimenten, bei denen pro Beobachtung eines von k moglichen
Ereignissen Ajp, As, ..., Ax mit den Wahrscheinlichkeiten py,pa, ..., pr auftreten kann. (Anwendung zB
Blutgruppen).

(p1)™ .. (pr)"™*
nlx ok ny!

P(nl,ng,...,nk|p1,p2,...,pk) = * 7!

4.4 Die negative Binomialverteilung (S. 139)

Sie beschreibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis A gerade bei der j-ten Beobachtung zum r-ten
Mal eintritt. Diese Verteilung wird héufig zur Analyse von Wartezeiten verwendet.

X “NB(r,p)
spez: X "NB(1,p) — geometr. Vert.
SN
P =)= (17 )l firj =123,

r—

4.5 Die hypergeometrische Verteilung (S. 140)

Beschreibt n Beobachtungen, bei denen jeweils alternativ das Ereignis A oder A eintreten kénnen wobei
diese nicht unabhéngig voneinander sind. (ziehen-ohne-zuriicklegen!).

Die Zufallsvariable X " HG(n; N, M) gibt an, wie haufig das Merkmal A bei n Beobachtungen auftritt.
Die Wahrscheinlichkeiten fiir kK = 0, ..., n sind:
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N Personen
Population || M Personen mit Eigenschaft A
N — M | Personen mit Eigenscahft A
n Personen
Stichprobe | & Personen mit Eigenschaft A
n—k Personen mit Eigenscahft A
M N-M
P(X = k) = () * o)

N
()

Der Quotient p = M /N wird auch als Anteilswert bezeichnet. Aus ihm ergibt sich der Erwartungswert
sowie die Varianz.

M
E(X)=np=n* —
(X)=np nk <
N —
Var(X):Nin*n*p*(l—p)

Der Faktor %:71‘ entspricht der Endlichkeitskorrektur. Falls N im Vergleich zu n sehr grof} ist,

dann kann die hypergeometrische auch durch die Binomialverteilung angendhert werden.

5 Stetige Verteilungen (S. 145)
5.1 Die Normalverteilung (S. 148)

Normalverteilte Zufallsvariable X sind durch den Erwartungswert p und der Standardabweichung o ein-
deutig bestimmt.

e die Glockenkurve ist symmetrisch: f(u+ ) = f(u — 2)
e sie hat 2 Wendepunkte beiz =py—ocund x =p+o

e ihr Maximum liegt bei x = pu

Pla< X <b)=F(b) - Fl(a)

5.1.1 Die Standardnormalverteilung (S. 149)

Jede normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (u,0?) lisst sich in die Standardnormalverteilung Z~ N (0, 1)
transformieren durch:
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Mit ¢ bezeichnen wir die Dichtefunktion f von Z und mit ® die Verteilungsfunktion F von Z.

Transformation in Z: z informiert, um wie viele Standardabweichungen der entsprechende x-Wert vom
Erwartungswert p abweicht.

5.1.2 o-Bereiche, Referenzbereiche (S. 151)

Die Normalverteilung wird haufig dafiir verwendet, um quantitative, symmetrisch verteilte und eingipfe-
lige Merkmale zu beschreiben. Referenzbereiche kénnen nun vorgegeben werden, um zB Aktionen
auszulosen, wenn Werte auflerhalb dieser liegen: etwa pathologische Untersuchungen, etc.

Der 1 — o Bereich wird zB angegeben durch:

[ —o,p+ 0]
Der 95%-Referenzbereich wird ausgerechnet durch:

0,95 =P(—2<Z<—2)=28(z) -1
1
@(z):’?%:O,975<—>z:1,96

[w—1,960, 1+ 1,960]

5.1.3 Normalisierende Transformationen (S. 152)

Oft liegen keine symmetrischen bzw schiefe Verteilungen vor. Diese kénnen aber mittels Transformatio-
nen in eine entsprechende Normalverteilung iiberfithrt werden.

Eine rechts-schiefe Verteilung (dh, Gipfel am linken Rand, rechts langsam weit abfallend) kann zB tiber
Y = InX transformiert werden. Voraussetzung ist, dass alle z; > 0 sind. Dann ist X log-normalverteilt.
Die Art der Transformation, ob log oder sogar log-log, hangt von der Verteilung ab und muss empirisch
bestimmt werden.



5 Stetige Verteilungen (S. 145) 14

X LN (i, 0%)
YN (u,0?)
X =¢¥
P(X < d) = P(InX < Ind) = P(Y < Ind) — d( " —H)
g
Y_
p=3(z) = P(—L <2)=P(Y <zp50+p) =

P(eY < 6u+zp*a) — 1z, = ePTEp*o

Andere Transformationen fiir rechtsschiefe Verteilungen sind zBY = In(X+a),a > 0 oder Y = IninX.

links-schiefe Verteilungen lassen sich dann iiber Potenztransformationen in eine Normalverteilung
iiberfithren: ¥ = X5,

5.2 Séatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. 155)
5.2.1 Die Tschebyscheff’sche Ungleichung (S. 155)

Sie erlaubt die Abschétzung der Wahrscheinlichkeit, mit der die Zufallsvariable X um mehr als eine feste
Zahl vom Erwartungswert p abweicht.

1
P(IX — p| > ko) < =R fir alle k > 0 (e := ko)

Die Ungleichung gilt fiir alle stetigen Verteilungen, sowohl symmetrische als auch schiefe. Fiir sym-
metrische, eingipfelige Verteilungen gibt es von Gauf eine scharfere Ungleichung;:

4

o fiir alle k > 2/v/3 ~ 1,155

P(IX = p| > ko) <

5.2.2 Das Gesetz der groBen Zahlen (S. 157)

Es ist klar, dass sich der Erwartungswert einer Grundgesamtheit besser durch einen Mittelwert schitzen
lasst, je grofer der zugrunde liegende Stichprobenumfang ist. Das Gesetz der groflen Zahlen besagt nun,
dass sich ein Mittwelwert Z mit wachsendem Stichprobenumfang dem Erwartungswert p néhert. Formal
bedeutet dies:

_ 1 &
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Somit lasst sich folgendes herleiten:

B(X)=p
2
S g
VCLT(X) = F
g
Oz = —(—=

n

oz wird als Standardfehler des Mittelwertes bezeichnet und beschreibt im Prinzip die Variabilitét
der moglichen Mittwelwerte. (alle X; sind unabhéingige Zufallsvariable).

5.2.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Sagt aus, das unter sehr allgemeinen Bedingungen die Summe einer groflen Anzahl von Zufallsvariablen
normalverteilt ist, wenn die X; unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable sind.

ZX¢~N(R*/1,TL*O'2)

asymptotisch fiir n — oo gilt dann

X, — X —
X Xi—nxp — - N0, 1)

Zn
\/H*U ﬁ

Daraus folgt

e dass eine Zufallsvariable normalverteilt ist, wenn zahlreiche Einfliisse additiv und unabhéngig
voneinander zusammenwirken

e dass die Verteilung von Mittelwerten X ~ N (u, %2) ist asymptotisch fiir n — oco. (in der Praxis:

n > 25)
e dass eine Binomialverteilung fiir ein hinreichend grofies n duch die Normalverteilung angenéhert
werden kann mit dem Erwartungswert p = np und der Varianz 02 = npq, wenn npg > 9 ist.
5.2.4 Bedeutung der NV
e empirische VT: belebte Natur ’strebe’ NV an. Dieser Ansatz stimmt nicht.
e approximative VT: eventuell Transformationen bzw Approximationen (B oder P)

e Verteilungen fiir statistische Kenngroen insbesondere X

5.3 Die Verteilung von Uberlebenszeiten (S. 162)
5.3.1 Wichtige Begriffe

e Uberlebenszeit
Ist die Dauer zwischen einem definierten Anfangsereignis und dem Eintritt eines zufallsbedingten
Endereignisses. (zB Geburt - Tod) Wenn ein Lebewesen von der Geburt bis zu seinem Tod
beobachtet wird, so spricht man von Lebensdauer.



5 Stetige Verteilungen (S. 145) 16

e Uberlebensfunktion )
Sei T' (oder X) eine Zufallsvariable zur Beschreibung der Uberlebenszeit. Diese kann logischerweise
nur positive Werte annehmen. Dann ist die Uberlebensfunktion definiert als:

F(t) = P(X <t
s(t) = P(X > 1) =1— F(t)

s(t) beschreibt dabei die Uberlebensfunktion (survival function) und gibt die Wahrscheinlichkeit
an, mit der ein Individuum den Zeitpunkt ¢ tiberlebt.

e Bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit
Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Individuum, welches den Zeitpunkt t tiberlebt hat, eine
weiter Zeitspanne At iiberleben wird.
Die Bedingte Wahrscheinlichkeit allgmein setzt sich folgend zusammen:

P(ANB)
P(AB) = ———
(41B) P(B)
Daraus kann die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit hergeleitet werden:

PX>t+AtNX >t
PX > t+ AllX > 1) = DX HAINX >0

P(X >1)
P(X >t+At)  s(t+ At)
PX>t) s

e Bedingte Sterbewahrscheinlichkeit

Pi<X<t+AtNX >t
Pt<X <t+A{X >t)= (t<X<t+ >):

P(X >1)
Pt <X <t+At)  F(t+At) - F(t)
P(X >t) N s(t)

e Momentane Sterberate (Hazard-Rate)
Ergibt sich aus folgender Beziehung:

wobei

ft) =F'(t)

Die momentane Sterberate hat den Vorteil gegeniiber der Mortalitdt, das sie unabhingig vom
Beobachtungszeitraum ist und fiir jeden Zeitraum ¢ angegeben werden kann.
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Sie ergibt sich aus der bedingten Sterbewahrscheinlichkeit

. Pt< X <t+At|X >t
P(t) = limago T\ (AX > _

: Fi+A)—F@) 1y 1 f(O)
lzmAt—>0 At % =r (t)% B @

e Interpretation von r(t)
In linearer Approximation ist (fiir ein hinreichend kleines At) bekanntlich

F(t+ At) ~ F(t) + F'(t)At

Daher gilt, fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum, nachdem es den Zeitpunkt t erlebt hat,
im darauf folgenden Zeitintervall der Lange At stirbt (=bed. Sterbewahrscheinlichkeit)

F(t+ At) — F(t)
s(t)

F(t)+ F'(t)At— F(t) _ f()At
s(t) Cos(t)

Diese Wahrscheinlichkeit ist also in linearer Naherung das Produkt aus

Pt< X <t+At|X >t)=

~

r(t)At

— momentaner Sterberate

— Léange des Zeitintervalls

und somit proportional zu At.
Mit At =1 ergibt sich daraus

r) =~ Pl<X <t+1|X >1)

Das bedeutet, dass die Ausfallrate r(t) folgendermassen interpretiert werden kann:
r(t) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum, nachdem es den Zeitpunkt (das Alter) t erlebt
hat, wéhrend der folgenden (kleinen) Zeiteinheit stirbt.

Wichtig ist auch, wie man r(¢) dazu verwenden kann, um s(¢), F(¢) und f(t) auszudriicken! (siehe
Skriptum)
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5.3.2 Die Exponentialverteilung (S. 164)

Im einfachsten Fall lisst sich die Uberlebenswahrscheinlichkeit modellieren als

s(t)=P(X >t)=e M

wobei A > 0. Daraus folgt weiters:

Ft)=1-s(t)=P(X <t)=1—e*
ft)=F'(t) = e

Man kénnte auch die Exponentialverteilung als Spezialfall der Sterberate sehen mit r(¢t) = A (also

konstant).
t t
/ r(r)dr :/ AdT = Xt
0 0

Die Exponentialverteilung hat einige bemerkenswerte Eigenschaften. Die Wahrscheinlichkeit, noch
eine Zeitspanne der Liange At zu leben, ist also unabhéngig vom Alter. Deshalb wird die Exponen-
tialverteilung auch gedachtnislose Verteilung genannt. Wegen dieser Eigenschaft ist die Sterberate kostant.
Die Exponentialverteilung wird deshalb zur Beschreibung von Lebensdauern nicht alternder Objekte
oder von Uberlebenszeiten bei Individuen herangezogen. Beispiel: das Uberleben nach einer schweren
Krankheit mit kurzer Lebenserwartung.

Wichtige Kenngroflen sind noch der Median, der Erwartungswert und die Varianz. Diese sind umso
grofer je kleiner die momentane Sterberate A ist. Die Schiefe betragt grundséatzlich 2 - die Verteilung ist
also rechtsschief.

N—ll 9
fi=xln
_1
=3
1

2 _
” =

5.3.3 Weibull-Verteilung (S. 165)

Sie kann als Spezialfall der Exponentialverteilung gesehen werden bzw umgekehrt.

Ezxzp(\) = WB(\1)

Eine Zufallsvariable X heifit Weibull-verteilt mit den Parametern A > 0 und v > 0 wenn fiir ihre
Verteilungsfunktion gilt

fir t > 0.
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f(t) = Mt te A
r(t) = Myt !

5.4 Priifverteilungen (S. 166)
5.4.1 Die Chi? Verteilung (S. 168)
Beschreibt die Verteilung des Quadrats einer standardnormalverteilten Zufallsvariable. Sie ist immer
rechtschief. Fiir den Erwartungswert von x? = Z2 gilt:
EZ? =VarZ +(EZ)*=1— EZ*> =VarZ + (EZ)*=1+0*=1

Voraussetzungen:

1. Z4,...Z, sind unabhangig

2. Z;"N(0,1) firi=1,...n

E(iZﬁ):iEZ?:ibn
1 1 1

Var(z Z?) =2n
1

8

Y1 =47/
n

n
>z} x
1

n

Xi— o~
Y ()P
1 g

Xi—X 5.
Z(T)z X%—1
1

n U n

Xi—X n—11 = n—1 -
K )? = =S (X - X)?P =872,
1 g =1 g

5.4.2 Die F-Verteilung (S. 170)

Seien S? und S? die Varianzen von 2 unabhingigen Stichproben aus 2 normalverteilten Grungesamtheiten
mit der gleichen Varianz. ni,ns sind dabei die Stichprobenumféange.
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F = o2 = Fnlflgngfl

Mit der vereinfachten Bezeichnung X? fir eine Zufallsvariable welche x? verteilt ist, gilt auch dass
diese Zufallsvariable

2
2 o 2 2
Sl 'IL]-anl_l o Xni—1 N2 — 1

= 2 2 —
Xno—1 Xny—1 11 1

Fn 1; - 5G9 —
1—1ine—1 2 o2
S5

no—1

ist.

6 Schatzverfahren (S. 173)

Hier bedient man sich der Methoden der induktiven (schlieBenden bzw anayltischen) Statistik um aus
einer zufélligen Stichprobe, die repréasentativ fiir ein tibergeordnetes Kollektiv ist (die Grundgesamtheit)
und deren Verteilung bekannt ist, Schatzungen beziiglich bestimmter Charakteristika zu machen.

6.1 Punktschatzungen (S. 173)

Ein Verfahren, bei dem ein unbekannter Parameter durch einen einzigen Wert geschétzt wird, einen
Punktschétzer. Die Schatzfunktion oder auch Schéatzer genannt ist eine Vorschrift, nach der aus den
Daten einer Stichprobe des Umfangs n ein angenéherter Wert fiir den unbekannten Parameter berechnet
wird.

6.1.1 Kriterien zur Giite einer Schatzung (S. 174)

1. Erwartungstreue
Fordert, dass der Durchschnitt (genauer: der Erwartungswert) aller theoretisch denkbaren Schatzwerte
aus den Stichproben des Umfangs n mit dem unbekannten Parameter iibereinstimmt. Eine er-
wartungstreue Schiatzung heifit unverzerrt.

2. Konsistenz
Varianz der Schéatzfunktion soll mit n gegen unendlich gegen 0 gehen.

3. Effizienz
Die Varianz soll also moglichst gering sein. Eine hohe Effizienz sagt aus, dass der Schéitzer auch bei
geringer Stichprobengrofie n brauchbare Werte liefert.

4. Exhaustivitat
Er ist erschopfend, wenn er moglichst alle Informationen beriicksichtigt.
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6.1.2 Spezielle Schatzfunktionen (S. 175)

Erwartungswert
E(X) = ... erwartungstreu
2 2
- n *
Var(X) = 20 =2 0 filr n — oo ... konsistent
n n
Median

X ist erwartungstrew: EX = [

7TO'2

VarX = = —
ar 2n

Voraussetzungen: Verteilung ist stetig und symmetrisch!

Varianz

7 Tests zum Vergleich von Haufigkeiten (S. 229)

7.1 Der Binomialtest fiir eine Stichprobe (S. 229)
7.2 Chi*-Tests (S. 231)

Sie dienen zur Analyse von Héaufigkeitsunterschieden. Da sich Haufigkeiten bei jeder Merkmalsart und
jede Skalenniveau ermitteln lassen, sind diese Tests sehr vielseitig anwendbar.

7.2.1 Der Chi’*-Vierfelder Test (S. 231)

7.2.2 Der Chi%-Test fiir k x| Felder (S. 236)

7.2.3 AssoziationsmaBe fiir qualitative Merkmale (S. 237)

Sie beschreiben die Stirke eines Zusammenhangs.

Phi-Kooeffizient Beschreibt den Zusammenhang zwischen 2 Alternativmerkmalen. Er weifit bei 0 auf

vollkommene Unabhéngigkeit hin. Er ist signifikant grofler als 0 wenn das Ergebnis des Vierfeldertests
signifikant ist.

=/
n

Assoziationskoeffizient nach Yule (S. 52) Er nimmt den Wert 0 an, wenn ad = bec (vollkommene
Unabhéngigkeit). Ansonsten erstreckt sich @ zwischen -1 und 1.

ad — be

@= ad + be
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Odds Ratio (S. 51) Dies ist ein Assoziationsma8, das den Grad eines Zusammenhangs zwischen 2
Alternativmerkmalen quantifiziert. Es wird gebildet, indem man aus den H&ufigkeiten im Inneren der
Vierfeldertafel das Kreuzprodukt bildet. Ein Odds Ratio mit dem Wert 1 zeigt, dass kein Zusammenhang
zwischen den beiden Merkmalen besteht.

ad
OR = e

7.2.4 Der McNemar-Test (S. 238)
7.2.5 Der Logranktest (S. 242)

Er dient zum Vergleich von Verteilungen von Uberlebenszeiten bei 2 unverbundenen Stichproben. Seine
Besonderheit ist, dass er auch zensierte Daten angemessen beriicksichtigt. Mit ihm wird beispielsweise
iiberpriift, ob sich eine Therapie oder ein prognostischer Faktor auf die Uberlebenszeit oder allgemein
auf die Zeit bis zum Eintreten eines bestimmten Endereignisses auswirkt.

Hy: S =5 & Sl(x) = SQ(J?)
H: 5 7& Sy & Sl(I)—' = SQ(I)

Tab. 1: Hypothesen des Logranktests

Seien die Stichproben gekennzeichnet durch j = 1,2 und die Zeitpunkte ¢; fir i = 1...k (wobei t; = 0),
so gilt folgendes:

dj; Anzahl der Endereignisse in Stichprobe j zur Zeit ¢;
d; Summe aller Todesfélle in Stichprobe j dh Zle dj;
Cji Anzahl der zensierten Daten in Stichprobe j zur Zeit [t;—1,t;)

njo :=mn; Anzahl der Beobachtungseinheiten in Stichprobe j

Somit ist

Nji 1= Nji—1 — djsi—1 — Cji
bzw.

Nji — dji = Cjjip1 = Njiig1

k

Toss
€; ;( 1i + 2)n1i+n2i
fir j = 1,2. Daraus folgt weiter
- ni; Thos
e1ter=..= Y (di+dy)(—— + 2%y

7 niy; + N2 N1+ No;

o
Il

(dii +doi) = di + do

-

o
Il
s



8 Risikostudien (S. 261) 23

es =diy +do —e1
Die Teststatistik fiir den Logranktest lautet

dy — 2 do — 2
s (di—e1) n (dg — e2)
€1 €9

mit f = 1 Freiheitsgraden.

Die Hy Hypothese Hy : S; = So wird abgelehnt < x? > X%;lfa'

7.3 Ausblick auf die logistische Regression (S. 245)

Die logistische Regression ist ein multiples Verfahren, mit dem es moglich ist, die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten eines bestimmten Endereignisses basierend auf mehreren Einflussgréofien zu modellieren.

8 Risikostudien (S. 261)

8.1 Deskriptive Studien (S. 264)
8.1.1 Fallberichte (S. 264)

Ist eine ausfiihrliche Beschreibung eines interessanten Einzelfalls oder einiger weniger Falle.

8.1.2 Fallserien (S. 265)

Unterscheidet sich von Fallberichten durch die Anzahl der involvierten Patienten. Ist eine einfache
deskriptive Studie an einer grofleren Gruppe von Personen, die an einer bestimmten Krankheit leiden
und dartiber hinaus einige Besonderheiten aufweisen.

8.1.3 Pravalenzstudien (S. 266)

Sind Querschnittstudien, in denen bei jedem Teilnehmer erfasst wird, ob er an einer bestimmten Erkrankung
leidet und ob er exponiert ist.

8.1.4 Populationsstudien (S. 266)

Unterscheiden sich von anderen Studien, dass nicht Individuen untersucht, sondern Gruppen oder Lénder
zugrunde gelegt werden.

8.2 Fall-Kontroll-Studien (S. 267)

Hier werden Félle (Patienten, die an einer bestimmten Krankheit leiden - K') und Kontrollen (Personen,
die von dieser Krankheit nicht betroffen sind - K) beziiglich eines oder mehrerer Faktoren miteinander
verglichen. Sie sind retrospektiv und analytisch. Die Félle werden meist aus Kliniken oder aus Arzt-
praxen rekrutiert. Es ist sinnvoll, eine gute Verteilung von neu diagnostizierten Fillen (Inzidenzfille)
und bereits ldnger erkrankten Personen (Pravalenzfélle) zu nehmen. Die Wahl der Kontrollen muss wohl
iiberlegt werden (nicht erkrankt an K, reprisentativ, vergleichbar, ...). Moglichkeiten fiir die Wahl der
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Kontrollen: Populationsbasierter Ansatz, Krankenhausbasierter Ansatz, Kontrollen aus dem Umfeld der
Félle, Mehrere Kontrollgruppen.

8.2.1 Matchen (S. 268)

Problem bei Fall-Kontroll-Studien: es kann sein, dass Falle nur junge Individuen sind und Kontrollen
nur alte oder umgekehrt.

1. Paarweises Matching
Dabei wird fiir jeden Einzelfall eine passende Kontrolle gesucht, die mit dem Fall in einigen relevan-
ten Merkmalen iibereinstimmt. So erhélt man strukturgleiche Gruppen beziiglich der gematchten
Merkmale.

2. Gruppen-Matching
Hier wird versucht eine Kontrollgruppe zu finden, in der die Haufigkeitsverteilung der Merkmale
dhnlich der Verteilung in der Fallgruppe ist.

8.2.2 Biasquellen (S. 269)
Es kann diverse systematische Fehler (Bias) geben:

1. Selektionsbias
Wenn sich Fall- und Kontrollgruppen in wesentlichen Eigenschaften unterschieden. Lésung: Matchen

2. Informations-Bias 1
Dies ist der Recall-Bias - Félle, die von der Krankheit betroffen sind, kénnen sich an Ereignisse
besser erinnern als Kontrollen.

3. Informations-Bias 2
Man verschweigt manchmal 'negative’ Eigenschaften des Falles.

4. Bias durch Confounder
Besonders grofi. Confounder sind Einflussfaktoren, die zwar auf ein erhohtes Risiko hinweisen, aber
selbst nicht fiir das Entstehen der Krankheit verantwortlich sind.

8.2.3 Odds-Ratio (S. 271)

Zusammenhang zwischen 2 Alternativmerkmalen. zB Chi2-4-Felder-Test. Das Odds-Ratio ist als Anniherung
fiir das relative Risiko zu sehen.
a/c und b/d als Schitzwerte fir die Odds (Chancen).

P(R|K) P(RIK)
P(R|K)" P(R|K)
R ... Risikofaktor liegt vor. Schatzwert fiir die

Odds =

= a—d ~ RR s.S. 274

OR = b

o I
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Bei paarweisem Matchen sollte der McNemar Test angewandt werden!

8.3 Kohortenstudien (S. 272)

Eine Kohortenstudie ist eine prospektive, longitudinale Studie, bei der eine grofie Gruppe (Kohorte) von
Personen, die in unterschiedlicher Weise exponiert und nicht erkrankt sind, eine Zeit lang beobachtet
werden.

8.3.1 EffektmaBe (S. 273)

Erkrankungsrisiko:  bei Vorliegen eines Faktors R = P(K|R). Demnach ist P(K|R) die Wahrschein-

lichkeit zu erkranken, wenn der Faktor R nicht vorliegt.

Absolute Risikorediktion -
ARR = P(K|R) — P(K|R)

Number Needed to Treat (NNT)

NNT =1/ARR
Relatives Risiko / Odds Ratio KR
- i
Relative Risikorediktion PK|R) - P(K|R)
A= =5 @m

8.3.2 Biasquellen (S. 276)

Studienabbrecher (Drop Outs) kénnen zu einem Selektionsbias fithren. Ein Informationsbias kann auftreten,
wenn Teilnehmer die exponiert sind, haufiger untersucht werden als andere Personen.

9 Studien zu Therapie und Prognose

9.1 Prognosestudien (S. 306)
9.1.1 Begriffe

e Kohortenstudien
Gruppe von Personen, die gleiche Voraussetzungen haben und beobachtet wird iiber einen zeitlichen
Verlauf.

e Natiirlicher Verlauf
Was passiert, wenn ich die Person nicht behandle? (Die Prognose ohne medizinische Intervention)

e Klinischer Verlauf
Bezeichnet die Prognose, wenn eine entsprechende Behandlung erfolgt.
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o Letalitat
Wahrscheinlichkeit zu sterben, wenn man erkrankt.

e Mortalitéat
Wahrscheinlichkeit zu erkranken und zu sterben.

o Rezidivrate
Riickfall von Krankheit

e mediane Uberlebenszeit
Die Halfte der Personen lebt weniger lang, die Halfte langer

e Remission
voriibergehendes Nachlassen von Krankheitserscheinungen

e 5-Jahres-Uberlebensrate
5(5) oder 1 — F(5)

9.1.2 Die Kaplan-Meier-Methode (S. 307)

Sie dient der Schiitzung von Uberlebenszeiten - bzw zum Schétzen von s(t). Die Schéitzung wir dann als
3(t) bezeichnet. Ublicherweise kommt es bei Studien zu Studienabbrechern (Drop-Outs), die die Studi-
energebnisse verfdlschen. Die Kaplan-Meier-Methode arbeitet aber mit einer dynamischen Stichprobe,
die erst verringert wird, wenn Personen aussteigen. Die Information wird also nicht 'verschenkt’.

e Die Studie startet mit n Patienten. Diese Anzahl reduziert sich im Laufe der Zeit.

e Endereignisse werden mit ¢ < to < ... < t; bezeichnet. Die Anzahl der Patienten zum Zeitpunkt
jeweils mit dy,ds, ..., d.

e Anzahl der Patienten, die unmittelbar vor einem Zeipunkt ¢; noch in der Studie involviert sind,
werden mit n; bezeichnet.

Beispiel: Annahme bei t = 25 leben noch 79 Personen. Ab t = 28 scheidet 1 Person aus; bei ¢t = 30
scheiden 2 Personen aus; bei t = 31 stirbt die nachste Person.

79

s muss zwischen dem 25ten und 31ten Tag nicht verdndert werden. Ab ¢ = 30 sind noch 76 Personen
lebend in der Studie.

5(31) = 5(25) = %

Daher ist

n; = (nj—1 —di—1) — ¢, i =1k

ng :=mn,dp:=0,(n1 =n—c1)
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to:=0 Beginn des Beobachtungszeitraums
tx+1 =1, | Ende des Beobachtungszeitraums
¢i Anzahl zensierter Beobachtungen (censured date) [¢;—1,t;)
d; Anzahl kritischer Endereignisse zum Zeitpunkt ¢; (deaths)
n; Anzahl Personen, die unmittelbar vor ¢; noch beobachtet werden
Dann gilt:
5(0)=1

fir i =1,...k und

fur t € [ti,t“_l),i =0,1, k.

10 Ubersicht

10.1 Verteilungen und deren Annaherungen
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10.2 Tests

Hier soll nun kurz eine Zusammenfassung stehen, wann welcher Test
Teststatistik lautet.

zum Einsetzen ist und wie seine

Uberlebenszeiten bei 2 unver-
bundenen Stichproben. Beson-
derheit:  Beriicksichtigung von
zensierten Daten.

Test Anwendung Hypothesen Teststatistik
V2 _ (di—e1)® | (da—e2)®
Ho: $i=S | mit f =1 Freiheitsges
Logranktest || Vergleich der Verteilungen von 0 102 mit f =1 Freiheitsgraden.
H1 . Sl ?é 52

H, ablehnen wenn
X2 > Xilfoz

Tab. 4: Ubersicht zu den Tests



