Formelsammlung: Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie

Kapitel 1: Deskriptive und explorative Statistik

~ 1<
Empirische Verteilungsfkt (S15):  F»(2) = - Z;ﬁ—m](wi% z€R

Quantile (S24): o1

Typ7
Bei Typ7 : .
1.Pkt=0 o | «,_ . |
Danach : . : :
1/(n-1) ° ° ° °
e
Median (S24): u.Hinge(Q1) / 0.Hinge(Q3): LFence: UFence:
cpey  falls n—2+1 (dhnungerade) Median der beiden Halften Q1-1.5(Q3-Q1) Q83+1.5(Q3-Q1)
z:{ oy + et (Bei n=ungerade => Median mitzahlen)
- falls n=2k (d.h.n gerade)

Whiskers: Punkt, der noch innerhalb der Fences liegt. AusreiBer: Punkte, die ausserhalb der Whiskers liegen.

Arith. Mittelwert gewicht. Mittelwert geom. Mittelwert harm. Mittelwert MAD
n

1/n
g i : W — " 1o,
T, = E E Z; Ty = E g:T; H.’El n n 1 MAD = ;Z;zz*z‘
im1 i=1 =1 Z;
i=1 "t

Varianz Stichprobenstreuung Verschiebungssatz (Wenn n = GroB)

1 & _ 1 [& _ 1 [ (X, z:)
P

Kapitel 2: Wahrscheinlichkeit

Bayes’sche Formel (S86) Odds-Form Bayes’sche Form (S86) Unabhéangig von 2 Ereignissen
} PH|A) _  PH) P(AlH) .
P(CIA) = o AP P(HA)  P@E) P(AR) P(AB) = P(A)P(B)
Z P(Ale )P(Cj ) A-posteriori-Odds ~ A-priori-Odds  Likelihood-Quotient

Kapitel 3: Stochastische GroéBen und Verteilungen

Verteilungsfunktion (S114) Allgemein (S114) linksseitiger Grenzwert (S114)

Fx(z) =P(X<z), z€R P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) P(X=z)=F(z)—F(z—) fir z€R
Verallgemeinerte Inverse (S116) p-Quantil (S117)

Fly) =inf {z|F(z) >y} fir ye(0,1) z,=F'(p) fir pe(0,1)

Diskrete Verteilungen:

Wahrscheinlichkeitsfunktion (118) Verteilungsfunktion (S118) Erwartungswert  Erwartungswert
px(z)=P(X =1z) fir z€ Mx Fx(@)=P(X <o)= ¥ px(z), ceR E(X) = 3 ap(e) Funktion

E(Y) =) g(@)px(z)

€S



Stetige Verteilungen:

Erwartungswert (S134) Erwartungswert (Funktion) LotUS Allgemein
B(X) = [ 2f@)ds BY) = [ o(a)fx()do
Verteilungsfunktion (S119) Dichtefunktion (S120) gemischte Verteilung (S123) Median(0.5-Quantil)
T b
d , m 11
Fx(z) = P(X <z) = / Fx () dt o ix(@) = Fx(2) = fx(z) Zp(zl) + /f*(a:) dr =1 o5 = Fx' <§>
—oo i=1 o
Transformationssatz fiir Dichte (S129) Jacobian (S129) Verschiebungssatz Varianz
1 _ds_dgy) 1 2 _ 2 2
Fr@) =fx(g7'W) ‘dgTy(y)', y €Sy TR TR ) ox = E(X%) — DE(X)]
dz

Bestimmung der Verteilungsfunktion aus der Grafik
y1 + ((1-y1) *x/x2) =1

Kapitel 4: Spezielle Verteilungen

Diskrete Verteilungen

Erwartungswert Varianz

1< 1
EE ;=17 EE (xi—f)z
i=1 i=1

Bernoulli Verteilung X ~A(p)
W-Funktion Erwartungswert Varianz

p@)=p"(1-p)'™" fir z€{0,1} EX) =Y op"1-p)'*=O1-p)+OE=p Var(X)=EX?)—E(X)=p—p*=p(l—p)

Binomialverteilung X ~ B(n,p)

W-Funktion Erwartungswert Varianz Anzahl Versuche
o) = (1) - E(X) = n, V) =i -p) (7)<t
z z zl(n — z)!

S =" (Z)Pw(l -p)" T =[p+(1-p)]" =1

=0 z=0

Negative Binomialverteilung X ~ NB(n,p)

W-Funktion Erwartunaswert Varianz
-1 _
plz)=P(X =1) = (:_ 1)#(1 -7 E(X) = C, Var(X) = r(1p2 p)
p
Geometrische Verteilung X ~ G(p)
W-Funktion Erwartungswert Varianz
@ 1 1-—
po)=PX =2)=p(-p)"  E(X) =, Var(X) = = *
Hypergeometrische Verteilung X ~ H(N, A, n)
W-Funktion Erwartungswert Varianz
A\ (N-A
A A A\ N —
p(z):P(X:z):(z)(jgil), E(_X):n—, Var(X):nN (1—N) N_;L
() N
Poisson Verteilung X ~ P(1)
W-Funktion Erwartungswert Varianz
AEeA _
p(z) = P(X = 2) = E(X) = ), Var(X) = A

z!



Stetige Verteilungen
Stetige uniforme Verteilung X ~ U(a, b)

Dichte Verteilungsfunktion

fir z € (a,b) 0 fr

f(Z)z{b—a ) F(z) = ::Z
0 fir z¢(a,b)

rz<a

fir a<z<b

1 fir

Exponentialverteilung X ~ Exp(})

z>b

Dichte Verteilungsfunktion
1
— 2 oT/T i3 1 _ AT
f(z) e fir >0 F(CE) =1l—e¢
f(a:):)\e—)‘z fir z>0 Gedichtnislosigkeit

P(X>s+t|X >s)=P(X >1)

Gammaverteilung X ~ P («, 4)
Dichte Gammafunktion

aa—1,—Az 7
A%z e () :/u"*le*“du fir a>0

Fiir X ~ xX2(n):

Normalverteilung X ~ N(u, 02)
Dichte StandardN-Verteilung

§@) = ——ew H (= “)} o) = \/%

Standardisierung

—z2/2

e

Fz(z):P(Zgz):P<X;
Quantile (p <0.5)
Zp = TRl1-p

ng) =P(X <p+oz)

E-verteilung X ~ F(m, n)

Dichte Quantile
m+n m m/2 =22 Fm . 1
fla) = Fm< 2 n) (n) N ;P Fromis
r(5)r() [+ ()4l
T-Verteilung X ~ t(n)
Dichte Quantile
3 <%1> 22\ 2 tn;P = _tn; 1-p
f(z) = VT (%) (1 + ;>
Betaverteilung X ~ Be(a, b)
Dichte Quantile

1 a—1¢1 _ ,.\b—1
B(a,b)x 1-2)

Erwartungswert
_a+b

E(x) = 41°,

Erwartungswert

Erwartungswert

=af,

Erwartungswert

E(X) =n,

Erwartungswert
E(X) = u,

affine Transformation
X=p+o0Z mit Z~N(0,1)

Erwartungswert

Erwartungswert
E(X)=0

Erwartungswert
a

Varianz
(b= a)?
Var(X) = 13
Varianz
Var(X) = % =72
Var(X) = % =T
Varianz

Var(X) = % = af?

Varianz
Var(X) = 2n

Varianz
Var(X) = o2

Quantile
Tp=p+ 02,

Varianz
2n%(m +n — 2)

V) = - 22— 1)

Varianz

Var(X n

):n—2

Varianz

b
Var(X) = a

(a+b+1)(a+b)?



Kapitel 5: Multivariate Verteilungen

Verteilungsfunktion W-Funktion Erwartungswert

Ty T2 oo

F(zy,z0) = / /f(wl,wz)dwldwz P((Xl,Xg) EB) ://f(zl,zz) dzidzo E(X)) = /xlfl(gjl)dzl

—00 —00 —oo

Randdichten Bedingte Wahrscheinlichkeit (Diskret)
X1 filz) =7/ f(z1, 22) dzo Xo: fa(z2) =7/ f(z1, z2) dzy PXy=zy| Xy =11) = P(X}J(zxgil’:X;l): z2) = pg%;f;)
Bedingte Dichte (stetig) Bedingter Erwartungswert Bedingte Varianz
Z1,T 7
f(z2|z) = % E(X,|z,) = /zzf(zz|zl) dz, Var(Xs|z,) = E(XZ|z,) — [E(X2|x1)}2
Kovarianz Korrelationskoeffizient Unabhéngigkeit (stetig) Unabhéngigk. (diskret)
oy CVXY)  on _ -

E(XY) — pipa P Y = e Ve T)  owos f(z1,22) = fi(21) fo(21) fa(z2) = f(zo|z1)
Verteilungsfunktion mitHerleitung (u.a. Seriellsystem) Verteilungsfunktion (ua. Parallelsystem)

Achtung: e”0 =1

Foin(y) =PM1<y)=1-P(Y1>y)

Fmax(y) = H FZ(?J)

=1-PX:>y,Xo>y,...,Xn >y)

=1-[[PXi>v)

=1-J[[1-PXi <y)] Fain() =1~ [[[1 - )]

i=1 i=1

Kapitel 6: Folgen von stochastischen GréBen

Erwartungswert (u.a. Linearkombination) Wie oft muss man im Mittel eine Miinze werfen,

n sodass beide Seiten zumindest einmal vorgekommen
E(T) = Z%‘E(Xi)

=1

E(X):N<%+L+m+1>

N-1
Normal roximation r B(n,p)-Verteilun Normalapproximations der Poisson-Verteilung
z+1/2—np T+1/2-X
PXn<z) = @ | —————r PX<z)m~o(—L =
( ) ( "P(FP)) (X <2) ( VA )
b+1/2—mnp a—1/2—np
Pa<X,<b) = ® ) b+1/2—-X a—1/2— X
esxesn = (U)o () Posx s wn (L) g (11220)
(Wenn Wert nicht in Tabelle, abs(Wert) ablesen =>
Tabellenwert)
Additionstheoreme: Bernoulli Verteilung Binomial Verteilung:
Xi~Ap), i=1,2,...,n, va. = inwB(n,P) Xi~B(ni,p), i=1,2,...,n, ua. = inNB<inuP>
1= i=1 i=1
Poisson Verteilung Geometrische Verteilung
X;~P(N\), i=1,2,...,n, ua. = iX"NP(i/\i> X;~G(p), i=1,2,...,r, uva. =—> iXiNNB(r,p)
i=1 =1 i=1
Exponential Verteilung Gamma Verteilung
X; ~Exp(}), i=1,2,...,n, va. = z":X,~Gam(n,/\) X; ~ Gam(ay, ), i=1,2,...,n, ua. = iXirvGam (Xn:ai,)\>
=1 i=1 i=1
Normal Verteilung Chiquadrat Verteilung:
Xi ~N(pi,0f), i=1,2,...,n, va. = zn:Xz ~N (i#ui:‘ﬂz) X;~ X3 (ma), i=1,2,...,n, ua. = i:X,- ~x? (in,)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Mit Konstanten ag,as,...,a, gilt etwas allgemeiner:

Xi~N(pi0), i=1,2,...,n, va. = Y aXi~N (Za,ﬂ,,zazﬁ)
i=1 i=1 i=1



Kapitel 7: Schliessende Statistik

Maximum Likelihood Schétzer (diskret)

L) = [[ p(z::6) fir 6o

i=1

Statistische Tests
p-Wert

Maximum Likelihood Schétzer (stetig)

L(0) = ﬁf(zl,é) fir 6€©
i=1

Bezug zum klassischen Testen: Ein klassischer Test ergibt sich dadurch, dass eine Hy, deren
p—Wert kleiner als « ist, auf dem Niveau a verworfen wird. Anders ausgedriickt:

Test fiir den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz 02 bekannt) [S301]

Nullhypothese: Ho : b = po Alternativhypothese H; Ho verwerfen, falls
L. X, — K po | Zo| > 21-a/2
Teststatistik: ~ Zo = —" L0
o/ B> o Zy> 21_a
» < o Zo < Za (: 73170‘)
.. . i . . 2
Test fiir den Mittelwert einer Normalverteilung (Varianz o~ unbekannt
Nullhypothese: Ho:p=puo Alternativhypothese H; ‘Hy verwerfen, falls
1 F Ho [Tol > tn1;1-a/2
. X, — > To>th-1.1-a
Teststatistik: Ty = ~ L0 K> Ho 6> taoi
Sn/v/n < o Ty < tootia (= —tn_1,1-a)

Test fiir die Varianz 02 einer Normalverteilung [S306]

M Ho : o2 = g'% Alternativhypothese H;

‘Ho verwerfen, falls

0% # o

2 0

2 (n—=-1)S7 e

Teststatistik: Xo="—5" 0% > o}
90

o? <o

2 _ .2 2 .2
X0 < Xn—150/2 Oder XG> Xp_1;1-a/2
2 2
X0 > Xn—1;1-a

2 _ .2
X0 < Xan-1;a

Tests fiir die Mittelwerte von zwei unabhéngige Stichproben (Normalverteilungen) [S310]

Bedingung: UXZ = UYZ = 02 (unbekannt)

Alternativhypothese H;

Nullhypothese:  Hg : px — py = Ao

Gebpoolter Varianzschatzer

‘Ho verwerfen, falls

pux — py # Do

st (X-Y) — 4 px — py > Ao
Teststatistik: Tp=—-" -2 =0
- Sp/1/m+1/n

o V1/m+1/n iy < Ao

Bedingung: UXZ ungleich OYZ (beide unbekannt)

Alternativhypothese H;

2 __
|To] > tmin—21-a/2 SP -

To > tmin-21-a

To < tmin-20 (= ~tmin-21-a)

Ho verwerfen, falls

Nullhypothese: - Ho : jux — iy = 8o

Bx — py # Ao

Teststatistik: 2y = 2 )~ 8o px — py > Ao
V/S%/m+ 5% /n

px — py < Ao

| Zo| > 21-a/2
Zo> 21-q

ZO < Za (= 721—&)

Tests fiir die Varianzen von zwei unabhéngige Stichproben (Normalverteilungen) [S]

Nullhypothese: Ho : O'g( = 0'52,— Alternativhypothese H;

Ho verwerfen, falls

(m—1)S% + (n—1)S%

m-+n-—2

Achtung: Wenn nicht
In der Tabelle, dann:

ok # 0%

2
Sx
0% >0}

Teststatistik: = 53
Sy

Fy

0% <o}

Fy < Frnoin—15072 0oder Fy > Fro g5 151072
Fy> Fnin-1;1-a

Fy < Fpoin-1;a

1

Fm—l,n—l;a/Q = F
n—1,m—1;1—a/2



Chiquadrat-Anpassungstest

Abbildung 7.16: Normal-QQ-Plot fiir die Daten von Bsp 7.30

Approximatives Konfidenzintervall

fir den Mittelwert p

Sn

7n + tn—l;l—a/Z %

Approximatives Konfidenzintervall

Einfacher Test Zusammengesetzter Test

Klassen | X | 7 | np | (X —np)?/np Klasse | X; | pio | mpio | (Xi — mpio)?/npio

(—00,—~1.1433] | 40125 | 5 0.2 1 1311/6| 10 0.9
(—1.1433,—0.6522) | 90125 | 5 3.2 9 19]1/6] 10 8.1

(—0.6522,—0.2849] | 4|0.125| 5 0.2
(~0.2849,0.0439) | 4 |0.125 | 5 0.2 3 11(1/6 10 0.1
(0.0439,0.3728] | 4 |0.125 | 5 0.2 4 1/6| 10 0.4
(0.3728,0.7401) | 1]0.125 | 5 3.2 5 5 [1/6] 10 25

(0.7401,1.2312) | 10 | 0.125 | 5 5.0
(1.2312,00) | 4]0.125| 5 0.2 6 4 1/6] 10 3.6
Summe | 40 | 1.000 | 40 12.4 Summe [ 60 | 1 | 60 15.6

HO verwerfen wenn: HO verwerfen wenn:

2 2
Qr—s—1> Xk—s—1;1-a Qr-1> Xk-1,1-0

p-Wert = P(x*(5) > 15.6) = 0.0081

Approx. Konfidenzintervall

fir die Varianz
(n —1)52
Xn— 1a/2

n—1)52
Xn— 1;1— a/2

F-Quantile (Wenn nicht in

Approximatives Konfidenzintervall
0X2 /0Y2

( 1 S% 1 52)
Fm 1,n— 11a/2S Fm 1n— la/ZS2

Approximatives Konfidenzintervall

X = By (Bernoulli Verteilung) der Tabellen vorhanden)
~ PN 1
- v 1,1 o~ pll—p Fnin tja/2 = 5
X-Y + tm+n72; 1-a/2 Sp E + E p :t Zl—a/2 (T> 1n—1;a/2 anlymfl; /2
Diverses
Integral durch Substitution Partielle Integration Frage: “Wie kann man auf Basis von U - U
1 ) / (@ %)z = F(z) =? (0, 1) Beobachtungen von X generieren?
/ e Welcher x—Wert ergibt sich z. B. fiir u = 0.3522 ?”
75 - e Umkehrfunktion der VF -> einsetzen vom x-Wert
1) z2=5z—-7 ﬁ:(ﬂ (1.l/=é V=

E 1 dz 1 1 1
3)/; 5= ;/;1[:: —5-llL|3|+C

1 1 ;
4.) Zln|z| + C = Zn|5z - 7| + C
5 5



