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Lernziele

* Verstandnis flr die Realisierung von Rechenwerken
= FUr Operationen auf ganzzahlige Operanden
= |mplementierung als Schaltnetz

* Verstandnis fir die Einschrankungen bei der Zahlendarstellung in
Rechnern
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DIGITALE GRUNDLAGEN
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Allgemein

* Boolesche Algebra
= Boolesche Algebra“ wie in der Vorlesung Formale Modellierung

= Boolesche Algebra dient als

. Formale Modellierung>
— Beschreibung von Schaltungen

— Hilfsmittel zur Berechnung binarer Schaltnetze und Schaltwerke

 Elementare Funktionen auf {0, 1}
= Werden in der technischen Informatik durch Gatter realisiert

= Komplexe Funktionen durch eine geeignete Verschaltung von mehreren
Gattern
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Gatter

e QGatter (gate)
= |st ein elektronischer Schalter, der binare Werte verknipft

= Wird aus einfachen elektronischen Bauteilen (Transistoren, Dioden,
Widerstande) zusammengesetzt

= |st eine ,Black Box“ mit einem, zwei oder mehreren Eingangen A, B, C, ... €
{0,1} und genau einem Ausgang Y € {0,1} zur Realisierung einer Funktion Y =

fIA, B, C,...}

N — A |
D— Y =f(A,B) B —\
B—— C — Q Y =f(A,B,C,...)

A|lB|Y A|B|C Y
010 000
011 001
110 2
11 1011
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Gatter — Symbole
i i NAND

1% -

IEC 60617-12

alte Darstellung

Negation
NER.
IEC 60617-12
alte Darstellung

TGI fiir WINF - SS 2016



Uberblick
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Beispiel

 Wahrheitstabelle und moégliche Schaltung (Schaltnetz)

O 0 O0 0 0 Schaltnetz: Eine Funktionseinheit zum

0 0 0 1 0 Verarbeiten von Schaltvariablen, deren
0 0 1 0 0 Wert am Ausgang zu irgendeinem

0 0 1 1 1 Zeitpunkt nur vom Wert am Eingang zu
0 ’ 0 0 0 diesem Zeitpunkt abhéngt.”

> ’ B ’ 4 [DIN 44300, ISO/IEC 2382]

0 1 1 0 0

0 1 1 1 0

1 0 0 0 0 "1 & L

1 0 0 1 0 . |

1 0o 1 0o 1 2 =1 =1
1 0o 1 1 1 xy ] i “
1 1 0o o0 &

1 1 0 1 1 Xy i

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0
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Transformation

* Auf der Logikebene besitzt jede boolesche Funktion mehr als eine
Darstellung

= Jede fir sich fiihrt zu einer ganz unterschiedlichen Implementierung auf der
Hardware-Ebene

* Beispiel: Originalschaltung, disjunktive Form, konjunktive Form

— Originalschaltung — Disjunktive Form — Konjunktive Form

X)Xy Xy Xy

_7([ & i | & | _Tl ‘TE _7('3 _7('|4
- 1
X & L "
= T=1]_ 9" Ik
s . » 21 | =1 | ] & |,
_7(3 & J’_ - —
& | 9
x, g =21 ||
o & || 1
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Karnaugh-Veitch-Diagramme (1)

e Karnaugh-Veitch-Diagramme (KV-Diagramme) sind eine spezielle
grafische Darstellung flir boolesche Funktionen

= Daraus lasst sich eine minimierte zweistufige Schaltungsdarstellung auf
einfache Weise ableiten
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_‘{1

— lf
0 |1 - /
- - .
X, X, Das KV-Diagramm
— — fiir eine Funktion mit » Variablen
0 |l S L S wird aus einem Diagramm mit p-1
203 XQJ 23 7 |6 Variablen durch wechselweises
——— horizontales und vertikales
"3 Spiegeln erzeugt.
Xy X, X
— ! —
0 |11 |5 |4 0 1 (5 4 20 21 17 |16
2 3 |7 16 2 3 (7 16 22 23 19 |18
X X
“1 110 |11 |15 |14 S0 |11 |15 |14 |30 |31 127 |26
X X
ECEERL R 19 |13 12 28 |29 |25 |24 | | @
X3 *3
: T2
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— Karnaugh-Veitch-Diagramme (2)

e Beispiel von vorher: X,
1 5 |4
0O 0 O 0 © 0 2\ [fo (11 15 |14 }C
0 0 0 1 0 g 0 3z ||*
> 0 0 1 o0 0 T,
3.0 0 1 1 1
4 0 1 o0 o 0 X
o 1 0 1 1 5Tol110o
6 0 1 1 o0 0 - —
o[1]0]|0
70 1 1 1 0 x%
& 1 0 0 © 0 1/1]0]0 X,
9 1 0 0o 1 0 ojo 1]t
o 1 o 1 o | i !
m 1 0o 1 1 1
2 1 1 0 0 1
3 1 1 0 1 1
4 1 1 1 0 0
15 1 1 1 1 0
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Karnaugh-Veitch-Diagramme (3)

* Im KV-Diagramm sucht man moglichst grolse 1ler-Blocke

= Einschrankungen
— GroRe muss eine Zweierpotenz sein (29, 2%, 22, ...)
— Blocke mussen eine Rechteckform aufweisen

— Anzahl der Blocke sollte minimal sein (groRere Blocke bei Alternativen wahlen)

e Weitere Besonderheiten

= Blocke dirfen sich teilweise tberlappen

= Blocke kdnnen sich tUber die Rander des Diagramms erstrecken

* Beispiel von vorher

X1

0|0 |1

o oo

TGI fiir WINF - SS 2016

170

0

00|
X4

1] 1]

Rechnerarithmetik

_'-'['l _'-'['2 _'-'['3 _'-'['4

@]

=1

@]

@)

=

12



* Inverse Blockbildung

Karnaugh-Veitch-Diagramme (4)

= Konjunktive Minimalform bestimmen

= Dazu mussen moglichst grol3e Oer-Blocke gebildet werden

= Das Ergebnis muss aber negiert ausgelesen werden

* Beispiel von vorher

X1

o o | o
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Spezielle Schaltnetze — Multiplexer

Multiplexer

= n Steuerleitungens, 4, ..

.1 51, So

m k=2N Emgange Xor Xqp ooy Xiq

= Ein Ausgang

= Ausgang erhalt den Wert der ausgewahlten Eingangsleitung

Benotigt z.B. zur Auswahl einer Datenquelle

X—» 0

y—=1

7
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Rechnerarithmetik

x() —»
X1—»
X2—»
X3 —»

2-MUX —*

—_—
—— O

sO0 sl

14



Spezielle Schaltnetze — Demultiplexer

 Demultiplexer
= n Steuerleitungens, , ..., 5., S,
= Ein Eingang
= k=2"Ausgange z,, 2,, ..., Z; 4
= Ausgewahlter Ausgang erhalt den Wert der Eingangsleitung
* Benotigt z.B. zur Auswahl einer Datensenke (z.B. Speicherzeile)

71
X—® | 1.DeMUX X—® 2.DeMUX 2

—z1 zl | 73

EECBE) 0

sO0 sl

xﬂ?@_‘ 10 ____>ZO
— 70
S

—
— - O
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Spezielle Schaltnetze — Encoder

* Encoder
= n Ausgange
= 2"Eingange
=0
= Bitmuster an den Ausgangen entspricht Nummer der Eingangsleitung, die
auf 1 gesetzt ist

* Benotigt z.B. zur Kodierung von Tasten einer Tastatur

= Nur genau eine Eingangsleitung darf auf 1 sein: x; = 1, x,

x0 —=
X1 —» — d0
X2—
X3—=
x0 ungenutzt b Encoder —= dl
. L
\>- d0  x5—»
x6— L > d2
x2 TR XT—»
3 ] di
e Eingédnge Ausginge
. x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7| d2 d1 do
x4-
x5 >,d2 1.0 0 0 D O 0 0|0 0 O
x7 i o 1 0 O 0O 0 0 0 0 0 1
0o o0 1 0 0 0 0 O 0o 1 0
o o 0 1 0 0 0 O 0 1 1
o o 0 0 1 0 0 O 1 0 O
o 0 0 o O 1 0 O 1 0 1
0o o 0 0o O 0 1 O 1 1 0
0O 0 0O 0O 0O 0 0 1 1 1 1
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Spezielle Schaltnhetze — Decoder

 Decoder
= n Eingange
= 27 Ausgange
= Bitmuster an den Eingangen bestimmt die Ausgangsleitung, die auf 1 gesetzt
wird

* Bendtigt z.B. zur Dekodierung von Adressen oder Instruktionen

a D

C
é f YO | a—» 30
—b—y|

2 — y3
_D———y b—= Decoder

_"}’4

= y3

—1 —y5

c—
Sr\ V5 — 7
s

Eingédnge Ausgénge

o y6

—d a b c|y0o yl v2 y3 y4 y5 y6 y7

B v7 o0 01 0 0 0O 0 0 0 O

i o0 1,0 1 0 0 0 0 0 O
o1 0j0 0O 1 0 O 0 0 O
0110 0 0 1 0 0 0 O
10 000 0 0O 0O 1 0 0 O
10 1,0 0 0 0 0 1 0 O
11 0,0 0 0 0 0 0 1 0
11 1,0 0 0 0 0 0 0 1
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OPERATIONEN AUF GANZZAHLEN
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Addition von Ganzzahlen

* Beispiel: 7+ 6

AAAAr

0 (0) 0 O 1 (1) 1 (1) 0

« Uberlauf (bei Zweierkomplement) tritt auf, wenn die Hardware das
Ergebnis nicht mehr darstellen kann
= Ein Operand =0, ein Operand < 0 = Uberlauf nicht méglich
= Beide Operanden > 0 - Uberlauf, wenn das Vorzeichenbit des Ergebnisses 1
ist
= Beide Operanden <0 - Uberlauf, wenn das Vorzeichenbit des Ergebnisses 0
ist
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Subtraktion von Ganzzahlen

 Addiere die Negation des zweiten Operanden
* Beispiel: 7-6=7+ (-6)

= +7: 0000 0000 ... 0000 0111
—6: 11111111..1111 1010
+1: 0000 0000 ... 0000 0001

« Uberlauf bei einer Subtraktion
= Gleiche Vorzeichen bei Operanden = Uberlauf nicht méglich

= Ein Operand =0 wird von einem Operanden < 0 subtrahiert > Uberlauf,
wenn das Vorzeichenbit des Ergebnisses 0 ist

= Ein Operand < 0 wird von einem Operanden > 0 subtrahiert > Uberlauf,
wenn das Vorzeichenbit des Ergebnisses 1 ist
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Uberlauf — Zusammenfassung

e Uberlauf bei MIPS

= Wenn das Ergebnis nicht mehr korrekt als 32-Bit Zahl dargestellt werden

kann

= \/orzeichenbit enthalt ein Bit des Wertes und nicht mehr das korrekte
Vorzeichen

= Addition von Operanden mit unterschiedlichen Vorzeichen bzw. Subtraktion

von Operanden mit gleichen Vorzeichen fiihrt nie zu einem Uberlauf

— Moglicher Ubertrag an der héchsten Stelle kann ignoriert werden

e Uberlaufbedingungen

Operation Operand A | Operand B Uberlauf, wenn Ergebnis
A+B >0 >0 <0
A+B <0 <0 20
A-B >0 <0 <0
A-B <0 >0 >0

TGI fiir WINF - SS 2016
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Addition — Halbaddierer

* Addition zweier Binarziffern x und y erfordert einen Halbaddierer,
der zwei Ergebnisse ermittelt
= Summe: Im folgenden als s oder z bezeichnet
= Carry: Im folgenden als ¢ bezeichnet

e Schaltsymbol, Wahrheitstafel und Schaltung

12

-
g

o5 L

——————————

y- HA [ ¢ HA Ry x—— =1
2] c | H& |
I T C
0o 0 o0 © y — ;
0 1 1 o
1 0 1 0
1 1 0 1
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Addition — Volladdierer

* Addition von X, y; und ¢; an den Bitpositioneni=1, ..., n-1
erfordert einen Volladdierer, der die Summe s; (bzw. z;) und den
Ubertrag c;,; bestimmt

e Schaltsymbol, Wahrheitstafel und Schaltung

i Z _z, z, Z —-’i;

Vi —V;
— i1 il T
¢— VA VA |¢ x; 1]
2 E & 1
0 0 0 0 0 T ! :r-------—ﬂ:
0 0 1 1 0 i =1 | z,
0 1 0 1 0 i i_
0 1 1 0 1 | ﬁ & | =1 | .,
1 0o 0 1 0 K g — |
1 o 1 0o 1
1 1 0 0 1
I B
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Einfache 1-Bit MIPS ALU

* Unterstutzt and, or, add, slt
= Rechts ALU flr hochstwertiges Bit einer n-Bit Zahl

|= .E wert Carrg.-'ll; |
!

a_l, (o)

0 R ;i
o] —L_/

Rasult

Lol =/,
W T
- &

Lass

r
CarryCut \‘

Volladdierer

Multiplexer
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32-Bit ALU nach dem Ripple-Carry-Prinzip

Bnegate Operation
Ainvert
¥
a0 —| Camyln ——
b0 —s=|  ALUD esu >
= Lass T—
CarryOut ALU operation
] ¥ \\
al —=| Camyln a—=
b1 ALUA Hesulti T .
00— Less |~ Zero
CarryOut Zero > ALU |— Result
—e Overflow
‘l‘ r T
a2 —=| Carryin b—=
ho ALL2 Result2 ! _
00— Less
CarryOut CarryOut
T :| : l Carryln i
E— N
ail— Carryln 4:%5“”31
b3{— ALUZA Set
0 —= Less = Overflow
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32-Bit ALU (Erklarung)

 Operanden a und b haben jeweils 32 Bit

= Daher werden 32 1-Bit ALUs benotigt
A controttnes | _Function

* Steuersignale fur 1-Bit ALU an Stelle i — AND
= Ainvert 0001 or
| . ) ) 0010 add
— 0: a, wird unverandert ibernommen 0110 sbtiast
— 1: a, wird invertiert 0111 set on less than
= Bnegate =2 o

— 0: b, wird unverandert tbernommen, Carryln von ALUO ist O
— 1: b, wird invertiert, Carryln von ALUO ist 1 (realisiert Zweierkomplement von b!)

= QOperation (2 Bit)
— 00=and,01=o0r, 10 =add, 11 =slt
* Anordnung der vier Steuerleitungen
= Ainvert, Bnegate, Operation-Bitl, Operation-Bit2
= Beispiel (slt)
— Ainvert =0, Bnegate = 1, Operation =11
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Multiplikation

* Algorithmus zur Multiplikation zweier Binarzahlen a und b (beide
grolRer gleich 0) entspricht in etwa der handschriftlichen
Multiplikation zweier Dezimalzahlen

Multiplikand (multiplicand) \
1000 x 1011

Produkt (product) D

Multiplikator (multiplier)

1000
1000
0000
1000
01011000

* Produkt zweier n-Bit Binarzahlen hat 2n Bitstellen

e Algorithmus ist zurickfihrbar auf wiederholte bedingte
Additionen und Schiebeoperationen

TGI fiir WINF - SS 2016
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Hardware fur Multiplikation

Multiplier0 = 1

\

1a. Add multiplicand to product and

place the result in Product register

L

Y

1. Test
Multiplier0

Multiplier0 = 0

Y

| 2. Shift the Multiplicand register left 1 bit |

A

/

| 3. Shift the Multiplier register right 1 bit |

TGI fiir WINF - SS 2016

32nd repetition?

No: < 32 repetitions

32-Bit Multiplikand zunachst in der rechten Halfte

N e

Yes: 32 repetitions

Multiplicand
Shift left |-—

164 bits
Y —
\_/ Multiplier

64-bit ALU Shift right
32 bits
Product , Control test ) '
Write
64 bits
Am Anfang 0
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Wispiel (0010 x 0011)

Initial values 0013) 0000 0010 0000 0000
1 la: 1 = Prod = Prod + Mcand 0011 0000 0010 0000 0010
2: Shift left Multiplicand 0011 0000 0100 0000 0010
3: Shift right Multiplier 0000) 0000 0100 0000 0010
2 la: 1 = Prod = Prod + Mcand 0001 0000 0100 0000 0110
2: Shift left Multiplicand 0001 0000 1000 0000 0110
3: Shift right Multiplier 0000 0000 1000 0000 0110
3 1: O = No operation 0000 0000 1000 0000 0110
2: Shift left Multiplicand 0000 0001 0000 0000 0110
3: Shift right Multiplier 0000 0001 0000 0000 0110
4 1: O = No operation 0000 0001 0000 0000 0110
2: Shift left Multiplicand 0000 0010 0000 0000 0110
3: Shift right Multiplier 0000 0010 0000 0000 0110

TGI fiir WINF - SS 2016
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Multiplikation in MIPS

In MIPS werden zwei 32-Bit Zahlen aus zwei Registern multipliziert

mult regl,reg2 # vorzeichenbehaftete Multiplikation

multu regl,reg2 # vorzeichenlose Multiplikation

= Ergebnis hat eine Wortbreite von 64 Bit und befindet sich in den
Spezialregistern Hi und Lo, die jeweils 32 Bit breit sind

* Weiterverarbeitung des Produktes erfolgt durch

mfhi reg # Laden der hoheren 32 Bit des Produktes
mflo reg # Laden der niedrigen 32 Bit des Produktes
* Lade Hi/Loins reg
» Hi-Wert testen um Uberlauf bei Produkt zu erkennen

Der Assembler realisiert zusatzlich den Pseudobefehl
mul reg3,regl,reg2 # vorzeichenbehaftete Multiplikation
= Ohne Uberpriifung, ob das Ergebnis in 32 Bit dargestellt werden kann
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Division

 Umkehrung der Multiplikation

= Berechnungvon g =a/ b durch wiederholte bedingte Subtraktionen und
Schiebeoperationen

* Injedem Schritt wird Divisor b testweise vom Dividenden a
subtrahiert
g;=1, fallsa—b >0
g; = 0 und Korrektur durcha =a+b, fallsa—b <0
= Dieses Verfahren wird auch als ,,Restoring“- Division bezeichnet
* Division mit Vorzeichen
= Division mit absoluten Werten
= Vorzeichenanpassung bei Quotienten und Rest

TGI fiir WINF - SS 2016 Rechnerarithmetik
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Dividend (dividend)

Beispiel

Divisor (divisor) \

1001010 : 1000 = 1001
-1000

10

101

1010

-1000

Rest (remainder)

.10

TGI fiir WINF - SS 2016
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Hardware fiir Division

( Start )

<
<%

\

1. Subtract the Divisor register from the
Remainder register and place the
result in the Remainder register

Remainder > 0
Test Remainder

Y

A

Remainder < 0

/

Divisor zunachst in
der linken Halfte

2a. Shift the Quotient register to the left,
setting the new rightmost bit to 1

\

2b. Restore the original value by adding
the Divisor register to the Remainder
register and placing the sum in the
Remainder register. Also shift the
Quotient register to the left, setting the
new least significant bit to 0

—_—
Divisor
Shift right
64 bits
-
Y 4 Quotient
64-bit ALU / Shift left
32 bits

]

Y

3. Shift the Divisor register right 1 bit |
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No: < 33 repetitions

Remainder

Control ™\

Write test

64 bits ’\

Yes: 33 repetitions
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ﬁeispiel (0111:0010)

Initial values 0000 0010 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0010 0000 | (@110 0111
1 2b: Rem < 0 => +Div, sll Q, Q0 = 0 0000 0010 0000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0001 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0001 0000 | (110111
2 2b: Rem < 0 => +Div, sll Q, Q0 = 0 0000 0001 0000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0000 1000 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0000 1000 M11 1111
3 2b: Rem < 0 => +Div, sll Q, Q0 = 0 0000 0000 1000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0000 0100 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0000 0100 | (©000 0011
4 2a: Rem>0=>sllQ,Q0 =1 0001 0000 0100 0000 0011
3: Shift Div right 0001 0000 0010 0000 0011
1: Rem = Rem — Div 0001 0000 0010 | (©000 0001
5 2a: Rem>0=>sllQ,Q0 =1 0011 0000 0010 0000 0001
3: Shift Div right 0011 0000 0001 0000 0001

TGI fiir WINF - SS 2016
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Division in MIPS

* In MIPS werden zwei 32-Bit Zahlen aus zwei Registern dividiert

div regl,reg2 # vorzeichenbehaftete Division
divu regl,reg2 # vorzeichenlose Division

= Quotient befindet sich nach Ausfiihrung der Division im Spezialregister Lo,
der Rest im Spezialregister Hi

« Keine Uberprifung auf Division durch O

* Weiterverarbeitung erfolgt wie bei der Multiplikation mit den
Befehlen mfhi und mflo

e Der Assembler realisiert zusatzlich den Pseudobefehl
div reg3,regl,reg2 # Quotient nach reg3

TGI fiir WINF - SS 2016 Rechnerarithmetik
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ZUSAMMENFASSUNG

TGI fiir WINF - SS 2016 Rechnerarithmetik

36



Zusammenfassung

* Digitale Grundlagen
= QGatter
= Schaltnetze
= Karnaugh-Veitch-Diagramme
= Spezielle Schaltnetze

* Arithmetik
= Uberlauf
= Halbaddierer, Volladdierer
= ALU
= Multiplikation, Division
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