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1 Angabe

Man priife nach, ob die gemischten partiellen Ableitungen f, und fy, fiir die folgenden
Funktionen iibereinstimmen:

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Partielle Ableitungen

Sei D C R" offen. f : D — R und a = (ay,a2,...,a,) € D. Existiert die Ableitung der
'partiellen’ Funktion

€ = (ala sy =1, Tg, Qg 15 - - - 7an)

an der Stelle z; = a;, so nennt man diese die partielle Ableitung von f nach x; im
Punkte a: sie wird mit

O/ () der of

r=a o

(a)

bezeichnet. Das Zeichen '’ anstelle von ’d’ soll verdeutlichen, dass von einer Funktion mit
mehreren Variablen das Anderungsverhalten beziiglich einer Verdnderlichen untersucht
wird, wobei fiir das Differenzieren die anderen Ableitungen als Konstanten anzusehen
sind.

Fiir die partiellen Ableitungen sind ebendalls die Bezeichnungen f,; iiblich bzw. f., fy, f=, ft, ...

wenn Variablen x,y, z,t, ... lauten. Dementsprechend schreibt man fiir die hGheren Ab-
leitungen:
52 f )
fmx—wy fmy:f(m)y:(s_y<£) usw.
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2.2 Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

Der Satz von Schwarz besagt, dass fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen die Rei-
henfolge der partiellen Differentiation nicht entscheidend fiir das Ergebnis ist. Tatséchlich
sagt er noch mehr aus, weil er aus der Existenz der ersten partiellen Ableitungen und
einer partiellen zweiten Ableitung die Existenz und den Wert einer anderen partiellen
zweiten Ableitung herleitet.

Sei U C R? offene Menge und f : U — R einmal stetig differenzierbare Funktion in den

zwei Variablen x, y. Wenn die eine zweite partielle Ableitung 8% (%) existiert und stetig

ist, dann existiert auch die andere zweite partielle Ableitung 8% (%) , diese ist stetig und
ol -0 (Of _ 9 (9f
Insbesondere ist f € C?(U, R), also 2mal stetig differenzierbar.
2 2
Oft werden die Klammern weggelassen und man schreibt kiirzer: : aélgy = % oder auch

fxy = fyz-

3 Losung des Beispiels

3.1 Beispiel a
2
T _ .2 1
Zunéchst die Ableitung nach x:
1
fx =2z 11 y2

Nun die Ableitung nach y (Quotientenregel!):

P LR I R
! (1+y2)? (1+y2)?

Nun die gemischte partielle Ableitung f;, (Quotientenregel!):

b g 00—ty
‘ry (1+y%)? (1+y?)?

Zum Schluss die gemischte partielle Ableitung f,:

oo =2 —2y _ —4zy
- (T+y2)?  (1+y?)?

Die beiden gemischten partiellen Ableitungen f;, und f,, sind somit gleich.



3.2 Beispiel b

fla,y) = a®e””
Zunéchst die Ableitung nach x:
fo =322 e
Nun die Ableitung nach y (Kettenregel!):
fy:x3-ey2-2y
Nun die gemischte partielle Ableitung f,, (Kettenregel!):
foy = 322 ¥ 2y
Zum Schluss die gemischte partielle Ableitung f,,:
fye = 322 ¥ . 2y

Die beiden gemischten partiellen Ableitungen f;, und f,, sind somit gleich.

3.3 Beispiel c

fla,y) = Vay? = (zy®)? = 222
Zunéchst die Ableitung nach x:
r
fzzi.x 1/2 4312
Nun die Ableitung nach y:

fy=al/?. 2yl

N W

Nun die gemischte partielle Ableitung fs,:

1 —123 1/2 3 —-1/2
fay =g a2 2= 2 g

yl/?

Zum Schluss die gemischte partielle Ableitung f,:

1 —-1/2 3 1/2 3 —-1/2 1/2

Die beiden gemischten partiellen Ableitungen f;, und fy, sind somit gleich.



