4 MEHRDIMENSIONALE VERTEILUNGEN

2. Dazu geniigt es, vier Zahlen, a < b, ¢ < d, zu finden, sodaf:

F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) <0

Wahlt man beispielsweise a = 0.5, b = 1.5, ¢ = 0.1, d = 1, so liegt die linke untere Ecke des Rechtecks
(a,c), (b,c), (b,d), (a,d) im Bereich z + 2y < 1, die anderen Eckpunkte liegen im Bereich = + 2y > 1. Aus
der Definition von F folgt daher:

F(b,d) — F(a,d) — F(b,¢)+ F(a,c)=1—-1—-140= -1
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6. (a) Verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung:
4 4 4 4 36
X1 o xrs3 T4 12 — Z?:l Z;
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(b) Multinomialverteilung:
(z1,x2,23,24) = 12 1 i 9 12X
PiT1, T2, L3, T4) = x1, T2, T3, T4, 12—2;.1:1:1’1- 13 13

10. (a) Das Volumen unter der Dichte ist Eins:
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p(w1, T2, 23, x4) =

(b) Dies berechnet man analog zu (a) wie folgt:
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(¢) Randdichte von X:

Randdichte von Y:

M(x.v)

13.  (a) Aus der Angabe folgt, daf o, = v/196 = 14, 0y = V169 = 13 und p = —91/(14 - 13) = —1/2:

Fa,y) = 131¢m exp{_2(1 _11/4) [<x5426>2 N <x ;126) (ler?’lz) N <y~19-312>2:|}

1 2[(z—26)°  (z—26)(y+12) (y+12)° )
L _expl-Z R
1827 v/3 eXp{ 3 { 96 182 169 » (@y)e

(b) Die Dichte ist maximal fiir (x,y) = (tbz, fty) = (26, —12); das Maximum betragt:

1
) = ——= =0.001

(¢) Randdichte von X:

1 12—\’ 1 1(1—26)2
T) = exp |—= = exp | —= , zeR
hi) o V21 P17 < Oz ) 1427 P I 2 14
Randdichte von Y:

1 1 y—uy)Q 1 1 <y+12>2
= ——exp |—= = exp |—z , eR
f2(y) oy v/2r P 2( 5 ) | TV p_ 5\ 13 Y

17.  (a) Der Abstand eines zufillig gewédhlten Punktes ist genau dann kleiner oder gleich z, wenn der Punkt
im Kreis mit dem Radius z liegt:

2 ’
Fp(z) =W{D <z} = Iﬂ_—ﬁ =2°, 0<z<l = fp(z)=F (z)=2xlp1(z)



(b) Auf Basis von (a) gilt:

(¢) Berechnung mittels SvuStat:

1
E(D) ://vw2+y2f(x,y>(w7y)dxdy://\/I2+y2;1{z2+y2g1}(w7y) dxdy

Kreis Kreis

Transformiert man auf Polarkoordinaten, = rcos(0), y = rsin(0), so gilt fir die Funktionaldeter-
minante:

cos(0) —rsin(0)
sin(0)  rcos(9)

‘ = rcos’(0) + rsin’(0) = r[cos*(0) +sin®*(0)] = r

Damit folgt:

27 1
E(D) = //\/1‘2 +y2%1{12+y251}(x,y) drdy = %//TQ drdf
0

Kreis 0
L e 17 1 2
T
LT gL o= Lon=2
7r/3 37r/ 37T T3
0 r=0 0

21. (a) Zunéichst bestimmt man die Erwartungswerte der Randverteilungen:

2 2
z’ 8 ’ 16
B0 = [ofpar=2 B0 = [u(s-)ar=1
0 0

Die Kovarianz bestimmt man mittels Verschiebungssatz:
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8\ 8 4 [(16\> 44
_(2) = & Vi=co_([2) = 2=
(5) 7 el =3 <15> 225

Damit folgt:

16/225 4

~ B/ /44225 V611

PX)Y

= 0.4924

23. (a)
Var(X) = 196, Var(Y) = 169
(b)
—91 -91 —91 1
X,Y)=-91 = = = = __
Cov(X,Y) =91 = oxv = A =13 182 2
(c)
E(X +Y)=E(X)+E(Y)=26—12=14
E(X —Y) =E(X) —E(Y) =26+ 12 = 38
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) = 196 + 169 — 2 - 91 = 183
Var(X —Y) = Var(X) 4+ Var(Y) — 2Cov(X,Y) = 196 4+ 169 + 2 - 91 = 547
29. (a)
flz,y) _wy/2 2y
— — _ Yy
f(y|x) fl (l‘) l‘3/4 1‘2 (O,z)(y)
[z y) ry/2 2
= = — = 1
f(I'y) fQ(y) y_y5/4 4_y2 (y,?)(m)
(b)
B01x =)= [y B [Ha 22 oo
R > 2 T 322 3’
0 0 0
Foo Fooa? 2 | 2(8 —y%)
x x x -y
E(X[Y =y) = = = = 2
&Y =v) /x4—y2dx /4—y2dx 3—y9)| “sa—y) OSYS
Y y y




31.  (a)

Regressionsfunktionen

E(X[Y =y)

IE(Y|X = X)

Fiir die Randverteilung von Y gilt Y ~ N(1,25); damit folgt:

W{3<Y <8 =9 <%) - @ <%) =0.2638

Fiir die bedingte Verteilung von Y |X = 7 gilt:

(7-3), (1 _ %) : 25) — N(4,16)

Y|X:7~N<1+

ol w
| ot

Damit folgt:

W{B<Y <8 X=7}=0 <%> - <3T_4> = 0.4401

Fiir die Randverteilung von X gilt X ~ N(3,16); damit folgt:

W{-3<X<3}=9 <¥) - @ <_34_3> =0.4332

Fiir die bedingte Verteilung von X|Y = —4 gilt:

3 4 9 3 (16
XY =—4~N 2o (—4-1),(1-=)16)=N(2, (=2
| <3+5 5 )’< 25) 6) (5’(5

Damit folgt:

W{—3<X<3|Y:—4}:<I><3_3/5> —¢<L3/5> =0.6431

16/5 16/5
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36. Bezeichnet X; die Lebensdauer der i—ten Komponente und F; die zugehérige Verteilungsfunktion, so gilt
z>0

laut Angabe:
Fi(z)=1—-¢€"7,
Damit folgt fiir die Verteilungsfunktion der Lebensdauer X des Systems:

Fx(z) = W(X <) = W(max { min{X1, X»}, X3} < )
=[1-(01-F(z)(1 - Fa(2))]Fs(x)

) -e)

= (1 _
=l—e"—e 4 >0
Die Dichte bekommt man durch Ableiten:
fx(z) = F;/((:r) =e 427 —37%, >0
_: 1 1 7
3¢ 3 dr=14=—- =~
e } T + 273 6

Mittelwert von X:
/:r[e_z +2e7% —
0

E(X) = /:rfx(x)dx:
0

Bem.: Bei der Berechnung des Mittelwerts wurde wiederholt verwendet, dak:
(= Mittelwert einer Exq,,—Verteilung)

>

/ zhe Mdx =
0

fx(x)

0.3

0.2

0.1

0.0



