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Aufgabe 1
Geben Sie jeweils eine kontextfreie Grammatik an, welche die folgenden Sprachen er-
zeugt, sowie einen Ableitungsbaum für ein von Ihnen gewähltes Wort w ∈ L mit |w| ≥ 6.
Transformieren Sie die jeweils erhaltene Grammatik schrittweise in Chomsky Normal-
form.

a) L = { aibi | i ≥ 0 } ∪ { bjaj | j ≥ 0 }

b) L = { aibjcjdi | i, j ≥ 0 }

Lösung
a) Wenn man die Sprache L = { aibi | i ≥ 0 } ∪ { bjaj | j ≥ 0 } betrachtet, sieht man,

dass die Sprache Wörter akzeptiert, die aus gleich vielen a’s und b’s bestehen.
Beispiele für Wörter, die in der Sprache L liegen: {ε, ab, ba, aabb, bbaa, aaabbb, ...}

Kontextfreie Grammatik:

G = ({S, T, U}, {a, b}, P, S)
P = {S → T | U | ε,

T → aTb | ε,
U → bUa | ε }

Für w gewählt: w = aaabbb (da w ∈ L und w 6 Zeichen lang ist) Ableitungsbaum
siehe Abbildung 1.
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Abbildung 1: Ableitungsbaum für das Wort w = aaabbb

Transformation in Chomsky Normalform:
i) Entfernen nutzloser Produktionen (alle Variablen, aus denen kein Terminalwort

ableitbar ist)
keine Änderung notwendig (G1 = G)

ii) Entfernen nutzloser Produktionen (alle Variablen, die nicht vom Startzustand
erreichbar sind)
keine Änderung notwendig (G2 = G)

iii) Elimination der ε-Produktionen

G3 = ({S, T, U}, {a, b}, P3, S) wobei hier folgendes gilt: L(G3) = L(G)− {ε}
P3 = {S → T | U,

T → aTb | ab,
U → bUa | ba }

iv) Elimination von Einheitsproduktionen (Nonterminale müssen in 1 Terminal über-
gehen)

G4 = ({S, T, U,Xa, Xb}, {a, b}, P4, S) wobei hier folgendes gilt: L(G4) = L(G)− {ε}
P4 = { S → T | U,

T → XaTXb | XaXb,
U → XbUXa | XbXa,
Xa → a,
Xb → b }
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v) Elimination von Einheitsproduktionen (maximal 2 Nonterminale auf der rechten
Seite)

G5 = ({S, T, U, Y1, Y2, Xa, Xb}, {a, b}, P5, S) wobei hier folgendes gilt: L(G5) = L(G)− {ε}
P5 = { S → T | U,

T → XaY1 | XaXb,
U → XbY2 | XbXa,
Y1 → TXb,
Y2 → UXa,
Xa → a,
Xb → b }

vi) Hinzufügen vom verloren gegangenen ε zu S.

G′ = ({S, T, U, Y1, Y2, Xa, Xb}, {a, b}, P ′, S) wobei hier folgendes gilt: L(G′) = L(G)
P ′ = { S → T | U | ε,

T → XaY1 | XaXb,
U → XbY2 | XbXa,
Y1 → TXb,
Y2 → UXa,
Xa → a,
Xb → b }

b) Wenn man die Sprache L = { aibjcjdi | i, j ≥ 0 } betrachtet, sieht man, dass die
Sprache Wörter akzeptiert, die unter anderem aus gleich viele a’s und d’s als auch
aus gleich vielen b’s und c’s bestehen.
Beispiele für Wörter, die in der Sprache L liegen: {ε, ad, bc, abcd, aabcdd, ...}

Kontextfreie Grammatik:

G = ({S, T}, {a, b, c, d}, P, S)
P = {S → aSd | T | ε,

T → bTc | ε }

Für w gewählt: w = aabcdd (da w ∈ L und w 6 Zeichen lang ist) Ableitungsbaum
siehe Abbildung 2.
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Abbildung 2: Ableitungsbaum für das Wort w = aabcdd

Transformation in Chomsky Normalform:
i) Entfernen nutzloser Produktionen (alle Variablen, aus denen kein Terminalwort

ableitbar ist)
keine Änderung notwendig (G1 = G)

ii) Entfernen nutzloser Produktionen (alle Variablen, die nicht vom Startzustand
erreichbar sind)
keine Änderung notwendig (G2 = G)

iii) Elimination der ε-Produktionen

G3 = ({S, T}, {a, b, c, d}, P3, S) wobei hier folgendes gilt: L(G3) = L(G)− {ε}
P3 = {S → aSd | T | ad,

T → bTc | bc }

iv) Elimination von Einheitsproduktionen (Nonterminale müssen in 1 Terminal über-
gehen)

G4 = ({S, T,Xa, Xb, Xc, Xd}, {a, b, c, d}, P4, S) wobei hier folgendes gilt: L(G4) = L(G)− {ε}
P4 = { S → XaSXd | T | XaXd,

T → XbTXc | XbXc ,
Xa → a,
Xb → b,
Xc → c,
Xd → d }
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v) Elimination von Einheitsproduktionen (maximal 2 Nonterminale auf der rechten
Seite)

G5 = ({S, T, Y1, Y2, Xa, Xb, Xc, Xd}, {a, b, c, d}, P5, S) wobei hier folgendes gilt: L(G5) = L(G)− {ε}
P5 = { S → XaY1 | T | XaXd,

T → XbY2 | XbXc ,
Y1 → SXd,
Y2 → TXc,
Xa → a,
Xb → b,
Xc → c,
Xd → d }

vi) Hinzufügen vom verloren gegangenen ε zu S.

G′ = ({S′, S, T, Y1, Y2, Xa, Xb, Xc, Xd}, {a, b, c, d}, P ′, S′) wobei hier folgendes gilt: L(G′) = L(G)
P ′ = { S′ → XaY1 | T | XaXd | ε,

S → XaY1 | T | XaXd,
T → XbY2 | XbXc ,
Y1 → SXd,
Y2 → TXc,
Xa → a,
Xb → b,
Xc → c,
Xd → d }

Aufgabe 2
Geben Sie für die folgenden Sprachen jeweis eine kontextfreie Grammatik in erweiter-
ter Greibach Normalform sowie für jedes Wort der Sprache die Linksableitung in Ihrer
Grammatik an. Beweisen Sie mittels entsprechender Abschlusseigenschaften, dass diese
Sprachen nicht regulär sind (wobei Sie davon ausgehen können, dass eine Sprache der
Form { aknbln | n ≥ 1 } für beliebige Konstanten k, l > 0 nicht regulär ist.)

a) L3 = { 03n14k−122n | n, k ≥ 1 }

b) L4 = { a2nb5m+3a8n | n,m ≥ 1 }

Lösung
Theoretisches:
Erweiterte Greibach Normalform:
A→ a w (a ∈ T,A ∈ N,w ∈ (N ∪ T )∗)

a) L3 = { 03n14k−122n | n, k ≥ 1 }:
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i) Grammatik G3 der Sprache L3 in erweiterter Greibach Normalform:

G3 = ({S, T}, {0, 1, 2}, P3, S)
P3 = {S → 03S22,

S → 03T22,
T → 14T,
T → 13 }

ii) Linksableitung der Wörter der Sprache L3:
S ⇒ n−1 03(n−1)S22(n−1) ⇒ 03nT22n ⇒ k−1 03n14(k−1)T22n ⇒ 03n14k−122n

iii) Indirekter Beweis, dass L3 nicht regulär ist: (Homomorphismus)
Da die regulären Sprachen gegenüber beliebigen Homomorphismen abgeschlos-
sen sind und lt. Angabe weiters { aknbln | n ≥ 1 } für beliebige Konstanten
k, l > 0 nicht regulär ist, ist somit ein Homomorphismus h gesucht, für den
gilt: h(L3) = { aknbln | n ≥ 1, k > 0, l > 0 }. Ist das geschafft, ist klar, dass L3
nicht regulär sein kann.

Sei h der Homomorphismus mit
h : {0, 1, 2}∗ → {a, b}∗ sowie
h(0)→ a, h(1)→ ε, h(2)→ c,
dann ist h(L3) = { aknbln | n ≥ 1, k > 0, l > 0 }.
Somit haben wir einen Homomorphismus h gefunden, der die Sprache L3 in
{ aknbln | n ≥ 1 } abbildet und somit kann L3 keine reguläre Sprache sein. (Müss-
te ja gegenüber Homomorphismen abgeschlossen sein.)

b) L4 = { a2nb5m+3a8n | n,m ≥ 1 }:
i) Grammatik G4 der Sprache L3 in erweiterter Greibach Normalform:

G4 = ({S, T}, {a, b}, P4, S)
P4 = {S → a2Sa8,

S → a2Ta8,
T → b5T,
T → b8 }

ii) Linksableitung der Wörter der Sprache L4:
S ⇒ n−1 a2(n−1)Sa8(n−1) ⇒ a2nTa8n ⇒ m−1 a2nb5(m−1)Ta8n ⇒ a2nb5m+3a8n

iii) Indirekter Beweis, dass L4 nicht regulär ist: (gsm-Abbildung)
Da die regulären Sprachen gegenüber beliebigen gsm-Abbildungen und somit
auch gegenüber beliebigen Homomorphismen abgeschlossen sind und lt. Anga-
be weiters { aknbln | n ≥ 1 } für beliebige Konstanten k, l > 0 nicht regulär
ist, ist somit eine gsm-Abbildung fMgesucht, für die gilt: fM (L4) = { aknbln |
n ≥ 1, k > 0, l > 0 }. Ist das geschafft, ist klar, dass L4 nicht regulär sein kann.
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Sei fM die folgende gsm-Abbildung:

M = 〈{q0, q1}, {a, b}, {a, b}, δ, q0, {q1}〉 mit
δ(q0, a) = (q0, a)
δ(q0, b) = (q1, ε)
δ(q1, a) = (q1, b)
δ(q1, b) = (q1, ε)

b/ε
a/a a/b

b/ε

Somit haben wir eine gsm-Abbildung fM gefunden, die die Sprache L3 in { aknbln |
n ≥ 1 } abbildet und somit kann L3 keine reguläre Sprache sein. (Müsste ja ge-
genüber gsm-Abbildungen abgeschlossen sein.)

Aufgabe 3
Sind folgende Sprachen kontextfrei? Falls ja, so beweisen Sie dies mit Hilfe des Satzes
von Chomsky-Schützenberger (indem Sie entsprechende Sprachen Dn und R sowie einen
entsprechenden Homomorphismus h angeben), falls nein, so beweisen Sie dies mit Hilfe
des Pumping Lemmas für kontextfreie Sprachen.

a) L5 = { aibicjdj | i, j ≥ 0 }

b) L6 = { aibjcidj | i, j ≥ 0 }

c) L7 = {wc|w| | w ∈ {a, b}∗ }

Lösung
Theoretisches:

i) Satz von Chomsky-Schützenberger:
Eine Sprache L über Σ ist genau dann kontextfrei, wenn zu einem n ≥ 0 ein Homo-
morphismus h : Γ∗n → Σ∗ so existiert, dass L = h(Dn ∩ R), wobei R eine reguläre
Sprache über Γn bezeichnet.

ii) Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen:
Sei L eine unendliche kontextfreie Sprache. Dann existiert eine (nur von L ab-
hängige) Schranke m > 0 so, dass für jedes Wort w ∈ L mit |w| ≥ m Wör-
ter u, v, x, y, z so existieren, dass w = uvxyz mit |vxy| ≤ m und |vy| ≥ 1 sowie
wi = uvixyiz ∈ L∀i ≥ 0.
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a) L5 = { aibicjdj | i, j ≥ 0 }
Vermutung: die Sprache L5 ist kontextfrei, folglich kommt der Beweis mit dem Satz
von Chomsky-Schützenberger.
Beweis:

L = h(D2 ∩ {(}∗{)}∗{[}∗{]}∗) wobei
h : {(, ), [, ]}∗)→ {a, b, c, d}∗ mit

h(() = a, h()) = b, h([) = c, h(]) = d

⇒ die Sprache L5 ist kontextfrei, das geht aus dem Satz von Chomsky-Schützenberger
hervor.

b) L6 = { aibjcidj | i, j ≥ 0 }
Vermutung: die Sprache L6 ist nicht kontextfrei, folglich kommt ein indirekter Beweis
mit dem Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen.
Beweis: Angenommen L ist kontextfrei. Sei dann m die Konstante des Pumping
Lemmas.
Wähle z.B. w = ambmcmdm. Für die Wörter w ∈ L gilt: |w|a = |w|c = |w|b = |w|d.
Da |w| = 4m > m kann w zerlegt werden in w = uvxyz mit |vxy| ≤ m.
⇒ vxy Es gibt verschiedene Fälle, die auftreten können:
i) vxy ist in am, bm enthalten:
⇒ vy = anbp|n, p ≥ 1. Wählt man dann i = 0, d.h., w0 = uv0xy0z = uxz, dann
kommt man auf w0 = am−nbm−pcmdm ⇒ w0 /∈ L

ii) vxy ist in bm, cm enthalten:
⇒ vy = bncp|n, p ≥ 1. Wählt man dann i = 0, d.h., w0 = uv0xy0z = uxz, dann
kommt man auf w0 = ambm−ncm−pdm ⇒ w0 /∈ L

iii) vxy ist in cm, dm enthalten:
⇒ vy = cndp|n, p ≥ 1. Wählt man dann i = 0, d.h., w0 = uv0xy0z = uxz, dann
kommt man auf w0 = ambmcm−ndm−p ⇒ w0 /∈ L

c) L7 = {wc|w| | w ∈ {a, b}∗ }
Vermutung: die Sprache L7 ist kontextfrei, folglich kommt der Beweis mit dem Satz
von Chomsky-Schützenberger.
Beweis:

L = h(D2 ∩ {(}∗{[}∗{]}∗{)}∗) wobei
h : {(, ), [, ]}∗)→ {a, b, c}∗ mit

h(() = a, h([) = b, h(]) = c, h()) = c

⇒ die Sprache L7 ist kontextfrei, das geht aus dem Satz von Chomsky-Schützenberger
hervor.
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Aufgabe 4
Definieren Sie jeweils eine deterministische Turingmaschine M in Normalform, welche die
folgenden Sprachen akzeptiert. Erläutern Sie die Funktionsweise Ihrer Turingmaschine
auch verbal.

a) { a2nbn | n ≥ 1 }

b) {wcw | w ∈ {a, b}∗ }

Lösung
Theoretisches:
Eine Turingmaschine ist ein 8-Tupel: M = (Q,T,Γ, δ, q0, {Z0, Z1, Z2}, B, F ).
Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache L(M) besteht aus genau all jenen
Wörtern, bei deren Anaylse M einen Endzustand erreicht.
Eine Turingmaschine M heißt deterministisch, wenn für alle (q, a,X) ∈ Q × VT × Γ
höchstens ein Element (q, a,X; p, Y,DE , DA) ∈ δ existiert; wir schreiben dann auch
δ(q, a,X) = (p, Y,DE , DA).
Eine (deterministische) Turingmaschine ist in Normalform, wenn

i) sie nur einen Endzustand besitzt

ii) das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der Turingmaschine leer ist
und

iii) der letzte Übergang von der Gestalt δ(s, Z2, Z0) = (f, Z0, S,R) ist, wobei f dieser
einzige Endzustand und s ein beliebiger anderer Zustand ist.

a) { a2nbn | n ≥ 1 }:

M = 〈{p, r, s}, {a, b}, {Z0, A,B,C}, δ, p, {Z0, Z1, Z2}, B, {s}〉 mit

1: δ(p, a, B) = (p,A,R, S)
2: δ(p, a, A) = (p, C,R,R)
3: δ(p, b, B) = (r,B, S, L)
4: δ(r, b, C) = (r,B,R,L)
5: δ(r, Z2, C) = (r,B, S, L)
6: δ(r, Z2, Z0) = (s, Z0, S,R)

Erklärung:
1: für jedes 2n+ 1 (1, 3, 5, ...) eingelesene a wird ein A aufs Arbeitsband geschrieben.
2: für jedes 2n (2, 4, 6, ...) eingelesene a wird ein C aufs Arbeitsband geschrieben.

Außerdem wird das Arbeitsband nach rechts verschoben. Durch 1. und 2. erreicht
man somit, dass sich auf dem Arbeitsband immer n-viele C’s befinden. (Nicht
2n-viele)
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3: wenn das Symbol b gelesen wird, geht M einen Schritt nach links, anschließend
wird b bei 4.Schritt nochmals gelesen.

4: wenn das Symbol b gelesen wird, gehtM einen Schritt nach links und überschreibt
das Arbeitsband so schrittweise mit B (es ersetzt also die vorherigen C’s mit dem
Leersymbol B).

5: wird das Ende des Eingabebandes (Z2) erreicht, wird das letzte noch vorhandene
C auf dem Arbeitsband durch ein B ersetzt und das Arbeitsband nochmal nach
links verschoben.

6: Der letzte Schritt ist der, den eine deterministische Turingmaschine haben muss.
⇒ Es sind alle Bedingungen, die eine deterministische Turingmaschine in Normalform
erfüllen muss erfüllt:
i Ein Endzustand (s).
ii Das Arbeitsband ist leer, dafür sorgt der Zustand r, wenn die Erforderliche Anzahl

der b’s gelesen werden kann.
iii Der Letzte Übergang hat die erforderliche Gestalt (Siehe Schritt 6)

b) {wcw | w ∈ {a, b}∗ }

M = 〈{p, r, s, t}, {a, b}, {Z0, A,B,X}, δ, p, {Z0, Z1, Z2}, X, {s}〉 mit

1: δ(p, a, X) = (p,A,R,R)
2: δ(p, b, X) = (p,B,R,R)
3: δ(p, c, X) = (r,X, S, L)
4: δ(r, c, A) = (r,A, S, L)
5: δ(r, c, B) = (r,B, S, L)
6: δ(r, c, Z0) = (s, Z0, R,R)
7: δ(s, a, A) = (s,X,R,R)
8: δ(s, b, B) = (s,X,R,R)
9: δ(s, Z2, X) = (s,X, S, L)
10: δ(s, Z2, Z0) = (t, Z0, S,R)

Erklärung:
1: für jedes Symbol a wird ein A aufs Arbeitsband geschrieben.
2: für jedes Symbol b wird ein B aufs Arbeitsband geschrieben.
3: Wenn das Trennsymbol c kommt, bleibt das Eingabeband stehen und der Zustand

geht über auf r.
4: Es wird jetzt solange das Symbol c gelesen (das Eingabeband wird nicht verscho-

ben) und das Arbeitsband nach links geschoben, bis der Arbeitsbandanfang Z0
erreicht wird. (6.Schritt)
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5: Es wird jetzt solange das Symbol c gelesen (das Eingabeband wird nicht verscho-
ben) und das Arbeitsband nach links geschoben, bis der Arbeitsbandanfang Z0
erreicht wird. (6.Schritt)

6: Der Anfang des Arbeitsbandes ist erreicht, somit kann das Eingabeband wieder
gelesen werden. Dazu erfolgt ein Zustandswechsel auf s.

7: für jedes Symbol a wird gecheckt, ob am Arbeitsband auch ein A vorkommt.
Außerdem wird dieses anschließend durch das Blankzeichen X ersetzt.

8: für jedes Symbol b wird gecheckt, ob am Arbeitsband auch ein B vorkommt.
Außerdem wird dieses anschließend durch das Blankzeichen X ersetzt.

9: Wenn das Ende des Eingabebandes erreicht wurde, wird wieder solange nach links
gegangen, bis der Anfang des Arbeitsbandes erreicht wurde.

10: Der letzte Schritt ist der, den eine deterministische Turingmaschine in Normal-
form haben muss.

⇒ Es sind alle Bedingungen, die eine deterministische Turingmaschine in Normalform
erfüllen muss erfüllt.
i Ein Endzustand (t).
ii Das Arbeitsband ist leer, dafür sorgt der Zustand s, wenn die Erforderliche Anzahl

der a’s und b’s gelesen werden kann.
iii Der Letzte Übergang hat die erforderliche Gestalt (Siehe Schritt 10)

Aufgabe 5
Sind folgende Aussagen korrekt? Begründen Sie jeweils Ihre Antwort.

a) Sind L1 und L2 entscheidbar, so ist auch L1 ∪ L2 entscheidbar.

b) Es ist entscheidbar, ob das Komplement der von einer Turingmaschine akzeptierten
Sprache kontextfrei ist.

c) Es ist entscheidbar, ob eine Turingmaschine das Leerwort in 100 Schritten akzeptiert.

Lösung
Theoretisches:
Eine Menge(Sprache) A ⊆ Σ∗ heißt dann entscheidbar, falls die charakteristische Funk-
tion von A, nämlich XA : Σ∗ → {0, 1}, berechenbar ist.
Hierbei ist ∀w ∈ Σ∗ :

XA(w) =
{

1 falls w ∈ A
0 falls w /∈ A

Eine Funktion f : Σ∗ → Σ∗ heißt berechenbar, wenn es eine Turingmaschine Mf gibt,
für die mit x ∈ Σ∗ git:
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i Ist f(x) definiert, so hält Mf , gestartet mit x, und f(x) steht dann auf dem Band.

ii Ist f(x) nicht definiert, so hält Mf , gestartet mit x nicht.

a) Sind L1 und L2 entscheidbar, so ist auch L1 ∪ L2 entscheidbar.
Diese Aussage ist richtig, da die charakteristische Funktionen X1 und X2 von L1
und L2 berechenbar sind, muss auch folgendes gelten können.

X(w) =
{

1 falls X1(w) = 1 oder X2(w) = 1
0 sonst

Alternative Erklärung über Turingmaschine:
Seien M1 und M2 zwei Turingmaschinen, die die Sprachen L1 und L2 akzeptieren,
dann kann man eine Turingmaschine M erstellen, die Wörter aus einem der beiden
Turingmaschinen M1 und M2 akzeptiert.

b) Es ist entscheidbar, ob das Komplement der von einer Turingmaschine akzeptierten
Sprache kontextfrei ist.
Diese Aussage ist richtig, da es keine komplämentären Sprachen zu den rekursiv
aufzählbaren Sprachen gibt, die kontextfrei sind.

L2 ⊆ L0 ⇒ L2 6⊆ L′0

Somit ist sofort entscheidbar, dass das Komplement der von einer Turingmaschine
akzeptierten Sprache niemals kontextfrei sein kann.

c) Es ist entscheidbar, ob eine Turingmaschine das Leerwort in 100 Schritten akzeptiert.
Diese Aussage ist richtig, da die Turingmaschine nach spätestens 100 Schritten ab-
bricht. Somit ist es entscheidbar, ob die Turingmaschine das Leerwort akzeptiert oder
nicht.
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