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1 Vorwort

Die Definitionen und Sétze stammen grofsten-
teils aus dem Buch "Mathematik fiir Infor-
matik" (4. erw. Auflage) von M. Drmota et
al.

2 Rechtliches

Das vorliegende Material wurde von mir im
Sinne von §42 Abs. 4 Urheberrechtsgesetz zum
privaten Gebrauch hergestellt. Als Vorlage fiir
diese Privatkopie liegt eine von mir legal erwor-
bene Ausgabe des Buches vor.

Samtliche Rechte am Inhalt dieses Dokuments
liegen bei den Urhebern.

3 Folgen

3.1 Grenzwert

Eine reelle Zahl a heift Grenzwert (oder
Limes) der Folge (an)n>0, falls in jeder e-
Umgebung von a fast aslle Folgenglieder a,
liegen, d.h., falls

Ve >03N(e) : |anp —a| <e

gilt.

3.2 Konvergenz / Divergenz, Null-
folgen

Eine Folge (an)n>0 heillt konvergent, falls sie
einen Grenzwert a besitzt. In diesem Falle kon-
vergiert die Folge gegen a, und man schreibt

lim a, = a
n—oo

oder
an, — a

Besitzt die Folge (an)n>0 keinen Grenzwert, so
heifst sie divergent.

Eine Folge, die 0 als Grenzwert besitzt, nennt
man auch Nullfolge.

3.3 Uneigentlicher Grenzwert

Eine Folge (an)n>0, deren Glieder beliebig grofs
werden, d.h. fiir die gilt

VK >03N(K) e NVn > N(K) :ap > K

, heilt uneigentlich konvergent und man
schreibt

lim a,, = x©
n—oo

Analog definiert man

lim a, = —©
n—oo

und nennt solche Folgen ebenfalls uneigentlich
konvergent.

Der Wert +oo / -oco wird dann als un-
eigentlicher Grenzwert bezeichnet.

3.4 Haufungswerte

Wenn in jeder e-Umgebung von a unendlich
viele Folgenglieder liegen, so ist a ein H&u-
fungswert von (an)n>0.

Analog zum uneigentlichen Grenzwert wer-
den uneigentliche Haufungswerte definiert.
Der grofte Haufungswert (uneigentliche mit
eingeschlossen) heiftt Limes superior

lim sup a,
n—oo

, der kleinste Haufungswert Limes inferior



liminf a,,
n—oo

3.5 Monotonie

Eine Folge (an)n>o0 heit monoton fallend,
wenn ay. < a, fiir alle n € N. Gilt sogar die
strikte Ungleichung a, 1 < ay, so spricht man
von einer streng monoton fallenden Folge.

Falls ap+1 > ap / apt1 > ay fiir alle n € N, so
heifit die Folge monoton steigend.

3.6 Beschranktheit

Eine Folge (an)n>0 heikt nach oben
beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl §
gibt, so dass a, < S fiir alle n € N. Jede solche
Zahl S heift obere Schranke von (ay,)n>0.
Die kleinste obere Schranke wird das Supre-
mum genannt. Das Supremum supa, ist
somit jene reelle Zahl Sy, welche die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. Es gilt a, < Sp fiir alle n € N

2. Aus a, < S fiir alle n € N folgt Sg < S.

Analog definiert man Beschranktheit nach
unten und untere Schranken. Die grofite
untere Schranke wird Infimum genannt und
inf a,, geschrieben.

Falls die Folge nicht nach oben / unten

beschriankt ist, setzt man supa, = oo /
inf a, = —o0.
3.7 Vollstandigkeitssatz fiir die

reellen Zahlen

Jede nach oben (unten) beschriankte, nicht
leere Teilmenge von R besitzt ein Supremum
(Infimum).

Jede nach oben (unten) beschrénkte relle Folge
besitzt ein Supremum (Infimum).

3.8 Beschrinktheit von konvergen-
ten Folgen

Jede konvergente Folge ist beschréankt.

3.9 Hauptsatz iiber monotone Fol-
gen

Eine monotone Folge ist genau dann konver-
gent, wenn sie beschrankt ist.

3.10 Rechenregeln fiir konvergente
Folgen

Seien (an)n>0 und (bp)n>o konvergente Folgen
mit limy, _ oo ap — a und lim, _, o by = b.
Dann gilt:

+ by) =a =+ b,

o lim, ,

(an
o lim, , o (A *a,) = A *afir A eR,
(an * by) =a*b,

o lim, ,

e lim, o %: = ¢ falls by # 0, fiir alle n €
N, und b # 0.

3.11 Rechenregeln fiir uneigentlich
konvergente Folgen

Sei (an)n>0 eine uneigentlich konvergente Folge
und A € R. Es gelte lim, _, oo a; = 0o und
lim, o by = b.

Dann gilt:

e limy, ,  (an + by) = o0, falls b € R oder
b = oo,

. 00 falls A > 0,
® [1my oo — )
- —0o0 falls A <0

*by) = o0, falls b > 0,

o limy, - (an

o lim, _, %:0, falls b € R.



3.12 Bernoulli’sche Ungleichung

Sein € Nmit n > 2 und x > -1, mit x # 0.
Dann gilt:

(14+2)" >1+nx

3.13 Sandwich-Theorem

Seien (an)ngeqo und (bn)n>o konvergente Fol-
gen, deren Grenzwerte iibereinstimmen, also
lim, & 0 an = limy o by = a. Sei (cn)n>0
eine Folge mit ay, < ¢, < by, fiir fast alle n € N.
Dann folgt die Konvergenz von (cy)n>0, und es
gilt limy, , o ¢y = a.

3.14 Teilfolgen

Seien (an)n>0 eine Folge reeller Zahlen und ng

< ny < ng < ... naturliche Zahlen. Dann

nennt man die Folge (an,, )meN = (angs any » &ns,
..) eine Teilfolge von (ay)n>o0.

3.15 Konvergierende Teilfolgen

Sei (an)n>0 eine Folge, die den Haufungspunkt
a besitzt. Dann gibt es eine gegen a kon-
vergierende Teilfolge.

Falls umgekehrt (a,)n>0 eine konvergente Teil-
folge mit Grenzwert a enthélt, so ist a ein Hau-
fungswert von (an)n>0.

3.16 Satz von Bolzano-Weierstrafs
Jede beschrankte Folge (an)n>0 enthilt einen
Haugungspunkt.

3.17 Cauchyfolge

Eine reelle Folge heifst Cauchyfolge, wenn fiir
alle € > 0 ein N(e) exsitiert, sodass |ay - am| <
e fir alle n, m > N(e).

3.18 Cauchykriterium

Eine reelle Folge (a,)n>0 ist genau dann kon-
vergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

4 Unendliche Reihen

4.1 Definition

Unter einer unendlichen Reihe versteht man
eine (formale) unendliche Summe Y > ) ap.
Dabei ist (an)n>0 die Folge der Reihenglieder.

Die Folge (Sp)n>0 mit

n
=
k=0
heifst Folge der Partialsummen der Reihe.

Unter dem Grenzwert (oder der Summe)
der Reihe versteht man den Grenzwert ihrer
Partialsummenfolge.

Ist die Folge (sp)n>0 konvergent / divergent so
heiftt auch die Reihe konvergent / divergent.

4.2 Satz iiber konvergente Reihen

Falls die Reihe }_, -,a, konvergiert, so ist
die Folge der Reihenglieder eine Nullfolge, d.h.
a, — 0.

4.3 Alternierende Reihen

Eine Reihe ), -, an heift alternierend, wenn
die Glieder a,, abwechselnd positiv und negativ
sind.

4.4 Absolut / bedingt konvergente
Reihen

Eine Reihe ) .,ay, heit absolut konver-
gent, wenn $) ;>0 |an| konvergent ist.



Eine konvergente Reihe, welche nicht absolut
konvergent ist, nennt man bedingt konver-
gent.

4.5 Satz iiber absolut konvergente
Reihen

Eine absolut konvergente Reihe ist auch kon-
vergent.

4.6 Riemann’scher Umordnungssatz

Eine bedingt konvergente Reihe ldsst sich so
umordnen, dass sie gegen eine beliebige Zahl
a € RU{—o00,00} (uneigentlich) konvergiert.

4.7 Konvergenzkriterien
4.7.1 Cauchykriterium

Eine Reihe ) -, an ist genau dann konver-
gent, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N(e) existiert,
so dass

m
|Zak| < eVm >n > N(e)
k=n

4.7.2 Leibnizkriterium

Eine alternierende Reihe ), - ((—1)"ay,, fiir die
(an)n>0 eine monoton fallende Nullfolge ist, ist
konvergent.

4.7.3 Majorantenkriterium

Seien ) a, und ) b, zwei Reihen mit |ay|
< b, fir fast alle n.

Falls > b, konvergent ist, so ist ) ap
absolut konvergent.

In diesem Fall nennt man die Reihe ), b, eine
Majorante von ) a,.

4.7.4 Minorantenkriterium
Seien ), a, und ) b, zwei Reihen, so dass

0 < a, < by, fir fast alle n.

Falls ) a, divergent ist, so ist auch die Reihe
>, by, divergent.

Dann nennt man a, eine Minorante von b,.

4.7.5 Wurzelkriterium

Falls es eine Zahl ¢ gibt, so dass
W < ¢ < 1 fiir fast alle n,
dann ist ) a, absolut konvergent.
Falls hingegen

Y/Jan| > 1 fiir unendlich viele n,

so ist ), an divergent.
Fir den Fall {/]ay| = 1 kann keine Aussage
getroffen werden.

4.7.6 Limesform des Wurzelkriteriums

Aus

limsup {/|a,| <1

n—o0

folgt die absolute Konvergenz der Reihe ), ay
und aus

limsup {/|a,| > 1

n—o0

deren Divergenz.
Fiir den Fall limsup,, ,., V/|an| = 1 kann keine
Aussage getroffen werden.

4.7.7 Quotientenkriterium

Es sei ay # 0 fiir alle n € N.

Falls eine Zahl ¢ existiert, so dass



| aTL+1

|<g<1

n

, fiir fast alle n, so ist ) a, konvergent.

Gilt hingegen

‘ An+1

[ >1

n

, fiir fast alle n, so divergiert die Reihe ) ap.

Fiir den Fall [*2*| = 0 kann keine Aussage
getroffen werden.

4.7.8 Limesform des Quotientenkriteri-
ums

Aus limsup,,_,, |“2H| < 1 folgt die absolute

Konvergenz der Reihe ), ay,

Ant1
an

und aus liminf,,_, | > 1 deren Divergenz.

4.8 Rechenregeln fiir
Reihen

konvergente

Seien ) a, und ) b, konvergente Reihen.

Dann gilt aufgrund der Vektorraumeigen-
schaften des Raums der konvergenten Folgen:

b Zn(an+bn) = Znan+2n bn
o > (Axan) =A%) ap, fir \eR

4.9 Cauchyprodukt

Seien Y, ~qan und >, - b, zwei Reihen.

Unter dem Cauchyprodukt dieser beiden
Reihen versteht man die Reihe

> O arbns)

n>0 k=0

4.10 Satz iiber absolute Konvergenz
des Cauchyproduktes

Falls > ~oan = a und ) 4b, = b und
beide Reihen absolut konvergieren, dann ist
auch deren Cauchyprodukt absolut konvergent
und es gilt

Z(Z akbn_k) =ab

n>0 k=0

4.11 Potenzreihen

Unter einer Potenzreihe versteht man eine
Reihe der Bauart

Z an(x — z0)"

n>0

Die Faktoren ay heifsen die Koeffizienten der
Potenzreihe, xg ist der Entwicklungspunkt.

4.12 Binomische Reihe

Die binomische Reihe ist definiert durch
Y >0 (%)a™ fiir o € R, wobei

—n+1)

(a) _afa—1)(a —z!)...(a

n

Weiters gilt

4.13 Konvergenzradius

Sei Y . ~oan(x — x0)" eine Potenzreihe.

Dann existiert ein R mit 0 < R < oo, so dass
die Reihe fiir alle



x € Cmit |x - xo| < R absolut konvergent
und fiir
x € C mit [x - xo| > R divergent ist.

Der Konvergenzbereich der Potenzreihe ist
somit ein Kreis in der Gaufi’schen Zahlenebene
mit dem Radius R.

Die Zahl R heiflst Konvergenzradius der
Reihe und kann mit der Formel

1

" limsup, .., V/]an]

berechnet werden.

R

Falls R = 0, dann konvergiert die Potenzreihe
nur fir z = 0.

Falls R = oo, dann konvergiert die Potenzreihe
auf der gesamten Gauk’schen Zahlenebene.

Der Konvergenzradius kann in vielen Féllen
auch mit dem Quotientenkriterium in Limes-
form berechnet werden:

1

lim SUPp 00 |

An41
Qn

4.14 Satz iiber Potenzreihen und
deren Konvergenzradius

Sei ano an(x — xp)"™ eine Potenzreihe mit
dem Konvergenzradius R.

Sei weiters 0 < r < R.

Dann existieren Konstanten ¢ > 0 und 0 < ¢
< 1, so dass

|an(x — 0)"| < cq"

fiir alle z mit |x - xg| < 1.

5 Asymptotischer
von Folgen

Vergleich

5.1 Landau-Symbole

Seien (an)n>0 und (bn)n>o Folgen.

Dann schreibt man:

1. ap = O(by) fiir n — oo, falls es eine Kon-
stante C gibt, so dass

Qn,
— | <
) <0

fiir fast alle n € N, gilt.

2. a, = o(by) fir n — oo, falls

lim 2% =0
n—o0 by,
gilt.
3. ap ~ by, falls
_an
b,

gilt.

4. a, = Q(by) fiir n — oo, falls es eine Kon-
stante C' > 0 gibt, so dass

b
< C
G,

fiir fast alle n € N gilt.

Weiters gilt: a, =
wenn b, = O(ay).

Q(by) genau dann,

5. ap = O(by) fiir n — oo, falls es positive
Konstanten C; und Cs gibt, so dass

Cilba] < [an] < Calbal

fiir fast alle n € N gilt, d.h. a, = O(by)
genau dann, wenn sowohl a,, = O(b,) als
auch a, = Q(by) zutrifft.



5.2 Stirling’sche Formel

Die Stirling’sche Formel

n
L (&) V2
n (e) ™

gibt die Gréfsenordnung von n! an.

Der Fehler lasst sich quantifizieren, es gilt:

nt~ () Vo (140()
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