b BB By — By — (Bg— By) Dy + Dy — 20

Dy, = - =2 = =2 2
Analoge Betrachtung in y-Richtung liefert:
" (I)l + (1)3 — 2@0
oy =2

Daraus folgt

92 9P By 4+ By — 20, Dy + By — 23,
s 4T =0=2 2 -

83)2 + ayQ - h2 h2
By By Dy + Dy
B 4

g

Das Potential in einem diskreten Gitterpunkt entspricht also dem Mittel-
wert der vier benachbarten Potentiale, ist aber vom Gitterpunktabstand, falls
dieser geniigend klein gew#hlt ist, unabhingig. Auf diese Art ist es moglich,
die Laplace-Gleichung bei vorgegebenen Potentialrandbedingungen numerisch
zu losen.

7 Teilchensysteme

Fast alle unsere Uberlegungen (betreffend Mechanik) galten streng genommen
fir Punktmassen Ausgedehnte Korper kénnen wir als eine Summe von Punkt-
massen ansehen, wobei es innere Kréfte geben muss, die die Lage der Punktmas-
sen zueinander bestimmen. Diese inneren Kréfte beeinflussen aber die Dynamik
des Korpers nicht bzw. nur auf eine Art, die man von der von den sogenannten
duBeren Kriiften verursachten Bewegung trennen kann. Auflere Krifte kénnen
einerseits die Bewegung des Schwerpunktes (siehe folgendes) beeinflussen (es
gelten dann die Newton “schen Axiome wie fiir eine im Schwerpunkt befindliche
Punktmasse) oder aber die Rotation des Korpers verindern (Drehbewegung,
siehe folgendes)

7.1 Schwerpunkt

Die Bewegung irgendeines Korpers oder Teilchensystems lésst sich beschreiben,
wenn man die Bewegung des Massenmittelpunkts (sozusagen die Grundbewe-
gung des Systems) und die Bewegung aller Einzelteile des Systems in Bezug auf
den Massenmittelpunkt kennt. Betrachten wir zunéchst ein einfaches System
aus zwei Teilchen in einer Dimension. Wenn zwei punktformige Teilchen mit
den Massen m, und mo die Koordinaten x; und zo auf der x-Achse haben,
dann ist die Koordinate x; des Massenmittelpunkts definiert durch

(my1 4+ ma) - x5 = My + Mmoxs (31)
—_———

m
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Gibt es nur zwei Teilchen, liegt der Massenmittelpunkt genau auf der Ver-
bindungslinie zwischen den beiden Teilchen; haben die Teilchen gleiche Massen,
liegt der Massenmittelpunkt genau in der Mitte zwischen ihnen . Haben die
zwei Teilchen ungleiche Masse, so liegt der Massenmittelpunkt dichter an dem
schwereren der beiden Teilchen. In diesem Fall konnte man sehr leicht die Be-
wegung des Systems durch Losen der Bewegungsgleichung bestimmen und dann
feststellen, dass sich in der Tat der Massenmittelpunkt so wie eine Punktmasse
m, die sich in ihm befindet, bewegt.

Gleichung 31 kann man sehr leicht auf ein System aus vielen Massen verall-
gemeinern:

(Z mi> ST = Z m;T; (32)
N

m

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung gilt wieder
mrs = /7”" dm (33)

7.2 Bewegung des Massenmittelpunktes

il

'

Abbildung 17: Komplexe bewegung eines Korpers und einfache Bewegung des
Massenmittelpunktes

Abbildung 17 zeigt in einer stroboskopischen Aufnahme, wie sich ein in die
Luft geworfener Stock bewegt. Obwohl die Bewegung des Stocks insgesamt ziem-
lich kompliziert ist, ist die Bewegung seines Massenmittelpunkts ganz einfach.
Wiihrend der Stock in der Luft ist, bewegt sich der Massenmittelpunkt auf einer
parabelférmigen Bahn, derselben Bahn, die sich beim Wurf eines punktférmigen
Teilchens ergdbe. Wir konnen allgemein zeigen, dass die Beschleunigung des
Massenmittelpunkts in einem System von Teilchen gleich ist der resultierenden
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duBeren Kraft, die auf das System wirkt, geteilt durch die Gesamtmasse des Sy-
stems. Wirft man den Stock in die Luft, so erfahrt der Massenmittelpunkt nur ei-
ne nach unten gerichtete Beschleunigung, ndmlich die Erdbeschleunigung g; um
die Beschleunigung zu finden, berechnen wir zunéchst die Geschwindigkeit, in-
dem wir Gleichung 32 zweimal nach der Zeit differenzieren und beriicksichtigen,
dass nach dem zweiten Newton’schen Axiom m;a; gleich der Summe der Krifte
auf das i-te Teilchen ist.

Der Term auf der rechten Seite gibt dann die Summe aller Kréfte an, die
auf jedes einzelne Teilchen in dem System wirken. Einige dieser Krifte sind
interne oder innere Krifte, d. h. Kréfte, die ein Teilchen in dem System auf
ein anderes Teilchen in dem System ausiibt; andere Kréfte sind externe oder
duere Krifte, d. h. Kréfte, die auf ein Teilchen des Systems von einem anderen
Teilchen auflerhalb des Systems ausgeiibt werden. Nach dem dritten Newton
‘schen Axiom treten alle Krifte immer in Paaren von Aktion und Reaktion auf.
Zu jeder inneren Kraft auf ein Teilchen eines Systems gibt es also immer eine
gleich grofle, entgegengesetzt gerichtete innere Kraft auf ein anderes Teilchen
des Systems. Summieren wir alle inneren Krifte, erginzt sich jedes Aktions-
Reaktions-Paar zu null. Auf das System wirken also nur externe Krifte. Damit
erhalten wir

ﬁemt = Z ﬂ,ext = mds (34)

Die Gleichung besagt, dass die resultierende duflere Kraft auf ein System
gleich ist dem Produkt aus Gesamtmasse m des Systems und der Beschleunigung
des Massenmittelpunkts @s des Systems. Es gilt also: Der Massenmittelpunkt
eines Systems von Teilchen bewegt sich wie ein einziges Teilchen der Masse
m = »_ m; unter dem Einfluss der resultierenden &ufleren Kraft, die auf das
System wirkt. Eine wichtige Konsequenz

Lemma 23 Wirken keine duferen Krifte, bleibt der Schwerpunkt erhalten

7.3 Kinematik der Drehbewegung: Winkelgeschwindigkeit
und Winkelbeschleunigung

Jeder Punkt in einem Korper, der um eine feste Achse gleichférmig rotiert,
bewegt sich auf einer Kreisbahn, deren Mittelpunkt auf der Drehachse liegt und
deren Radius durch die Entfernung des Punkts von der Drehachse gegeben ist.
Eine Linie, die man von der Achse zu einem beliebigen Punkt zieht, iiberstreicht
in gleichen Zeiten stets gleiche Winkel (Abbildung 18). Betrachten wir eine
Kreisscheibe, die sich um eine senkrecht zu ihr stehende feste Achse durch ihren
Mittelpunkt dreht. r; bezeichnet den Abstand vom Mittelpunkt der Scheibe zu
ihrem i-ten Massenpunkt P;, und 6; ist der gegen den Uhrzeigersinn gemessene
Winkel zwischen einer im Raum festgelegten Bezugsgerade und einer Linie vom
Drehpunkt zum i-ten Massenpunkt. Wenn sich die Scheibe um den Winkel df
dreht, bewegt sich dieser Massenpunkt auf einem Kreisbogen der Lénge ds, so
dass gilt:

ds=r;-df (35)
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Abbildung 18: Groflen bei der Drehbewegung

Dabei wird der Winkel df im Bogenmaf$ in der Hilfseinheit Radiant (Ein-
heitenzeichen rad) angegeben. Die Entfernungen ds; und r; hingen vom jeweils
betrachteten Punkt ab, aber ihr Verhéiltnis, der so genannte Drehwinkel,
ist fiir alle Massenpunkte der Kreisscheibe gleich. Bei einer kompletten
Umdrehung gilt fiir die Bogenlédnge As; = 27r;; der Drehwinkel Af betragt
dann Af = 27 = 27 rad = 360° = 1U (Das U steht hier fiir Umdrehung.) Die
Geschwmdlgkelt df/dt, mit der sich der Winkel dndert, ist fiir alle Punktmassen
der Scheibe gleich. Man nennt sie die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe und
bezeichnet sie mit dem kleinen griechischen Buchstaben w

de

Im allgemeinen Fall, insbesondere wenn die Drehachse nicht im Raum fi-
xiert ist, muss man die Winkelgeschwindigkeit als eine vektorielle Grofle be-
handeln; Bei Drehungen um eine raumfeste Achse - und ausschlielich diesen
Fall betrachten wir in diesem Kapitel - hat die Winkelgeschwindigkeit nur zwei
mogliche Richtungen, die von der Drehrichtung abhéngen. Bei einer Drehung
gegen den Uhrzeigersinn nimmt 6 zu, w ist also positiv; bei einer Drehung im
Uhrzeigersinn nimmt 6 ab, w ist also negativ. (Dies ist analog zu der linearen
Bewegung in einer Dimension, wo man die Geschwindigkeit nicht als Vektor
betrachten muss; sie kann sowohl negative als auch positive Werte annehmen.)
Die Dimension der Winkelgeschwindigkeit ist die einer reziproken Zeit (77! ).
Die Einheit der Winkelgeschwindigkeit w ist s~!; wenn mit den Hilfseinheiten
Radiant oder Umdrehung gearbeitet wird, ist die Einheit Radiant pro Sekunde
(rad-s~1) bzw. Umdrehungen pro Sekunde, U - s~1

45



Die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit wird Winkelbeschleuni-
gung « genannt:

dv  d?0
T (37)

7.4 Zentripetal und Zentrifugalbeschleunigung

Die lineare Geschwindigkeit v; eines Massenpunkts der Scheibe ist tangential
zur Kreisbahn des Punkts gerichtet und hat den Betrag ds;/dt. Mit den vorhin
eingefiihrten Groflen konnen wir die Tangentialgeschwindigkeit” des i-ten Mas-
senpunkts geméf

A rldﬁ
T dt
mit der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe verkniipfen, so dass gilt:

(38)

Ut = Tiw

In dhnlicher Weise ergibt sich die tangentiale Beschleunigung eines Massen-
punkts der Scheibe

_dvg;  dw
At = ——F—

, o S Tig =ra (39)

Gleichung 39 ist jedoch unvollstéindig, wenn man die eigentliche (und nicht
nur die tangentiale Komponente) Beschleunigung betrachtet:

du;
a; =

_ dw dr;
a a TYa

Beschrianken wir uns auf den einfachsten Fall, dass sich die Massenpunkte
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit drehen, dann ist der erste Term in 40
null und damit bleibt in der Beschleunigung nur der zweite Term iiber. Bei den
Drehungen, die wir hier betrachten, ist zwar der Radius 7; dem Betrag nach

konstant, dndert aber die Richtung, so dass gilt (sieche dazu auch Abbildung
19):

—

(40)

dr; Ut i &
a; =w = Uy = = rw? (41)
dt T T

Jeder Massenpunkt auf der Scheibe erfahrt alsoeine radiale Beschleunigung,
die so genannte Zentripetalbeschleunigung. Die Normalbeschleunigung ist im-
mer nach innen zur Drehachse hin gerichtet.
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Abbildung 19: Radiusdnderung bei Drehbewegung

7.4.1 Scheinkrifte

Der Ubergang von einem Inertialsystem auf ein beschleunigtes System (z.B. die
Scheibe in Abbildung 18) fithrt immer zum Auftreten von sogenannten Schein-
kréften.

Damit z.B ein Auto durch eine Kurve fahrt, muss auf dieses Auto eine radial
nach innen gerichtete Zentripetalbeschleunigung a,, wirken (Das in der Kurve
fahrende Auto sei also unser beschleunigtes System). Sitzen wir in diesem Auto,
spiiren wir allerdings eine ganz andere Beschleunigung, nédmlich eine Beschleu-
nigung a.¢, die uns radial nach auflen treibt. Die Beschleunigung a., heifit
Zentrifugalbeschleunigung, die auf uns wirkende Kraft F,; = m - a,;, heifit Zen-
trifugalkraft. Diese Kraft zéhlt zu den Tragheits- oder Scheinkréften, die immer
dann auftreten, wenn wir uns in einem beschleunigten Bezugssystem - wie dem
durch eine Kurve fahrenden Auto - befinden. Ein System ohne Scheinkrifte,
das entsprechend dem Trigheitssatz seine (geradlinig gleichformige) Bewegung
beibehélt, nennt man ein Inertialsystem.

Scheinkréfte entstehen bei der Transformation der Bewegungsgleichungen
von einem Inertialsystem I in ein beschleunigtes System B.

7.5 Kinetische Energie der Drehbewegung

Die kinetische Energie eines starren Korpers, der um eine feste Achse rotiert, ist
die Summe der kinetischen Energie aller Massenpunkte, die zusammen
den Korper bilden. Die kinetische Energie des i-ten Massenpunkts mit der Masse
my; ist

2

%

1
Ekm,i = §miv

Die geamte Energie ergibt sich dann durch Summation iiber alle Massen-
punkte, wobei v; = r;w verwendet wird zu:

Fuin = 3 (gmin?) = 53 (marte?) = 5 (Zmi@) =t )
i

i 4
—_———

Tragheitsmoment [
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Die eingeklammerte Summe in dem Term auf der rechten Seite nennt man
das Tragheitsmoment I des Korpers beziiglich der Drehachse:

I=> mi} (43)
bzw.

I= / r2dm (44)

bei kontinuierlicher Masseverteilung.

Beispiel 24
Triagheitsmoment eines homogenen Stabs

Berechnen Sie das Tragheitsmoment eines homogenen Stabs der Lange ¢ und der Masse m beziiglich einer Achse, die
senkrecht zum Stab durch eines der Enden verlduft. Der Stab soll eine vernachldssigbare Dicke haben.

Problembeschreibung: Der Stab liegt auf der x-Achse, y!
ein Ende befindet sich im Ursprung. Um das Trégheitsmo- :
ment / beziiglich der y-Achse zu berechnen, betrachten wir o ‘

ein Massenelement dm im Abstand x von der Achse (Ab- I

bildung 9.5). Da die Gesamtmasse m entlang der Lénge ¢ :

homogen verteilt ist, ist die Masse pro Einheitslinge (die I dm= % dx
lineare Massendichte) gegeben durch A2 = m//. |

: « "
— - ‘.| }‘7“

x

Losung:
1. Das Tragheitsmoment ist gegeben durch das Integral: I= fC; ¥ dm
2. Um das Integral zu berechnen, brauchen wir einen dm = Adx :’—? dx

Zusammenhang von dm und dx. Driicken Sie dm mit Hilfe
der Massendichte A und von dx aus:

3. Setzen Sie ein und berechnen Sie das Integral. Wihlen Sie 1 = [x’dme = [} 5 iy = % xdx
die Integralgrenzen so, dass das Massenelement dm entlang L
der Massenverteilung in Richtung von zunehmendem x m 1,
verschoben wird: e

Kommentar: Das Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse ist ebenfalls {m ¢*; das Tréigheitsmoment beziiglich der x-Achse
ist null, da wir angenommen hatten, dass der Stab eine vernachlissigbare Dicke hat, die gesamte Masse also auf der x-Achse
konzentriert ist.

Beispiele fiir einige Korper beziiglich verschiedener achsen sind in der fol-
genden Abbildung 20 zusammengefasst.

7.5.1 Der Steiner’sche Satz

Die Berechnung des Triagheitsmoments lédsst sich in vielen Fillen durch einen
Satz vereinfachen, der das Triagheitsmoment beziiglich einer Achse durch den
Massenmittelpunkt mit dem Tragheitsmoment beziiglich einer beliebigen an-
deren, zur ersten parallelen Achse verkniipft. Dieser Satz heifit im Deutschen
nach dem Schweizer Mathematiker Jakob Steiner (1796 -1863) der Steiner’sche
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Tragheitsmomente homogender Kérper beziiglich verschiedener

Drehacnsen
Zylinder mit diitnnem Mantel ~ Zylindermantel Diinner Stab Diinne Kugelschale
Drehachse = Kérperachse Drehachse 1 Kérperachse Drehachse 1 Kérperachse Drehachse durch Mittelpunkt

durch Mittelpunkt

durch Mittelpunkt

I=3mr+ 35 1=k me? -
Massiver Zylinder N aie Pliad Massive Kugel )
Drehachse = Kérperachse RS Y M AT Diinner Stab Drehachse durch Mittelpunkt
Drehachse - Kérperachse "
5 Drehachse + Kérperachse
durch Mittelpunkt 2
: durch ein Ende

I=13 1=2
A Massiver Quader
g;}]‘::zkl;‘edf"](ﬂ e Hohlzylinder Drehachse - Oberfliche
¢ = Rorp Drehachse L Kérperachse durch Mittelpunkt

durch Mittelpunkt

Eine Scheibe ist ein Zylinder mit vernachldssigbarer Lénge £. Mit ¢ = 0 gelten die angegebenen Formeln fiir Zylinder auch fiir Scheiben.

Abbildung 20: Triagheitsmomente einiger Kérper
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Satz, in der englischsprachigen Literatur findet man ihn unter der Bezeichnung
Parallel-Axis Theorem. Wenn ein Korper der Masse m das Triagheitsmoment I
beziiglich einer Achse durch den Massenmittelpunkt hat, dann ist das Trigheitsmoment
I beziiglich einer parallelen Achse im Abstand h von der ersten Achse gegeben

durch

I = I, +mh? (45)

7.6 Das zweite Newton’sche Axiom fiir Drehbewegungen:
Der Drehimpuls

Um einen Kreisel (Scheibe) zum Rotieren zu bringen, muss man ihn &ndrehen”.
Dazu benétigt man z.B zwei Kréifte F; und Fb in Drehung versetzt wird, die
am Rand der Scheibe in tangentialer Richtung angreifen. Die Richtung der
Krifte ist wesentlich: Wiirden die beiden Krifte in radialer Richtung wirken,
wiirde sich die Scheibe nicht drehen.

Tangential- \
1‘ichhmg \o <

Teilchen

Drehachse

Abbildung 21: Ein Teilchen mit der Masse m ist durch einen masselosen Stab
in seiner Bewegung auf eine Kreisbahn mit dem Radius 7. beschréankt. Wirkt
eine Kraft F auf das Teilchen, so kann man fiir die Tangentialkomponente der
Kraft das zweite Newton’sche Axiom anwenden

Abbildung 21 zeigt ein Teilchen der Masse m, das an einem masselosen
starren Stab der Lénge r,. angebracht ist. Betrachten wir eine Achse am anderen
Ende des Stabs, um die der Stab rotieren kann. Dann muss sich das Teilchen
auf einer Kreisbahn vom Radius r,. bewegen. Wenn eine einzige Kraft F in der
gezeigten Weise auf das Teilchen wirkt, dann konnen wir das zweite Newton’sche
Axiom auf das Teilchen anwenden. Fiir die tangentiale Komponente ergibt sich
Fy = may.

Wir wollen eine Gleichung ableiten, in der die Drehgréflen mitenthalten sind.
Ersetzen wir a;, durch ra (Gleichung 39) mit Winkelbeschleunigung « und
multiplizieren beide Seiten mit r, ergibt sich
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rF, = mria (46)

Das Produkt rFy, heiffit das mit der Kraft F}, verbundene Drehmoment M:

M =rF, (47)

Eigentlich ist das Drehmoment wie die Winkelgeschwindigkeit ein Vektor.
Solange das Drehmoment, wie in diesem Kapitel, nur eine Komponente besitzt,
gilt M = rF;.. Im allgemeinen Fall gilt aber M = #x F und dann ist aber dle
Reihenfolge von r und F', von grofler Bedeutung.

Setzt man die Definition des Drehmoments in Gleichung 46 ein, erhilt man

M =mria (48)

Einen starren Korper, der um eine feste Achse rotiert, kann man sich als
eine Ansammlung von einzelnen Teilchen denken, von denen sich jedes auf ei-
ner Kreisbahn bewegt. Alle Teilchen haben dieselbe Winkelgeschwindigkeit w
und dieselbe Winkelbeschleunigung «. Mit Gleichung 48 gilt fiir das i-te dieser
Teilchen

M; = m;ria (49)

Dabei ist M; das Drehmoment, das mit der Gesamtkraft auf das i-te Teilchen
verbunden ist. Summiert man beide Seiten dieser Gleichung iiber alle Teilchen,
ergibt sich

ZMi = Zmirfa = (Zmlr?) a=Iua (50)

Wir haben schon gesehen, dass die resultierende Kraft auf ein Teilchensy-
stem gleich der Summe der resultierenden dufleren Kréfte ist, die auf das System
wirken, weil die inneren Krifte (also die Kriifte, die die Teilchen des Systems
aufeinander ausiiben) sich paarweise neutralisieren. Die Behandlung von inter-
nen Drehmomenten, die die Teilchen des Systems aufeinander ausiiben, fiihrt
zu einem ganz #hnlichen Ergebnis: Das resultierende Drehmoment auf ein Sy-
stem ist gleich der Summe der resultierenden #ufleren Drehmomente, die auf
das System wirken.

Wir kénnen 50 noch etwas umformen und erhalten

Mea;t = ZMext,i =Io

Das ist fiir die Drehbewegung das Analogon fiir das zweite Newton ’sche
Axiom der Linearbewegung: Fo = md.
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