Teil 11

Schwingungen und Wellen

8 Harmonische Bewegungen

In der Physik fiihren verschiedenste grundlegende Gesetze (Gravitationsgesetz,
Coulombgesetz etc.) unter gewissen Bedingungen auf eine Differentialgleichung,
die erstaunlicherweise fiir verschiedene physikalische Phianomene, so unterschied-
lich sie sein mogen, dieselbe Form aufweist und als Charakteristikum als Losung
ein periodisches Verhalten der verschiedenen physikalischen Gréfien aufweist. Zu
bemerken ist, dass dies fiir lineare Differentialgleichungen gilt und die oft korrek-
tere nichtlineare Gleichungen zu durchaus bemerkenswerten, nicht-harmonischen
Losungen fiithren kénnen (chaotische Losungen).
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Abbildung 22: Schwingende, ungediampfte Feder

Ein besonders einfacher und leicht verstdndlicher Fall fiir eine solche Schwin-
gungen stellt die Bewegungsgleichung 5 in der Mechanik dar, und zwar fiir den
Fall, dass die Kraft F'(t) eine sogenannte riicktreibende Kraft (z.B. ist das der
Fall, wenn die stabile Gleichgewichtslage eines Systems leicht gestort wird. Es
gibt viele bekannte Beispiele: Boote bewegen sich auf und nieder, die Pendel von
Uhren gehen hin und her, und die Saiten und Zungen der Musikinstrumente
schwingen) ist. Andere weniger bekannte Beispiele aus anderen Gebieten der
Physik sind die Schwingungen von Luftmolekiilen in einer Schallwelle und die
Schwingungen des elektrischen Stroms in Radios und Fernsehgerédten, oder aber
auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Elektronen in Atomen.

Starten wir also mit der Bewegungsgleichung und einem einfachen Beispiel
einer riicktreibenden Kraft (z.B. eine Federkraft, proportional zur Auslenkung x.
Diese haufig auftretende, sehr wichtige und sehr grundlegende Art einer Schwin-
gungs bewegung ist die harmonische Schwingung. Sie ist die Bewegung eines Ge-
genstands, der an einer Feder befestigt ist und reibungsfrei auf einer Unterlage
schwingt . Im Gleichgewicht ibt die Feder keine Kraft auf den Gegenstand aus.
Wenn der Gegenstand um die Grofle x aus seiner Gleichgewichtslage verscho-
ben wird, bt die Feder eine Kraft —kx auf thn aus, die durch das Hooke’sche
Gesetz gegeben ist)
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= F(t) =— (52)
Pz
d’x  k
ﬁ + Ex =0

Diese Gleichung ist unter dem Namen Schwingungsgleichung bekannt.
Genauer gesagt: dies ist die Schwingungsgleichung im ungeddmpften Fall.

Die Losung dieser Gleichung ist im folgenden skizziert und beruht auf der
Annahme, dass die Losung periodisch ist und zwar der Form:

z(t) = Asinwt + Bceoswt = Csin(wt + ¢) (53)

A B und C bezeichnet man als Amplitude, ¢ als Phasenkonstante oder ein-
fach Phase.

Einsetzten von 53 in 52 fiihrt die Differentialgleichung in eine gewthnliche
Gleichung tiber, die die Eigenfrequenz w ergibt:

mit 2’(t) = —Awsinwt + Bwcoswt

und 2" (t) = —Aw? coswt — Bw?sinwt

k
—(Aw? coswt + Bw?sinwt) + — (Acoswt + Bsinwt) = 0
m

k
w?(Acoswt + Bsinwt) = — (Acoswt + Bsinwt)
m
k
w=1/—
m

Ganz allgemein gilt, dass die Eigenfrequenz der Wurzel des Vorfaktor der
gesuchten Funktion entspricht, falls die entsprechende Gleichung fiir einen be-
liebigen SSchwingungsfallin die Form der Gleichung 52 gebracht wird. (Beispiel
weiter unten).

Die Zeit, die der Gegenstand benétigt, um eine vollstdndige Schwingung
(von einer extremen Auslenkung aus der Ruhelage zu der anderen und wieder
zuriick) auszufithren, wird als Schwingungsdauer T oder Schwingungsperiode
bezeichnet. Der Kehrwert der Schwingungsdauer heifit Frequenz v, sie gibt die
Anzahl der Schwingungen pro Sekunde an: v = %’ Die Einheit der Frequenz ist
Hertz (Hz). Die oben erhaltene Kreisfrequenz w = 27v.

Die Koeffizienten A und B bzw. C und ¢ bestimmt man aus den Angangs-
bedingungen aus denen das System startet. Z.B.:
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z(0)=A+0—
A=2(0)2'(t)],_o= wasiRnﬁj_quBw coswit —
t—0 t—0
2 (0)=—-0+4+wB —
z'(0)
Tw o

B=

Somit ist die gesuchte Losungsfunktion (allgemein) :

= Acos \/> t+ Bsin \/> (54)

oder oft in der folgenden Form gebriuchlich:

iwt —twt
x(t) = Acoswt = A - <e+;>

9 Energie des harmonischen Oszillators

Wenn ein Gegenstand an einer Feder eine harmonische Bewegung ausfiihrt
(Abbildung 22), dann sind die kinetische und potenzielle Energie des Systems
zeitabhéngig. Ihre Summe, die mechanische Gesamtenergie, Epech = Fkin+Epot
, ist konstant.

Wir betrachten die Bewegung eines schwingenden Korpers mit der Mas-
se m, der sich im Abstand z vom Gleichgewicht befindet und auf den eine
riicktreibende Kraft —kx wirkt. Die potenzielle Energie des Systems ist dann

1 1
Epot = §kaﬁ2 = 51@ (C'sin(wt 4 ¢))*

Die kinetische Energie des Systems ist

By = 2™ <d(C’ singlc:t +9¢))

2
Lo
5 5 ) = 2C mw? cos? (¢ + tw)

wo m die Masse und v, die Geschwindigkeit des schwingenden Teilchens ist.

Mit der bekannten Kreisfrequenz w = 4/ %ergibt dies

1 1
Eyxin = §C2mw2 cos? (¢ + tw) = §C2k cos? (¢ + wt)

w=4/L£
™

Die mechanische Gesamtenergie ist die Summe aus der potenziellen und
kinetischen Energie (unabhingig von der Zeit!):

1 1 1
Emech - Ekin + Epot = 502]€ 0082 (¢ =+ wt) =+ 5]’(} (C sin(wt —+ QS))Q — ikCQ
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Beispiel 25 Schwingung eines Stabes

Ein Stab (Abbildung 23) sei um die Achse durch P drehbar aufgehéngt. Wird
er aus der Ruhelage ausgelenkt, wird er schwingen. Mit welcher Frequenz)

Abbildung 23: Schwingender Stab (physikalisches Pendel)

1. Aufstellen der Bewegungsgleichung (Mit M,,; = ZMext,i = Ia Glei-

chung 51)
- d2(p
M:IQZIW
d2
I%z—m@-msinqﬁ

2. Auf Form der Schwingungsgleichung bringen und w berechnen

o m-g
W—F— 7 sing =
d%p m-g-x
~ Y =0
T 0TV
" mgx
— = e
I
T:2—7T=27r L
w mgx

Trégheitsmoment einsetzten
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10 Gediamfte Schwingung

Uberlésst man ein Schwingungssystem, einen Federschwinger, ein Pendel oder
einen anderen beliebigen Schwinger, sich selbst, dann kommt es nach einiger Zeit
zur Ruhe. Dem schwingenden System wird durch Reibungskréfte” (mechanische)
Energie entzogen und in andere (z.B. Wirme-) energie umgewandelt. Periodi-
sche Bewegungen, bei denen die (mechanische) Energie nicht erhalten bleibt,
sondern abnimmt, nennt man geddmpfte Schwingungen. Wenn die Dampfung
der Bewegung grofl genug ist, wie z. B. bei einem Pendel, das in Sirup ein-
getaucht ist, kann der Oszillator keine volle Schwingungsperiode durchfiihren.
Stattdessen bewegt er sich nach der Auslenkung mit einer Geschwindigkeit zur
Gleichgewichtslage hin, die gegen null geht. Diese Art der Bewegung nennt man
stark geddmpft (iiberddmpft). Wenn die Ddmpfung klein ist, so dass das System
mit einer Amplitude schwingt, die allméhlich mit der Zeit abnimmt - wie ein
Kind auf einer Spielplatzschaukel, wenn die Mutter nicht mehr der Schaukel bei
jeder Schwingung einen Schubs versetzt - , nennt man diese Bewegung schwach
gedampft (unterddmpft). Die Bewegung mit einer Ddmpfung, bei der gerade
noch eine Schwingung erfolgt und dann abgeklungen ist, nennt man den aperi-
odischen Grenzfall (kritisch geddmpft). (Die Bewegung mit einer geringeren
Dampfung als der kritischen wére dann unterddmpft.)

10.1 Schwach geddmpfter Oszillator (unterdimpfte Bewe-
gung)

Ein héufiger Fall ist der, wo die Reibungskraft Fg linear von der Geschwindig-
keit des geddmpften Korpers abhéngt: Fr = —b-v. Darin ist b eine Konstante.
Sie héngt fiir laminare Bewegungen linear von der Zahigkeit der Fliissigkeit
und von der Geometrie des Kolbens ab. Fiir die nachfolgenden Uberlegungen
betrachten wir sie als eine empirische Konstante. Ein Schwingungssystem mit
dieser geschwindigkeitsproportionalen Reibungskraft heifit linear gedampft. Da
die Reibungskraft der Bewegungsrichtung entgegengesetzt gerichtet ist, wird die
von ihr verrichtete Arbeit negativ, und die mechanische Energie des Systems ver-
ringert sich mit der Zeit. Fiir eine schwache Dampfung nehmen die Amplituden
der Schwingung ab. Es liegt eine geddmpfte Schwingung vor, und das System
heifit geddmpfter Oszillator.
Die schwingungsgleichung hat jetzt die Form:

d?x(t)
dt?
Zur Losung macht man den Ansatz:

+b-2'(t)+k-x(t) =0 (55)
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Xo=0, X(0)=vy >0

kritische Dampfung

starke Dampfung
(Kriechfall)
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Xo=A; vo=0

unterkritische Dampfung
\¢ kritische Dampfung

starke Dampfung
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Abbildung 24: Beispiele fiir eine stark geddmpfte Bewegung (iiberdéampft) und
den aperiodischen Grenzfall (kritische Dampfung).

(t) =" £(t) (56)
A coswt+ B sin wt

Durch Einsetzten erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir die Konstanten
0 und w.
Bei schwacher Dampfung ergibt sich z.B

0 = — sowie w =
m

welche dann in die Losung 56 einzusetzen sind. Weiters konnen die Ampli-
tuden tiber die Anfangsbedingungen ermittelt werden.

11 Erzwungene Schwingungen

Damit ein geddmpftes System in Bewegung bleibt, muss ihm mechanische Ener-
gie zugefithrt werden. Wenn einer geddmpften Schwingung mechanische Energie
wieder zugefiihrt wird, so dass die Schwingung erhalten bleibt, spricht man von
einer angetriebenen oder erzwungenen Schwingung. Ein bekanntes Beispiel ist
eine Schaukel, die man durch Pumpenfium Schwingen bringt. Das bedeutet, dass
man durch periodisches Bewegen des Oberkorpers und der Beine einen Oszilla-
tor antreibt. Wird mehr (mechanische) Energie dem System zugefiihrt als durch
umgewandelte Wéarmeenergie wieder abgegeben, dann nimmt die (mechanische)
Energie mit der Zeit zu und ebenso die Amplitude der Schwingung. Wenn die
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zugefithrte (mechanische) Energie gleich der durch einen dissipativen Prozess
abgefithrten Energie entspricht, dann bleibt die Amplitude zeitlich konstant.
Man sagt, der Oszillator befindet sich in einem stationéren Zustand.

Ein Federschwinger, schwinge z.B- vertikal. Durch eine periodische Auf- und
Abwértsbewegung des Aufhingepunkts der Feder mit einer Schwingungsfre-
quenz w wird der Federschwinger angetrieben. Zuerst ist die Bewegung kompli-
ziert, aber schliellich wird die stationéire Bewegung erreicht, in der das System
mit derselben Frequenz wie der Treiber schwingt und die Amplitude und damit
auch die Energie konstant bleibt. In dem stationédren Zustand ist die Energie,
die durch die treibende Kraft in das System pro Schwingung hineingepumpt
wird, gleich der dissipativen Energie pro Schwingung, die durch Reibung ver-
loren geht. In einem stationdren Zustand hingt die Amplitude und damit die
Energie des Schwingungssystems nicht nur von der Amplitude der treibenden
Kraft ab, sondern auch von seiner Frequenz. Es gibt also Frequenzbereiche der
treibenden Kraft, die das Schwingungssystem kaum anregen, und andere Fre-
quenzen w der treibenden Kraft, bei denen eine hohe Ubertragungsrate der vom
Federschwinger aufgenommenen Energie vorhanden ist. Diesen Bereich starker
Anregung des Schwingers durch die treibende Kraft, der als Resonanzbereich
bezeichnet wird, wollen wir n&her behandeln. Die Eigenfrequenz wy eines Os-
zillators ist die Frequenz, wenn keine treibenden Kréfte oder Reibungskrifte

wirken. (Im Fall eines Federschwingers ist wg = 1/%.) Ist die Frequenz w der

treibenden Kraft ndherungsweise gleich der Eigenfrequenz des Systems, w ~ wy,
wird das angetriebene System mit einer relativ groen Amplitude schwingen.
Wenn z. B. die Halterung mit einer Frequenz ganz in der Nihe der Eigenfre-
quenz des Masse-Feder-Systems schwingt, wird die Masse mit einer viel grofleren
Amplitude schwingen als in den Féllen, wo sich der Haltepunkt in héheren oder
niedrigeren Frequenzen in Bezug auf wy bewegt. Man sagt, das treibende Sy-
stem und das angetriebene System sind in der Nihe der Eigenfrequenz wg in
Resonanz. Resonanzerscheinungen kénnen bei allen gekoppelten Schwingungs-
systemen auftreten und haben ein breites Anwendungsfeld bei mechanischen
Schwingungen in Gasen, Fliissigkeiten und Festkorpern, in der Akustik (Mu-
sikinstrumente), bei elektromagnetischen und optischen Schwingungs- und Wel-
lenerscheinungen. Wenn die treibende Frequenz w gleich der Eigenfrequenz wy
des Oszillators ist, besitzt die Energie pro Schwingung, die auf den Oszillator
iibertragen wird, ein Maximum. Die Eigenfrequenz des Systems wird daher als
Resonanzfrequenz bezeichnet.

11.1 Resonanz

Man kann einen erzwungenen Oszillator mathematisch behandeln, indem man
annimmt, dass zusétzlich zur riicktreibenden Kraft und einer Reibungskraft
noch eine duflere treibende Kraft auf den Oszillator einwirkt, die harmonisch
mit der Zeit variiert. Die Schwingungsgleichung nimmt dann die folgende Form
an (inhomogene Gleichung):

d*x(t) dx(t)
a0 T
Die Annahme F'(t) = Fp cos(w-t) ist nicht zwingend, aber der gebriuchlichste

Fall.

+Ek-x(t)=F(t) = Fycos(w - t) (57)
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Das ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten fiir die Schwingungsbewegung z(t) des erzwungenen
Oszillators. Wir wollen die allgemeine Losung von Gleichung 57 zuerst qualita-
tiv diskutieren. Sie besteht aus zwei Teilen, ndmlich der Losung der homogenen
Differenzialgleichung und einer partikuldren Losung. Die Losung der homoge-
nen Differenzialgleichung ist mit der eines geddmpften Oszillators (Gleichung 55)
identisch. Die Konstanten in diesem Teil der Losung hingen von den Anfangs-
bedingungen ab. Nach entsprechend langer Zeit kann dieser Teil der Lésung
wegen der exponentiellen Abnahme der Amplitude fiir starke und schwache
Dampfung vernachldssigt werden. Er wird deshalb als Einschwingvorgang des
erzwungenen Oszillators bezeichnet. Der zweite Losungsanteil von Gleichung
57, die partikuldre Losung, ist der fiir den erzwungenen Oszillator interessante
Schwingungsanteil, ndmlich die stationdre Losung. Sie kann als

z(t) = A(w) - cos(w - t + @) (58)
geschrieben werden. Darin ist w die Kreisfrequenz der treibenden Kraft (!).

Die Amplitude A(w) ist durch

F()/m
Alw) = (59)
V? —w?) 4 ()

gegeben und die Phasenkonstante ¢ durch

Yw
m (w? — W)

Bezichung 59 und 60 erhilt man wieder durch Einsetzen des Ansatzes 58
in die Differentialgleichung. Die Berechnung ist jedoch etwas komplizierter als
bei der freien Schwingung. Eine oft verwendeter Trick ist, dass man an Stelle
von 58 die Funktion komplex ansetzt und dann die sogennnte elastische (Faktor
vor Realteil) bzw. inelastische Amplitude (Faktor des Imaginérteiles, beschreibt
Energietibertrag) berechnet. Das erleichert die Rechnung. Man nutzt bei dieser
Vorgehensweise aus, dass bei linearen Gleichungen komplexer Groflen sowohl
Real- als auch Imaginérteil der komplexen Losung beide fiir sich auch Losungen
der Gleichung sind. Man kann zeigen, dass nur der Imaginérteil dauernd Energie
verbraucht, die von der treibenden Kraft geliefert wird. Der Realteil fithrt zu
einer periodischen Energieaufnahme und Abgabe.

tan ¢ = (60)

Betrachtet man die Gleichungen 59 und 60 zusammen mit F'(¢) = Fj cos(w -
t), so kann man sehen, dass die Auslenkung des Oszillators und die treibende
Kraft mit derselben Frequenz oszillieren, aber sich in der Phase durch ¢ unter-
scheiden. Wenn die treibende Frequenz w viel kleiner als die Eigenfrequenz wy
ist, wird ¢ ~ 0, wie man aus Gleichung 60 sieht. Im Resonanzfall ist w = wy,
und es wird ¢ = —/2, treibende Kraft und Oszillator sind um -90° phasenver-
schoben. Wird schlieflich w viel gréfler als wg, dann ist ¢ ~ —x , die treibende
Kraft eilt der Ostzillatorschwingung um 180° voraus. Zu Beginn dieses Kapi-
tels wurde die Auslenkung eines Teilchens, das eine harmonische Schwingung
ausfithrt, in der Form z(t) = A(w) - cos(w - t + ¢) angegeben. Vergleicht man
dies mit der Losung der harmonischen Schwingung, so erkennt man, dass beide
Losungen bis auf das Vorzeichen der Phasenkonstanten iibereinstimmen. Die
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Abbildung 25: (a) Resonanzkurve der erzwungenen Schwingung fiir verschiedene
Dampfungen. Man beachte die Verschiebung des Maximums mit zunehmender
Dampfung. (b) Quantitativer Verlauf der Phasenverschiebung

b im(A)

Abbildung 26: Elastische und Inelastische Amplitude.

60



Phasenkonstante ¢ der erzwungenen Schwingung liegt zwischen 0 und —7 , wie
wir eben gesehen haben. Somit bleibt die Phase des angetriebenen Oszillators
immer hinter der Phase der treibenden Kraft zuriick. Die Phasenkonstante wird
bei dem gewéhlten Ansatz negativ.

Die bei der Resonanz aufgenommen Leistung ergibt sich zu (wobei ¢ =

tan~! | — 22— | zu verwenden ist
2 2
m(UJO*UJ )

aw .
P =Sl = F() (1)
=Fycos(w-t)(—1) - A(w) - w - sin(wt — @) =

F2w cos(wt) sin (taun_1 (W) + wt)

\/mz (w2 — w%)Q + 7 2w2

Die iiber eine Periode gemittelte Leistung (ins System iibertragene Energie)
ergibt sich aus

27

p=="[" pat=

2T 0
2w Fgwcos(wt)sin [ tan™! | —24— | + wt
- [ |- SR dt (o)
o \/m2 (@2 — wd)” + 422
F2 2
= > = 2 (62)
2 (m? (0 — ) + 72
B F2 2
5 YW (63)

2 (m2 (w2 — w%)Q + 7%}2)
und die maximal {ibertragene Energie in der Resonanz ergibt sich zu:
1 F?
2y
Der durch 63 beschriebene Energielibertrag als Funktion der Frequenz ist
die bekannte Lorentz-Resonanzkurve.
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Abbildung 27: Leistungsaufnahme bei erzwungener Schwingung (Lorentzkurve).
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