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geloberflidche ist leicht zu berechnen. Er ist gleich dem Produkt
aus E, und der Oberfliche 4712, also E,4mr?. . . . . . ... ..
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Teil I
Die Bewegungsgleichung

1 Physikalische Grundgesetzte

Wir wollen unser Studium der physikalischen Erscheinungen mit der Unter-
suchung bewegter Korper beginnen. Die Untersuchung von Bewegungen wird
Kinematik genannt. Die Messung solcher Bewegungen begriindete in gewisser
Weisevor mehr als 400 Jahren die Physik, wie wir sie heute als Wissenschaft ken-
nen. Es wird jedoch unser Ziel sein, an Hand dieses extrem wichtigen Beispiels,
allgemeine Vorgangsweisen in der Losung von Problemen zu lernen.

1.1 Die Newton ‘schen Axiome

Eine der fundamentalen Gesetze der Physik sind die sogenannten Newton “schen
Axiom. Auf ihnen beruht praktisch die gesamte Mechanik.

Die klassische Mechanik untersucht die Kréfte, die Korper aufeinander ausiiben,
und erklédrt auch Bewegungsédnderungen iiber die Kréfte, die auf einen Korper
wirken. Sie beschreibt die Erscheinungen mit den drei Newton’schen Axiomen
der Bewegung. Natiirlich hat jeder eine intuitive Vorstellung von einer Kraft
als Ziehen oder Driicken, etwa bei Muskeln, Gummibindern oder Federn. Erst
die Newton’schen Axiome erlauben aber, unsere Vorstellung iiber Krifte zu
prézisieren.

Eigentlich kénnten wir die meisten mechanischen Probleme ausgehend vom
ersten Newton “schen Axiom bzw. seiner Formulierungs als Differentialgleichung
16sen. In der Praxis wird es jedoch sinnvoll sein, weitere daraus folgende Ge-
setzmiéifigkeiten zu verwenden, um ein spezielles Problem elegant zu losen (z.B.
Energieerhaltung, Impulserhaltung, lineare und Kreisbewegungen etc.)

Axiom 1 (Erstes Newton “sches Axiom) FEin Kérper bleibt in Ruhe oder
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit weiter, wenn keine resultierende
dufere Kraft auf thn wirkt.

Axiom 2 (Zweites Newton “sches Axiom) Ein Kdrper wird in Richtung der
resultierenden dufSeren Kraft beschleunigt, die auf ihn wirkt. Die Beschleunigung
—

ist gemdfi F yes = m'a proportional zur resultierenden duferen Kraft F o>
wobei m die Masse des Korpers ist. Die resultierende dufSere Kraft auf einen
—

Korper ist die Vektorsumme aller Krifte, die auf ihn wirken, F ges = ZF

Somit gilt
> F=ma (1)

Axiom 3 (Drittes Newton “sches Axiom) Krifte treten immer paarweise
auf. Wenn der Korper A eine Kraft F](3A) auf den Kérper B austiibt, wirkt eine
gleich grofle, aber entgegengesetzt gerichtete Kraft Fng) vom Korper B auf den
Kéorper A. Somit gilt Fle) = —FéA)



1.2 Tragheitsgesetz

Stofen Sie einen Eiswiirfel auf der Theke an. Er wird zunéchst ein Stiick gleiten
und bleibt schliefflich liegen. Wenn die Theke nass ist, wird er weiter gleiten,
bevor er liegen bleibt. Ein Stiickchen Trockeneis (gefrorenes Kohlendioxid) |,
das quasi auf einem Kissen aus Kohlendioxiddampf schwebt, gleitet viel weiter,
ohne dass sich seine Geschwindigkeit wesentlich dandert. Vor Galilei glaubte man,
dass stiandig eine Kraft, ein Zug oder Druck, vorhanden sein muss, damit sich ein
Korper mit konstanter Geschwindigkeit weiterbewegen kann. Galilei und spéter
Newton erkannten dagegen, dass das aus dem Alltag bekannte Abbremsen von
Korpern auf die Reibungskraft zuriickzufiihren ist. Wird die Reibung verringert,
nimmt gleichzeitig die Bremswirkung ab. Ein Wasserfilm oder ein Kissen aus Gas
verringert die Reibung besonders wirksam und ermoglicht, dass Koérper ohne
grofle Geschwindigkeitsédnderung iiber grofle Strecken gleiten koénnen. Galilei
folgerte daraus, dass sich die Geschwindigkeit eines Korpers nie dndern wiirde,
wenn man ihn von allen dufleren Kriften einschliefllich der Reibung befreien
wiirde. Diese Eigenschaft der Materie beschrieb er als Trégheit. Deshalb wird
diese Aussage, die Newton spéter als erstes Newton’sches Axiom umformulierte,
auch das Tragheitsgesetz genannt..

1.3 Kraft, Masse und das zweite Newton’sche Axiom

Das erste und das zweite Newton’sche Axiom koénnen als Definition der Kraft
betrachtet werden. Eine Kraft ist ein duflerer Einfluss auf einen Korper, der
veranlasst, dass der Korper relativ zu einem Inertialsystem

Definition 4 (Inertialsystem) FEin Bezugssystem, das mit dem gleichférmig
bewegten Flugzeug verbunden ist, nennt man ein Inertialsystem. Fin Bezugssy-
stem, das relativ zu einem solchen Inertialsystem beschleunigt wird, ist selbst
kein Inertialsystem. Das erste Newton ’sche Axiom gibt uns also ein Kriterium
in die Hand, mit dem wir bestimmen konnen, ob ein Bezugssystem ein Iner-
tialsystem ist. Ja, es ist durchaus sinnvoll, das erste Newton’sche Axiom als
Definition von Inertialsystemen zu betrachten. Jedes Bezugssystem, in dem sich
ein krdftefreier Korper geradlinig gleichformig bewegt, ist ein Inertialsystem.

beschleunigt wird. (Dabei haben wir angenommen, dass keine weiteren Kréfte
wirken.) Die Kraft und die durch sie hervorgerufene Beschleunigung haben die-
selbe Richtung. Der Betrag der Kraft ist das Produkt aus der Masse des be-
schleunigten Korpers und dem Betrag der Beschleunigung. Diese Definition be-
ruht auf Gleichung ?7?.

Kréfte konnen iiber die Dehnung gleicher Gummibénder verglichen werden.
Werden etwa zwei gleiche Gummibénder um die gleiche Lénge gedehnt, haben
die auf sie wirkenden Krifte den gleichen Betrag. Korper besitzen einen in-
neren Widerstand gegen jegliche Art von Beschleunigung. Vergleichen Sie den
Widerstand, wenn Sie mit dem Fuf} einen Fufiball oder eine Kegelkugel zu be-
schleunigen versuchen. Thre blauen Fufispitzen werden Sie schnell lehren, dass
die Kegelkugel wesentlich schwerer als der Fuf3ball zu beschleunigen ist. Diese
innere Figenschaft des Korpers wird die Masse genannt. Sie ist ein Maf fiir



die Tragheit des Korpers. Das Verhéltnis zweier Massen lasst sich quantita-
tiv dadurch definieren, dass man auf beide Korper die gleiche Kraft anwendet
und ihre Beschleunigungen vergleicht. Erzeugt eine Kraft F bei Anwendung auf
einen Korper der Masse m; eine Beschleunigung @; wihrend die gleiche Kraft
bei Anwendung auf einen Korper der Masse my die Beschleunigung ao liefert,
ist das Verhéltnis ihrer Massen durch

my az

- 2)

ma ay

definiert. Diese Definition stimmt mit unserer intuitiven Vorstellung von der
Masse iiberein. Wenn auf zwei verschiedene Korper eine Kraft angewendet wird,
wird der Korper mit der grofleren Masse weniger beschleunigt. Das Experiment
zeigt: Das Verhéltnis der Beschleunigungen a; /as , das die beiden gleich grofien
Krifte hervorrufen, die auf die zwei Korper wirken, ist unabhéngig von Betrag,
Richtung und Art der Kraft. Die Masse ist eine innere Eigenschaft eines Korpers,
die unabhéngig von seinem Ort ist - sie ist immer gleich, unabhéngig davon ob,
sich der Koérper auf der Erde oder auf dem Mond befindet oder gar frei im
Weltraum schwebt.

1.3.1 Gewichtskraft

Lésst man einen Korper in der Nidhe der Erdoberfliche fallen, wird er durch die
Gravitationsbeschleunigung nach unten, zum Erdmittelpunkt hin beschleunigt.
Vernachldssigt man dabei den Luftwiderstand, ist diese Beschleunigung g fiir
alle Korper und an jedem Ort gleich. Thr Betrag hat den durch die Erdbeschleu-
nigungskonstante g gegebenen Wert. Die Kraft, die diese Gravitationsbeschleu-
nigung erzeugt, ist die Gewichtskraft, umgangssprachlich auch Gewicht genannt.
Allerdings ist die letztere Bezeichnung fiir die Gewichtskraft etwas ungliicklich,
verleitet sie doch zu der Annahme, dass das Gewicht wie die Masse eine Eigen-
schaft des Korpers sei und nicht eine Kraft, die auf ihn wirkt. Wenn der Begriff
” Gewicht eines Korpersauftaucht, sollte man ihn also immer in Gedanken in duf
den Korper wirkende Gewichtskraft”iibersetzen.

Wenn diese Gewichtskraft ﬁg die einzige Kraft ist, die auf einen Ko&rper
wirkt, sagt man, dieser Korper sei im freien Fall. Nach dem zweiten New-
ton’schen Axiom S F = md ist die Gewichtskraft Fg durch

FG = mc_iG (3)

definiert, wobei m die Masse des Korpers und dg die Gravitationsbeschleu-
nigung ist. Da aG fir alle Korper gleich ist, ist die Gewichtskraft eines Korpers
proportional zu seiner Masse. Der Vektor aG ist deshalb gleich der Kraft, die
die Erde pro Masseeinheit auf einen Korper ausiibt und mithin gleich der Be-
schleunigung beim freien Fall.

Bemerkung 5 In der Nihe der Erdoberfliche hat dg den Wertldg| = g =
9.81N-kg™' =9.81m-s2

Genaue Messungen haben gezeigt, dass sich der Wert von dg an verschiede-
nen Orten etwas unterscheidet. dg nimmt mit wachsendem Abstand zur Erd-
oberfliche ab - und zwar umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands



vom Erdmittelpunkt. Das heif3t, ein und derselbe Korper wiegt in grofler Hohe
etwas weniger als in Hohe des Meeresspiegels. Da die Erde nicht genau eine
Kugel, sondern zu den Polen hin abgeflacht ist, hdngt dg zudem etwas von
der geografischen Breite ab. Somit ist das Gewicht bzw. die Gewichtskraft im
Gegensatz zur Masse keine innere Eigenschaft eines Korpers.

Obwohl sich die Gewichtskraft eines Korpers also aufgrund der Anderung
von d¢ mit dem Ort #ndern kann, ist diese Anderung so klein, dass sie bei den
meisten praktischen Anwendungen auf der Erdoberfliche oder in deren Nahe
nicht wahrgenommen wird. Ein Beispiel soll den Unterschied zwischen Masse
und Gewichtskraft verdeutlichen. Stellen Sie sich vor, Sie nehmen eine schwere
Kegelkugel mit auf den Mond. Die Gewichtskraft der Kugel erreicht auf dem
Mond nur ein Sechstel ihrer Gewichtskraft auf der Erde - die Kugel ldsst sich
auf dem Mond viel einfacher hochheben. Um die Kugel allerdings mit einer
bestimmten Geschwindigkeit in horizontaler Richtung zu werfen, ist auf dem
Mond dieselbe Kraft erforderlich wie auf der Erde, da ja die Masse der Kugel
konstant ist. Dementsprechend wire natiirlich auch im Weltraum, weitab von
der Gravitation der Erde oder des Monds, fiir dieselbe horizontale Beschleuni-
gung dieselbe Kraft erforderlich.

Obwohl die Gewichtskraft auf einen Korper ortsabhéngig ist, ist sie fiir je-
den einzelnen Ort proportional zur Masse des Korpers. Damit kénnen wir die
Massen verschiedener Korper vergleichen, indem wir ihre Gewichtskréfte ver-
gleichen. Wenn wir unsere eigene Gewichtskraft wahrnehmen, beruht das meist
auf Kriften, die mit der Gewichtskraft im Gleichgewicht sind. Wenn Sie auf
einem Stuhl sitzen, spiiren Sie die Kraft, die der Stuhl ausiibt und die mit IThrer
Gewichtskraft im Gleichgewicht ist, so dass Sie nicht zu Boden fallen. Wenn
Sie auf einer Personenwaage stehen, spiiren Ihre Fiisse die Kraft, die die Waage
auf Sie ausiibt. Die Waage ist so geeicht, dass sie die Gegenkraft anzeigt, die
sie aufbringen muss, um Ihre Gewichtskraft zu kompensieren. Diese Kraft wird
auch scheinbare Gewichtskraft genannt. Wenn wie etwa beim freien Fall kei-
ne Kraft vorhanden ist, die der Gewichtskraft entgegenwirkt, ist die scheinbare
Gewichtskraft null. Diesen Zustand, die so genannte Schwerelosigkeit, erfahren
Astronauten in ihren Raumschiffen. Stellen Sie sich ein Raumschiff vor, das
sich auf einer kreisformigen Erdumlaufbahn bewegt und somit sténdig zur Er-
de beschleunigt wird. Die einzige Kraft, die auf das Raumschiff wirkt, ist die
Erdanziehung (sein Gewicht), so dass es frei fillt. Auch die Astronauten in dem
Raumschiff sind im freien Fall. Die einzige Kraft, die auf sie wirkt, ist ihre Ge-
wichtskraft, die fiir die Beschleunigung d¢ verantwortlich ist. Da es unter diesen
Bedingungen keine Kraft gibt, die den freien Fall in der Umlaufbahn aufhélt,
ist die scheinbare Gewichtskraft der Astronauten null.

2 Die Naturkrafte

Die volle Reichweite des zweiten Newton’schen Axioms zeigt sich erst, wenn
es zusammen mit den Gesetzen fiir die Kréfte betrachtet wird, die die Wech-
selwirkungen von Koérpern beschreiben. Dazu gehort beispielsweise das in zu
besprechende Newton’sche Gravitationsgesetz, das die Gravitationskraft, die
ein Korper auf einen anderen ausiibt, durch den Abstand beider Korper und



durch ihre Massen ausdriickt. Zusammen mit dem zweiten Newton’schen Axi-
om gestattet dieses Gesetz, die Umlaufbahnen der Planeten um die Sonne, die
Bewegung des Monds wie auch die Hohenabhéingigkeit von dg , der Gravitati-
onsbeschleunigung, zu berechnen.

Alle Kréfte, denen wir in der Natur begegnen, lassen sich auf vier funda-
mentale Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen zuriickfithren .

1. Die Gravitationskraft ist die Kraft der gegenseitigen Anziehung zwischen
allen Korpern mit Masse.

2. Die elektromagnetische Kraft ist die Kraft zwischen allen Koérpern mit
elektrischer Ladung

3. Die starke Kernkraft ist die Kraft zwischen bestimmten subatomaren Teil-
chen, den Hadronen.

4. Die schwache Kraft ist die Kraft zwischen subatomaren Teilchen wihrend
spezieller radioaktiver Zerfallsprozesse.

Die Krifte, die wir im Alltag bei makroskopischen Korpern beobachten
konnen, werden entweder durch die Gravitationskraft oder durch die elektro-
magnetische Kraft hervorgerufen.

2.1 Fernwirkung

Die ersten beiden Grundkrifte, die Schwerkraft und die elektromagnetische
Kraft, wirken zwischen Teilchen, die rdumlich voneinander getrennt sind. Dies
fithrt zu einem philosophischen Problem, ndmlich dem der Fernwirkung oder
Wirkung iiber eine Entfernung hinweg. Newton sah diese Fernwirkung als einen
Mangel seiner Gravitationstheorie an, war aber auflerstande, eine andere Hypo-
these iiber das Wesen der Kréfte zu formulieren.

Heute wird das Problem der Fernwirkung vermieden, indem das Konzept
des Felds eingefiihrt wird, das als Ubertréger wirkt. Dabei wird beispielsweise
die Anziehung der Erde durch die Sonne in zwei Schritten betrachtet. Zunéchst
erzeugt die Sonne im Raum ein Gravitationsfeld, in dem die Gravitationsbe-
schleunigung @ durch die Sonnenanziehung mit wachsendem Abstand zur Son-
ne abnimmt Dieses Feld iibt dann eine Kraft auf die Erde aus. Das Feld spielt
also die Rolle des Vermittlers. Auf dhnliche Weise erzeugt die Erde ein Gravi-
tationsfeld, das eine Kraft auf die Sonne ausiibt. Auch unser Eigengewicht ist
eine Kraft, die das Gravitationsfeld auf uns ausiibt. Ganz analog ergeben sich
(in der Elektrizitit und Magnetismus) sowohl elektrische Felder, die durch alle
elektrischen Ladungen entstehen, als auch magnetische Felder, die nur durch be-
wegte elektrische Ladungen hervorgerufen werden. Im Prinzip sind sie also auch
Krifte, und haben daher entsprechend analoge Konsequenzen fiir die Bewegung
(Mechanik) geladener Teilchen.

10



2.2 Kontaktkrafte

Viele uns bekannte Kréfte werden von Objekten aufeinander ausgeiibt, die in
direktem Kontakt miteinander sind - sich also beriihren. Sie sind eine Folge von
Kriften zwischen den Oberflichenmolekiilen der Korper, die im Kontakt sind.

Festkorper Driickt man gegen eine Oberfliche, so driickt diese zuriick. Be-
trachten Sie z. B. eine angelehnte Leiter. An der Kontaktstelle driickt die Leiter
mit einer horizontalen Kraft auf die Wand, wobei sich die Molekiile in der Ober-
fliche der Wand verschieben. Wie die Federn einer Matratze driicken dadurch
die verschobenen Molekiile der Wand horizontal zuriick auf die Leiter. Kréfte,
die wie diese senkrecht zur Kontaktfliche wirken, werden als Normalkrifte be-
zeichnet (wobei Normal-in diesem Fall 8enkrecht dazu”bedeutet). Dass sich die
Wand in Folge der Belastung etwas biegt, ist mit bloBem Auge kaum wahrnehm-
bar.

Normalkréfte treten in den verschiedensten Groéflenordnungen auf. So iibt
ein Tisch auf jeden darauf liegenden Gegenstand eine Normalkraft aus. Solange
der Tisch dabei nicht zerbricht, ist diese Kraft mit der Gewichtskraft des dar-
auf liegenden Korpers im Gleichgewicht. Driicken Sie zusétzlich noch auf den
Korper, erhoht sich im Gegenzug die nach oben gerichtete Kraft und verhindert
damit, dass der Korper nach unten beschleunigt wird.

Kontaktflichen konnen auch Krifte aufeinander ausiiben, die parallel zu
den Kontaktflichen sind. Z.B ein grofler Quader auf dem Boden. Wenn man
versucht, ihn mit einer kleinen horizontalen Kraft zur Seite zu bewegen, gleitet
er iiberhaupt nicht. Die Bodenoberfléche iibt eine Kraft auf den Quader auf, die
sich dessen Bestreben, in Druckrichtung zu gleiten, vollstindig entgegenstellt.
Dagegen wird der Quader zu gleiten beginnen, wenn er mit einer hinreichend
starken Kraft zur Seite gedriickt wird. Damit er weitergleitet, muss weiter Druck
auf ihn ausgeiibt werden. Ist das nicht der Fall, bremst die Reibungskraft die
Bewegung des Quaders ab, so dass er schliellich ganz zur Ruhe kommt. Eine
Komponente einer Kontaktkraft, die dem Gleiten oder der Tendenz zu gleiten
entgegenwirkt, wird Reibungskraft genannt. Eine Reibungskraft wirkt stets par-
allel zur Kontaktfliche. Auch wenn es in den Abbildungen scheinen konnte, als
wiirden Normalkrifte und Reibungskrifte nur an einem Punkt angreifen, sind
sie in der Realitat iiber die ganze Kontaktflache verteilt.

Federn Die Kraft, die eine um eine kleine Linge Az zusammengedriickte
oder gedehnte Feder ausiibt, ergibt sich experimentell zu

(Hook “sches gesetz) Dabei ist kr die so genannte Federkonstante, ein Maf} fiir
die Steifheit einer Feder. Das negative Vorzeichen in der Gleichung zeigt, dass
diese Kraft in entgegengesetzter Richtung zu der wirkt, in der die Feder gedehnt
bzw. zusammengedriickt wird. Diese Beziehung, die als das Hooke’sche Gesetz
bekannt ist, ist recht bedeutsam: Von einem Korper, der unter dem Einfluss
von Kriften, die sich ausgleichen, im Ruhezustand ist, sagt man, er sei in einem
statischen Gleichgewicht. Wenn eine kleine Verschiebung dieses Korpers eine
Gesamtkraft zur Folge hat, die wieder in Richtung des Gleichgewichtspunkts
weist (eine so genannte Riickstellkraft) , spricht man von einem stabilen Gleich-
gewicht.
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2.3 Losen der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung ist eine Differentialgleichung

- d*7
F=m-: p7e (5)
Thre Losung ergibt den Ort zu einem gewissen Zeitpunkt. Die Geschwin-
digkeit ergibt sich direkt aus der zeitlichen Ableitung des Ortes. Die zweite
Ableitung ist dann identisch mit der Beschleunigung und multipliziert mit der
Masse die Kraft, die zur Zeit t am Ort 7= (x,y, z) herrscht.
Die Losung der Differentialgleichung kann trivial, einfach, kompliziert oder
sogar analytisch unlosbar sein. Praktisch immer ist aber eine numerische Losung
moglich.

2.3.1 Lo&sung durch Integration

Wir wissen, wie man die Geschwindigkeitsfunktion v(¢) und die Beschleuni-
gungsfunktion a(t) durch Ableiten der Ortsfunktion x(t) nach der Zeit gewinnen
kann. Das umgekehrte Problem besteht darin, die Funktion x(¢) zu ermitteln,
wenn die Geschwindigkeit v(t) oder die Beschleunigung a(t) gegeben ist. Da-
zu muss man das Verfahren der Integration anwenden, das wir an dieser Stelle
deshalb kurz erldutern wollen. Wenn wir die Beschleunigung a(t) als Funkti-
on der Zeit kennen, gilt es, eine Funktion v(t)zu finden, deren Ableitung die
Beschleunigung ist. Die Funktion v(¢) wird dann eine Stammfunktion von a(t)
genannt.

Wenn beispielsweise die Beschleunigung konstant ist, also dv(t) = a,a =
konstant gilt, ist die Geschwindigkeit eine Funktion der Zeit, deren Ableitung
gerade diese Konstante ist. Eine solche Funktion lautet v(t) = at. Allerdings
kann zu der Funktion v(t) = at noch eine beliebige Konstante - nennen wir sie
V, - addiert werden, ohne das Ergebnis

der Differenziation zu dndern. Also gilt folgende allgemeinere Form als die
Losung:

v(t) =at+V, (6)

Fiirt = Ogilt v = V,,. Somit ist V,, die Anfangsgeschwindigkeit. Mit der glei-
chen Begriindung ist auch die Ortsfunktion x(t) jene Funktion, deren Ableitung
die Geschwindigkeit ist:

dz
p =v(t)=at+7V,

x(t) = %t2 + Vot + g

Wir haben hier ein wichtiges Merkmal der Vorgehensweise bei der Integration
kennen gelernt: Um die allgemeine Losung anzugeben, muss zu der Stammfunk-
tion eine beliebige Konstante, die Integrationskonstante, hinzugefiigt werden.
Da wir zweimal integrieren mussten, um aus der Funktiona(t) die Funktion x(t)
zu erhalten, treten nun zwei Konstanten, Xy und Vj, auf. Diese Konstanten sind
durch die Geschwindigkeit und den Ort des Teilchens zu einem bestimmten An-
fangszeitpunkt gegeben, der gewohnlich als ¢ = 0 gewéhlt wird. Sie werden des-
halb die Anfangsbedingungen genannt. Das Problem ermitteln Sie bei gegebener

12



Funktion a(t) und den Anfangswerten Xy und V) die Funktion z(¢) heifit das
Anfangswertproblem. Da die Beschleunigung eines Teilchens durch die Kréfte
bestimmt ist, die auf das Teilchen einwirken, ist dieses Problem in der Physik
von fundamentaler Bedeutung. Somit kénnen wir den Ort eines Teilchens im
Prinzip fiir alle Zeiten berechnen, wenn wir die auf das Teilchen einwirkenden
Krifte sowie seinen Ort und seine Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeit-
punkt kennen (man spricht dann auch von der Lésung der Bewegungsgleichung)

Das Bestimmen der Stammfunktion einer Funktion ist eng mit der Aufgabe
verbunden, die Fliche unter einer Kurve zu berechnen. Wir betrachten dazu
den Fall der Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit V4. Die Ortsénderung
oder Verschiebung Az im Zeitraum At ist dann Ax = Vi At

Dies die Flache unter der Geschwindigkeits-Zeit-Kurve. Wenn Vj negativ
ist, sind auch die Verschiebung und die Fliche unter der Kurve negativ. Im
Unterschied zu unserer herkémmlichen Vorstellung, eine Fléche sei immer posi-
tiv, erhilt die Flidche unter der Kurve” (die Fliche zwischen der Kurve und der
Zeitachse) in diesem Fall also einen negativen Wert.

Diese graphische Interpretation der Verschiebung als Fldche unter der v —
t—Kurve ist auch dann giiltig, wenn die Geschwindigkeit nicht konstant ist. Um
dies zu zeigen,

teilen wir die Fliache unter der Kurve zunéchst in viele kleinere Intervalle Atq,
Ats ... usw. auf, denen jeweils ein Rechteck zugeordnet ist. Der Flidcheninhalt
dieser diskreten Rechteck ist V;A.t;, was ndherungsweise gleich der Verschie-
bung Ax; des Teilchens im Zeitintervall At; ist. Somit ist die Summe der
Flacheninhalte der Rechtecke ndherungsweise gleich der Summe der Verschie-
bungen in den einzelnen Zeitintervallen und damit gleich der Gesamtverschie-
bung vom Zeitpunkt t; bis zum Zeitpunkt toe

Mathematisch schreibt man dafiirAx ~ Z‘/}Ati.

Die Naherung kann beliebig gut gemacht werden, wenn nur eine ausreichende
Anzahl von Rechtecken unter die Kurve gelegt wird, von denen jedes Rechteck
einen ausreichend kleinen Wert von At besitzt. Im Grenzwert immer kleinerer
Zeitintervalle (in dem die Anzahl der Rechtecke immer grofiler wird) geht die
Summe gegen den Flidcheninhalt unter der Kurve, der seinerseits gleich der Ver-
schiebung ist. Der Grenzwert fiir immer kleiner werdende Zeitintervalle At ist
gleich der Fliche unter der Kurve v(t); er heifit Integral der Funktion v(t) und
wird geschrieben als

to
Az = x(ty) —x(ty) = Alim0 (ZViAQ) = / v-dt (7)
— p t

2.3.2 Numerisches Losen

Das Euler-Verfahren Wenn sich ein Teilchen unter dem Einfluss einer kon-
stanten Kraft bewegt, ist seine Beschleunigung konstant. Damit kann man die
Bewegungsgleichung, wie oben gezeigt, analytisch losen (aufintegrieren). Doch
was ist, wenn sich das Teilchendurch den Raum bewegt, wihrend die auf das

13



Teilchen wirkenden Kriifte z.B. von dessen Ort und Geschwindigkeit abhédngen?
In diesem Fall bestimmen der Ort, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung
des Teilchens zu einem Zeitpunkt den Ort und die Geschwindigkeit des Teilchens
im néchsten Augenblick, woraus sich wiederum die Beschleunigung zu diesem
Zeitpunkt ergibt. Sowohl der Ort und die Geschwindigkeit als auch die Beschleu-
nigung des Teilchens &ndern sich stindig mit der Zeit. Ein Ndherungsverfahren
fiir diese Aufgabenstellung besteht darin, die sich kontinuierlich &ndernde Zeit
in viele kleine Zeitintervalle At zu zerlegen. Bei der einfachsten Ndherung wird
dann einfach angenommen, dass die Beschleunigung wihrend jedes Zeitschritts
konstant ist. Diese Néherung wird das Euler-Verfahren oder Polygonzugver-
fahren genannt. Tatsichlich ist die Anderung der Beschleunigung wihrend des
Intervalls vernachléssigbar gering, wenn das Zeitintervall nur hinreichend klein
ist.

Es seien x,, Vj und a( die bekannten Variablen Ort, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung eines Teilchens zu einem Anfangszeitpunkt ¢,. Wenn man wéhrend
At eine konstante Beschleunigung annimmt, betrigt die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt t, = t, + At

V1 = Vo + a,At (8)

Entsprechend ergibt sich unter Vernachlassigung der Geschwindigkeitséinderung
in dem Zeitintervall der neue Ort in dem Zeitintervall der neue Ort

T1 =T+ v, At

Aus diesen Werten vy und x; ergibt sich {iber das zweite Newton’sche Axiom
die neue Beschleunigung a; . Im folgenden Schritt kann man dementsprechend
aus v1, x1 und a, die Werte vy und x5 , bzw. im weiteren v; und x; ,berechnen:

Unt1 = Un +a, At (9)
Tpt1 = Ty + U AL

Um also die Geschwindigkeit und den Ort zu einem Zeitpunkt tzu ermitteln,
unterteilt man das Zeitintervall ¢ — ¢, in eine grofle Anzahl kleinerer Intervalle
At und wendet auf sie, beginnend bei t,, iterativ die Gleichungen 77 an. Das
bedeutet eine grofle Anzahl einfacher, sich stets wiederholender Rechenschritte,
die man am besten einem Computer iiberlésst. Das beschriebene Verfahren, das
Zeitintervall in kleine Schritte zu zerlegen und die Beschleunigung, die Geschwin-
digkeit und den Ort injedem Schritt aus den Ergebnissen des vorangegangenen
Schritts zu berechnen, wird numerische Integration bzw. numerisches Losen der
Differentialgleichung genannt.

Verbesserte Verfahren Der Euler Algorithmus 7?7 ist nur die einfachste
Form eines numerischen Integrationsverfahren und oft nicht sehr stabil. Die
naheliegenste Verbesserung, die meist zu erstaunlichen Verbesserungen fiihrt,
besteht darin, wie in 77 gezeigt, die Formeln zu modifizieren, d.h. bei der Be-
rechnung vom neuen x-Wert den eben berechneten v, ;;—Wert zu verwenden
(Euler Backward Algorithmus)
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Unt1 = Un + a, At (10)
Tn1 = Tn + Un—i—lAt

Fast alle heutige Mathematikprogramme (Mathematica, Mathlab etc.) ha-
ben sehr komfortable und genaue Integratoren integriert, die es erméglichen sehr
einfach numerische Losungen von Differentialgleichungen zu erhalten.

3 Die Gravitationskraft

Isaac Newton gelang um 1666 der gewaltige Schritt, die Planetenbewegung auf
eine bestimmte, durch die Sonne ausgeiibte Kraft zuriickzufithren. Newton konn-
te mathematisch zeigen, dass eine Kraft, die umgekehrt proportional mit dem
Abstand zwischen dem Planeten und der Sonne abnimmt, zu einer elliptischen
Umlaufbahn fiithrt, wie Kepler sie nachgewiesen hatte (Die Kepler’schen Ge-
setze waren ein wichtiger Schritt auf dem Weg zum Verstindnis der Planeten
bewegung waren. Sie waren sie doch nur einfache empirische Regeln, die Kepler
aus Brahes astronomischen Beobachtungen abgeleitet hatte.). Darauf behaupte-
te Newton kiihn, eine solche Kraft wiirde zwischen zwei beliebigen Kérpern im
Universum wirken (z. B. auch zwischen dem fallenden Apfel und der Erde). Vor
Newton war es nicht allgemein akzeptiert, dass die Gesetze der Physik, wie man
sie auf der Erde beobachten konnte, auch fiir die Himmelskorper géilten. Das
Newton’sche Gravitationsgesetz besagt, dass es eine anziehende Kraft zwischen
je zwei punktformigen Korpern gibt, die proportional zum Produkt ihrer Massen
und umgekehrt proportional zum Quadrat ihres Abstands ist.

Bezeichnen wir die Massen der beiden punktférmigen Teilchen mit m; und
ms und ihre Orte mit #jund 7 so ist 712 der Vektor, der von Teilchen 1 zu
Teilchen 2 geht. Dann iibt das Teilchen 1 auf das Teilchen 2 eine Kraft ﬁz(l) aus,
fiir die gilt:

mimsa mimsz

177’12 = _FT"AIQ (11)
T2 T2

I ist die Gravitationskonstante mit dem Wert I' = 6.67 - 1071 N - m? /kg>.

Die Kraft ﬁfz), die von Teilchen 2 auf Teilchen 1 ausgeiibt wird, ist gemé&f

Y =-r

dem dritten Newton’schen Axiom das Negative von ﬁél). Die Gravitationskraft,
die eine Punktmasse m; auf eine im Abstand r befindliche andere Punktmasse
mg ausiibt, besitzt daher den Wert

mipmes

2
12

F=-T

(12)

Bemerkung 6 a) Schema der Drehwaage, die Cavendish zur Messung der Gra-
vitationskonstanten I' benutzte. Sie besteht aus zwei an einem leichten Stab be-
festigten kleinen Kugeln, jeweils mit der Masse mo die an einem dinnen Tor-
sionsdraht hdngen. Durch sorgfiltige Messung kann man das Drehmoment be-
stimmen, mit dem sich der Draht um einen bestimmten Winkel verdrillen lisst.
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(@) 0 (b)

s Gleichgewichtslage
I
: 1y 548
Torsionsdraht—— Gleichgewichts- o Position 1

lage my

my

Position 2

Abbildung 1: Bestimmung der Gravitationskonstante nach Cavendish

Dann werden zwei grofle Kugeln, jeweils mit der Masse my in die Nihe der
kleinen Kugeln gebracht. Wegen der Gravitationsanziehung der kleinen durch
die grofsen Kugeln dreht sich der Draht um einen sehr kleinen Winkel ¥ aus der
Gleichgewichtslage (der Winkel ist hier stark iberzeichnet). b) Dieselbe Dreh-
waage von oben betrachtet. Nachdem die Anordnung ihre Gleichgewichtslage ein-
genommen hat (das kann wegen der extrem geringen Krifte unter Umstinden
mehrere Stunden dauern), werden im zweiten Teil des Experiments die beiden
grofien Kugeln so gedreht, dass ihr Abstand von der Gleichgewichtslage der Waa-
ge der gleiche ist wie auf der anderen Seite (gestrichelte Linien). Wenn dann
die Waage wieder ihre Gleichgewichtslage eingenommen hat, hat sich der Draht
um den Winkel 29 wverdrillt, entsprechend der Umkehrung des Drehmoments.
Ist die Torsionskonstante des Drahts bekannt, kann man die Kraft zwischen den
Massen my, und mso aus der Messung des Torsionswinkels bestimmen. Mit den
Werten der Massen und der Abstinde zwischen ihnen ldsst sich daraus die Gra-
vitationskonstante I' berechnen. Cavendish erhielt einen Wert fiir I', der nur um
etwa 1 % vom heute akzeptierten, T = 6.67 - 107N - m? /kg®> Wert abwich.

Bemerkung 7 e 1665 -1666 Isaac Newton

Bemerkung 8 e Die Kraft, die den Apfel vom Baum fallen lisst, ist die
gleiche, die den Mond um die Erde und die Erde um die Sonne zwingt, d. h.:
Beide Fille sind Spezialfille eines allgemeinen Kraftgesetzes, nach dem alle
Massen einander anziehen.

Bemerkung 9 e Folgende Beobachtungen legen die Form des Gesetzes niher
fest:

Bemerkung 10 e Auf der Erdoberfliche fallen alle Kdorper gleich schnell,
abgesehen von denen, die so leicht sind, dass der Luftwiderstand eine wesentliche
Rolle spielt. Die Fallbeschleunigung ist also unabhdngig von der Masse m2 des
fallenden Korpers.
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4 Die Coulomb (elektrische-) Kraft

Angenommen, wir reiben einen Plastikstab an einem Fell und héngen ihn dann
an einer Schnur so auf, dass er frei rotieren kann. Dann bringen wir einen zweiten
geriebenen Plastikstab in seine Nidhe. Die Stébe stoen sich gegenseitig ab (. Wir
erhalten dasselbe Ergebnis, wenn wir zwei Glasstdbe benutzen, die an Seide
gerieben wurden. Bringen wir aber einen an Fell geriebenen Plastikstab in die
Néhe eines an Seide geriebenen Glasstabs, dann ziehen sie sich gegenseitig an.

Beim Reiben wird der Stab elektrisch aufgeladen. Wird das Experiment mit
verschiedenen Materialien wiederholt, so stellt man fest, dass sich alle gelade-
nen Objekte in genau zwei Gruppen einteilen lassen - in eine, dhnlich dem an
Fell geriebenen Plastikstab, und in eine andere, &hnlich dem an Seide gerie-
benen Glasstab. Objekte derselben Gruppe stoflen einander ab, Objekte aus
verschiedenen Gruppen ziehen sich gegenseitig an. Benjamin Franklin schlug
als Erklarung vor, dass jedes Objekt einen bestimmten Betrag an Elektrizitét
besitzt. Diese Elektrizitdtsmenge - die Ladung - oder ein Teil davon kann von
einem Objekt auf ein anderes iibertragen werden, wenn zwei Objekte in en-
gem Kontakt sind - genau wie beim Aneinanderreiben. Nach seiner Vorstellung
hat dann ein Objekt einen Uberschuss und das andere einen Mangel an La-
dung, und zwar in derselben Gréfle wie der Uberschuss. Franklin bezeichnete
die Uberschussladung mit einem Pluszeichen (+ ) und die Mangelladung mit
einem Minuszeichen ( - ). Er wihlte die Vorzeichen so, dass die Ladung auf dem
an Seide geriebenen Glasstab positiv ist. Das Stiick Seide erhélt dann wihrend
des Vorgangs eine negative Ladung von gleicher Grofle. Ein an Fell geriebener
Plastikstab hat eine negative Ladung und das Fell eine positive. Auch wenn die
Vorstellung von einem Ladungsiiberschuss und einem Ladungsmangel nicht rich-
tig ist, wurde Franklins Konvention der Klassifizierung elektrischer Ladungen
als positive oder negative Ladungen iibernommen. Zwei Objekte, die Ladungen
mit gleichem Vorzeichen tragen, stoflen sich gegenseitig ab, und zwei Objekte,
die Ladungen mit ungleichem Vorzeichen besitzen, ziehen sich gegenseitig an.

Heute wissen wir, dass beim Reiben Elektronen von Glas auf Seide iibertragen
werden. Da die Seide negativ geladen ist (gemifl der Franklin’schen Konventi-
on, welche wir weiterhin benutzen), tragen Elektronen eine negative Ladung. Je
weiter unten ein Material in der Reihe steht, desto grofler ist seine Affinitédt fiir
Elektronen. Wenn zwei Materialien in Kontakt gebracht werden, treten Elek-
tronen von dem Material, das in der Tabelle hoher steht, in das weiter unten in
der Tabelle stehende Material {iber. Wenn z.B. Teflon mit Nylon gerieben wird,
werden Elektronen von Nylon auf Teflon iibertragen.

4.1 Ladungsquantisierung

Jedes Material besteht aus Atomen. Ein Atom besitzt einen winzigen, aber
massiven Kern, der Protonen und Neutronen enthélt. Protonen sind positiv ge-
laden, Neutronen sind ungeladen. Die Anzahl der Protonen im Kern entspricht
der Ordnungszahl oder Kernladungszahl Z des Elements. Den Atomkern um-
gibt eine gleiche Anzahl von negativ geladenen Elektronen, wodurch das Atom
die Gesamtladung null erhélt. Das Elektron ist ungefihr 2000 — mal leichter
als das Proton, aber die Ladungen bei der Teilchen haben exakt den gleichen
Betrag. Die Ladung des Protons ist +e und die des Elektrons —e, wobei e als
Elementarladung bezeichnet wird.
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Die Ladung eines Elektrons oder Protons ist eine innere Eigenschaft des
Teilchens, so wie Masse und Spin innere Eigenschaften dieser Teilchen sind.
Alle beobachtbaren Ladungen treten in ganzzahligen Vielfachen der Elementar-
ladung e auf, d. h., die Ladung ist quantisiert (in kleinste Portionen gequantelt).
Irgendeine Ladung ¢, die in der makroskopischen Welt, in Molekiilen, Atomen
und Elementarteilchen vorkommt, kann als ¢ = +ne geschrieben werden, wobei
n eine natiirliche Zahl ist. Im Standardmodell der Elementarteilchen, wie Proto-
nen, Neutronen und anderen, sind ein Teil der Elementarteilchen, die Hadronen,
aus noch weiteren fundamentalen Teilchen, den so genannten Quarks, zusam-
mengesetzt. Die Quarks tragen Ladungen von :i:%e oder :i:%e. Quarks konnen
selbst nicht als freie Teilchen isoliert werden, sie treten stets in gebundenen
Zusténden auf, so dass die ” Drittelladungennicht beobachtbar sind.

Elementarteilchen sind aus zwei oder drei Quarks zusammengesetzt. Es sind
nur solche Kombinationen der Quarks bekannt, die zu einer Summenladung von
tneoder 0 (n natiirliche Zahl) fiihren.

Fiir gewohnliche Objekte ist jedoch n im Allgemeinen sehr grof§, und die
Ladung scheint kontinuierlich verteilt zu sein, geradeso wie Luft kontinuierlich
erscheint, obgleich Luft aus vielen diskreten Molekiilen besteht. Um ein Alltags-
beispiel von n zu geben: Das Aufladen eines Kunststoffstabs durch Reiben mit
einem Stiick Fell iibertriigt etwa 10'° oder mehr Elektronen auf den Stab.

4.2 Ladungserhaltung

Wenn Objekte aneinander gerieben werden, kommt es zum Austausch von Elek-
tronen und zwar zu einem Uberschuss an Elektronen an einem Objekt, das sich
negativ aufladt, bzw. zu einem Verlust an Elektronen an dem anderen Objekt,
das positiv geladen zuriickbleibt. Bei diesem Vorgang wird weder Ladung er-
zeugt noch vernichtet, sondern mit den Elektronen wird Ladung transportiert.
Die Gesamtladung von beiden Objekten bleibt bei diesem Prozess konstant, sie
bleibt erhalten. Das Gesetz von der Erhaltung der Ladung ist ein fundamentales
Naturgesetz, ein Erfahrungssatz. Wir wissen, dass alle Stoffe aus Molekiilen bzw.
Atomen aufgebaut sind, die sich wiederum aus Elementarteilchen zusammenset-
zen. Elementarteilchen koénnen bei Wechselwirkungen erzeugt oder vernichtet
werden. Dabei gibt es Prozesse, in denen Elektronen erzeugt oder vernichtet
werden, die Elektronenzahl vor und nach der Wechselwirkung nicht konstant
bleibt. Auch solche Prozesse verletzen nicht den Ladungserhaltungssatz, denn
wird bei einem Prozess ein negativ geladenes Teilchen vernichtet, wird gleich-
zeitig ein positiv geladenes Teilchen gleichen Ladungsbetrags auch vernichtet.
(Ein Beispiel ist der Paarvernichtungsprozess: Ein Elektron mit der Ladung —e
wird gleichzeitig mit einem Positron der Ladung +e vernichtet, und mindestens
zwei Lichtquanten, die elektrisch neutral sind, werden erzeugt.) Bei allen Pro-
zessen ist also die Gesamtladung der Teilchen vor der Wechselwirkung gleich der
Gesamtladung der Teilchen nach der Wechselwirkung. Somit ist die elektrische
Ladung des Universums konstant.

Die SI-Einheit der Ladung ist das Coulomb, das iiber die Grundeinheit des
elektrischen Stroms, das Ampere (A), definiert ist. Das Coulomb (C) ist die
Ladungsmenge, die in einer Sekunde durch die Querschnittsfliche eines Drahts
flieft, wenn die Stromstéirke im Draht ein Ampere betragt.

Die Elementarladung e hat in der SI-Einheit Coulomb den Wert

18



e=1,602177-1077C (13)

Beispiel 11

Wie viel Elektronenladung steckt in einem Kupferpfennig?

Ein alter Kupferpfennig (Z=29) hatte eine Masse von 3 g. Wie grof ist die Gesamtladung von allen Elektronen in dem
Kupferpfennig aus reinem Kupfer?

Problembeschreibung: Die Elekironen haben eine Gesamtladung, die durch die Zahl der Elektronen im Kupferpfennig,
ne, multipliziert mit der Ladung eines Elektrons, —e, gegeben ist. Die Zahl der Elektronen n, ist das Produkt aus der
Elektronenzahl eines Atoms (Ordnungszahl fiir Kupfer ist Z=29) multipliziert mit der Zahl der Kupferatome n,. Ein Mol
Kupfer hat eine Masse von 63,5 g und enthilt n, = 6,02 10* (Avogadro-Zahl) Kupferatome. Wir finden die Zahl der
Atome in einem Gramm Kupfer, indem wir n, (Atome/Mol) durch my, (Gramm/Mol) dividieren.

Lésung:

1. Die Gesamtladung ist das Produkt aus der Zahl der q=n,(—e)

Elektronen multipliziert mit der Elektronenladung:

2. Die Zahl der Elektronen ist Z mal der Zahl der Kup- ne =Zng,
feratome ne,:

16,0210 Atome/Mol
63,5 g/Mol

=284 - 10" Atome

3. Berechnen Sie die Zahl der Kupferatome in 3 g Kupfer: e =3 g)

4. Berechnen Sie die Zahl der Elektronen n,: n, = Zne,
= (29 Elektronen/Atom) - (2,84 - 10 Atome)
= 8,24 - 10 Elektronen

5. Berechnen Sie die Gesamtladung mit dem Wert von n.: qg=n.(—e)

= (8,24 - 10 Elektronen) - (1,6 - 107" C/Elektron)
=|-1,32.10°C

UBUNG: Wenn jedem Mann, jeder Frau und jedem Kind in den Vereinigten Staaten (ungefihr 285 Millionen Menschen)
eine Million Elektronen zugeordnet werden, wie viel Prozent der gesamten Elektronenzahl in einem Kupferpfennig wiirde
das entsprechen? (Lésung: Ungefihr 35 107°%.)

Abbildung 2: Beispiel: Wieviel elektronenladung in Kupferring

4.3 Das Coulomb’sche Gesetz

Charles Coulomb (1736 -1806) untersuchte die Kraft, die durch eine Ladung auf
eine andere ausgeiibt wurde. Er benutzte dazu eine Torsionswaage, die er selbst
erfunden hatte. Sie funktionierte im Wesentlichen wie die Torsionswaage fiir das
Cavendish- Experiment, wobei die Massen durch kleine geladene Kugeln ersetzt
wurden. Die Gravitationsanziehung der Kugeln ist vernachléssigbar klein, vergli-
chen mit ihrer elektrischen Anziehung oder AbstoBung. In dem Coulomb’schen
Experiment waren die Kugeln viel kleiner als der Abstand zwischen ihnen, so
dass sie als Punktladungen betrachtet werden konnten. Coulomb benutzte die
Influenz, um gleich geladene Kugeln zu erzeugen und um die Gréfle der Ladung
auf den Kugeln zu variieren. Zum Beispiel konnte er mit einer Anfangsladung g,
auf jeder Kugel die Ladung auf %qo reduzieren. Das erfolgte durch zeitweiliges
Erden einer Kugel, um diese zu entladen und sie danach mit der anderen Kugel
wieder in Kontakt zu bringen. Die Ergebnisse der Experimente von Coulomb
und anderen sind in dem Coulomb’schen Gesetz zusammengefasst:
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Lemma 12 (Coulomb Gesetz) Die Kraft, die von einer Punktladung auf ei-
ne andere ausgetibt wird, wirkt lings der Verbindungslinie zwischen den La-
dungen. Sie dndert sich umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands der
Ladungen und proportional zum Ladungsprodukt. Die Kraft ist abstofSend, wenn
die beiden Ladungen gleiches Vorzeichen haben, und anziehend fiir Ladungen
entgegengesetzten Vorzeichens.

Erstaunlicherweise konnen wir fast alles, was wir fiir die Gravitationskraft
festgestellt haben, hier iibernehmen.

Bezeichnen wir die Ladungen der beiden punktférmigen Teilchen mit ¢; und
g2 und ihre Orte mit 7jund 7 so ist 715 der Vektor, der von Teilchen 1 zu
Teilchen 2 geht. Dann {ibt das Teilchen 1 auf das Teilchen 2 eine Kraft ﬁ2(1) aus,
fiir die gilt:

= 1 qig2 . Q1492 -,
FV = — B8s _ pii2 14
2 4dmeg r%z "2 er "2 (14)

€g ist die Dielektrizitdtskonstante im Vakuum mit dem Wert ¢y = 6.67 -
1071 N - m? kg
Die Kraft ﬁfz), die von Teilchen 2 auf Teilchen 1 ausgeiibt wird, ist gemé&f

dem dritten Newton’schen Axiom das Negative von ﬁél). Die Culombkraft, die
eine Punktladung ¢; auf eine im Abstand r befindliche andere Punktlandung ¢,
ausiibt, besitzt daher den Wert

1l qe
dmeg 12

(15)

4.4 Der Feldbegriff: das elektrische- bzw. das Gravitati-
onsfeld

Im folgenden kann iiberall entweder die Coulombkraft oder die Gravitationskraft
(bzw. die jeweils entsprechenden Gréflen) eingesetzt werden.

Die Kraft, die von einer Ladung auf eine andere wirkt, ist eine Fernwirkungs-
kraft, ahnlich der Gravitationskraft, die von einer Masse auf eine andere wirkt.
Die Idee der Fernwirkung stellt ein schwieriges begriffliches Problem dar. Was
ist das fiir ein Mechanismus, durch den ein Teilchen quer durch den leeren Raum
eine Kraft auf ein anderes ausiiben kann? Angenommen, ein geladenes Teilchen
an irgendeinem Punkt wird plotzlich bewegt. Andert sich die Kraft, die auf das
zweite Teilchen im Abstand r ausgeiibt wird, momentan? Um das Problem der
Fernwirkung zu vermeiden, wird das Konzept des elektrischen Felds eingefiihrt.
Eine Ladung erzeugt iiberall im Raum ein elektrisches Feld E , und durch dieses
Feld erfidhrt eine zweite Ladung eine Kraft. So ist es das Feld E am Ort der zwei-
ten Ladung, das unmittelbar die Kraft auf sie vermittelt, und nicht die sich in
einiger Entfernung befindliche erste Ladung selbst. Anderungen im Feld breiten
sich durch den Raum mit Lichtgeschwindigkeit ¢ aus. Wenn dann eine Ladung
plotzlich bewegt wird, dndert sich die auf eine zweite Ladung im Abstand r wir-
kende Kraft erst zu einem spiiteren Zeitpunkt r/c. Z.b. drei Ladungen, im Raum
verteilt, wiirden jede fiir sich iiberall im Raum ein elektrisches Feld E erzeugen.
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Abbildung 3: Faser, wodurch sie sich parallel zum Feld ausrichten.

Wenn man eine kleine positive Probeladung gy an einen Punkt in der Néhe der
drei Ladungen bringt, gibt es eine Kraft auf ¢y, die durch die anderen Ladun-
gen hervorgerufen wird. (Eine Probeladung zeichnet sich dadurch aus, dass ihre
Wirkung auf die urspriingliche Ladungsverteilung vernachlissigbar ist.) Die re-
sultierende Kraft, die auf gy wirkt, ist die Vektorsumme der einzelnen Krifte,
die von allen anderen Ladungen des Systems auf gy ausgeiibt werden. Da jede
dieser Krifte zu qg proportion al ist, wird die resultierende Kraft ebenfalls pro-
portional zu gg sein. Das elektrische Feld E ist der Quotient der resultierenden
Kraft F auf qo dividiert durch g¢g:

Definition 13 (Feld)

E = (16)

SEReT

Definition 14 Das Feld wird allgemein als die Kraft auf eine Probeladung
(Einheit 1) definiert.

Diese Definition entspricht der des Gravitationsfelds der Erde. Die SI-Einheit
des elektrischen Felds ist Newton dividiert durch Coulomb (N /C).

Das elektrische Feld beschreibt den Zustand des Raums, der durch ein Sy-
stem von Punktladungen hervorgerufen wird. Durch Bewegen einer Probeladung
qo von Punkt zu Punkt kann man E in allen Raumpunkten finden (aufer an
Punkten mit felderzeugenden Ladungen qp). Daher ist das elektrische Feld E eine
Vektorfunktion des Orts. Die Kraft auf eine beliebige Ladung ¢ an irgendeinem
Punkt ist mit dem elektrischen Feld durch folgende Beziehung verbunden.

F=qE
4.4.1 Elektrische feldlinien

Man kann das elektrische Feld durch gerichtete Linien darstellen. In jedem
Punkt einer Linie ist der Feldvektor E tangential gerichtet. Elektrische Feldli-
nien werden auch Kraftlinien genannt, da sie in die Richtung der Kraft zeigen,
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die auf eine positive Probeladung (Masse) wirkt. Das elektrische Feld E zeigt in
radialer Richtung von der positiven Ladung weg. Daher zeigen die elektrischen
Feldlinien in der Néhe einer positiven Ladung radial von der Ladung weg und in
der Nihe einer negativen Ladung zu dieser Ladung hin. Abbildung ?? zeigt die
elektrischen Feldlinien einer einzelnen positiven Punktladung. Der Abstand der
Linien ist mit der Stérke des elektrischen Felds verkniipft. Wenn man sich von
der Ladung entfernt, wird das Feld schwécher, und die einzelnen Linien sind wei-
ter voneinander entfernt. Wir betrachten nun eine Kugeloberfliche vom Radius
r, in deren Zentrum sich eine Ladung befindet. Ihre Oberfléiche ist 4772, Wenn r
zunimmt, nimmt die Dichte der Feldlinien (Zahl der Linien pro Fliche) wie 1/1r2
ab, genauso wie . Wenn man die Verabredung trifft, dass einer Ladung ¢ eine
feste Zahl von Linien entspricht, dann ist die Zahl der Linien der Ladung ¢ pro-
portional, und wenn man die Linien symmetrisch um die Punktladung zeichnet,
wird die Feldstérke durch die Dichte der Feldlinien angegeben.

(a) (b)

Abbildung 4: a) Elektrische Feldlinien von zwei positiven Punktladungen. Die
Pfeile wiirden in die umgekehrte Richtung zeigen, wenn die Ladungen negativ

wéren. b) Die gleichen elektrischen Feldlinien, veranschaulicht durch Fasern in
OL

Abbildung ?? zeigt die elektrischen Feldlinien fiir zwei gleiche positive La-
dungen ¢, die sich in einem kleinen Abstand voneinander befinden. In der Néihe
jeder Ladung ist das Feld naherungsweise das einer Ladung allein, da sich die
andere Ladung im Vergleich dazu weit weg befindet. Folglich sind die Feldli-
nien in der Néhe jeder der beiden Ladungen radial und rdumlich gleichartig.
Da die Ladungen gleich sind, zeichnet man eine gleiche Anzahl von Linien, die
ihren Ursprung in jeder Ladung haben. In grofler Entfernung sind die Details
der Ladungskonfiguration nicht mehr auffallend und das Liniensystem sieht wie
das von einer Punktladung der Grofle 2g aus. (Wenn z. B. die zwei Ladungen
1 mm voneinander getrennt sind und man sie aus einer Entfernung von 100 km
betrachtet, dann wiirden sie wie eine einzelne Ladung aussehen.) Also, in einem
groflen Abstand von den Ladungen ist das Feld ndherungsweise dasselbe wie das
von einer Punktladung 2q, und die Linien sind rédumlich gleichartig verteilt. In
Abbildung 21.20 sieht man, dass die Feldliniendichte in dem Bereich zwischen
den beiden Ladungen klein ist, verglichen mit der Dichte der Linien in dem Be-
reich direkt links und rechts von den Ladungen. Das bedeutet, dass die Grofie
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des elektrischen Felds in dem Bereich zwischen den Ladungen schwicher ist als
direkt links und rechts von den Ladungen, wo die Linien raumlich dichter liegen.
Diese Information kann auch durch direkte Berechnung des Felds an Punkten
in diesen Bereichen erhalten werden. Man kann diese Erkenntnisse zum Zeich-
nen der elektrischen Feldlinien fiir irgendein System von Punktladungen nutzen.
In der Néhe jeder Ladung sind die Feldlinien rdumlich gleichartig verteilt und
treten aus der Ladung radial heraus oder hinein, je nach dem Vorzeichen der
Ladung. Sehr weit entfernt von all den Ladungen ist die detaillierte Struktur
des Systems nicht wichtig, der Feldlinienverlauf dhnelt dem Feld einer Punktla-
dung, die die Gesamtladung des Systems triagt. Die Regeln zum Zeichnen von
elektrischen Feldlinien kann man wie folgt zusammenfassen:

Definition 15 (Feldlinien) 1. Elektrische Feldlinien beginnen an positiven La-
dungen (oder im Unendlichen) und enden an negativen Ladungen (oder im Un-
endlichen).

2. Die Feldlinien einer einzelnen Punktladung sind kugelsymmetrisch.

4.4.2 Elektrische Dipole in elektrischen Feldern

Ein Dipol ist ein System aus zwei entgegegesetzt gleichen Punktladungen, die
nahe beieinander sind. Hier betrachten wir das Verhalten eines elektrischen Di-
pols in einem #duferen elektrischen Feld. Dies ist besonders wichtig, weil es als
Modell fiir das Verhalten praktisch jedes nicht-leitenden Mediums in einem elek-
trischen Feld dienen kann

Abbildung 5: Ein Wasser-Molekiil hat ein permanentes elektrisches Dipolmo-
ment,

Einige Molekiile haben permanente Dipolmomente, verursacht durch eine
inhomogene Ladungsverteilung innerhalb des Molekiils. Solche Molekiile nennt
man polare Molekiile. Ein Beispiel ist HCI, das im Wesentlichen aus einem posi-
tiven Wasserstoffion der Ladung +e und einem negativen Chlorion der Ladung
—e besteht. Das Zentrum der Ladung des positiven Ions fallt nicht mit dem
Zentrum der Ladung des negativen Ions zusammen, und so besitzt das Molekiil
ein permanentes Dipolmoment. Ein anderes Beispiel ist Wasser (Abbildung ?7?).
Ein homogenes dufleres elektrisches Feld iibt keine resultierende Kraft auf einen
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Dipol aus, denn die an den Ladungen angreifenden Kréfte bilden ein Kriftepaar,
wie aus Abbildung ?? zu ersehen ist. Dieses Kréftepaar verursacht eine Dreh-
bewegung des Dipols in die Feldrichtung.

__________

Abbildung 6: Ein Dipol in einem homogenen elektrischen Feld erfihrt entgegen-
gesetzt gleiche Krifte, die ihn drehen, bis sein Dipolmoment die Richtung des
Felds hat.

Mikrowellenherde nutzen vorteilhaft die elektrischen Dipolmomente der Was-
sermolekiile, um Essen zu kochen. Wie alle elektromagnetischen Wellen haben
auch Mikrowellen oszillierende elektrische Felder, die Drehmomente von elek-
trischen Dipolen erzeugen. Deshalb rotieren die Wassermolekiile in der Mikro-
welle mit einer beachtlichen kinetischen Rotationsenergie. Auf diese Weise wird
Energie von der Mikrowellenstrahlung iiber die Wassermolekiile auf die Speisen
iibertragen und zwar in einer hohen Ubergangsrate, die die geringe Kochzeit
bedingt und den Mikrowellenherd so praktisch macht.

Nichtpolare Molekiile haben kein permanentes elektrisches Dipolmoment.
Die neutralen Molekiile ohne permanentes Dipolmoment enthalten aber stets
gleiche Mengen von positiven und negativen Ladungen. In Anwesenheit eines
duBeren elektrischen Felds E werden die Ladungen rdumlich getrennt. Die po-
sitiven Ladungen werden in die Richtung von E verschoben und die negativen
Ladungen in die entgegengesetzte Richtung. So erlangen die neutralen Molekiile
in einem elektrischen Feld ein Dipolmoment, das als induziertes Dipolmoment
bezeichnet wird. Die Molekiile richten sich parallel zu dem &ufleren elektrischen
Feld aus und sind polarisiert.

5 Arbeit und kinetische Energie

5.1 Allgemeine Bemerkungen zum Begriff Energie”

Ein gehobener Korper kann iiber eine feste Rolle selbst wieder einen anderen
Korper anheben. Eine gespannte Feder kann ein Werkstiick verschieben. Ein
Hammer, auf die Geschwindigkeit v gebracht, kann einen Nagel eintreiben. Der
Arbeitsaufwand fiir das Heben, Spannen, Bewegen des Korpers hat demnach
eine Arbeitsfihigkeit des Korpers hervorgerufen. Man sagt dazu: Der Korper
besitzt Energie.
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Abbildung 7: Ein nichtpolares Molekiil in dem inhomogenen Feld einer posi-
tiven Punktladung. Das induzierte elektrische Dipolmoment t-J ist parallel zu
dem Feld der Punktladung. Da sich die Punktladung nédher am Zentrum der
negativen Ladung als am Zentrum der positiven Ladung des Molekiils befindet,
gibt es eine resultierende Anziehungskraft zwischen dem Dipol und der Punktla-
dung. Wenn die Punktladung negativ wire, wiirde das induzierte Dipolmoment
umgekehrt sein und das Molekiil wiirde wieder von der Punktladung angezogen
werden.
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Definition 16 FEnergie E ist die Arbeitsfihigkeit eines Korpers, sein Vermdgen,
Arbeit zu verrichten. Energie ist ,gespeicherte Arbeit“. Arbeit und Energie sind
Skalare. Da Energie E das Vermdgen des Korpers ist, die Arbeit W zu verrich-
ten, miissen Energie und Arbeitseinheiten gleich sein.

5.1.1 Energieerhaltung

Lemma 17 1. FEs gibt ein Faktum, anders ausgedriickt, ein Gesetz, das alle
Naturphdanomene beherrscht, welche bis heute bekannt sind.

2. Es gibt keine bekannte Ausnahme zu diesem Gesetz, soweit wir wissen, ist
es exakt.

3. Dieses die Gesetz wird Energieerhaltung genannt.

4. Es sagt, dass es eine gewisse Grofe gibt, welche wir Energie nennen, die
sich bei den vielfachen Anderungen, die in der Natur vor sich gehen, nicht
andert.

5.2 [Eindimensionale Bewegung mit konstanten Kriften

Die Arbeit einer konstanten Kraft F, deren Angriffspunkt sich entlang einer
Verschiebung Az - & bewegt, ist gleich

w=F, Az =|F|cos - Ax (17)

Die Arbeit ist eine skalare Grofe, die positiv ist, wenn,Az und F, die glei-
chen Vorzeichen besitzen, und negativ, wenn die Vorzeichen verschieden sind.
Die Mafleinheit der Arbeit ist das Produkt aus der Mafleinheit der Kraft und
der des Wegs. Die SI-Einheit von Arbeit und Energie ist das Joule (J) , das
Produkt aus Newton und Meter:

1J=1N-m

Abweichend davon wird in der Atom- und Kernphysik héufig das Elektro-
nenvolt (eV) verwendet:

1eV=1,6.10"1J.

5.2.1 Der Zusammenhang zwischen Gesamtarbeit und kinetischer
Energie

Zwischen der an einem Korper verrichteten Gesamtarbeit und seiner Anfangs-
und Endgeschwindigkeit besteht ein wichtiger Zusammenhang. Wenn F, die Ge-
samtkraft ist, die auf ein Teilchen wirkt, besagt das zweite Newton’sche Axiom:
F, = ma,. Bei einer konstanten Kraft ist auch die Beschleunigung konstant.
Damit lasst sich die Verschiebung tiber die Gleichung fiir die konstante Beschleu-
nigung U%7x = vix + 2a, Az durch die Anfangsgeschwindigkeit v4 und durch
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Beispiel 18

Die Kraft auf ein Elektron

In der Bildréhre eines Fernsehgeréts wird ein Elektron aus der Ruhe heraus beschleunigt. Die Kraft, die das Elektron
beschleunigt, ist eine elektrische Kraft, die von dem elektrischen Feld in der Bildréhre herriihrt. Nach einem Weg von 80 cm
besitzt das Elektron eine kinetische Energie von 2,5 keV. Berechnen Sie die Kraft auf das Elektron unter der Annahme, dass sie
konstant ist und in Bewegungsrichtung wirkt.

Problembeschreibung: Da sich das Elektron aus der Ruhe heraus zu bewegen beginnt, ist die verrichtete Arbeit gleich der
kinetischen Energie.

Losung:

Setzen Sie die verrichtete Arbeit gleich der Anderung der W= AEy,

kinetischen Energie und stellen Sie die Gleichung nach der F Ar=FEe e B

Kraft um. Die kinetische Energie am Anfang und am Ende S e

ist jeweils gegeben: _ Biine — Eiina

£ Ax

_ (2500 eV —0eV 1,6-107°7J
- 0,8 m 1eV
o)

Kommentar: Wenn wir spiéter die Elektrizitéit behandeln, werden Sie feststellen, dass die Arbeit pro Ladungseinheit die
Potenzialdifferenz ist und in Volt gemessen wird. Somit ist 1 eV die Energie, die ein Teilchen der Ladung e (ein Elektron oder
Proton beispielsweise) gewinnt oder verliert, wenn sich seine Potenzialdifferenz um 1 V dndert.

die Endgeschwindigkeit vg ausdriicken. Nach einigen Umformungen erhélt man
daraus:

1 1
F.Ax = imviﬁ’x — imviw =W (18)
%mvg ist eine skalare Grofle, die kinetische Energie Ej;,eines Teilchens ge-
nannt wird:
L
Eyin = 5mo (19)

5.2.2 Die von einer ortsabghiingigen Kraft verrichtetet Arbeit

Viele Krifte sind selbst ortsabhéngig. So tibt beispielsweise eine gedehnte Feder
eine Kraft aus, die proportional zur Linge ihrer Dehnung ist. Die Gravitati-
onskraft der Erde auf ein Raumschiff ist umgekehrt proportional zum Quadrat
des Abstands zwischen Erde und Raumschiff. Allerdings kann man eine orts-
abhéingige Kraft durch eine Folge konstanter Kréfte annihern . Die Arbeit einer
ortsabhéngigen Kraft ist dann

W = limO Fp(x;) - Az, :/ F,(x)dx (20)

5.2.3 Arbeit und Energie in drei Dimensionen

Im allgemeinen. dreidimensionalen Fall entspricht die Arbeit folgender Glei-
chung:

2
W = /ﬁ 0 ds = Eina— Eginn (21)
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wobei iiber den Weg ds integriert werden muss und das Inprodukt aus Kraft
und Weg gebildet werden muss.

6 Arbeit und potentielle Energie

Die Arbeit an einem Teilchen ist gleich der Anderung seiner kinetischen Energie.
Es kann vorkommen, dass die Arbeit, die durch duflere Kréifte an einem System
verrichtet wird, die kinetische Energie des Systems iiberhaupt nicht erhcht. In
diesem Fall wird die Arbeit als potenzielle Energie gespeichert - also als Energie,
die mit der Lage des Systems in Zusammenhang steht.

Stellen Sie sich einen Gewichtheber vor, der ein Gewicht mit einer Masse
m auf eine Hohe A hebt. Die Kraft, die die Arme des Gewichthebers auf das
Gewicht ausiiben, ist —mg, denn sie miissen die Gravitationskraft der Erde auf
das Gewicht kompensieren. Stellen Sie sich nun die Erde und das Gewicht als ein
System zweier Teilchen vor (zu dem der Gewichtheber nicht mit dazugehort!).
Die dufleren Krifte, die auf das System aus der Erde und aus dem Gewicht
wirken, sind zum einen die Kraft, die die Arme auf das Gewicht ausiiben, und
zum anderen die Kraft —mg, die die Fiile des Gewichthebers auf die Erde
ausiiben. (Abbildung 6.20). (Die Anziehungskraft, die der Gewichtheber auf
das Gewicht ausiibt, kann sicher vernachléssigt werden.) Beim Anheben bewegt
sich das Gewicht um die Strecke h nach oben, wihrend die Bewegung der Erde
vernachlissigt werden kann. Somit verrichtet nur die Kraft, mit der die Hénde
an dem Gewicht angreifen, wirklich Arbeit am System. Da das Gewicht vor
und nach dem Heben die Geschwindigkeit v = 0 hat, also auch seine kinetische
Energie am Anfang und am Ende gleich null ist und daher AFy;, = 0 gilt, ist
die Arbeit, die alle dufleren Kréfte an dem System aus der Erde und aus dem
Gewicht verrichten,mgh. Diese Arbeit wird in Form von potenzieller Energie
gespeichert, also Energie, die von der Lage des Gewichts relativ zur Erde oder,
mit anderen Worten, von der Lage des Systems aus Erde und Gewicht abhéngt.
Man bezeichnet diese Energie als potenzielle Energie der Schwerkraft.

Ein anderes System, das Energie durch seine Lage speichert, ist eine Fe-
der. Wenn man eine Feder dehnt oder zusammendriickt, wird Energie, die von
der Federldnge abhiingt, als potenzielle Energie gespeichert. Betrachten Sie bei-
spielsweise die Feder in Abbildung 6.21 als das System. Diese Feder soll nun
durch die gleich groflen, aber entgegengesetzt gerichteten Krifte Fy und B, zu-
sammengedriickt werden . Diese beiden Kréfte ergeben zusammen null - die
Gesamtkraft auf die Feder ist also null, so dass die kinetische Energie der Feder
ebenfalls null bleibt. Die Arbeit, die man beim Zusammendriicken der Feder
am System verrichtet, wird also nicht in Form kinetischer Energie, sondern als
potenzielle Energie der Feder gespeichert. Dabei wird die Lage des Systems
gedndert, was sich in der Langeninderung der Feder zeigt. Da sowohl Fj als
auch Fy positive Arbeit verrichten, ist die an der Feder verrichtete Gesamtar-
beit positiv. (Die vonF} verrichtete Arbeit ist positiv, da die Kraft Fi und die
Verschiebung Asjihres Angriffspunkts in die gleiche Richtung zeigen. Gleiches
gilt auch fiir ﬁg und Ay
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Abbildung 8: Zwei Wege im Raum verbinden die Punkte 1 und 2. Die Arbeit
einer konservativen Kraft zwischen Punkt 1 und 2 auf dem Weg A sei W Da die
Arbeit bei einem vollen Umlauf null ist, muss die Arbeit fiir den Riickweg entlang
des Wegs B gleich - W sein. Wird der Weg B in entgegengesetzter Richtung,
also von Punkt 1 zu Punkt 2, ist die Kraft an jedem Punkt genauso grofl wie
bei der Bewegung von 2 nach 1, wéhrend die Verschiebung entgegengesetzt ist.
Damit ist die Arbeit von Punkt 1 zu Punkt 2 entlang des Wegs Bebenfalls W
Allgemein gilt also, dass die Arbeit auf jedem Weg, der die beiden Punkte 1
und 2 verbindet, gleich ist.

6.0.4 Konservative Krifte

Wenn ein Skildufer mit einem Skilift auf einen Hiigel mit der Hohe A fihrt,
betrigt die Arbeit, die der Skilift an dem Skildufer verrichtet, —mgh, denn die
Schwerkraft muss iiberwunden werden. Dagegen ist die Arbeit, die die Schwer-
kraft beim Abfahren an ihm verrichtet, immer +mgh . Somit ist die Gesamtar-
beit, die die Schwerkraft an dem Skildufer wihrend einer vollen Runde hinauf
und hinab verrichtet, unabhéngig vom Weg null. Die Schwerkraft, die die Erde
auf den Skildufer ausiibt, ist eine so genannte konservative Kraft. Eine Kraft ist
konservativ, wenn die Gesamtarbeit, die sie an einem Teilchen verrichtet, das
sich auf einer beliebigen geschlossen Bahn bewegt, null ist.

Definition 19 FEine Kraft ist konservativ, wenn die Gesamtarbeit, die sie an
einem Teilchen verrichtet, das sich auf einer beliebigen geschlossen Bahn bewegt,
null ist.

6.0.5 Arbeit und Potential in 1/r?—Feldern

Besonder oft benétigt man die Arbeit und das Potential eines 1/r2-Feldes, wie
dem Gravitations- oder elektrischem Feld. Dazu ist zuerst eine allgemein giiltige
Feststellung das Potential betreffend zu machen:

Lemma 20 In einem Potentialfeld kann der 0-Punkt beliebig gewdhlit werden.
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Fiir den Fall der 1/r? Felder withlt man oft den 0-Punkt des Potentials im
Unendlichen, weil dort die Kraft verschwindet.

Die Arbeit, die beim Bewegen einer Punktmasse Masse m im Gravitations-
feld einer anderen Punktmasse mpg bzw. einer Punktladung ¢ im elektrischen
Feld einer anderen Punktladung ¢r aus dem Unendlichen bis in einen Abstand
r verrichtet wird ergibt sich zu:

T
1 : _ 1
i [t =
W= 00 (22)
—G/Lfgmdr =G™Em
oo

wobei man 477150 18 bzw. G™E als das Potential ®(r) der Punktladung qp

bzw. Punktmasse mp bezeichnet.

T2

— 477150 / L dr = 47350 qE (i — i) wird als die Spannungsdifferenz oder Span-

T2 1

T1
nung U im elektrischen Feld der Ladung gg bezeichnet.

6.0.6 Erdbeschleunigung

Berechnen wir nun die Arbeit (bzw. Potentialdifferenz), wenn wir eine Masse m
auf der Erdoberfliche um einen zum Erdradius hy kleinen Betrag h — hy auf die
Hohe h anheben:

m m|h 1 1
w= |- oar = L R -2 2
GmEr2 r GmET s G’mEm<h h1> (23)

Da h — hy € h; ist, konne wir die folgende Naherung durch Reihenentwick-
lung durchfiihren:

W =Gmgm };nglh = (24)
=—Gmpfz(h— )"+ Gmp s (h - hi)? — Gmp g (h— hi)3 + ...

Man sieht sofort, dass man so die bekannte konstante Erdbeschleunigung
bzw. Potentielle Energie im Schwerefeld erhilt, wenn man in Gl. 7?7 nur das
erste Glied —~Gmpg 7% (h — hy) berticksichtigt.

1

W = (h — hy) - const (25)
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6.1 Berechnung von Potentialen und Kraftfeldern

Auf einer mikroskopischen Skala ist die elektrische Ladung quantisiert, sie tritt
immer als ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung e auf. Jedoch gibt es
im makroskopischen Bereich geniigend Fille, in denen viele Ladungen so dicht
zusammen sind, dass man sie iiber ein Raumgebiet kontinuierlich verteilt anse-
hen kann. Die Beschreibung einer sehr grofien Zahl von diskreten Ladungen mit
einer kontinuierlichen Ladungsdichte ist &hnlich der Verwendung einer kontinu-
ierlichen Massendichte, um Luft zu beschreiben, die auch aus einer groflen Zahl
von diskreten Molekiilen besteht. In beiden Féllen l&sst sich ein Volumenelement
AV finden, das einerseits grofl genug ist, damit es geniigend viele Ladungen bzw.
Molekiile enthélt, andererseits aber immer noch klein genug, um AV als Dif-
ferenzial dV anzusehen. Wir betrachten ein endliches Raumgebiet V, in dem
elektrische Ladungen kontinuierlich verteilt sind, so dass im Volumenelement
dV die Ladung dg enthalten ist. Die Raumladungsdichte p ist definiert durch
den Quotienten der Differenziale dq dividiert durch dV:

dq
AV
Die Raumladungsdichte p ist eine Funktion des Orts in dem betrachteten Raum-
gebiet V: Die Ladungsverteilung heifft homogen, wenn p konstant ( # 0) ist.
Analog kann man eine Flichenladungsdichte bzw. Linienladungsdichte definie-
ren

Wir wollen nun kurz iiberlegen, wie wir elektrische Felder von kontinuierli-
chen Ladungsverteilungen im Raum, auf einer Fliche und auf einer Linie be-
rechnen kénnen und gehen dabei von dem Coulomb’schen Gesetz fiir
PunktIadungen aus. (Danach fiihren wir das GaufS’sche Gesetz ein, das eine
Beziehung zwischen einer geeigneten elektrischen Feldgrifie auf der geschlosse-
nen Oberfliche eines Raumgebiets und der in diesem Gebiet eingeschlossenen
Raumladung herstellt und in gewissen (symmetrischen) Fillen eine sehr elegan-
te Methode zur Berechnung von Feldern bietet.)

Die Berechnung von Gesamtladungen und der durch sie erzeugten elektri-
schen Felder fiir gegebene kontinuierliche Ladungsverteilungen ist grundsétzlich
eine Integrationsaufgabe iiber rdumliche Bereiche, Flichenstiicke oder geschlos-
sene Oberfldchen und iiber Kurven. Nur fiir einfache geometrische Ladungsver-
teilungen sind analytische Losungen des Integrationsproblems zu erwarten. In
vielen praktischen Anwendungen fiihren nur numerische Integrationsmethoden
zu Naherungslosungen.

Ein einfaches Beispiel zur Feldberechnung durch Aufintegration der Cou-
lombfelder einzelner Punktadungen ist im Folgenden gezeigt.

p (26)

6.1.1 Der Gaul} “sche Satz

Er gehort zu den Maxwell’schen Gleichungen - den fundamentalen Gleichungen
des Elektromagnetismus. Fiir statische Ladungen und zeitunabhéngige Felder,
die ausschliefllich hier behandelt werden, sind das Gauf’sche Gesetz und das
Coulomb’sche Gesetz dquivalente Beschreibungen. Elektrische Felder symmetri-
scher Ladungsverteilungen, wie z. B. eine geladene Kugelschale oder eine unend-
liche Linienladung, kénnen leichter mit Hilfe des Gaufi’schen Gesetzes berechnet
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~ Beispiel 21

Losung:

von Gh=—0,=0:

5. Bestimmen Sie den Vektor E:

Abbildung 9: Beispiel:

1
2. Benutzen Sie Gleichung 22.8a, um einen Ausdruck E, 4 (sin@; — sin 6;)
fiir £, zu finden. Vereinfachen Sie ihn unter Benutzung

3. Driicken Sie sin @ in Termen von y und ¢ aus und substi-
tuieren Sie das Ergebnis in das Resultat von Schritt 2:

4. Benutzen Sie Gleichung 22.8b, um E, zu bestimmen: E 14

Das elektrische Feld auf der Mittelsenkrechten einer endlichen

Linienladung
Unter Anwendung der Gleichungen 22.8a und 22.8b erhalt v
man einen Ausdruck fiir das elektrische Feld in der Mittel- E
ebene eines homogen geladenen Liniensegments mit einer
linearen Ladungsdichte i und der Lange /.
AR
'm\__/r‘.‘
GmArn

—Fr= ++++|—x
x X

}:—t/2—-{-—(’/2—-—[

22.4

Problembeschreibung: Zeichnen Sie die Linienladung auf der x-Achse sowie die Mittelsenkrechte als y-Achse. Nach
Abbildung 22.4 heifit das, man wihlt x, = —% ¢ und x, = +31 £, so dass 6, = —8, ist. Danach benutzen Sie die Gleichun-
gen 22.8a und 22.8b, um das elektrische Feld zu berechnen.

1. Skizzieren Sie die Ladungskonfiguration mit der Linien-
ladung auf der x-Achse und mit der y-Achse als Mittel-
senkrechte. Zeichnen Sie den Feldpunkt auf der positiven y-
Achse in einem Abstand y vom Koordinatenursprung.

- e, y

1 4. '
= z;;;[sm@ — sin(—6))]

L =Ksuy (cos#, —cos fy)

1 2
g ;[cosé) —cos(—8)]

1 A
- —cosb) =0
Gy (cos @ — cos )

Berechnung des elektrischen feldes einer Linienladung
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Abbildung 10: Eine Oberfliche von beliebiger Gestalt, die einen elektrischen
Dipol einschlie3t. Wenn die Oberfl dche beide Ladungen einschliet, ist die Zahl
der Linien, die die Oberfliche von innen her durchstoflen, gleich der Zahl der
Linien, die die Oberfliche von auflen durchdringen, unabhéngig davon, wie die
Oberfliche gestaltet ist.

werden. In diesem Abschnitt gehen wir von dem Feldlinien bild des elektrischen
Felds aus und geben eine plausible Erklarung fiir die Giiltigkeit des Gauf3’schen
Gesetzes.

Eine geschlossene Oberfléiche ist eine einfach zusammenhéngende Fliche, die
das Universum in zwei Bereiche einteilt, in den Bereich innerhalb und in den
Bereich auflerhalb der Oberfliche (die Orientierung erfolgt eindeutig durch die
Festlegung des Flichennormalenvektors). Abbildung ?? zeigt eine geschlossene
Oberfldche von beliebig gewéhlter Gestalt, die einen Dipol einschlieit. Die Zahl
der elektrischen Feldlinien, die an der positiven Ladung beginnen und die Ober-
fliche vom Inneren her durchdringen, hingt von der Gestalt der Oberflache ab;
aber jede Linie, die die Oberfliche von innen her durchdringt, durchsetzt sie
auch von auflen. Somit ist in diesem Beispiel der Abbildung ?? die Zahl der
austretenden Linien gleich der Zahl der in die Oberflache eintretenden Linien.
Das gilt fiir beliebig gestaltete Oberflichen, solange beide Ladungen eingeschlos-
sen werden. Anders ist es fiir das Beispiel der Abbildung ??. Hier ist fiir jede
beliebig geformte Oberfliche, die beide Ladungen umschliefit, die Differenz der
ein- und austretenden Linien ungleich null. Zdhlt man jede austretende Linie
mit + 1 und eine in das Innere von auflen eintretende Linie mit - 1, so ist in
diesem Beispiel der Abbildung ?? die Gesamtzahl der Linien durch die Ober-
fldche eine positive Zahl, die proportional der Differenz 2¢g —q = +¢ ist, wie man
durch Vergleich mit Abbildung ?? finden kann, wenn die Oberfldche nur die La-
dung +q einschlielt. Zusammengefasst halten wir fest: Die Differenz der eine
Oberfliche verlassenden und eintretenden Feldlinien ist proportional
der von der Oberfliche eingeschlossenen Gesamtladung. Diese Regel
ist die qualitative Aussage des Gauf3’schen Gesetzes.

Die mathematische Grofle, die der Zahl der Feldlinien entspricht, die ei-
ne Flache senkrecht durchstofien, nennt man elektrischen Fluss ®.;. Fiir eine
ebene Fliche senkrecht zu einem homogenen Feld E (Abbildung ??), wo die
Flachennormale die gleiche Richtung wie das Feld hat, ist der elektrische Fluss
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Abbildung 11: Eine Oberfliche von beliebiger Gestalt, die die Ladungen +2¢
und —¢q einschlieft. Jede Feldlinie, die an —¢q endet, verlduft entweder nur im
Innengebiet oder verldsst die Oberfliche und tritt wieder ein. Die Gesamtzahl
der durch die Oberfliche austretenden Linien bei der Ladungen ist die gleiche
wie fiir eine ei nzelne eingeschlossene Ladung +q.

Abbildung 12: Elektrische Feldlinien eines homogenen Felds, die eine Fliche A
sen krecht durchdringen. Das Produkt F'A ist der elektrische Fluss durch die
Fliche.
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das Produkt aus dem Feld E und der Fliache A:
®,, =FA.

Der Fluss ist proportional zur Zahl der Feldlinien, die die Flache durchsetzen,
ebenso wie die Feldstédrke E proportional zur Feldliniendichte ist. Wir verall-
gemeinern nun den Begriff des Vektorflusses, indem wir beliebige Richtungen
zwischen Feld und Fldchennormale und beliebig gekriimmte Flichen zulassen.

d,=EA

bzw. im allgemeinsten Fall:

d,= | E-dA

—

6.1.2 Quantitative Darstellung des Gauf3‘schen Gesetzes

Abbildung 7?7 zeigt eine Kugeloberfliche vom Radius r; mit einer Punktladung
q im Mittelpunkt. Das elektrische Feld steht iiberall senkrecht auf dieser Ober-

flache und besitzt die Grofle E,, = 47350 r% Der Gesamtfluss von FE,, durch diese
k

Kugeloberfléiche ist & = § B, - dA = E, ¢ dA . Dabei wurde E,, vor das In-
tegral gezogen, da es auf der gesamten Oberfliche konstant ist. Das Integral
iiber dA ergibt die gesamte Kugeloberfliiche vom Radius ry, also 47r7. Somit
erhalten wir fiir den Gesamtfluss durch die Kugeloberfliche

1 ¢
dmeg 12

T N arty=L )
o

bekanntes Feld einer

Punktladung

77 stellt ein interessantes Ergebnis dar: Der Gesamtfluss durch eine Kugelo-
berfliche, die im Zentrum die Ladung ¢ enthélt, ist unabhéngig vom Radius ry,
der Kugel. Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der vorangegangenen Beob-
achtung, dass die Zahl der Linien durch eine geschlossene Oberfliche nach aufien
der Gesamtladung im Inneren proportional ist. Unabhéngig von der Form der
Oberfléche ist die Zahl der Linien fiir alle geschlossenen Oberflichen um die
Ladung herum dieselbe, wie Abbildung 7?7 zeigt. Somit ist auch der Gesamt-
fluss durch eine beliebige Oberfliche, die ¢ im Inneren enthélt, gleich dem Fluss
durch die Kugeloberfliche, ndmlich ¢/eq.

Man kann dieses Ergebnis sofort auf Systeme mit mehreren Ladungen iibertragen.

Der Gesamtfluss durch irgendeine geschlossene Oberfliche nach auflen ist
gleich dem Produkt von 1/¢¢ multipliziert mit der Gesamtladung innerhalb der
Oberfldche:

@dzfﬁdﬁzﬁﬁﬂ (28)
€0
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(b)

Abbildung 13: Eine Kugeloberfliche mit einer eingeschlossenen Punktladung q.
a) Die Gesamtzahl der elektrischen Feldlinien, die aus dieser Oberfliche her-
austreten, ist gleich der Gesamtzahl der austretenden Linien durch eine belie-
bige geschlossene Oberfliche, die ebenfa lls die Ladung q ein schlieft. b) Der
Gesamtfluss durch eine Kugeloberflache ist leicht zu berechnen. Er ist gleich
dem Produkt aus E,, und der Oberfliche 4712, also E,4mr?.
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" Diese rudimentire Anleitung des Gaufl“schen Satzes haben wir durch das
bekannte F—Feld einer Punktladung erhalten Diese Beziehung gilt aber auch
fiir ein unbekanntes Feld und erméglicht daher in gewissen Féllen sehr elegant
die Berechnung des unbekannten Feldes einer Ladungsverteilung.

Die Giiltigkeit von ?? hiangt mit der Eigenschaft elektrostatischer Felder zu-
sammen, dass sie sich in grofler Entfernung von der Ladung wie das Feld einer
Punktladung verhalten, ndmlich umgekehrt proportional zum Abstandsquadrat
sind. Diese Eigenschaft des elektrischen Felds hat es erméglicht, eine bestimmte
Anzahl von elektrischen Feldlinien an eine Ladung zu zeichnen, deren Feldli-
niendichte proportional zur Feldstédrke ist. Das Gaufi’sche Gesetz ist fiir alle
Oberflichen und alle Ladungsverteilungen giiltig. Fiir Ladungsverteilungen
mit hoher Symmetrie kann es also benutzt werden, das elektrische Feld zu
berechnen, was an einem Beispiel demonstriert werden soll.

Gaufl’sches Gesetz und Coulomb’sches Gesetz sind fiir statische Ladungsver-
teilungen dquivalent. Jedoch ist das Gaufi’sche Gesetz weitreichender, denn es
gilt auch fiir zeitlich veréinderliche Felder in ruhenden und bewegten Materialien,
wéhrend das Coulomb’sche Gesetz (wie auch das Newton’sche Gravitationsge-
setz) fiir statische Ladungs- und Feldverteilungen gilt.
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