Gravitation

13.1 Das Gravitationsgesetz

13.1.1 Einleitende Bemerkungen

Im Jahre 1687 publizierte Newton in seinen ,,Mathematischen Prinzipien
der Naturlehre® das nach ihm benannte Gravitationsgesetz, das die Kraft
angibt, die zwei Korper mit den Massen m; und m, im Abstand r aufeinander
ausiiben. Es lautet in moderner Schreibweise:

F=y- ”"r'z'"z (13.1)

Die Gravitationskonstante y konnte Newton selbst noch nicht angeben. Al-
lein die Proportionalititen F ~ m; und F ~ 1/r® geniigten zur Erklirung
der von Kepler empirisch gewonnenen GesetzmiBigkeiten der Planetenbe-
wegungen. Und das war ein groBer Triumph. Wir wollen kurz skizzieren,
wie Newton zu seinem Gesetz kam.

Aus irdischen Beobachtungen war bekannt, daB die Erde Korper mit einer
Kraft anzieht, die deren Masse proportional ist: F = m - g. Newton schloB,
daB dann auch diese Korper umgekehrt dic Erde mit der gleichen Kraft
anzichen miiBten (actio = reactio), so daB man mit Mg als Erdmasse
unmittelbar schreiben kann

F ~m-Mg oder allgemein F ~m-m,. (13.2)

AuBerdem mubB diese Kraft mit wachsendem Abstand r zwischen den be-
teiligten Kdrpern abnehmen, etwa nach einem Potenzgesetz: ~ 1 /r'. Der
Ansatz fiir das Gesetz war also F ~ mym,/r" und es ging darum, den Ex-
ponenten n zu bestimmen. Dazu verglich Newton die Anzichung, die ein
Korper (K) an der Erdoberfliche erfihrt, mit der, die der Mond (M) auf
seiner Bahn durch die Erdanziehung erfahren muB. Er schrieb diese beiden
Krifte auf:
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Fig. 13.1: Schema einer Gravitationswaage:
Zwei kleine Korper (m) werden von zwei
groBen Bleikorpern (M), die sich einmal in der
Stellung (1)-(2) und einmal in der Stellung (1)-
(2’) befinden, angezogen. Die Verdrillung des
Torsionsdrahtes T wird iiber den Spiegel § mit
einem groBen Lichtzeiger L gemessen.

Fx =y'——ME"mK =mg-g und FM=}'-M =my-a (13.3)
Tk ™
Die Beschleunigung g, die der Korper an der Eroberfliche erfihrt, ist
9,81 m/s?; die Beschleunigung a, die der Mond auf seiner Umlaufbahn
erfahrt, kann man aus seinem Bahnradius (ry ~ 60 Erdradien) und sei-
ner Umlaufszeit (~ 28 Tage) ausrechnen — sie war also auch bekannt:
a=2,6-10""m/s% Es blieb nur die Frage, welcher Abstand ry des Korpers
an der Erdoberfliche von der Erde einzusetzen ist. Newton setzte ver-
suchsweise fiir r¢ den Erdradius Rg ein und erhielt aus dem Verhiltnis der
Beschleunigungen
g 9,81 m/s?

PR T =yl

Dieses Verhaltnis ist nach (13.3) ausschlieBlich durch die Bahnradien der

beiden Kdorper bestimmt:
r;‘“ 60RE & "
e = 60". 34
m” [ R, 60 (13.4)
Der Vergleich der Zahlen ergibt ziemlich exakt n = 2. Alle Berechnungen

von Planetenbahnen und von Bahnen anderer Himmelskorper zeigten dann,
daB3 der Wert 2 des Exponenten wirklich mit hdchster Genauigkeit gilt.

13.1.2 Die Gravitationskonstante

Der Wert der Gravitationskonstanten y 1iBt sich aus astronomischen Beob-
achtungen nicht gewinnen. Newton blieb nur eine Abschitzung, indem er die
Erdmasse aus ihrem Volumen und einer vermuteten mittleren Massendichte
p =~ 5g/cm? berechnete. Die Messung von y muB im Labor erfolgen. Sie
gelang Cavendish' erst 1797 mit einer sehr empfindlichen Torsionswaage.
Das Prinzip der Apparatur sieht man in Fig. 13.1. Zwei kleine kugelformige -
Korper mit den Massen m sind an einem diinnen (,masselosen*) Stab und
dieser an einem Torsionsdraht T befestigt. Ihnen stehen zwei schwere Blei-
kugeln (M) in der Stellung (1-2) gegeniiber. Die Gravitationskrifte zwischen
den kleinen und den groBen Kugeln fiihren zu einem Drehmoment, das den
Draht verdrillt. Der Verdrillungswinkel ist allerdings sehr klein; nur ein
groBer Lichtzeiger (Reflexion am Spiegel S) erlaubt iiberhaupt erst seinen
Nachweis. Man erhilt auf diese Weise fiir die Gravitationskonstante den
Wert

7 = (6,6720 £ 0,0004) - 107! N m?/kg>.

Mit diesem Wert ist nun aber auch eine exakte Bestimmung der Erdmasse
Mg mdoglich, wenn man den aus Pendelexperimenten bekannten Wert der
Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s? und den Erdradius R = 6370km einsetzt:

! Henry Cavendish 1731-1810

‘Teil A: Mechanik starrer Korper



Kapitel 13: Gravitation 149

. M
F=mg und F=y- MEZ fihrenzu g=y - —=  (13.5)
R; Rg
} oder
§ Mg = % “R: =598-10" kg. (136)
¢ Die Genauigkeit dieses Wertes ist natiirlich wesentlich durch die Genau-

igkeit von y bestimmt (etwa Promille). Bei der Schwerebeschleunigung g
und dem Erdradiis Ry konnen nur Mittelwerte eingesetzt werden, denn
] bekanntlich ist die Erde gar keine Kugel, sondern etwa ein abgeplattetes
I Rotationsellipsoid, das auBerdem noch rotiert. g 1aBt sich sehr genau aus
der Schwingungsdauer von Pendeln bestimmen.

13.2 Die Gravitationsfeldstiirke

Wir bleiben weiter bei der Erde als Beispiel. Um die Schreibarbeit zu
verringern, lassen wir den Index E aber weg. Die Erdmasse sei also M, der
Erdradius sei R. Wir stellen fest, daB ein Probekorper mit der Masse m an
jedem Punkt des Raumes auBerhalb der Erde eine Kraft erfahrt, die auf den
Erdmittelpunkt hin gerichtet ist und die nach auBen hin mit dem inversen
Quadrat des Abstands r vom Mittelpunkt der Erde abnimmt. Vektoriell
geschrieben nimmt das Gravitationsgesetz folgende Form an:

i(?)=—y-¥-m~£ (13.7)
# ist ein Einheitsvektor, der vom Erdmittelpunkt zum Probekdrper hin
zeigt. Markieren wir die Kraft F in jedem Raumpunkt mit einem Pfeil,
erhalten wir ein Bild des Kraftfelds der Erde (Fig. 13.2a). Wir stellen uns
vor, daB der Raum durch das Vorhandensein der Erde verdindert wird
und dieses Kraftfeld vorhanden ist, auch wenn man es nicht durch einen
Probekdrper nachweist. Es liegt daher nahe, den Probekdrper aus (13.7)
durch Division durch m zu eliminieren. Man gelangt auf diese Weise zur

Gravitationsfeldstarke.

: Kraft
Gravitationsfeldstirke =
rayitationsfeldstiirke Masse des Probekorpers
a(r) = L =—y- kz!— -F; Einheit: m/s%. (13.8)
m r

Die Gravitationsfeldstirke besitzt die Einheit einer Beschleunigung, die
gleiche__Abstandsabh%ingigkeit wie F und natiirlich auch das gleiche Feld-
bild. Ublicherweise zeichnet man bei derartigen Vektorfeldern nicht wie
in Fig. 13.2a viele einzelne Kraft- oder Beschleunigungsvektoren, sondern
verbindet sie durch Linien, an denen man die Richtung der Feldvektoren
markiert. Die riumliche Dichte der Feldlinien wird dann als MaB fir die
Stirke des Feldes verwendet (Fig. 13.2b).

(b)

Fig. 13.2: Darstellung des Kraftfelds der Erde:
(a) durch Angabe der Kraftvektoren,
(b) durch Angabe der Kraftfeldlinien.

Rl o
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(a)

(b)

Fig. 13.3: Zur Berechnung des Gravitations-
feldes im Innern der Erde (Abstand r vom
Erdmittelpunkt) wird diese in eine Kugel vom
Radius r (a) und eine dariiber befindliche Ku-
gelschale zerlegt (b).

Im Gravitationsgesetz kommt der Erdradius R interessanterweise nicht vor.
Die Masse der Erde konnte auch auf den Schwerpunkt konzentriert gedacht
werden — die Kraftwirkungen auBerhalb der Erde wiiren dieselben. Das
Gesetz gilt im gesamten AuBenraum bis unmittelbar an die Erdoberfliche
heran. Das ldBt sich durch eine recht lingliche Integration fiir kugelférmige
Korper direkt zeigen, was wir hier aber nicht durchfiihren wollen. — An der
Erdoberfliiche herrscht also die Gravitationsfeldstirke g=aR)=yM/R*=
9,81 m/s’.

Wie dndert sich nun die Kraft auf einen Probekorper m fiir r < R, wenn
man mit ihm z. B. in einen tiefen senkrechten Schacht hinabsteigt? Dann
gelten die obigen Betrachtungen immer noch fiir den inneren, in Fig. 13.3a
schraffierten Teil der Erdkugel mit der Masse?

v, 3
Mi=M: 3 =M =M-(r/R)".

vV
Von diesem hat man also eine Anziehungskraft von
M m M-m
F,-="/' r2 :'}J'T'r. (13.9)

Die dariiber befindliche Kugelschale mit der Dicke R — r iibt kurioserweise
tiberhaupt keine Kraftwirkung auf den Probekorper aus.

Das erkennt man ohne Rechnung, wenn man die dicke Kugelschale in Gedanken
in lauter diinne konzentrische Kugelschalen mit der Dicke AR zerlegt (Fig. 13.3b).
Betrachten Sie z.B. den durch den Probekérper gelegten Doppelkegel. Er soll
einen infinitesimal kleinen Offnungswinkel besitzen und ist hier nur der Deutlichkeit
halber sehr groB gezeichnet. Dieser Doppelkegel schneidet aus der Kugelschale
die Massenelemente Am; und Am, heraus. Man sicht unmittelbar, daB sich deren
Kraftwirkungen auf m gerade aufheben, Ai’l = —Af‘z. Der Strahlensatz sagt namlich,
daB sich die Durchmesser d; und d, der Grundkreisflichen wie die Abstinde r; und
ry verhalten, die Grundkreisflichen A, und A, selbst also wie deren Quadrate.

AI r|2 /11 As
— = oder — ==,
Ay 12 ot p2
Mit der Materiedichte p ergibt sich
m- Am mpARA,
AF1 =P 3 =9- >
rl rf
und
B 5 m:- ?mg . mpAZRAg.
T3 rn

Die beiden Krifte AF; und AF; sind offenbar gleich — wie oben behauptet.

Gilt dies aber fiir den einen herausgegriffenen Doppelkegel, dann gilt es auch fir
alle anderen, die man sich durch m gelegt denken kann. Also iibt die gesamte diinne
Kugelschale keine Kraft auf den Probekdrper m aus, gleichgiiltig welchen Radius sie
besitzt, denn der Radius tritt in der Rechnung gar nicht auf. Dann kann aber auch
eine dicke Kugelschale keine Kraft ausiiben, denn die kann ja in lauter diinne Schalen
zerlegt werden.

? Diese Gleichung gilt natiirlich nur, wenn man die Dichte als konstant annimmt.
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Es ergeben sich also zusammenfassend mit M als Erdmasse, R als Erdradius
und r als Mittelpunktsabstand Erde — Probekorper die folgenden Kraft-
bzw. Gravitationsfeld-Gesetze:

r<R: F’,-:’y-M‘m-r, al_‘y.M.r-:g-L;
R R? R
(13.10)
M-m R?
r> R: F,,=‘y 2 ) a"=?r_2= r_z

Im Innern eines kugelférmigen Kérpers nimmt die Gravitati-
onsfeldstirke proportional zum Abstand vom Mittelpunkt zu.
Im Auferen nimmt sie umgekehrt proportional zum Quadrat
der Entfernung vom Mittelpunkt ab.

13.3 Potentielle Energie und Gravitationspotential

In kleinen Raumbereichen in der Nihe der Erdoberfliche ist die Gravita-
tionsfeldstiirke konstant und gleich g = 9,81 m/s%. Die Feldlinfen verlaufen
parallel und stehen auf der Erdoberfliiche senkrecht. Das Feld ist dann in
guter Niherung homogen. In ihm hatte man einem Korper mit der Masse
m in der Hohe h iiber dem Erdboden im Kap. 5 eine potentielle Energie

zuordnen konnen, wobei der Energienullpunkt willkiirlich auf h = 0 gelegt
worden war. Dieser Begriff soll jetzt erweitert werden.
Gl. (13.11) wurde durch Berechnung der Arbeit gewonnen, dic aufzuwenden

war, um den Korper gegen die konstante Kraft F = mg auf die Hohe h zu
heben. Jetzt hat man fiir diese Kraft

> M-m

F=—y- =l (13.12)
einzusetzen. Man fragt nach der Arbeit, die aufzuwenden ist, um den Kﬁngr
m gegen diese Kraft an den Ort 7 zu transportieren; der Ortsvektor r st
auf den Erdmittelpunkt bezogen. Als Ausgangspunkt des Transports Y_vahlt
man iiblicherweise nicht die Erdoberfliche, sondern r = oo. Der Korper
wird am besten lings einer Feldlinie zum gewiinschten Ort 7 gebracht. Das
Arbeitsintegral ist dann ndmlich einfach auswertbar:

> ] A 1]’ mM

ke

Die Arbeit —ymM /r ist aufzuwenden, d. h. man gewinnt die Arbeit +ymM /r.

0 R
Fig. 13.4: Abhingigkeit der Gravitationsfeld-
stirke a vom Abstand vom Erdmittelpunkt:
zunehmend proportional r im Innern, abneh-

mend umgekehrt proportional r? im AuBeren.
R ist der Erdradius.

r
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Fig. 13.5: Radialabhiingigkeit der potentiellen
Energie, deren Nullpunkt iiberlicherweise auf
r = oo gelegt wird. Im Erdinnern wichst die
potentielle Energie proportional r2, im AuBern
proportional 1/r.

Man hat also die

Potentielle Energie eines Korpers mit der Masse m
im Schwerefeld der Erde

E(r)=—y- @ (r > R). (13.14)

Die Fortsetzung ins Erdinnere ergibt sich, wenn man F; aus (13.10) in
das Arbeitsintegral einsetzt und beriicksichtigt, daB man den Wert der
potentiellen Energie an der Erdoberfliche mit (13.14) bereits kennt:

T r

E,(R) + ~/Fl.d; ey M M S
R

E,(r <R) - =

__'mM_*_lmMr2 1 mM
L L R T

Potentielle Energie eines Kirpers mit der Masse m
im Erdinnern

E,() = % M (_3 b i) (r <R). (13.15)

In Fig. 13.5 ist die Ortsabhingigkeit der potentiellen Energie aufgezeichnet:
Der Energienullpunkt liegt bei r = co. Wenn man von aulen kommt, nimmt
sie zundchst wie 1/r ab, um dann im Erdinnern in einen quadratischen
Verlauf tiberzugehen. SchlieBlich landet man im Erdmittelpunkt bei

E, =—(3/2)ymM/R.

Die bekannte Beziehung E, = mgh fiir die potenticlle Energie eines Korpers
gewinnt man, wenn man (13.14) oder (13.15) fiir die Umgebung der Erd-
oberfliche, also fiir » ~ R entwickelt. Dort gilt ndmlich naherungsweise:

1 1 1 1 | h
:-m—§‘1+hm~ﬁ'(l‘ﬁ>- (1328

E()~—y - — + == -m-h. (13.17)

Man erhilt einen konstanten Term und das gewiinschte mgh. Wenn schlieB-
lich wie friiher der Energienullpunkt auf die Erdoberfliche verlegt wird,
bleibt:

mM
R
Auch diese Naherung ist in Fig. 13.5 als gestrichelte Gerade eingezeichnet.

E,(h) = E,(r) —E,(R) = E,(r) + 7~ = mgh. (13.18)
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Man kann die Beziehungen (13.14) und (13.15) wieder von den speziellen
Eigenschaften des Probekorpers befreien, wenn man durch dessen Masse m
dividiert. Auf diese Weise kommt man zum Gravitationspotential ® der Erde.

By i tentielle Energie
Gravitationspotential = —P>
L5 Masse des Probekorpers
E :
® = - (Einheit: J/kg = m’/s?)
M r’
Pilr) Fe=ae (3 - 7{3) , (r<R) |(13.19)
Da(r) = _g, (r>R) (13.20)

Die Flichen konstanten Potentials nennt man Aqmpotentmlﬂachen Hier sind
es konzentrische Kugelflichen um den Erdmittelpunkt. Mit den Aquipoten-
tialflichen hat man eine einfache, zweckmiiBige geometrische Darstellung
des Potentialfeldes der Erde gefunden. Man hat es hier mit einem skalaren
Feld zu tun, das mathematisch leichter handhabbar ist als das vektorielle
Gravitationsfeld, aber die Gravitation in gleicher Weise beschreibt.

134 Die Keplerschen Gesetze der
Planetenbewegung

13.4.1 Formulierung der Gesetze

Basierend auf den Ideen des Kopernikus und den umfangreichen astronomi-
schen Beobachtungsdaten seines Lehrers Tycho Brahe* formulierte Johannes
Kepler® — entgegen der Uberzeugung und Lehrmeinung seiner Zeit — 1609
die ersten beiden und 1621 das dritte seiner Gesetze.

1. Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen, in
deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

I1. Der von der Sonne zum Planeten gezogene Fahrstrahl
iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen
(..konstante Flichengeschwindigkeit* ).

I11. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalten
sich wie die dritten Potenzen der grofien Halbachsen
ihrer Umlaufbahnen.

Die ,,theoretische Erkliarung* dieser Gesetze lieferte Newton 70 Jahre spiter
mit seinem Gravitationsgesetz, jedoch nicht wie bei einem mathematischen
Beweis, indem er die Ellipsenbahnen aus dem 1/r2-Gesetz ableitete, sondern

3 Nikolaus Kopernikus 1473-1543
4 Tycho Brahe 1546-1601
5 Johannes Kepler 1571-1630

o,
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der von der Sonne (S) zur Erde (E) gezogene
Fahrstrahl tiberstreicht in gleichen Zeiten glei-
che Flichen.

Teil A: Mechanik starrer Korper

indem er umgekehrt zeigte, daB die Ellipsenbahnen mit dem 1/r>-Gesel2
vertriglich sind. Damit ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daB auch €l
anderes Potenzgesetz das gleiche leisten konnte. Wir kommen am Ende
dieses Kapitels noch einmal darauf zuriick.

13.4.2  Einfache Erklirung der Gesetze

Die Keplerschen Gesetze lassen sich mit zwei Fundamentalsitzen der M€
chanik erkléren;

1. dem Energiesatz

Ek + El’ = Eg?s = const. (1321)
1 2 mM
Emv —y._r_ Lt Eg?t

und 2. dem (Bahn-)Drehimpulserhaltungssatz
Fxmi=L = const. (13'22)

Wir betrachten stellvertretend fiir alle Planeten die Erde auf ihrer .Bah}:
um die Sonne. Dann ist jetzt: m die Erdmasse, v die Bahngeschwind‘gl“’,l
der Erde, M die Sonnenmasse, 7 der Ortsvektor der Erde bezogen auf d°
Sonne als Koordinatenursprung. Die Sonne wird als ruhend angenommen’

was man angesichts der Massenverhiltnisse auch ohne weiteres tun kan®
(M = 333434 x m).

Die exakte Erklirung des I Keplerschen Gesetzes, das die Planetenbahn®
als Ellipsen identifiziert, ist nicht einfach und wird meist durch eine € <
trickreiche Integration des Energiesatzes bewerkstelligt. Es gibt auch e}f:e
Erklarung, die nur einige Kenntnisse iiber die Geometrie der Kegelschnlt ;
voraussetzt. Beides wollen wir hier nicht vorfiihren, sondern schlicht aﬂ’?er,
ken, dal3 der Energiesatz nur bei Ege; < 0 elliptische Planetenbahnen wla n,
bei E,, = 0 ergeben sich Parabelbahnen, bei Ees >0 Hyperbelbah“e'
Die elliptischen Planetenbahnen in unserem Sonnensystem besitzen nuf $¢ :
kleine Exzentrizititen und kénnen vereinfacht mit groBer Genauigkeit &
Kreisbahnen angesehen werden.

Die Aussage der konstanten Flichengeschwindigkeit im I1. Keplersfhez
Gesetz gilt sehr allgemein immer dann, wenn man es mit Zentra[kl‘ﬂﬂe
zu tun hat. Es kénnen dann nimlich keine Drehmomente auftretens u{‘s
der Drehimpuls kann sich nicht indern. Der DrehimpulserhaltungSSatzl
aber nichts anderes als die mathematische Formulierung der konstant®
Flachengeschwindigkeit (Fig. 13.6).

Schreiben wir den Bahndrehimpuls auf:

dF dA

PP 2m - i const.
Der Betrag des Vektorprodukts | x d?| = r-dr-sin(7, d7) ist namlich gerad°
gleich der Fliiche des aus 7 und d aufgespannten Parallelogramms, & ‘
gleich zweimal der in Fig. 13.6 schraffierten Dreiecksfliche d4. Der ek

(1329

ST 3
L=rxmi=m-¥x
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d4 hat die Richtung der Flichennormalen und die gleiche Richtung wie der
Bahndrehimpuls L.

B]ei.bt also das I11. Keplersche Gesetz, das dic Umlaufszeiten der Plancten
2u.ihren Bahnradien in Bezichung setzt. Es folgt dirckt aus dem Krifte-
gl‘lflchgewicht, das hier vereinfachend statt des Energiesatzes verwendet wird.
Die Zentripetalkraft F,» = —mw?F, die den Planeten auf der Umlaufbahn
um die Sonne hiilt, ist mit der gravitativen Anziehungskraft

Fo=—y— F
=
20 identifizieren, Gleichsetzen der Betriige liefert sofort
) mM
mw-r = =
=
oder mit ¢y — /T
2 2
i x— (13.24)
o 9M

?r'.h' aber, daB das Verhiltnis des Quadrats der Umlaufszeit T und der
Wen Potenz des Bahnradius r eine von der Planetenmasse -anabhingige
Ze:nsiénte darstellt — und das ist die Aussage des III. Keplerschen Geset-
- Llegt statt einer Kreisbahn eine Ellipsenbahn vor, dann hat man den
Ahnradius r durch die groBe Halbachse a der Ellipse zu ersetzen.

1343 Physikalische Daten von Sonne und Planeten

—_ Bahnen und Massen der groBen Planeten

— | ain 10°km £ T minkg | m/mere
Merkur [ 5787 [0.2056 | 8797d | 32810% | 00548
Venus | 108,14 | 00068 | 22470d | 48310% | 08077
Ede | 14950 | 00167 | 365264 | 5.9810% | 1,000
Mars | 22780 00934 | 68698d | 6,37-10% |  0,1065
Yupiter | 77784 | 00484 | 1186 | 190107 | 3177
Saturn | 142610 | 0,0557 | 2046a | 5,57-10% | 9482
Uranus | 286783 | 00472 | 84022 | 8.80-10% | 1472
]:lilimn 449365 0,0086 | 164,79a | 1,03-10% | 17,22

: 0 | 5899,04 0,2485 | 247,70 a | 540-10* | 0,9030

lii)sg roBeﬁalbaChSe der Bahnellipse; &: numerische Exzentrizitét der thnel-
die Soin‘ ¢/a, e: Abstand Mittelpunkt-Brennpunkt); T': Umlaufszeit um
N (d = Tag,a = Jahr); m: Planetenmasse.
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Sonne: Masse:
mittlere Dichte:
Radius:
Volumen:

Oberflichentemperatur:

Energicemission der
Sonnenoberflidche:
Solarkonstante:

(auf der Erde empfan-
gene Strahlungsleistung
der Sonne)

Erde: Masse:
mittlere Dichte:
mittlerer Radius:
Aquatorradius:
Polradius:
Volumen:
mittlere Bahngeschwin-
digkeit:

Mond: Masse:
mittlere Dichte:
Radius:
mittlerer Bahnradius:
Umlaufszeit:

13.5 Ergiinzungen
13.5.1 Satellitenbahnen

1,993 - 10* kg ~ 333300 Erdmassen
1,409 g/cm’

6,964 - 10° km

1,3 - 10® Erdvolumina

5700 K

6,125 - 10" W/m?
1,39 kW/m?

598 -10* kg
552 g/cm?
6370 km

6378 km

6357 km
1,083 - 10* m?

29,8 km/s

7,35-102 kg

3,34 g/cm?

1738 km

3,85 10®m (=~ 60 Erdradien)
27,32 Tage

Die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung um die Sonne gelten selbst-
verstandlich auch fiir die Bewegung der kiinstlichen Planeten, der Satelliten,
um die Erde. Insbesondere gilt der Energiesatz, der die Flugbahn bestimmt:

%muz —y- @ = Ey.. (13.25)
Hierin bedeuten nun m die Masse des Satelliten und M die Erdmasse. Wie
oben bereits erwihnt, ergeben sich nur bei E,., < 0 Ellipsenbahnen. E,,, > 0
bedeutet Hyperbelbahnen, E,,, = 0 Parabelbahnen. In den letzten beiden
Fillen verldBt der Satellit den Anziehungsbereich der Erde. Die Bedingung
Eg; = O liefert mit r = R (Erdradius) gerade die zur Uberwindung der
Erdanziehung mindestens notwendige kinetische Energie des Flugkdrpers
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und damit die sogenannte erste Fluchtgeschwindigkeit

v =2 y% = 11,2km/s. (13.26)
Die Startgeschwindigkeit eines Satelliten muB also unter diesem Wert lie-
gen, wenn man ihn auf eine stabile Umlaufbahn bringen will; »* ist in
diesem Sinne eine maximal zulissige Startgeschwindigkeit. Es gibt aber
auch eine minimale Startgeschwindigkeit vy, unterhalb der er wieder auf die
Erdoberfliche zuriickfillt. Das ist die Startgeschwindigkeit fiir eine erdnahe
Kreisbahn, die man am einfachsten aus einer Kriftebetrachtung erhilt; die
Zentripetalkraft Fzp, die den Satelliten auf dieser Kreisbahn hilt, ist ja die
Erdanziehungskraft F,,. Aus
mvg soll mM

Bepimog. FeuV o

vy = \/y% =179 km/s.

Hier wurde als Bahnradius des Satelliten ungeféhr der Erdragius angenom-
men.

Die Situation ist zusammenfassend in Fig. 13.7 dargestellt — iibrigens eine
Darstellung mit historischer Bedeutung; sie findet sich bereits in Newtons
., Principia® von 1687, wo er die Bahnen beschreibt, die ein von einem hohen
Berg oder Turm horizontal abgeschlossener Korper durchlduft. Die schraf-
fiert eingezeichnete Erde steht immer in einem Brennpunkt der Ellipsen-,
Parabel- oder Hyperbelbahn oder im Mittelpunkt der Kreisbahn. Man er-
kennt daraus, daB auch ein waagerecht geworfener Stein stets ein Stiick
einer Ellipsenbahn durchliuft, die jedoch bei den iiblichen winzigen Wurfge-
schwindigkeiten und daher kleinen durchquerten Raumbereichen, in denen
das Erdfeld als homogen angenommen werden kann, gut durch eine Flug-
parabel angendhert wird.

Mit Startgeschwindigkeiten zwischen 7,9 und 11,2 km/s ergeben sich also
Satellitenbahnen, deren Formen sich von erdnahen Kreisbahnen bis zu el-
liptischen Bahnen sehr hoher Exzentrizitit erstrecken. In der Praxis gibt es
jedoch Grenzen. Eine untere Grenze diktiert die Erdatmosphire; die Min-
desthShe h eines Satelliten iiber der Erdoberfliche betrigt daher ca. 200 km.
Rechnet man also mit einem Bahnradius von R 4+ h = 6370 km + 200 km,
dann erhilt man mit vy = 7,9 km/s eine Umlaufszeit von ca. 87 min ~ 1,5h
fiir eine erdnahe Kreisbahn. Andererseits sollte — um Storungen durch die
Sonne klein zu halten — die groBe Halbachse a einer sehr exzentrischen Bahn
ein Hundertstel des Abstands Erde-Sonne nicht iiberschreiten. Nimmt man
fiir diese Halbachse einmal 10° km an, dann ergibt sich aus dem IIL. Kep-
lerschen Gesetz (13.24) (wo man r durch a ersetzen muB) eine Umlaufszeit
von ca. 115 Tagen, also fast 4 Monaten.

Besonders interessant und fiir die Nachrichteniibertragung wichtig sind geo-
stationdire Satelliten mit einer Umlaufszeit von genau 1Tag in einer dquatoria-

folgt

(13.27)

Perigdum

Vo Hyperbel
vo>11,2 km/s

Parabel
V=1 1,2 km/s

Kreis vy =7,9 km/s

Ellipse
7.9 <vg<11,2km/s

Apogaum

Fig. 13.7: Bahnen von Satelliten, die von einem
erhohten Punkt tangential zur Erdoberfliche
abgeschossen werden (aus Newton ,,Principia*
1687,
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T

len Umlaufbahn: Von der Erdoberfliche aus geschen stehen sie unbewegli
am Himmel. Den Radius ihrer Umlaufbahn kann man wieder aus dem IIL
Keplerschen Gesetz (13.24) ermitteln,

[ T2
3
r= yMm ~ 42300 km. (13.28)

Stellt man den Radius der Erde in Rechnung, dann betrigt die Hohe einey
solchen Bahn iiber dem Erdboden rund 35900 km. Ein Funksignal benatig
fir diese Strecke hin und zuriick etwa 0,3 s, was sich bei interkontinentalen
Telefonaten, die iiber Satellitenfunk laufen, durchaus bemerkbar macht.

Aus dem Energiesatz (13.25) hatten wir die Fluchtgeschwindigkeit einey
Flugkdrpers zum Verlassen des Gravitationsfeldes der Erde zu 11,2 km/y
bestimmt. Damit verbleibt er aber immer noch im EinfluBbereich der Sonne,
Soll er auch das Sonnensystem verlassen, dann bedarf es einer hoheren
Startgeschwindigkeit, um auch das Gravitationsfeld der Sonne liberwinden
zu konnen. Gl. (13.26) muB zu

WM
vt =V2- ,/VM"—‘ gt (13.29)
R rs

erweitert werden. Der erste Term unter der Wurzel reprisentiert die Energie
zum Verlassen des Erdfelds von der Erdoberfliche aus (R: Erdradius),
der zweite diejenige zum Verlassen des Sonnenfelds (rs: Entfernung Erde-
Sonne). Mit den Zahlenwerten aus den Tabellen des vorigen Abschnitts
ergibt sich diese sogenannte zweite F. luchtgeschwindigkeit zu

v =43,63 km/s, (13.30)

wenn der Kdrper in Richtung der Verbindungslinic Sonne-Erde senkrecht
von der Erdoberfliche abgefeuert wird. Man kann sich aber die betréichtliche
Bahngeschwindigkeit der Erde von 29,8 km/s zunutze machen, indem man
die Rakete tangential zur Erdumlaufbahn abschlieBt. Es verbleibt dann
noch eine Startgeschwindigkeit von 13,8km/s, die nur relativ wenig uber der
ersten Fluchtgeschwindigkeit (13.26) liegt.

13.5.2 Zentralbewegungen

Im vorliegenden Kapitel haben wir versucht aufzuzeigen, wie Newtons Gra-
vitationsgesetz die Bewegungen von Planeten und Satelliten beschreibt. Die
Idee des 1/r’-Kraftgesetzes war geboren worden durch Betrachtungen zur
Mondbeschleunigung (Abschnitt 13.1.1). Die Genauigkeit dieser Betrach-
tungen war durchaus mittelmiBig, die Abstandspotenz — exakt 2 - im
Kraftgesetz also eine Idealisierung. Erst die Uberpriifung dieser Idee an
den Planetenbewegungen zeigte die Exaktheit des Gesetzes. Einige Beispiele
seien angefiihrt.

Bis 1781 kannte man nur sechs Planeten mit Saturn als dem Z#uBersten.
Aus geringfiigigen Unstimmigkeiten seiner Bahn schloB man auf die Exi-
stenz eines weiteren Planeten, berechnete auf der Basis des 1/r2-Gesetzes
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seine Position — und fand den Uranus®. UnregelmiBigkeiten in der Uranus-
bahn fiihrten in gleicher Weise im Jahre 1846 zur Entdeckung des Planeten
Neptun’ und genauso kam man schlieBlich 1930(!) zu Pluto als dem nun
wohl wirklich duBersten Planeten unseres Sonnensystems. Das demonstriert
die auBerordentlich hohe Genauigkeit des 1/r?-Gesetzes.

Man kann mathematisch zeigen, daB selbst geringfiigige Abweichungen von
der Potenz 2 im Kraftgesetz nicht mehr zu exakten Ellipsenbahnen fiihren:
Man erhilt dann Rosettenbahnen; die ,,Ellipsen drehen sich langsam um
den Brennpunkt, in dem das Kraftzentrum steht. Die Planetenbahnen zeigen
derartige, sogenannte Periheldrehungen; sie sind allerdings sehr klein (etwa
einige Bogensekunden in 100 Jahren) und kdnnen auf Stérungen der Plane-
ten untereinander zuriickgefiihrt werden. Einzig beim sonnenniéichsten Plane-
ten Merkur blieb eine unerkliirte Periheldrehung von 41,25 Bogensekunden
in 100 Jahren, die erst Einstein in seiner Allgemeinen Relativitdtstheoric
erklaren konnte, indem er sozusagen am Kraftgesetz selbst Anderungen
vornahm. Dies geschah jedoch nicht so, daB das Potenzgesetz veriindert
oder verbessert wurde, sondern durch eine grundlegende Verinderung der
Vorstellung von Raum und Zeit besonders in der Niihe von groBen gravitie-
renden Korpern, wie z. B. der Sonne. Daher ist auch die Periheldrehung des
sonnennichsten Planeten Merkur am groBten. (Zum Vergleich: Einsteins
Theorie ergibt eine Periheldrehung von 42,89 Bogensckunden in 160 Jahren.)

Leider 1afit sich das 1/r’-Kraftgesetz im Horsaalexperiment schlecht demon-
strieren, auch wenn man statt der winzigen Gravitationskrifte auf elektrische
Krifte zuriickgreift, fiir die ebenfalls ein 1/r3-Gesetz gilt, nimlich das Cou-
lombgesetz. So lassen sich auch die geschilderten , Periheldrehungen® bei
Abweichungen von der Potenz —2 nicht demonstrieren.

Zentralbewegungen, niimlich Ellipsen- und Kreisbahnen, erhilt man aber .. g e . o
o i & 5o NG = . ig. 13.8: Ein Korper, der elastisch mit einer
auch bei einem linearen Kraftgesetz, F = DF, und mit diesem 148t sich  jinearen Feder an einem Punkt verankert ist,
gut experimentieren. Das Kraftzentrum der Bewegung liegt dann allerdings  beschreibt cine Ellipse. Das Kraftzentrum liegt
nicht im Brennpunkt der Ellipse, sondern in ihrem Mittelpunkt (Fig. 13.8).  in der Mitte der Ellipse, nicht in einem Brenn-
Es ist bekannt, daB ein lineares Kraftgesetz z. B. bei Auslenkung in punkt wie bei einem r—-Gesetz.

x-Richtung zu einer harmonischen Schwingung in dieser Richtung fiihrt:

x = a-coswt (Kap. 4.3). Uberlagert man dieser eine um m/2 phasenver-
schobene Schwingung in y-Richtung, also y = b - sin wt, dann beschreibt der
Ortsvektor 7 = (x, y) eine Ellipse.

Abweichungen vom linearen Kraftgesetz fiihren wie im 1/r>-Fall zu ,.Pe-
riheldrehungen®, die Ellipse dreht sich in der (x,y)-Ebene: Man hat nun
Rosettenbahnen wie in Fig. 13.9b gezeichnet. Fiir ein Demonstrationsexpe-
riment eignet sich ein einfaches Schwerependel (eine leichte Stange mit einer
Stahlkugel am Ende), fiir das bei kleinen Auslenkungen ja auch cin lineares . ) )
Kraftgesetz gilt (Kap. 4.3) und das man ebenfalls in eine derartig elliptische " s 139: Experiment zur Demonstration von
Bewegung versetzen kann (,,Kugelpendel oder konisches Pendel*). Beim un- eabetd reh'ungen mit einem Schwerepen-

o . L ’ ; & del. Die Bahn des eisernen Pendelkorpers
gestorten Pendel bleibt, wie erwartet, eine einmal eingestellte Ellipsenbahn  wird durch einen starken Permanentmagneten
erhalten. Setzt man jedoch in die Mitte, einige Millimeter unter das Pendel,  gestort. -

6 Entdeckt von Frederick William Herschel 1738-1822, London.
7 Urbain Leverrier 1811-1877, Paris; Johann Gottfried Galle 1812-1910, Breslau.

Teil A: Mechanik starrer Kérper

R



