Algorithmen Und Datenstrukturen

Kontakt
Version 8
Datum 5. Juni 2013


mailto:sanssecours@f-m.fm

Inhaltsverzeichnis

1 Laufzeiten
1.1 Beweisen oder Wiederlegen des asymptotischen Wachs-
tums von Funktionen
1.1.1  Umformung
1.1.2 Vereinfachte Terme mit asymptotisch gleicher Lauf-
zeit in Theta-Notation
.3 Beweis
4 Widerlegung
1.2 Kreuzerlbeispiele Laufzeiten
1.2.1 Testvom 26.11.2010
1.3 Erfassung von Algorithmen-Laufzeiten
1.3.1 Allgemeine Hinweise
1.3.2 Beispiele

1.1
1.1

2 Sortieralgorithmen
2.1 Testvom 25.4.2008

3 Hashverfahren
3.1 Testvom 25.4.2008

4 Graphen
4.1 Testvom 14.1.2011

5 Beispiel fiir dynamische Programmierung
5.1 Angabe
5.2 Erstellen der Matrix
5.3 Rickverfolgung
5.4 Vollstdndiges Ausfillen der Tabelle

6 Uni Wien
6.1 Testvom 3.10.2011

w W

OO0 O0NO0 01 U1 B

14
14

18
18
19
24
25

26
26



1 Laufzeiten

Zusammenfassung

Dieser Text ist mit der Absicht entstanden zu helfen. Ich habe ihn
somit natlrlich nicht aus Absicht mit Fehlern gespickt. Trotzdem ist
es doch sehr wahrscheinlich, dass er Fehler enthalt. Ich bitte das
zu entschuldigen, und moéchte damit den Hinweis geben, dass fir
jeglichen Inhalt dieses Textes absolut kein Gewahr auf Richtigkeit
gegeben wird.

Solltet ihr Fehler im Text finden ware es sehr nett wenn ihr mir eine
schreibt, damit ich sie ausbessern kann.

1. Laufzeiten

1.1 Beweisenoder Wiederlegen des asymptotischen Wachstums von
Funktionen

1.1.1 Umformung

Der erste Schritt am Anfang der Analyse einer Funktion wie z.B.

2-n2+%+10 wenn # < 50

fn)=1{ 05-n: wenn n ungerade undn >50 (1)
1 nz_l 2\ _ 1
1o+t og(n ) & sonst

besteht darin zu bestimmen welche Teile der Funktion fir unendlich vie-
le n gelten und welche Glieder wiederum ab eine bestimmten n nicht
mehr vorkommen, also nur fir endlich viele n gelten.

In Funktion 1 kann man den ersten Zweig vernachlassigen daerabn > 50
nicht mehr gilt. Damit man diesen Teil auch wirklich nicht beachten muss
ist ny auf einen Wert > 50 zu setzen. Der nachste Schritt besteht darin
die Funktion ein wenig zu vereinfachen. Dazu einmal ein paar einfache
mathematische Umformungen die hier recht nitzlich sind:

a%:{/ﬁ at=— a—:ab‘c al - a¢ = gh*e log(ab)Zb'log(ﬂ)

Nach der Umformung der Funktion ohne den ersten Zweig, den wir oh-
nehin fir den Beweis/Widerlegung vernachlassigen wollen bekommen
wir:
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1 Laufzeiten

Abbildung 1: Vereinfachte Funktion fir n > 50

z-n+2n-log(n)—5  sonst

Fn) = { 0.5-+/n wenn n ungerade

1.1.2 Vereinfachte Terme mit asymptotisch gleicher Laufzeitin Theta-
Notation

Als nachsten Schritt kdnne wir jetzt Terme fir die Zweige unserer Funk-
tionen bestimmen die die ,gleiche” Laufzeit wie die Terme unserer ur-
springlichen Funktion besitzen. Das ist vor allem praktisch wenn wir an-
geben wollen wie die unteren und oberen Schranken unserer Funktion
aussehen. Dazu bestimmen wir in jedem Zweig den ,gréBten” und somit
den fur die Laufzeit bestimmenden Teil.

In der zweiten Zweig unserer Funktion ist der bestimmende Teil der Term
\/n. Die Konstante kénnen wir streichen, da sie nichts am asymptotischen
Wachstum der Funktion éndert.

Im dritten Zweig kénne wir erkennen, dass ,2n-logn” den fir das Wachs-
tum wichtigen Teil darstellt. Die Konstante spielt keine Rolle fir das Wachs-
tum. Somit kommen wir hier auf den Term ,nlog n” der asymptotisch glei-
ches Wachstum wie unsere Ausgangsterm aufweist. Die gesamte verein-
fachte Funktion, die fir ein n > 50 das gleiche Wachstum wie die Aus-
gangsfunktion aufweist ist in Abbildung 2 zu sehen.

Abbildung 2: Funktion mit asymptotisch gleichem Wachstum wie die
Ausgangsfunktion ab n > 50

fn) = \n wenn 1 ungerade
~ | nlogn  sonst

Aus der vereinfachte Funktion kdnnen wir gleich erkennen, dass alle Funk-
tionen die eine Laufzeitin 6 (n logn) besitzen oder schneller wachsen ei-
ne obere Schranke fir unsere Funktion darstellen. Alle Funktionen die
eine Laufzeit in 6(\/5) aufweisen oder langsamer wachsen stellen eine
untere Schranke dar. Die Funktion g (n) = n hingegen wiirde weder eine
untere noch eine obere Schranke darstellen, da sie zwar ein schnelle-
res Wachstum als der erste Zweig unserer Funktion aufweist, aber eben
auch langsamer als der zweite Zweig wachst.
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1 Laufzeiten

1.1.3 Beweis

Wir wollen nun beweisen, dass /i eine untere Schranke fiir unsere Funk-
tion darstellt also f (n) = Q (\/ﬁ) gilt. Dazu schreiben wir als erstes laut
Definition an:

f(n):Q(\/ﬁ) = dc,n>0 VnZnO:OSC-\/ESf(n)

Wir missen diese Bedingung nun fir beide Zweige beweisen und pas-
sende Werte fir ¢ und n, finden, wobei wir von n, schon wissen, dass
wir einen Wert > 50 nehmen sollten, da wir ansonsten auch den ersten
Zweig unserer Funktion beachten mussten, der nur fir n < 50 gilt. Wir se-
hen uns nun die beiden anderen Zweige in der vereinfachten Form aus
Abbildung 1 an.

Ae,n>0 VYn>n,:0<c-Vn<05-n

Hier erkennt man direkt aus dem angeschriebenen Werten, dass diese
Gleichung fir ¢ < 0.5 gilt. Kommen wir nun zum interessanteren zweiten
Zweig:

1 1
dc,n>0 VnZnO:OSC-\/ES§~n+2n-log(n)—ﬁ

Wir dividieren durch /n und kommen damit auf:

1
10+/n
Der rechte Teil wachst somit mit steigendem n. Wir kénnen also ein ¢
finden dass ab einem bestimmten Wertn,immer kleiner bleibtals unsere
Funktion. Setzten wir nun z.B. fir n = 50 ein ergibt sich ein Wert von ca.

28. Somit kénnen wir als Konstanten die fir beide Zweige der Funktion
gelten z.B. ny = 50 und ¢ = 0.5 wahlen.

OSCS%\/E+2\/ﬁ-log(n)—

1.1.4 Widerlegung

Wir wollen nun widerlegen, dass unsere Funktion ein Wachstum von
0 (n logn) besitzt. Aus Abbildung 2 kdnnen wir erkennen, dass das Wachs-

tum fiir einen der Zweige Q(nlogn) ist. Wir nehmen also den anderen
Teil um die Behauptung zu widerlegen und schreiben laut Definition:

dci,cp,n>0 Vn>ng : 0§c1-nlognSO.S-\/ESCZ-nlogn
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1 Laufzeiten

Wir dividieren dhnlich wie zum Beweis von vorher durch nlogn.

0.5
< Cy

0<c¢ < <
' Vnlogn

Man kann erkennen, dass die Funktion gegen 0 konvergiert. Der Wert
der Funktion wird also immer kleiner je groBer n wird. Mit dieser Erkennt-
nis kdnnen wir ein ¢, finden, dass die Funktion nach oben begrenzt und
sehen somit dass f (n) = O(n logn) fir diesen Zweig gilt. Wir kénnen
aber kein ¢; > 0 angeben das ab einem bestimmten positiven Wert n
immer kleiner als der Wert der Funktion ist, da wir immer ein gréBeres n
finden kénnen ab dem ein bestimmter Wert gréBer O unterschritten wird.

Somit hat die Funktion keine untere Schranke nlogn (f(n logn) +# Q(n))
und damitauch nichtdie ,gleiche Laufzeit” wienlogn = f(n) # 6(nlogn).

1.2 Kreuzerlbeispiele Laufzeiten
1.2.1 Test vom 26.11.2010

Tabelle 1: Beispiel 1b) der Gruppe A

Annahme Folgerung: f (n) ist
Q(gm) | 0(gm) | Q) | Ok m)
fm)=0(gm) +f M) Agn) = Q) | | |

In Tabelle 1 darf kein Feld angekreuzt werden, da g (n) sowohl eine un-
tere als auch eine obere Schranke von f (n) sein kann.

1.3 Erfassung von Algorithmen-Laufzeiten

1.3.1 Allgemeine Hinweise
Verschachtelte Schleifen

Bei verschachtelten Schleifen werden die Laufzeiten multipliziert sofern
diese unabhéngig sind. Das heil3t es werden in der inneren Schleife kei-
ne Werte verandert die die Laufvariable der duBeren Schleife andern
und umgekehrt. Folgender Code zeigt zwei unabhangige Schleifen:
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1 Laufzeiten

j =
for i = 1... (n) {
for j > 1 {

c=10 + 1
j=3-1
}
j =n
}

Die Laufzeiten der duBeren Schleife 6 (log (n)) und der inneren Schleife

0 (n) zusammen ergibt eine Gesamtlaufzeit von 6 (n -log (n)).

Zwei voneinander abhangige Schleifen werden z.B. in Abschnitt 1.3.2
gezeigt.

Zuriicksetzten von Variablen

Der folgende Code zeigt zwei verschachtelte Schleifen.

i=n
j=n
for i > 0 {
i=1i-1
for j > 0 A
c=c+1
i=3-1
}
¥

Auf den ersten Blick kdnnte man vermuten, dass sich hier eine Laufzeit
von 6(712) ergibt. Da j aber nur einmal am Anfang auf n gesetzt wird,
wird die innere Schleife zwar n mal durchgefiihrt, das geschieht aller-
dings nur im ersten Durchlauf der duBeren Schleife. Somit kann man die
Laufzeit der inneren Schleife vernachlassigen und kommt somit auf eine
Laufzeit von 0 (n). Der folgende Code zeigt die Anderung die vorgenom-
men werden musste damit wir eine Laufzeit von 0 (nz) erhalten:

i=n

j=n

for i > 0 {
i=1i-1
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1 Laufzeiten

for j > 0 A
c=c+1
i=1-1

b

j=n

}

Anderungen von Werten

Beivielen Aufgaben stellt sich die Frage wie oft denn z.B. ein bestimmter
Term von einer Variable abgezogen oder addiert werden kann bis die
Variable einen anderen Wert (z.B O,n,...) erreicht. Grundsatzlich gibt es
ein paar verschiedene Varianten die Ublicherweise auftreten:

* eine Konstante wird abgezogen/addiertz.B.a=a-1,a=a+1
e Multiplikation mit Konstante oder Division durch eine Konstante

* einTerm abhingigvonnwird abgezogen/addiertz.B.a = a++/n,a =
a—log (n)

Ein Beispiel fir den erste Punkt wére:

i=20

fir i < log n {
i=i+l

}

Die duBere Schleife lauft hierlog (1) mal bis wir den Wertvon log (n) errei-
chen und kommt somit auch auf eine Laufzeit von 6 (log(n)). Nach dem
gleichen Schema ergibt sich bei nachfolgendem Beispiel eine Laufzeit

in Q(n\/ﬁ):

a =n % (n)
solange a > 0 {
a=a-2

b

Die wiederholte Multiplikation mit einem Wert bedeutet tUblicherweise,
dass sich eine exponentielle Laufzeit ergibt. Die Umkehrung der Opera-
tion, also die Division durch einen bestimmten Wert, weist folglich meist
auf eine logarithmische Laufzeit hin.
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1 Laufzeiten

1.3.2 Beispiele
Test vom 16.11.2007

Die innerste solange-Schleife des in Abbildung 3 zu sehenden Code-
sticks wird auf Grund dessen, dass die Variable I nicht mehr riickgesetzt
wird, nur ein einziges mal, im allerersten Durchlauf der beiden duBeren
Schleifen durchgefihrt. Damit kann man die Laufzeit der inneren Schlei-
fe vernachléssigen, da sie fir alle anderen Durchlaufe einen konstanten
zeitlichen Aufwand besitzt.

Abbildung 3: Beispiel 1.c) der Abbildung 4: Beispiel 1.c) der
Gruppe A Gruppe B
m=3-n?%1=n; b=+/n;a=3-n3
fir j=1,...,m{ fir j=1,...,a{
k=13]; c=3];
firi==F%,...,1{ firi=c, ..., 1{
solange [ > 1 { solange b > 1 {
c=c+bl=5]; [=1+m;b=[L];

} }
} }
} }
Die duBerste Schleife lauft von 1 bis 3n? und besitzt somit ein quadrati-
schen Laufzeit. Die zweite fiir-Schleif lduft jeweils bis zu £. Das heil3t die

- o 2123 4
Laufzeit betragt 5151515

und ziehen den Term 7 nach vorne erhalten wir ; (1,2, 3,4.. nz). Mit der

32L2. Lassen wir die Konstante weg (3n?> = n?)

Summenformel von GauB ergibt sich also 7 - (n* +1)- ”2—2 und somit insge-
samt eine Laufzeit von 0 (n4) fur das gesamte Codestuick.

Die Analyse des Codes von Abbildung 4 fihrt analog zu dem vorherge-
henden Beispiel auf eine Laufzeit von 6 (n6).

Test vom 25.4.2008

Wir analysieren den in Abbildung 5 dargestellten Code. Die beiden in-
neren Schleifen sind abhangig voneinander, da in der duBBeren Schleife
j auf ein Drittel verringert wird. Die innere Schleife lauft also n, 355
solangej > 1. Die Summe Uber diese Terme liegt zwischen n und 2n. Die
inneren Schleifen ergeben also einen Aufwand von 6 (n).
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1 Laufzeiten

Abbildung 5: Beispiel 1.c) der
Gruppe A

1=1;c=0;
solange i < n? {
J=mn;

Abbildung 6: Beispiel 1.c) der
Gruppe B

1=1;¢c=0;
firi=1,....,n{
J=mn;

solange j > 1 {
fir k=1,...,5 {

c=c+k;
P P
i=4l; i=1l;

} }

i=i+1; i=i+1;
} }
Die duBere Schleife lauft n2 mal. Somit ergibt sich ein Gesamt-Aufwand
von 8(713).

solange j > 1 {
firk=1,...,5{
c=c+k;

Nach analoger Analyse zum vorhergehenden Beispiel ergibt sich fiir den
Code von Abbildung 6 eine Laufzeit von 6 (nz).

Test vom 7.11.2008

Abbildung 7: Beispiel 1.c) A der Gruppe A

a = n?

J = logn;
b=2";
solange a > 0 {

b= Vb

fiiri = j,j—1,...,1{

b= 2b+ 1;
}
a=a—mn;

}

Der zu analysierende Code ist in Abbildung 7 dargestellt. In der duBe-
ren Schleife wird von a immer wieder n abgezogen. Das kdnnen wir n
mal machen bis a < 0 ist. Die duBere Schleife hat somit eine Laufzeit in
0 (n). In der inneren Schleife wird von der Variable j, die am Anfang den
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1 Laufzeiten

Wert log (n) besitzt solange 1 abgezogen bis wir auf einen Wert von 1
kommen. Dieser Schritt kann log (1) mal durchgefihrt werden. Insgesamt

ergibt sich also eine Laufzeit von 0 (log (n) - n)

Test vom 15.04.2011

Abbildung 8: Beispiel 1.a) B der Gruppe A

a=1;
b=1;
firi=1,...,n{
solange a < n {
a=a+1;
falls a < logn dann {
b=2-b;
}
}

}

a = b%
firk=1,...,a{
b=2-k-+b

}

Der in Abbildung 8 gezeigte Code soll analysiert werden. Die duBerste
Lfar"-Schleife wird n mal durchgefihrt. Da die innere ,so-lange”-Schleife
nur beim ersten dieser n Durchgange ausgefihrt wird — a wird nachdem
es den Wert n erreicht hat nicht mehr auf einen kleineren Wert gesetzt
— kann die Laufzeit der inneren Schleife von log(n) vernachlassigt wer-
den. Insgesamt ergibt sich fir die erste ,flr"-Schleife also eine Laufzeit
von O(n). Diese Tatsache kann man auch erkennen wenn man sich die
einzelnen Laufzeiten der duBersten Schleife ansieht:

* 1. Durchgang: 9(log(n))

2. Durchgang: 6(1)

3. Durchgang: 6(1)

n. Durchgang: 6(1)
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2 Sortieralgorithmen

Zusammengezahlt kommen wir damit auf eine Laufzeit in Theta-Notation

von
0 (log(m) + (n-1)-1) = 6 (n)

Der Wert von b nach den ersten beiden Schleifen betragt 25¢. Dieser
Wert ergibt sich dadurch, dass in der inneren Schleife b log(n) mal ver-
doppeltwurde. Dabei gehen wir hierbei davon aus, das es sich beilog(n)
um den Zweierlogarithmus handelt. Dadurch heben sich der Logarith-
mus und die Zweierpotenz (Umkehrfunktion des Zweierlogarithmus) auf
und der Wert von b betragt somit #.

Der neue Wert der in a gespeichert wird ist also n% (a = b?). Damit kom-

men wir fir die letzte ,fur"-Schleife auf eine Laufzeit in Theta-Notation
von 6(n?). Die Gesamtlaufzeit betragt somit:

9(11 + nz) = Q(nz)

2 - Sortieralgorithmen

2.1 Test vom 25.4.2008

Abbildung 9: Beispiel 2.c) von Gruppe A

Sortiere(var A, n)

wiederhole {
vertauscht = falsch;
fiir i = 1,2, ..,n— 1 {
falls Ai + 1] > A[i] dann {
vertausche A[i + 1] und A[il;
vertauscht = wahr;

}
}

} bis vertauscht == falsch;

Der in Abbildung 9 gezeigte Sortieralgorithmus wird auf ein Feld A =
(A[1], ..., A[n]) angewendet. Er sortiert nicht alle Eingabefolgen korrekt.
Wo liegt das Problem und wie kann man es beheben?

Es ist moglich, dass der Algorithmus nicht terminiert. Eine Folge die z.B.
zu einer Endlosschleife fihrtist [1,1]. Hier werden als erstes die beiden
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3 Hashverfahren

Elemente vertauscht da 1 > 1 ist und dann die Variable vertauscht auf
wahr gesetzt. Somit wird die wiederhole-Schleife wieder ausgefihrt. In
dieser werden wieder die beiden Elemente vertauscht und vertauscht
auf wahr gesetzt...

Damit der Algorithmus terminiert muss ,A[i + 1] > A[i]” durch ,A[i + 1] >
Ali]" ersetzt werden.

3 . Hashverfahren

3.1 Test vom 25.4.2008

Abbildung 10: Beispiel 1.a) von Gruppe B

Gegeben seien zwei unabhéngige Hashtabellen mit Tabellengrofie m = 7 in denen
bereits Schliissel eingefiigt wurden. Als Hashfunktionen sollen

hi(k) = (k mod 5) + 1
ho(k) = (k mod T)

und zur Kollisionsbehandlung Double-Hashing mit der Verbesserung nach Brent
verwendet werden.

e Fiigen Sie in die folgende Hashtabelle den Schliissel 15 ein.
Schliissel \ Index [0 | 1 [2] 3 [4[5]6
k 0]1]12]8] |

e Fiigen Sie in die folgende Hashtabelle den Schliissel 8 ein.
Schliissel \ Index | 0 [ 1|2 3 [ 4|5 [6
k 50 [12]10]14]

e Sind die oben angefiihrten Hashfunktionen hq (k) bzw. ho(k) fiir eine beliebige
Hashtabelle der Grofie 7 eine gute Wahl? Begriinden Sie ihre Antwort.

Angabe Die Angabe zum Beispiel ist in Abbildung 10 zu sehen.

Losung

h(k,i) = (hy (k) +i-h, (k) mod m
h(k,i) = ((kmod 5+ 1)+i-(kmod 7)) mod?7

h(15,0) = (15mod 5+ 1) mod 7 =
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4 Graphen

h(15,1)=( +15mod 7) mod 7 =2
h(10,x) = (1 +10 mod 7) mod 7 = 4

h(15,2) =(2+15mod 7) mod 7 =3
h(l,x)=(2+1mod7)mod7 =3

h(15,3) =3+ 15mod 7) mod 7 =
h(12,x) =3+12mod 7) mod 7 = 1

h(15,4)=(A+15mod7) mod 7 =5

15 wird an die Stelle 5 gegeben.

h(8,0)=(8mod5+1)mod7 =
h(8,1)=(4+8mod7)mod7 =5
h(10,x) =4 +10mod 7) mod 7 =0

10 wird an Stelle 0 gegeben wahrend 8 an die urspriingliche Stelle von
10 wandert, also an Stelle 4 eingesetzt wird.

Die Hashfunktionen sind keine gute Wahl, da bei h, (k) eine Schrittweite
von 0 moglich ist, weiters belegt ki, (k) niemals Platz 0 und 6.

4 - Graphen

41 Testvom 14.1.2011

a) Wir wenden schrittweise den in Abbildung 11 dargestellten Algo-
rithmus auf den Graphen der ebenfalls in Abbildung 11 zu sehen ist an
und geben jeweils den Zustand des Graphen und des ,previous”-Arrays
nach einem Durchlauf von FUNKTION1(v,) an.

1. Schritt

v v2 v3 v4 v5
previous[v] NULL NULL NULL NULL NULL

Wir setzen als erstes alle Vorganger auf den Wert ,NULL". Dann beginnen
wir mit der Ausfihrung von FUNKTION1(v4) die als erstes den Vorgan-
ger von v4 auf sich selbst setzt und dann v4 in den Stack gibt. Danach
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4 Graphen

Abbildung 11: Beispiel 3.A vom Testam 14.1.2011

Aufgabe 3.A: Graphen (18 Punkte)

Gegeben sei folgender Algorithmus WasBinlch, der auf einen ungerichteten,
zusammenhéngenden, gewichteten Graphen G(V, E') angewendet wird. Der Parameter v
ist ein Knoten aus dem Graphen G.

Algorithmus WasBinlch(G(V, E), v) Algorithmus FUNKTIONI (v)

1: Globale Variable: G(V, E); 1: S = neuer Stack;
2: Globale Variable: Feld previous; 2: previous[v] = v;
3: found = true; 3: S.push(v); // figt Element vorne hinzu
4: solange found == true { 4: solange nicht S.isEmpty() {
5. firallew eV { 5. k=8.pop(); // entfernt vorderstes
6: previous|w] = NULL; // Element und liefert es zuriick
7} 6:  fiir alle Knoten w € N(k) {
8 found = FUNKTION1(v); 7: falls previousw] == NULL dann
9: }
10: retourniere G(V, E); 8: { S.push(w);

9: previous|w] = k;

10: } sonst falls previous[k] # w dann

{
11: E=E\{(k,w)};
12: return true;

13: }
14}
15: }

16: return false;

Graph G,

a) (8 Punkte) Wenden Sie den Algorithmus WasBinlch durch den Aufruf
Gy = WasBinlch(G1(V, E),v4) auf den gegebenen Graphen G an und zeichnen
Sie den Graphen G5. Das Auslesen der Nachbarn w € N (k) eines Knoten k erfolgt,
bezogen auf die Knotenbezeichnung, in lexikographischer Reihenfolge.

b) (4 Punkte)

e Auf welchem aus der Vorlesung bekannten Verfahren beruht WasBinlch?
e Was berechnet der Algorithmus WasBinlIch?

¢) (6 Punkte) Kreuzen Sie zutreffende Aussagen an. Jede Zeile wird nur dann gewertet
wenn Sie vollstandig richtig ist.

e Die Laufzeit (Worst-Case) betrigt bei einem vollstandigen Graph:
o(vV]») O O(|VPloglV]) O (V) O keine der angefiithrten O

e Die Laufzeit (Worst-Case) betrigt bei einem diinnen Graphen (|E| = ©(|V])):
o(vV]») O O(|VPloglV]) O (V) O keine der angefiithrten O

e Bei dem oben angefiihrten Algorithmus handelt es sich um ein...
rekursives Programm [ iteratives Programm [ keines von beiden [
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4 Graphen

wird v4 aus dem Stack entnommen und all Nachbarknoten von v4 der
Reihenfolge nach betrachtet.

DerVorgéanger vom ersten Nachbar v1 und vom zweiten Nachbar v3 wer-
den aufov4 gesetzt. Weiters werden v1 und v3 der Reihe nach in den Stack
S gegeben.

vl v2  v3  v4 v5 S 03

previous[v] v4 NULL v4 NULL NULL ’ m
Danach wird v3 (=k) aus dem Stack entnommen und seine Nachbarn be-
trachtet. Da der Vorgédnger von v3 schon vorher auf v4 (=previous[k]) ge-
setzt wurde und somit nicht v1 (=w) entspricht wird die Kante (v3,v1) aus
dem Graphen entfernt und die Funktion retourniert den Wert ,true”. Da-
mit ergibt sich nach dem ersten Aufruf von FUNKTION1(v4) folgender
Zustand von ,previous”:

v v2 v3 v4 vb
previous[v] v4 NULL v4 v4 NULL

Wir erhalten den in Abbildung 12 dargestellten Graphen.
Abbildung 12: Graph nach der ersten Anwendung von FUNKTION1(v4)

2. Schritt
Nach einer weiteren Anwendung von FUNKTION1(v4) kommen wir auf
folgenden Zustand von ,previous”:

vl v2 v3 v4d V5
previous[v] v4 v3 v4 v4 v3
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4 Graphen

Da es sich beim Vorgéanger von v5 nicht um v2 handelt wird die Kan-
te (v5,v2) geldscht und es ergibt sich der in Abbildung 13 dargestellte
Graph.

Abbildung 13: Graph nach der zweiten Anwendung von
FUNKTIONT1(v4)

3. Schritt

Nach dem dritten Schritt ergibt sich folgendes ,previous”-Array:

vl v2 v3 v4 V5
previous[v] v4 v3 v4 v4 v3

Nachdem der Vorganger von 02 nicht v1 ist wird die Kante (v2,v1) ge-
|6scht und es ergibt sich der Graph von Abbildung 14.

4, Schritt

Nach dem 4. Schritt erhalten wir sowohl das gleiche ,previous”-Array als
auch den gleichen Graphen wie im vorigen Schritt. Diesmal wird von der
Funktion allerdings ,false” zurliickgegeben und der Algorithmus termi-
niert. Bei G, handelt es sich also um den in Abbildung 14 dargestellten
Graphen.

b)

e Der Algorithmus beruhtauf dem Tiefensuche-Prinzip (Aus dem Stack
wird immer der Knoten der als letztes reingegeben wurde als erstes
wieder entnommen und betrachtet).

Algodat-Hilfsunterlagen 17/27



5 Beispiel fur dynamische Programmierung

Abbildung 14: Graph nach der dritten Anwendung von FUNKTION1(v4)

e ,WasBinlch” entfernt die Kreise eines Graphen und bildet somit —
bei einem zusammenhangenden Graphen — einen (Spann)-Baum.

<)

e Die Worst-Case Laufzeit betragt bei einem vollstandigen Graphen
6(|V3|), da der Graph Q(IVIZ) Kanten besitzt die Theta 0 (|V]) mal
durchgegangen werden | l.

e Die Worst-Case Laufzeit betragt bei einem diinnen Graphen 6 (IVZI),
da der Graph 6 (|V]) Kanten besitzt die Theta 6 (|V]) mal durchge-
gangen werden [ l.

® Bei dem Algorithmus handelt es sich um ein iteratives Programm.

5 - Beispiel fiir dynamische Programmierung

5.1 Angabe

Mit 40°C im Schatten hat sich der Sommer gerade eingestellt. Da dir heil3
ist, mochtest du die hohe Temperatur mit dem Verzehr eines grof3en Ei-
ses fur dich etwas ertraglicher gestalten. Als Student verfigst du nur Gber
ein begrenztes Einkommen und beschlie3t daher maximal sieben Euro
auszugeben. Die Eisreserven sind gerade knapp und deswegen darfst
von jeder Sorte nur eine Kugel nehmen. Um zu bestimmen welche Sor-
ten die bestmdgliche Kombination unter den gegebenen Bedingungen
darstellen, beschlieBt du dynamische Programmierung zu verwenden.
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

Eissorte Genussfaktor Kosten
Creme de la Creme 10 3
Brokkoli 3 1
Vanille 7 2
Malaga 8 2
Schokolade 7 3
Kaviar 6 8

Tabelle 2: Eissorten

5.2 Erstellen der Matrix

Als erstes erstellen wir eine Tabelle mit den nétigen Eintragen. Da wir
die Wahl zwischen sechs verschiedenen Sorten haben, sollte unsere Ma-
trix eigentlich sieben Zeilen besitzen (eine zusatzliche Zeile fir die Wahl
keiner einzigen Sorte). Die Sorte Kaviar Uberschreitet allerdings unsere
bescheidenen Mittel von sieben Euro. Deshalb brauchen wir diese nicht
zu beachten und somit kdnnen wir auf die Zeile fir diese Sorte komplett
verzichten. Somit erstellen wir eine Tabelle mit insgesamt 6 Zeilen (Ta-

belle 3).

JEissorte > Kosten |0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte
Creme de la Creme
Brokkoli

Vanille

Malaga
Schokolade

Tabelle 3: Matrix fir unser Beispiel

Wie wir sehen stehen die Spalten fur die Kosten (Gewicht) des Eis und
die Zeilen fur die verschiedenen Eissorten (Gegenstande). In den Zellen
der Tabelle tragen wir den Genussfaktor (Wert) ein.

Anmerkung:

Ublicherweise werden in der LVA LAlgorithmen und Datenstrukturen
1", Koffer oder Rucksécke so gepackt, dass ein bestimmtes Gewicht
nicht Gberschritten wird und sich gleichzeitig ein moglichst hoher
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

Spalfaktor ergibt.

In diesem Zusammenhang wird der Wert der maximiert werden soll
auch manchmal als Kosten oder ,c” bezeichnet. In diesem Musterbei-
spiel stellen die Kosten des Eises allerdings das eigentliche Gewicht
.W", also die Randbedingung die nicht Uberschritten werden soll
dar. Dahingegen wird die Variable die maximiert werden soll hier
als Genussfaktor bezeichnet, sie stellt also laut LVA-Regelung das

eigentliche ,c” dar.
Ich hoffe mal diese Erlduterung verwirrt nicht mehr als sie hilft.
Kurzfassung:

w...Kosten des Eises
c...Genussfaktor

Es ist leicht feststellbar, dass wenn wir keine einzige Sorte Eis auswahlen
wir davon auch keinen Nutzen haben. Somit kénnen wir die erste Spal-
te mit lauter Nullen fullen. Da es leider kein ,Gratis-Eis” gibt kénnen wir
auch keine Sorte wahlen ohne zumindest etwas zu zahlen. Daraus resul-
tiert, dass auch die Spalte mit Kosten Null mit lauter Nullen gefillt wer-
den muss. Insgesamt ergibt sich also das in Tabelle 4 dargestellte Bild.

JEissorte = Kosten
Keine Sorte

Creme de la Creme
Brokkoli

Vanille

Malaga
Schokolade

12 3 45 6 7
0O 000 0 OO

oNoNoloNoNolle)

Tabelle 4: Initialisierung der Matrix

Nach diesem Schritt kdnne wir endlich anfangen die erste Eissorte zu be-
trachten. ,Creme de la Creme” besitzt einen Genussfaktor von 10 und
Kosten von 3. Wir tragen also in der ersten Zeile bei Kosten 3 einen Ge-
nussfaktor von 10 ein (Tabelle 5).
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

JEissorte = Kosten
Keine Sorte

Creme de la Creme
Brokkoli

Vanille

Malaga
Schokolade

ol b~
ol U
| o
(@I

3
0
10

Q| —
(@]

OO OO OO0 o

Tabelle 5: Matrix nach der Betrachtung der ersten Eissorte

Nun sehen wir uns die Eissorte ,Brokkoli” an, die nur einen geringen Ge-
nussfaktor von 3 besitzt, daflir aber auch nur einen Euro kostet. Da in der
Spalte mit Kosten 1 in der vorhergehenden Zeile noch kein Wert steht,
kdnnen wir in diese Spalte den Genussfaktor dieses Eises eintragen.

Von dervorhergehenden Zeile sehen wir, dass wir schon die Méglichkeit
besitzen ein Eis zu wahlen das die Kosten 3 und Genussfaktor 10 besitzt.
Dieses kdnnen wir natirlich weiterhin auswahlen. Deshalb tbertragen
wir den Wert von der oberen Zeile in Spalte 3.

Weiters konnen wir jetzt die Eissorte von vorher nehmen und mit der
aktuellen Sorte, Brokkoli kombinieren. Insgesamt ergeben sich dadurch
Kosten von 4 und ein Genusswert von 13 den wir in die aktuelle Zeile
eintragen. Nach diesen Uberlegungen erhalten wir die in Tabelle é dar-
gestellte Matrix.

JEissorte = Kosten
Keine Sorte

Creme de la Creme
Brokkoli

Vanille

Malaga
Schokolade

oNolNoNoNoNolle)
w

Tabelle 6: Matrix nach der Betrachtung der zweiten Eissorte

Die Geschmackssorte Vanille besitzt einen Genussfaktor von 7 bei Kos-
ten von 2 Euro. Da bei der Spalte mit Kosten 2 noch kein Wert eingetra-
gen ist schreiben wir dort den Genussfaktor von der aktuellen Eissorte
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

Vanille an.

Jetzt betrachten wir wieder die Zeile davor um zu sehen welche weiteren
Kombinationen moglich sind. Wenn wir Vanille-Eis und den ersten Wert
in der oberen Zeile wahlen kommen wir auf Kosten von 3 und einen Ge-
nussfaktor von 10. Dieser Wert entspricht dem von der vorhergehenden
Zeile. Wir haben also eine Kombination gefunden die gleich gut wie die
vorhergehende war. Im Endeffekt bleibt der Wert in der Spalte 3 also der
Selbe.

In Spalte 3 der vorhergehenden Zeile befindet sich der Genussfaktor 10.
Zusammen mit der aktuellen Sorte ergibt sich ein Genussfaktor von 17
bei Kosten von 5 Euro. Da sich in der Spalte 5 noch kein Wert befindet
tragen wir diesen Genussfaktor also dort ein.

Zum Schluss betrachten wir noch den Genussfaktor von 13 bei Kosten
von 4. Zusammen mit der aktuellen Eissorte ergibt sich ein Genussfak-
tor von 20 bei Kosten von 6. Wir tragen also diesen Wert ein. Die ande-
ren Werte werden von oben Ubernommen, da wir noch keine besseren
Kombinationen fiir die Kosten von 1 und 4 gefunden haben (Tabelle 7).

JEissorte > Kosten |0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte O 00 0O O 0O o0 o
Creme delaCreme | 0 10

Brokkoli 0 3 10 13

Vanille O 3 7 10 13 17 20
Malaga 0

Schokolade 0

Tabelle 7: Matrix nach der Betrachtung der dritten Eissorte

.Mélaga” besitzt einen Genussfaktor von 8 bei Kosten von 2 Euro. Da der
Genusswert héher als der bisher gefundene von 7 ist schreiben wir die-
sen in die dafiir vorgesehene Spalte.

Bei den Kosten von 1 Gbernehmen wir wieder den Wert von oben, da mit
der aktuellen Eissorte natlrlich keine Kombination méglich ist die Kos-

ten von 1 aufweist.

Weiters tragen wir in Spalte 3 einen Genusswert von 11 ein, der sich aus
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

dem Genusswert 3 aus der ersten Spalte der letzten Zeile und dem Ge-
nusswert von Malaga ergibt.

Wir betrachten den nachsten Wertvon 7 bei Kosten von 2 aus der vorher-
gehenden Zeile. Eine Kombination mit Méalaga gibt einen Genussfaktor
von 15 bei Kosten von 4. Dieser Wert ist hoher als der Vorhergehende
in Spalte 4 und wird deshalb dort eingetragen.

Der nachste Genussfaktor aus der vorhergehenden Zeile ist 10. Gemein-
sam mit der aktuellen Sorte kommt man also auf einen Genussfaktor von
18 bei einem Gewicht von finf. Dieser wird da er gréB3er als 17 ist, in die
finfte Spalte eingetragen.

13, der nachste Genusswert, ergibt zusammen mit dem aktuellen Eis ei-
nen Wert von 21 und wird deshalb in Spalte 6 (=4+2) eingetragen.

Genussfaktor 17 kombiniert mit dem Genussfaktor von Mélaga-Eis ergibt
den Wert von 25 der auf Grund der Kosten von 7 Euro in die korrespon-
dierende Spalte geschrieben wird.

Da der letzte Wert aus der vorhergehenden Zeile schon Kosten von 6
besitzt und diese zusammen mit den Kosten des aktuellen Eises tber
die festgesetzten Maximalkosten von 7 Euro hinausgeht brauchen wir
diesen nicht mehr zu betrachten und kommen schlieBlich auf Tabelle 8.

JEissorte > Kosten |0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte O 0o 0o O o o0 o0
Creme dela Creme | O 10

Brokkoli 0 3 10 13

Vanille O 3 7 10 13 17 20
Mélaga 0O 3 8 11 15 18 21 25
Schokolade 0

Tabelle 8: Matrix nach der Betrachtung der vierten Eissorte

Nach der gleichen Vorgehensweise wie in den Schritten zuvor kommen
wir, nachdem wir auch die letzte Eissorte betrachtet haben auf die in Ta-
belle 9 dargestellte Matrix.
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5 Beispiel fur dynamische Programmierung

JEissorte > Kosten (O 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte O 0 0O O O o0 o
Creme de la Creme | 0

Brokkoli 0 3 13

Vanille O 3 7 10 13 20
Malaga 0 3 8 11 15 18 21
Schokolade 0O 3 8 11 15 18 21

Tabelle 9: Matrix nach der Betrachtung der fiinften Eissorte

5.3 Riickverfolgung

Wenn wir die letzte Zeile von Tabelle 9 betrachten, sehen wir das wir ei-
nen maximalen Genussfaktor von 25 erhalten. Um nun zurickzurechnen
welche Auswahl uns zu diesem Wert gefiihrt haben gehen wir die Tabel-
le rGckwarts durch.

Wir starten bei Wert 25 in der letzten Zeile. Da es sich beim Genussfak-
tor in der dartberliegenden Zeile in derselben Spalte um den gleichen
Wert handelt schlieBen wir daraus, dass wir die Sorte Schokolade nicht
ausgewahlt haben.

Wenn wir nach dem ersten Vorkommen des Wertes 25 in der Spalte mit
Kosten 7 suchen landen wir in der vorletzten Zeile und sehen, dass die
Sorte Malaga ausgewahlt wurde. Wir ziehen also vom gesamten Ge-
nussfaktor den Genussfaktor dieser Sorte ab. Somit kommen wir auf ei-
nen Wertvon 17. Diesen Wert missen wir in der Spalte 5 suchen, da von
den Gesamtkosten von 7 die Kosten des Méalaga-Eises von 2 abgezogen
werden.

Wir suchen die Tabellenzeilen in Spalte 5 nach dem ersten Auftreten des
Genussfaktor 17 ab und werden in der Zeile mit der Sorte Vanille fin-
dig. Wir haben also auch diese Eissorte ausgewahlt. Wiederum ziehen
wir den Genussfaktor dieses Eises vom dem lbrig gebliebenen Genuss-
faktor 17 ab und bekommen den Wert 10. Als neue Kosten erhalten wir
den Wert 3 (=5-2).

Der Genussfaktor von 10 tritt erstmals in der Zeile der Eissorte ,,Creme
de la Creme” auf, die also auch gewahlt wurde. Da diese Sorte einen Ge-
nussfaktor von 10 besitzt ergibt sich bei weiterer Subtraktion vom vorher
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Ubrig gebliebenen Genussfaktor ein Wert von Null. Es wurde also keine
weitere Sorte gewahlt.

Eine Plausibilitatsiberprifung der gesamten Werte ist in Gleichung 2
und 3 zu sehen. Sie ergibt die erwarteten Werte und lasst so zumindest
darauf hoffen, dass wir die optimale Lésung, unter der gegebenen Ein-
schrankung nicht mehr als sieben Euro auszugeben, gefunden haben.

wgesamt = wMalagu + Wy anile + wCreme_de_la_Creme =2+2+3=7 (2)

c

gesamt = CMalaga + CVanille + CCreme_de_la_Creme =8+7+10=25 (3)

5.4 Vollstandiges AusFiillen der Tabelle

Tabelle 9 stellt alle moglichen Losungen eigentlich schon dar und soll-
te auch beim Test durchaus als richtig gewertet werden. Um eine meiner
Meinung nach nurverwirrendere ,vollstandige” Darstellung nach der ge-
gebenen Formel zu erhalten muss man die vorhergehende Tabelle noch
leicht verandern.

So sind die fehlenden Werte jeweils durch den gréBtmaoglichen Wert
den sich durch die vorhergehende Zeile oder Spalte ergeben zu erset-
zen. Auch schon ausgefillte Werte missen durch eventuell auftretende
groBere Werte, die sich in vorhergehenden Zeilen oder Spalten erge-
ben haben kdnnen, ersetzt werden.

Die ,vollstandige” Matrix fiir das vorhergehende Beispiel wird in Tabelle
10 gezeigt. Zu beachten ist, dass diese Matrix wie leicht nachzuvollziehen
ist auch ,nicht sinnvolle” Werte enthélt.

JEissorte > Kosten |0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte O 0o 0o O o o0 o0
CremedelaCreme |0 O O 10 10 10 10 10
Brokkoli 0O 3 3 10 13 13 13 13
Vanille 0O 3 7 10 13 17 20 20
Malaga 0O 3 8 11 15 18 21 25
Schokolade 0O 3 8 11 15 18 21 25

Tabelle 10: ,Vollstandige” Tabelle
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6 UniWien

6 - Uni Wien

6.1 Testvom 3.10.2011
Aufgabe 1

a) Geben Sie ein Programm in C++ artigem Pseudocode an, dessen
Aufwand von der Ordnung Q(n) und O(1?), aber nicht von der Ordnung
O(n) oder O(n?) ist.

I for (long count = 0; count < n x* (n); count++);
Aufwand: © (n -log (n))

b) Geben Sie in C++ artigem Pseudocode eine rekursive Funktion an,
deren Laufzeitordnung @(n4log(n)) ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Mas-
tertheorems, dass lhre Funktion wirklich die geforderte Laufzeitordnung
hat.

void (int n)
{
if (n < 1) return;
/* Loop with Theta (n™4) — f(n) = n™4, c = 4 %/
for (int count = 0; count < (n,4); count++);
/¥ a =16 (calls), b = 2 (half the run time for recursive
function) x/
for (int count = 0; count < 16; count++) (n/2);

by

Da 1ogb(a) = ¢ ergibt sich eine Laufzeit T(n) = nlogn = n*logn.

Aufgabe 2 Addieren Sie zu lhrer Matrikelnummer die Zahl 573296148.
Die Ziffern der Summe seien in der Reihenfolge von links nach rechts in
einem Array gespeichert. Sortieren Sie die Ziffern aufsteigend mit

a. Counting Sort.
b. Quicksort.

c. Selection Sort.

Geben Sie jeweils alle bendtigten Zwischenschritte so genau an, dass
der Ablauf des Algorithmus klar ersichtlich wird.
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a) Matrikelnummer + 573296148 = 1234567 + 573296148 = 574530715

Zu sortierendes Array (A):

S 17 [4 5 [3]0]7 1[5 |

Zahlerarray (C):

0 [1 [2 [3 [4 ][5 ]6 7 |8 [9 |
o |0 (0O O |O |O |O |O |O |O
1 1 0 |1 1 3 /0 |2 |0 |O
112 |2 (3 (4 |7 |7 |92 |9 |9
Sortiertes Array (B):
1 (2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
5
1 5
1 5 |7
0 |1 5 |7
o |1 |3 5 |7
0 |1 3 5 |5 |7
0 |1 3 |4 5 |5 |7
0 |1 3 |4 5 |5 |7 |7
0 |1 3 |4 |5 |5 |5 |7 |7
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