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Optimierung: Roadmap

Branch-and-Bound

Dynamische Programmierung: Dynamische Programmierung kann dann eingesetzt
werden, wenn das Problem aus vielen gleichartigen Teilproblemen besteht und eine
optimale Lésung sich aus optimalen Losungen der Teilprobleme zusammensetzt.

Approximation(salgorithmen)

Heuristische Verfahren
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Grundlagen = ahnt. B Divide & Conquer
- c)'l;L expom.wh'bd ﬁJ‘/}L &%rif«.wc{aéd
thne ealizit e Loqg. an bbradkin
Dynamische Programmierung: Teile das Problem in eine Folge von iiberlappenden

Teilproblemen auf und erstelle und speichere Losungen fiir immer groBere Teilprobleme
unter Verwendung der abgespeicherten Lésungen.

Optimalitatsprinzip von Bellman: Dynamische Programmierung fiihrt zu einem
optimalen Ergebnis genau dann, wenn es sich aus den optimalen Ergebnissen der
Subprobleme zusammensetzt.

Effizienz: Hangt von der Vorgehensweise bei der Aufteilung und Ermittlung der
Losungen fiir die einzelnen Teilprobleme ab.

Wesentlicher Aspekt: Speicherung (memoization) von Ergebnissen fiir Subprobleme zur
Wiederverwendung.
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Beispiel: Weighted Independent Set auf Baumen
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Geschichte der dynamischen Programmierung

Bellman: [1950er]| Leistete Pionierarbeit bei der systematischen Untersuchung der
dynamischen Programmierung.

Proasammp [anu
A Pommp ity

Etymologie:
m Dynamische Programmierung = Zeitablauf planen.
m Verteidigungsminister war ablehnend gegeniiber mathematischer Forschung.
m Bellman suchte einen eindrucksvollen Namen, um eine Konfrontation zu

vermeiden.
»it's impossible to use dynamic in a pejorative sense”

»something not even a Congressman could object to*
Referenz: Bellman, R. E. Eye of the Hurricane, An Autobiography.

5/95



Anwendung der dynamischen Programmierung

Bereiche:
m Bioinformatik
m Informationstheorie
m Operations Research

m Informatik: Theorie, Grafik, Kiinstliche Intelligenz, Compilerbau ...

Einige bekannte Algorithmen:
m Bellman-Ford-Algorithmus fiir das Finden kiirzester Pfade in Graphen
m Effiziente Methode fiir das Rucksackproblem

m Needleman-Wunsch und Smith-Waterman Algorithmen fiir
Genomsequenz-Alignment
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Uberblick

Einfiihrendes Beispiel: Fibonacci
Gewichtetes Interval Scheduling
Segmented Least Squares
Rucksackproblem

Kiirzeste Pfade
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Einfiihrendes Beispiel
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Fibonacci-Zahlen

41412,3,§,§/ﬂ5{ -

Folge von Fibonacci-Zahlen: Fi =Fo, =1 F,=F, 1+ F, o VYn>3
Einfacher rekursiver Algorithmus:

Fibonacci(n):
if n=1 oder n =2
return 1
else
return Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2)

9/95



Fibonacci-Zahlen: Laufzeit

m Gesamtanzahl der Aufrufe fiir die i-te
Fibonacci-Zahl entspricht der i-ten
Fibonacci-Zahl (Beispiele: Fig = 55,
Foy = 6765, F3o = 832040,

Fyy = 102334155).

m Exponentielle Zeitkomplexitat, da
F,=F, 1+ Fy2>2F, 2und
folglich F, > 22~ (mit F, = 2°) und
daher F, > (v/2)"2

7,20 Fy = =(Z%)""l - & =Q@T
227 T,‘_‘L, U fese Schraute

-‘Fz_ od. T" 10/95




op- dose”

Dynamische Programmierung (Rekursiv)

Speicherung: Die berechneten Fibonacci-Zahlen zwischenspeichern (z.B. in einem

Array F') und in der Berechnung wiederverwenden.

for i< 1 bis n -3 Memen

F[z] < leer
Fibonacci(n): 4 . . .
2 if F[n] iit)leer 'ch{k. SN ROLAS Mudson
passiu(' ""‘"’/ if n=1 oder n =2
Lena TLw Flnl « 1
noch wi¢ bttt | else
F[n] < Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2)

return F[n]

Laufzeit: O(n) (maximal zwei rekursive Aufrufe pro Arrayeintrag)
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«

Dynamische Programmierung (lterativ) , bo¥Tm - ~p

Speicherung: Die berechneten Fibonacci-Zahlen zwischenspeichern (z.B. in einem
Array F) und in der Berechnung wiederverwenden.

Linear-Fibonacci(n): 3 /La‘u e_;q){"é'i/c
FL1] «+ 1 .
FI2] 1 MMSIM »uju/‘.

for 1< 3 bis n
F[z] «+ F[:—11 + F[z — 2]
return F[n]

Laufzeit: O(n) (konstanter Aufwand fiir jeden Schleifendurchlauf)
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Quiz

Frage 1: In welchem Bereich bewegt sich der Beschleunigungsfaktor des iterativen
Algorithmus Linear-Fibonacci gegeniiber dem einfachen rekursiven Algorithmus

Fibonacci bei der Berechnung von Fy,? Ty = 102334 255

m zwischen 10 und 1.000

m zwischen 1.000 und 100.000

m zwischen 100.000 und 10.000.000

m zwischen 10.000.000 und 1.000.000.000



Quiz Auflosung

Frage 1: In welchem Bereich bewegt sich der Beschleunigungsfaktor des iterativen
Algorithmus Linear-Fibonacci gegeniiber dem einfachen rekursiven Algorithmus
Fibonacci bei der Berechnung von Fiy?

X zwischen 10 und 1.000

X zwischen 1.000 und 100.000

v zwischen 100.000 und 10.000.000

X zwischen 10.000.000 und 1.000.000.000



Gewichtetes Interval Scheduling
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Gewichtetes Interval Scheduling

Gewichtetes Interval Scheduling:
m Job j startet zum Zeitpunkt s;, endet zum Zeitpunkt f; und hat ein Gewicht
w; > 0. 20, Drgxﬁl- S Ms%{@hl’é
m Zwei Jobs sind kompatibel, wenn sie sich nicht iiberlappen.

m Ziel: Finde eine Teilmenge maximalen Gewichts von paarweise kompatiblen Jobs.

a uvsatu'\'ﬂud'?
c — bekannler
y Greed v ~f4£].
] Eot;’ﬁlbl“ DM({'MQ
¢ Frgd

= Zeit
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

14 /95



Interval Scheduling: Riickblick

Wiederholung: Greedy-Algorithmus funktioniert, wenn alle Gewichte gleich 1 sind.
m Beriicksichtige Jobs in aufsteigender Reihenfolge der Beendigungszeit.

m Fiige Job zur Teilmenge hinzu, wenn er kompatibel mit dem zuvor ausgewdhlten
Job ist.

Beobachtung: Greedy-Algorithmus scheitert, wenn beliebige Gewichte erlaubt sind.

Gewicht = 999 b

Gewicht =1 a

» Zeit
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Gewichtetes Interval Scheduling

Notation: Ordne Jobs aufsteigend sortiert nach Beendigungszeit: f1 < fo <--- < f),.
Definition: p(j) = groBter Index i < j, sodass Job i kompatibel zu Job j ist.

Beispiel: p(8) =5, p(7) = 3, p(2) = 0. Re a[b; e /.ti = 4_;64 el le
)= pd,r;/ym. Almpa.h'b/l.‘, nAex

ple) =1
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Dynamische Programmierung: Binare Auswahl

Notation: OPT'(j) = Wert der optimalen Losung fiir das Problem, bestehend aus den
Jobs 1,2,...,7.

Wir unterscheiden zwei Fille:
m Fall 1: OPT(j) wird erreicht mit einer Losung, die den Job j enthilt.
m Fall 2: OPT(j) wird erreicht mit einer Losung, die den Job j nicht enthilt.

Konsequenz:
m Fall 1: Die Losung kann nicht die inkompatiblen Jobs
{p(j) +1,p(j) + 2,...,7 — 1} enthalten. Daher gilt dann
OPT(j) = wj + OPT(p(7))-
m Fall 2: Es gilt OPT'(j) = OPT(j — 1), da wir wissen, dass die Losung den Job j
nicht enthélt. Also gilt:
; 0 wenn j =0
OPT(j) = { max {w; + OPT(p()), OPT(j — 1)} sonst ’
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Gewichtetes Interval Scheduling: Brute-Force-Ansatz

Brute-Force-Algorithmus: ('/’}1""5’ V)

m Eingabe: n,s1,...,8,, f1,--+y fn, W1, ..., Wy
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo < --- < fi.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)

Compute-Opt(j):

if j=0
return 0
else
return max(w;+Compute-Opt(p(j)), Compute-Opt(j — 1))
————
Fall Tall L
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Gewichtetes Interval Scheduling: Brute-Force-Ansatz

Beobachtung: Rekursiver Algorithmus ist ineffizient wegen redundanter Subprobleme
= exponentieller Algorithmus.

Beispiel: Anzahl der rekursiven Aufrufe fiir eine Gruppe von schichtweise angeordneten
Instanzen wachst wie eine Fibonacci-Folge. - Q (ﬁ "')

p(1)=0,p(H)=7j—2
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Gewichtetes Interval Scheduling: Speicherung Vop-dowon  memorznbion

Speicherung: Speichere Ergebnisse jedes Teilproblems in einem Cache. Berechnung nur,
wenn noch nicht gespeichert.

Allgemein:
m Eingabe: n, s1,...,8n, f1,---, fn, W1,..., Wy
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo <--- < f),.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)

for j <1 bis n
MLj] < leer
MLO] <0 ej:uH'yJ uL-JUDJV.U[ 3‘4 W{
M-Compute-Opt (5) : / cGes (;-1'0( W)H%‘é&r’
if M[j] ist leer
M[j] < max(w; + M-Compute-Opt(p(j)), M-Compute-Opt(j — 1))
return M[j]

O globales Array
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Gewichtetes Interval Scheduling: Laufzeit Hinae S
C;l%fv pPC)

Behauptung: Version mit Speicherung benétigt O(nlogn) Zeit. N - k
m Sortiere nach Beendigungszeit: O(nlogn).
m Berechne p(-): O(nlogn) mittels bindrer Suche (fiir jedes Intervall) auf der nach
Beendigungszeit sortierten Folge.
m M-Compute-Opt(j): Jeder Aufruf benétigt O(1) Zeit (ohne die Rekursion) und

(i) liefert entweder einen existierenden Wert M[j]
(i) oder berechnet einen neuen Eintrag M[j] und macht zwei rekursive Aufrufe.

m MaB fiir den Fortschritt ¢ = die Anzahl der nicht leeren Eintrage in M[].

- Am Anfang gilt ¢ = 0, danach ¢ < n. am Ende '2( ch

- (i) Erhsht pum 1. Tl (i3] bl now nemd ] 5 Eln ok
m Die gesamte Laufzeit von M-Compute-Opt(n) ist O(n). AM'*""k

aML 3 S"A"‘r‘k s On /od b\)
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Gewichtetes Interval Scheduling: Bottom-up

Bottom-up dynamische Programmierung: lterative Losung.

Allgemein:
m Eingabe: n, s1,...,8n, f1,---, fn, W1,..., Wy.
m Sortiere Jobs nach Beendigungszeit, sodass f1 < fo < -+ < fi.
m Berechne p(1),p(2),...,p(n)
e o Tterative-Compute-0pt()
< - Sl erative-Compute-Opt(): S e o )

;b:fﬁt sind sbon Lo 0 PLiley  j-aq

n
for j <1 bis n J/ é
M[j1 < max(w; + MIp(5)1, M[j —11)

Laufzeit: Die Laufzeit von Iterative-Compute-Opt ist O(n) (Schleife von 1 bis n).
Sortieren der Jobs und Vorberechnung von p(-) benétigt wieder O(nlogn).
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

Gegeben:
m n = 6 Jobs mit Gewichten w;,i =1...n.

m Jobs sind schon sortiert nach Beendigungszeit.

wi =2, p(1) =0 1

wy =4, p(2) =0 9

wa=1,p@3) =1 3

wi =6, p(4) =0 4 |

ws =4, p(5) =3 5

we =1, p(6) =4 6

Zeit
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

wi =2, p(1) =0 1

w2=4,p(2)=0 A2A ; : :

wz =1,p3)=1 3

wi =6, p(4) =0 4

ws =4, p(5) =3 5

w6:11p(6):4 :

- : : Zeit
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
O I vz

Mool hhlg g

w; + M[p(j)]:
Ml[j —1]:

240 Ut 0 412 640 Y1Y 146

0

2 4 Y ¢

g
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1 =2, p(1)=0

w2 =4, p(2)=0

ws=1,p3)=1 R

wi=6pM)=0 4

ws =4, p(5) =3 S
(6) =4

w6=1,p
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S TR
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - Zeit

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4
wj + M(p(j)]: 2 4

Mlj —1] 0 2
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - ZLeit

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4 4
wj + M(p(j)]: 2 4 3

Mlj —1]: 0o 2 4
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
P
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- - - ZLeit

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M 0 2 4 4 6
wj + M(p(j)]: 2 4 3 6

M[j —1]: 0 2 4 4
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

w1:2vp(1)20 1
we =4, p(2) =0 2
ws =1,p@3) =1 3
S
ws=4,p(5)=3 5
w6:1vp(6):4 : 6
- : : ZLeit
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M 0 2 4 4 6 8
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6 8
Mlj —1]: 0 2 4 4 6
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

wy = 2, p(l) =0 1
we =4, p(2) =0 2
wz =1,p3)=1 3
wy =6, p(4) =0 4:
ws =4, p(5) =3 5
we = 1, p(6) =4 : 6
- - - Zeit
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M 0 2 4 4 6 8 8
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6 8 7
M[j —1] 0 2 4 4 6 8
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Quiz

M - 0 21| 41| 4] 6
wj + Mp(j)]: 2 4 3 6
Ml[j —1]: 0 2 4 4

Frage 2: Welche Jobs bilden die Ldsungsmenge des Beispiels?
m {2,5} 2%
m {1,2,45} A%
m {4} 3%
m {3,6} 4%



Quiz Auflosung

M : 0| 21| 41| 4] 6
w; + M[p(j)]: 2 4 3 6
Mlj —1]: 0 2 4 4

Frage 2: Welche Jobs bilden die Losungsmenge des Beispiels?
v {2,5}

X {1,2,4,5}

X {4}

X {3,6}



Gewichtetes Interval Scheduling: Finden einer Lésung

Frage: Algorithmus berechnet den optimalen Wert. Wie bekommen wir aber die Lésung?
Antwort: Durch eine Nachbearbeitung (Backtracking).

Ablauf:
m M-Compute-Opt(n) oder Iterative-Compute-Opt(n) ausfiihren
m Find-Solution(n) ausfiihren

Find-Solution(y):
if 7=0
Keine Ausgabe

elseif w; + MIp(j)] > M[j — 1] M(;) %Q;L& e M[J]

Gib j aus
Find-Solution(p(j))

else - -
Find-Solution(j — 1) % 4 (")

m Anzahl der rekursiven Aufrufe < n = Laufzeit O(n).
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1
2

’lU1=2,

wa = 4,

4
5
6

wyq = 6,

p(1)
p(2)
ws =1, p(3)
p(4)
ws = 4, p(5)

p(6)

w6:1,

M 0| 2| 41| 4] 6| 8] 8
w; + Mp(j)]: 2 4 3 6 8 7
Mlj — 1] 0 2 4 4 6 8

{



Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1

0| 2] 4]4 8
2 (1) 3
0 2 4 6
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Gewichtetes Interval Scheduling: Beispiel

1)
2)
3) =
)

)

)

w1 = 2, p(
(
»(

ws =6, p(4
p(
p(

wa = 4,

w3:1,

5
6

ws = 4,

w6:1,

1

wj + M[p(j)]:
Ml[j —1]:

O | 21| 41| 4] 6 | 8 |8
NOFREOE
o 2 4. 4 6 - 8:

Ergebnis: 2 und 5.
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Segmented Least Squares
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Least Squares
o 'llecdressrlghj ?Z’"\vlc
m Fundamentales Problem in der Statistik und der Numerischen Analyse.
m Gegeben: n Punkte in der Ebene: (z1,41),. .., (Zn, Yn)-

m Finde eine Gerade y = ax + b, welche die Summe des quadrierten Fehlers
minimiert:

n

Err = Z(yz — (az; + b))?

1=1

Analytische Losung: der minimale Fehler ist erreicht, wenn

nYwiyi — Qo) Q2 vi) b— DiYi—ay ;T
ny i — (3 f"i)2 ’ {

a =
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Segmented Least Squares

m Punkte durch eine Folge von Geradensegmenten annahern.

m Gegeben: n Punkte in der Ebene (z1,y1),..., (Zn, yn) so dass
T < T <00 < Ty,

m finde eine Folge von Geraden welche eine bestimmte Funktion f(x) minimiert.

Frage: Was ist eine angemessene Wahl fiir f(z)? Die Funktion f(x) sollte sowohl
Genauigkeit als auch [Sparsamkeit gew3hrleisten.
O Hohe des Fehlers @ Anzahl der Geraden

Yy &L]V m/ abb‘

;A specsam (n-11
" Szam«o‘?

shr Sproseten | ok~
gfo{&f Fohler
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Segmented Least Squares

m Punkte durch eine Folge von Geradensegmenten annahern.
m Gegeben: n Punkte in der Ebene (z1,y1),..., (Zn, yn) so dass
T <o < -0 < Ty,
m finde eine Folge von Geraden welche:
- die Summe der quadrierten Fehler E in jedem Segment
- die Anzahl der Geraden L .
minimiert. Spnrsarmﬁ.dol &‘SAMW-A ‘[“
. = 7 bmde-off
m Tradeoff Funktion: FE + cL, fiir eine Konstante ?_>\O

Tohler
hias: (=32
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Dynamischer Ansatz: Segmented Least Squares

Notation /\

m OPT(j) = minimale Kosten fiir die Punkte p1,piy1,...,Dp;
m ¢(i,j) = minimale Summe des quadrierten Fehlers fiir p;, pit1,...,p;
. S Fhles, JHs Pe s P duedk i Se m.

Berechnen von OPT(j): WP’OXIIM u" vird. —D%/u 3

m |etztes Segment nutzt die Punkte p;, p;11,...,p; fiir ein bestimmtes ¢

m Kosten = OPT(i — 1) +e(i,j) + ¢ % (i Sucken boglen Sebndex ¢ Ao olas

[gﬂg Sefa'mlmé vow P; bis P
) 0 falls j =0
OPT(j) = 113121 {OPT(i—1)+e(i,j) + ¢} sonst
7

S ‘-—-\,______,/ — (t .
e i 5/49/ Msk Lsq- P Uorban i tin nemes Segom.

ae Mo Pau- 1 Pimq o Vo D- o
Sknk e Lbbu, Sopn, o oP; Pevrir P
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Segmented Least Squares: Algorithmus

Segmented-Least-Squares( P = {p1,p2,...,Pn} )
M[o] = @
for j <1 bis n
for 1< 1 bis j
berechne Fehler e(i,j) fur Punkte p;,...,p;

for j<1 ton
Oi:\;)}h [ M[3] = minic;<; (MLi-11 + e(4,5) + ) 0("9
] yohal TSN M-

return M[n] O("') MOKZ‘

Laufzeit. O(n?).
m Flaschenhals ist das Berechnen von ¢(i, j) fiir O(n?) Paare, O(n) pro Paar mit
der Formel fiir Least Squares.
m Finden einer Lésung analog zu Interval Scheduling durch Riickverfolgen der
Minimierung
O Kann mithilfe geschickterer Vorberechnung und Wiederverwendung von Zwischen-

ergebnissen zu O(n?) verbessert werden.
43/95
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Optimierung — Dynamische Programmierung

Algorithmen und Datenstrukturen
VU 186.866, 5.5h, 8 ECTS, 2024S
Letzte Anderung: 27. Mai 2024
Quiz

Vorlesungsfolien
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Uberblick

Einfiihrendes Beispiel: Fibonacci
Gewichtetes Interval Scheduling
Segmented Least Squares
Rucksackproblem

Kiirzeste Pfade
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Rucksackproblem
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Rucksackproblem

Gegeben: n Gegenstinde mit positiv rationalen Gewichten g1, ..., g,, Werten
wi, ..., W, und einer positiv rationalen Kapazitit G.

< 7

2

e O,
[ =

Gesucht: Teilmenge S der Gegenstinde mit Gesamtgewicht < G und maximalem
Gesamtwert.

Vereinfachung: Der Einfachheit halber nehmen wir im folgenden an, dass sowohl die
Gewichte als auch die Kapazitat positiv ganzzahlig sind.
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Rucksackproblem: Beispiel

1 1 1

1

2 6 2 3
QL"—E.:- 3 18 5 32

4 22 6 32
s st do besk. 5 28 7 1

eree (‘jlé)ﬂrl. l\)u’\l/? G =11
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Rucksackproblem: Beispiel

T T
/
o G 2
Beispiel: {3,4} ergibt einen Gesamt- @ 0 33
wert von 40. - 8 5 X 35
4 22 o x 33
) 2 7 4
=1 -3:=4-2:=)-~ar=

Greedy: Fiige wiederholt einen Gegenstand mit einem maximalen Verhiltnis von w;/g;, der
in den Rucksack passt, hinzu.
Beispiel: {5,2,1} ergibt nur einen Gesamtwert von 35 = Greedy ist nicht optimal.
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Idee und Motivation

m Im Kapitel iiber Branch und Bound haben wir einen Algorithmus mit Laufzeit
O(2"™) vorgestellt.

m Hier stellen wir einen Algorithmus mit Laufzeit O(nG) vor, der falls nG < 2"
wesentlich effizienter ist.

m Die Intuition hinter dem Algorithmus ist, dass man nur (Teil-)Iésungen mit
verschiedenen Gewichten unterscheiden muss.
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Dynamische Programmierung: Falscher Ansatz

Definition: OPT'(i) = Maximaler Profit fiir die Teilmenge von den Gegenstéanden

m Fall 1: OPT'(3) wird erreicht mit einer Losung, die den Gegenstand i nicht

enthalt.
- Es gilt OPT (i) = OPT(i — 1), da wir wissen, dass die Lésung den Gegenstand 4

nicht enthalt.
m Fall 2: OPT'(i) wird erreicht mit einer Losung, die den Gegenstand i enthélt.
- Das Akzeptieren von Gegenstand ¢ impliziert nicht, dass wir andere Gegenstande

nicht aufnehmen werden.
- Ohne zu wissen, welche anderen Gegenstande vor i ausgewahlt wurden, kénnen wir

nicht sagen, ob wir fiir 7 und die nachfolgenden Gegenstinde genug Platz haben.

Losungsansatz: Die Berechnung der Teilprobleme muss die verbleibende
Gesamtkapazitat beriicksichtigen!
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Dynamische Programmierung: Gewichtsbeschrankung
/2 Vasob e,

Definition: OPT (i, g) = Maximaler Profit fiir die Teilmenge von den Gegenstanden
1,...,7, mit einer Gewichtsbeschrankung g.

m Fall 1: OPT (i, g) wird erreicht mit einer Losung, die den Gegenstand ¢ nicht
enthalt.

- Es gilt OPT(i,g) = OPT(i — 1, g), da wir wissen, dass die Lésung den Gegenstand
1 nicht enthalt.
m Fall 2: OPT(i,g) wird erreicht mit einer Losung, die den Gegenstand i enthilt.

- Neue Gewichtsbeschrinkung = g — g;.
- Dabher gilt dann OPT'(i,9) = w; + OPT(i — 1,9 — g;).

0 wenn ¢ = 0
OPT(i,g) =4 OPT(i—1,g9) wenn g; > g
max {OPT (i —1,g9), w;+OPT(i—1(g— g:)} sonst

v

A1 redupik Pesd hapei i€
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Rucksackproblem: Bottom-Up

Rucksack: Befiille ein (n+ 1) x (G + 1) Array.

Eingabe: n, G, g1,...,9n, W1,..., Wy
U]

for g <+ 0 bis G
M[O,g]1 <0

for 1< 1 bis n
for g < 0 bis G

. if gi>g
Olw (h) ML, g1 « Mli—1,91 -> ©O(4)
les Koney else
MLi, g1 < max{M[i— 1,91, w; + M[i—1, g— g1} = 0[4)
return M[n, G]

Laufzeit und Platzbedarf: O(nG)
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Rucksack Algorithmus

G+1
nIll--n-nn
0 0 0 0 0,0
{1} 1 12
n+1 {12} 0
{123} o016 ? ?A?+o«+448e5 M7 15 25 15
{1,2,3 4} Sy o€
{1,2,3,4,5}
ML, g) - mese T MLi-a 63,
w; + M[i-1,9- 3]3 1 1 1
2 6 2
G=11 5 8 ;
4 22 6
5 28 7
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Rucksack Algorithmus

G+1 >
01112/3/4[5]6]7[8]9 10]11]
0 0 0o 0o oo 06 0 0 0o 0 o0 o0
{1} 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o {1,2} 77@ 777 777
{1,223} 0 1 6 7 7 ‘,11 24 25 25 25 25
{1,234} 0 1 6 7 7 18 22 24 28 29 29
{1,2,3,45} 0 1 6 7 7 18 22 28 29 34 ;=
0 2
A= i / 1 1 1
2 6 2
Wt = 4O = 22418 G=1 3 18 5
4 22 6
5 28 7
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Rucksackproblem: Bestimmen der Losung

Optimale Lésung: Mit Hilfe der Werte im Array M.

Find-Solution(M):
MBn6)§ 5
A«

while ¢ >0 und £ >0
if M[i, k] # M[i-1,k]

A+ AU{i}
k<—/<:—g,'
11— 1

return A
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Rucksackproblem: Laufzeit

4 Bs o
/\M MV';‘-}J.
Laufzeit: O(nG). G = 2’°d6’

m Polynomiell in n.
m Aber die Laufzeit hangt auch von der Rucksackkapazitit ab.

- G ist exponentiell in der Eingabeldange, weil Zahlen binar kodiert werden.
- Die Laufzeit ist somit nicht polynomiell in der Eingabelange beschrankt.

m , Pseudo-polynomiell.* - po\yuomhﬂ im mumes soben Qot ob> E'“b“k’
nidd o dis Ling A Ginjobe )
Allgemein: Falls P # N P kann das Rucksackproblem nicht in Polynomialzeit geldst

werden.
Reth gadk s Ap- dal[sd'v"\m(i&

ﬁlenm&r : SJM‘-.W-J«. '\)@* UOUSJ\;'*J""ar
ol pwp{opd?ham?dl Lo bor
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Rucksackproblem: Verbesserung

Speicherung: Man muss eigentlich nicht das gesamte Array speichern.

Verbesserung:
m Man merkt sich nur die letzte Zeile.

m Die Aktualisierung der Eintrage erfolgt von rechts nach links.

 ridayih Spedas von O(n 6) o4 0(6)

é& Tl(lw&s}r-}d\w w\'w( iuolﬂwoL\ m/tno&wbr&u-
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Kirzeste Pfade
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Kiirzeste Kantenziige

Kiirzester Kantenzug: Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V| E), mit
Kantengewichten c¢,,,. Finde einen kiirzesten Kantenzug zwischen Knoten s und t¢.
O erlaube negative Gewichte (bei Dijkstra-Algorithmus nicht erlaubt)

Beispiel:

lyiess
Lﬁnhu 19
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Kiirzeste Kantenziige: Kreise mit negativen Kosten (negative Kreise)

Ze o

Z = =) ~> Wman tarole Lt,u uubm(l JP‘— m#’a«gg(bc«

Bemerkung: Im Falle von negativen Kreisen:
m keine sinnvolle Definition von kiirzesten Kantenzug mehr moglich,

m Definition von kiirzesten Pfaden bleibt jedoch sinnvoll.
—,

jut K,At« ored max. ool A“,,W[,L!
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Quiz

\)¢
A

o_——
S Z

> g8

Frage 3: Welche der folgenden Aussagen sind wahr? /

X m In einem Graphen mit nur nicht negativen Gewichten ist ein kiirzester Kantenzug 6//7
. . . 4
immer auch ein kiirzester Pfad.

m In einem Graphen mit nur nicht negativen Gewichten ist ein kiirzester Pfad immer )z'/'
auch ein kiirzester Kantenzug.
. . . . - . T o
m Auf Baumen ist ein kiirzester Kantenzug immer auch ein kiirzester Pfad. 3%/,

X m Auf Graphen ohne negative Kreise findet Dijkstra immer einen kiirzesten Pfad. 3%



Quiz Auflosung

Frage 3: Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
X In einem Graphen mit nur nicht negativen Gewichten ist ein kiirzester Kantenzug
immer auch ein kiirzester Pfad.
V" In einem Graphen mit nur nicht negativen Gewichten ist ein kiirzester Pfad immer
auch ein kiirzester Kantenzug.
V" Auf Biumen ist ein kiirzester Kantenzug immer auch ein kiirzester Pfad.
X Auf Graphen ohne negative Kreise findet Dijkstra immer einen kiirzesten Pfad.



Kiirzeste Pfade: Komplexitat

fes & Pall
Redbbion 2D Hoawilbompdad & Shorks
/) wohe. Cp = A N o =

Theorem: Das Finden eines kiirzesten Pfades in einem gerichteten Graphen mit
reellwertigen Kantengewichten ist NP-vollstandig.

Bemerkungen: Verbietet man negative Kreise wird das Problem jedoch wieder in
Polynomialzeit Iosbar.
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Kirzeste Pfade: Falsche Ansatze

Algorithmus von Dijkstra: Schlagt fehl bei@gativen Kantengewichten.

u
2/L)\3

OGNS O
D;is/‘\*@g

Neugewichtung: Zu jedem Kantengewicht eine Konstante dazugeben schlagt fehl.
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Kiirzeste Pfade: Bellman's Gleichungen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph ohne negative Kreise mit Kantengewichten ¢,
und ¢t € V, dann gilt fiir die Lange OPT (v) eines kiirzesten v-t Pfades P in G:

OPT(t) =0

OPT(v) = min, yeg {cow + OPT(w)}, Vv € Vv # t.

Beweis:

Wir zeigen mit Induktion iiber die Anzahl Kanten auf dem kiirzesten v-t Pfad, dass OPT(v)
die Lange dieses kiirzesten v-t Pfades ist.

Aussage gilt fiir v = t mit 0 Kanten.

Sei P ein kiirzester v-t Pfad mit ¢ Kanten und (v, w) die erste Kante von P.

Da es keine negativen Kreise gibt, liegt ein Knoten nie zweimal auf einem kiirzesten Kantenzug.

P — (v, w) ist ein kiirzester w-t Pfad mit £ — 1 Kanten, der v nicht enthilt. Wegen der
Induktionsvoraussetzung ist seine Liange OPT (w).

Damit ist aber ¢y + OPT(w) die Lénge von P und OPT(v) < cyw + OPT (w).
Wire OPT (v) < cvw + OPT(w), so gibe es einen kiirzeren v-¢t Pfad als P iiber einen anderen

Zwischenknoten w’ — Widerspruch Y Aﬂ'l. MSS ? lé‘:\fé- \,_{ p/ta"( "51-
~1 OIT(V) = Gy + OPT () 1
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Bellman's Gleichungen: Gegenbeispiel

Falls G negative Kreise enthilt, gelten Bellman's Gleichungen nicht mehr:

OPT (v) = —4
oTt) (ﬂﬁccmwmf ; [\ ——
\% :&(i Wies i1nre

Pl = ~n -9 = ~2&
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Bellman's Gleichungen: Gegenbeispiel

Falls G negative Kreise enthilt, gelten Bellman's Gleichungen nicht mehr:

R
\&\
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Bellman's Gleichungen: Gegenbeispiel

Falls G negative Kreise enthilt, gelten Bellman's Gleichungen nicht mehr:
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Kiirzeste Pfade: Dynamische Programmierung

Definition: OPT (i,v) = Lange eines kiirzesten v-t Pfades P, der hochstens ¢ Kanten
benutzt.
m Fall 1: P benutzt hochstens ¢ — 1 Kanten.
- OPT(i,v) = OPT(i —1,v)
m Fall 2: P benutzt genau i Kanten.

- Sei (v,w) die erste Kante auf P. Dann besteht der kiirzeste Pfad aus (v, w) und
dem besten w-t Pfad, der hochstens 7 — 1 Kanten benutzt.

OPT (it — 1,v)

Cow

\ OPT(i — 1, w)
OR
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Kiirzeste Pfade: Dynamische Programmierung

"::—_\‘OPT@—1ﬂg

Cow

OPT(i — 1, w)

0 wenn i =0und v =1t
00 wenn ¢ =0 und v # ¢

OPT(i,v) =
min {OPT(Z' —1,v), min {cyw +OPT(i — 1, w)}} ansonsten
(v,w)eEE

Anmerkung: Aufgrund von Bellman’s Gleichungen ist OPT'(n — 1,v) = OPT (v) =
Lange eines kiirzesten v-t Pfades, wenn es keine negativen Kreise gibt.

andesy, {LauS: b 21U Kanb mess cht (-3{), tin Krais umnf L'V("["'V\{
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Bellman-Ford Algorithmus

Der hier vorgestellte Algorithmus wurde unabhangig von Richard Bellman und Lester
Ford im Jahre 1956 entwickelt und wird deshalb auch haufig als
Bellman-Ford-Algorithmus bezeichnet.

SUMMARY

Given a set of N cities, with every two linked by a road,
and the times required to traverse these roads, we wish to
determine the path from one given city to another given city
which minimizes the travel time. The times are not directly
i proportional to the distances due to varying quality of roads,
and varying quantities of traffic.

The functional equation technique of dynamic programming,
combined with approximation in policy space, yield an iterative

algorithm which converges after at most (N-1) iteratione.
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Kiirzeste Pfade: Implementierung

Simple-Shortest-Path-DP(G,s,t):
foreach node v € V
M[0,v] < oo
MLO,t] <O
for 1< 1 bis n—1

. foreach Knoten v € V h “e;»"iona,\
n- Um‘\% ML, v] M[i—l,v]’g

foreach Kante (v,w) € FE M Na ,_J.,M
MLi,v] < min (M[i,v],cp + MLi—1,w])

return M[n — 1, s]
Desgeser Mol ?

Analyse: O(mn) Zeit, O(n?) Platz.
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

o QO O T L -+
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

N ENENENER

0
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t
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

(0 1] 2]3]4]5]

0
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a
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

(0 1] 2]3]4]5]
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

(0 1] 2]3]4]5]
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Implementierung

Einen kiirzesten Pfad finden: Verwalte den Nachfolger fiir jeden Knoten.

Korrektheit der Ergebnisse:

m Der beschriebene Algorithmus liefert immer eine korrekte Losung, wenn keine
negativen Kreise im Graphen vorhanden sind.

m Wenn negative Kreise vorhanden sind, kann der Algorithmus falsche Ergebnisse
liefern.

Uberpriifung auf negative Kreise:
m Nach dem Terminieren des Algorithmus.

m Fiir jeden Knoten v wird iiberpriift: Falls OPT (n,v) < OPT(n — 1,v), dann gibt
es einen negativen Kreis.
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Negative Kreise erkennen ' =~> b

Lemma: Wenn OPT(n,v) < OPT(n — 1,v) fiir einen Knoten v, dann enthélt (ein
beliebiger) kiirzester v-t Kantenzug K mit maximal n Kanten einen Kreis W.
AuBerdem hat W negative Kosten.
Beweis: durch Widerspruch
m Da OPT(n,v) < OPT(n — 1,v), wissen wir, dass K genau n Kanten hat.
m Mit Hilfe des Schubfachprinzips kann man zeigen, dass K einen gerichteten Kreis
W enthalten muss.
m Loschen von W ergibt einen v-t Kantenzug mit < n Kanten = W hat negative
Kosten.
O
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Negative Kreise erkennen 2

—

b

Lemma: Falls G einen negativen Kreis enthdlt von dem aus ¢ erreicht werden kann,
dann gibt es eine Kante (v, u), sodass OPT'(n — 1,v) > ¢y, + OPT(n — 1,u) (und
somit OPT'(n,v) < OPT(n — 1,v)).

Beweis:

m Sei C ein beliebiger Kreis in G auf den Knoten (v1,...,v), dann gilt:
m =31, [OPT(n—1,0;) = OPT(n = 1,041 mod k)] = 0.

m Falls nun C' ein negativer Kreis ist, ergibt sich Zle Cu; < 0=m.

Vi4+1 mod k
m D.h. es muss mindestens ein i existieren mit
Coivisr moa s < OPT(n —1,v;) = OPT(n — 1,v41 mod ) und somit gilt fiir die
Kante (vi, Vi+1 mod k), dass
+ OPT(n— 1,041 mod k) < OPT(n — 1,v;).

Cvi Vi+1 mod k

0150 Vd‘kﬁua\,ka fe S‘-‘AV‘{# 4]
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Negative Kreise erkennen

Aus den beiden vorherigen Lemmas folgt nun:

Theorem: G enthilt einen negativen Kreis von dem aus ¢ erreicht werden kann genau
dann wenn ein Knoten v mit OPT'(n,v) < OPT(n — 1,v) existiert.
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Negative Kreise erkennen

Theorem: Man kann in Zeit O(nm) entscheiden, ob ein Graph einen negativen Kreis
hat und diesen im positiven Fall auch ausgeben.
Beweis:
m Gib einen neuen Knoten ¢ hinzu und verbinde alle Knoten mit ¢ mit einer Kante
mit den Kosten 0.
m Uberpriife, ob OPT(n,v) = OPT(n — 1,v) fiir alle Knoten v.
- Wenn ja, dann gibt es keine negativen Kreise

- Wenn nein, dann extrahiere den Kreis aus dem kiirzesten Kantenzug von v zu ¢t mit
maximal n Kanten

] 0

0

O

0
o 0 18

S
gpj/wﬁ—»l
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Kiirzeste Pfade: Praktische Verbesserungen

Praktische Verbesserungen:
m Verwalte nur ein Array M[v] = kiirzester v-t Pfad, den wir bisher gefunden haben.

m Brich den Algorithmus ab, sobald sich nach einer vollen lteration kein Eintrag in
M mehr gedndert hat.

Theorem: Beim Ablauf des Algorithmus ist M[v] die Lange eines v-t Pfades und nach 4
Runden von Updates ist der Wert M[v] nicht groBer als die Lange eines kiirzesten v-t
Pfades, der < i Kanten benutzt.

Gesamte Auswirkung:
m Speicher: O(m + n).
m Laufzeit: O(mn) Worst-Case, aber wesentlich schneller in der Praxis.

V&A- Dijhsbra 0 ((nem)- loy n)
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Bellman-Ford: Effiziente Implementierung

Push-Based-Shortest-Path-DP (G, s,t):
foreach Knoten v € V

M[v] < o0

Nachfolger[v] « 0

M[t] = 0
for i<~ 1 bis n—1
foreach Kante (v,w) € E YA
if Mol > Mlw] + cou 5‘/“”’(‘3‘%‘1"(‘ &/L"‘J'l
Ml « MLw] + e || oo besgoin Gk
Nachfolger[v] + w

if kein M[w] Wert andert sich in Iteration ¢, stop.
return M[s]
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

‘6 EENER
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, Die Anzahl der lterationen hangt nun stark von der Reihenfolge ab in der die Kanten in
¢ einer lteration durchlaufen werden.
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Kiirzeste Pfade: Beispiel

™ QO 0O T L
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Kiirzeste Pfade: Beispiel
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Finden eines kiirzesten Pfades: Korrektheit

Den kiirzesten Pfad finden: Verwalte den Nachfolger fiir jeden Knoten.

Definition: Ein Knoten w ist der Nachfolger eines Knoten v (an einer beliebigen Stelle
im Algorithmus), falls M[v] zuletzt auf ¢, + M[w] gedndert wurde.

Beobachtung: Falls w momentan der Nachfolger von v ist dann gilt:
Mv] > ey + M[w].

- vean ds Mad plgo %r_sdte\L ored :af‘,//f: MLV]= Cuw +MELJJ/
abs M[w] hau danad nodh wrﬂ'hgx—r’f woesdes
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Finden eines kiirzesten Pfades: Korrektheit

Lemma: Falls der Nachfolgergraph einen Kreis hat (an einer beliebigen Stelle im
Algorithmus), dann ist der Kreis negativ.

Beweis:
m Seien vy, ..., v; die Knoten auf einem Kreis C' im Nachfolgergraph und sei
(vg,v1) die letzte Kante in C, die vom Algorithmus hinzugefiigt wurde.
m Dann gilt M[v;] > ¢y, + M[viq] fiir alle s mit 1 <4 < k und (unmittelbar
bevor die Kante (v, v1) gesetzt wird) M [vg] > cypo, + Mv1].
‘07[4“1 m Nach Aufsummieren aller Ungleichungen verschwinden die M [v;]-Terme und wir
erhalten: 0 > Zf:_ll Cogvis1 T Cupor also ist C' ein negativer Kreis.

S
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Finden eines kiirzesten Pfades: Korrektheit

Aus dem vorherigen Lemma folgt, dass falls G keine negativen Kreise enthilt, der
Nachfolgergraph kreisfrei ist.

Nach Beendigung des Algorithmus auf einem Graphen G ohne negative Kreise, folgt
nun:

m jeder Knoten v von dem aus ¢ erreichbar ist hat genau einen Nachfolger w und
OPT(n —1,v) = ¢y + OPT(n — 1, w).

m Also enthilt der Nachfolgergraph fiir jeden solchen Knoten genau einen Pfad nach
t und dieser Pfad ist ein kiirzester Pfad.
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Dynamische Programmierung Zusammenfassung

Vorgehen beim Entwurf von Dynamischen Programmen

m Verstehe und charakterisiere die Struktur des Problems und seiner optimalen
Lésungen anhand von iiberlappenden Teilproblemen und optimalen Teillésungen

m Definiere rekursiv den Wert einer optimalen Ldsung
m Berechne und speichere die Werte der optimalen (Teil-)Lésungen in einer Tabelle

m Konstruiere die optimale Lésung durch Riickverfolgung der
Optimierungsentscheidungen des Algorithmus

Techniken der Dynamischen Programmierung
m Binire Auswahl: z.B. gewichtetes Interval Scheduling
m Mehrfachauswahl: z.B. segmented least squares, kiirzeste Pfade

m Einfiihren zusatzlicher Variablen: z.B. Knapsack

Top-down vs. bottom-up: rekursive vs. iterative Berechnung
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