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1 Vorbemerkung

Prof. Panholzer hat die illustrierenden Beispiele aus der zur VO empfohlenen
Lektiire gebracht - sie sind hier nicht angefiihrt.

Die z.T. gerafften Zusammenstellungen sind z.T. auch die jeweiligen theo-
retischen Grundlagen zu den Ubungsbeispielen, die in ausgearbeiteter Form
jeweils nach der Ubungsrunde auf http://www.wikiserver.at/tu-mathe-inf-3/
zu finden sind.
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2 Erginzungen zum Begriff ’absolut integrier-

bar’

Die Behauptung, dass bei einer absolut integrierbaren Funktion f(t) gelte
1tlim f(t)=0

ist i.A. falsch.
Damit diese Behauptung gilt. miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1. f(t) absolut integrierbar
2. f(t) stetig

3. f'(t) absolut integrierbar

/Z|f’(t)|dt:c = /Zf’(t)dt:é



4. f(t) stiickweise stetig differenzierbar.

Dan gilt: lim;_, f(¢) = limy_._ f(¢) = 0.
Allgemein gilt:

[F(O)] = f1@) + [/2@)]
limy_oo f(t) — limy__ oo f(t) =

3 Lineare PDG 1. Ordnung (Buch S. 364ff)

a1 (1, .oy Tp) gy + Qo(T1, ooy Ty Ugy + -+ -+
Fan(T1, ... Tp)Uy, + (X1, xp)u+d(xy,. .., 2,) =0
a1 (Z)ugy + ao(X)ug, + -+ - + an (D), + c(Z)u +d(Z) =0

Fiir Funktion u = u(xy,...,z,).

Sonderfall: ¢ =d =0 - 'Rumpf’-DGL:

(X1, .oy Tp) gy + Q2(T1, ooy T Uy + -+ + ap(T1, ..o, Ty ) Uy, =0

Betrachten in Systemen von linearen DGL "gekoppelte’ Grossen 1 (t), z2(t), . . .

beschierben durch ein System von DGL:

l'l(t) = vl(t,xl, Ce ,xn)

To(t) = vo(l, 2o, ..., 2y

2(t) = valt, @2 R #(t) = T(t, ©)
zp(t) = vp(t, xo, ..., xp)

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme: Wenn das Vektor-
feld 0(t, Z) fiir alle a < ¢ < b und fiir alle Z im Gebiet D C R? stetig partiell
nach zy, ..., z, differenzierbar ist, dann besitzt das AWP

E(t) = U(ta f)a E(tﬂ) = T
genau eine (maximale) Losung.

Betrachten autonomes DGL-System (héngt nicht von ¢ ab) und setzen
voraus, dass () stetigt nach x4, ..., x, partiell differenzeirbar ist fiir 7 € D:

—

7 = U(Z)



Nach dem EE-Satz gibt es fiir jedes @ € D eine Losungskurve, die fiir ¢t = 0
durch @ geht. 'Notation’

Dabei ist (¢, @) die Losungskurve.

Definition: Eine Funktion u : D C R™ — R heifit erstes Integral (=In-
variante)des DGL-Systems & = 0(%), falls u(@) = u(®(t,a)) fir alle @ € D,
d.h. u ist konstant entlang jeder Losungskurve:

u(x,(t).x,(t)

u(®i(t).%(1))

Beispiel: # = 1,5 = 1, (0) = 0,y(0) = 0. Losen x(t) = t + ¢ und ergibt
¢ =0 (wegen (z(0) = 0) und daraus z(t) = t. Analog y(t) = t.

o=y

Behauptung: y — z ist erstes Integral. u(z(t),y(t)) =t —t = 0.
Allgemein gilt:

(:c(t)> _ <t> n (c) —t+d—(t+c)=d—c= const.
y(t) t d

"Methode” zum Finden eines moglichst allgemeinen ersten Integrals:

d v dwz, n—1(Z
System der Phasen-DGL(n — 1) T (@) Tn-1 _ U 1(7)

dz, v, dua, VT



Aus den ersten n — 1 Gleichungen gewonnen:

l‘l(t) = ’Ul(l‘l, ce ,.Tn)
J]Q(t) = ’UQ(CL’l, Ce ,[En)
Tn(t) = vp(x1, ... xy)
Annahme: v,(xy,...,2,) # 0. Nach dem Hauptsatz impliziter Funktionen

losen wir x, nach ¢ auf, d.h. t = z,(¢).
Nun ersetzen wir ¢ iiberall durch z,, und erhalten:

z1(t) = 21 (2, (1)) = 1

Tp1(t) = 21 (zp(t)) = Ty

Ergibt allgemeine Losung mit frei wahlbaren Parametern c¢q,..., ¢, 1:
xl(xn) = gl(xna Ciy. v acn—l)
Iz(l'n) = 92($n, C1y- - 7Cn—1)
wn—l(xn> = gn—l(l’na Cly. .. acn—l)
Weiter gilt: Wir kénnen nach ¢4, ..., ¢,_; auflosen:

Cno1 = Pn_1(z1(t), ..., z,(1))

Es gilt: ¢1(2),...,p,—1(Z) sind unabhingige erste Integrale von =
v(Z(t)).

Allgemein gilt: ¢1(%), ..., p(Z)sind erste Integrale - dann ist

F(p1(Z), ..., pr(7))

erstes Integral fiir jede k-stellige, differenzierbare Funktion.
Beispiel: u(z,y) = y — = const.: Daraus folgt dass

F(Spl('f)v R (pn71<f))



—

i.A. ein erstes Integral von Z(t) = U(Z(t)).

Weiteres Beispiel: Gegeben sei die Rumpf-DGL

a1 (F)ug, + ao(X) gy + -+ + an(Z)uy, =0

begriindet folgendes charakteristische DGL-System fiir eine Rumpf-DGL @) (ay, . . .

Dieses System kann man kiirzer mit # = @(Z) anschreiben.

Es gilt folgender Satz: Sei U € G C R"™ — R eine stetige, nach x1,...,x,
differenzierbare Funktion. Dann gilt, dass u(zq,...,x,) ist eine Losung der
Rumpf-DGL und ist erstes Integral des charakteristischen DGL-Systems.

Beispiel: yu, = zu, - setzen y =  und = = y und erhalten nach = =y
und y = x die trennbare Phasen-DGL:

dr dy dz vy
=, = = = —==Z < dz =yd
devdar " iy =z vdz=ydy
2 2 2 2
= 32%4‘01 = Q—;—%zconst.
~——
p(z.y)
22y
= Allgemeines erstes Integral: F(pi(z,y)) = F(? — 5)

Die allgemeine Losung lautet: u(z,y) = F (% — %)
Allgemein fiir n — 2:

a(z,y)uy + b(x,y)uy, +cu+d=0
Subst. (z,y) — (§,n) = ({(2,9),n(z,y))
u(z,y) =U(&n),alz,y) = A(&,n),b(z,y) = B(&:n)
uy = Uele + Uy
uy = Uey + Upny
A(E, eta)(Uels + Upna) + B(S, eta)(Ue&y + Upny) + (&)U + D(&, eta) =0
(A&, + BE)Ue + (An, + Bny)uy + CU +D =0
—

Wiihlen in ¥ ¢ so, dass A, + B, = 0 (zugehorige Rumpf-DGL) - da dieser
Term dann wegféllt ensteht eine gewdhnliche DGL.

>



1 kann beliebig gewihlt werden in Hinblick auf:
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