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Wahrscheinlichkeitstheorie

Empirisches Gesetz der großen Zahlen :

Ein
"

zufälliges
"

Experiment wird sehr oft wiederholt .

zB : faire Münze ( Kopf , Zahl) , Würfel ( 1 , . . _ f) ,
Urne ( Kugeln verschiedenfarbig , Zahlen)

1 1

Z 6- . _ .

Die relativen Häufigkeiten "

konvergieren
"

gegen

"

Wahrscheinlichkeit " Physikalisches Gesetz

Wahrscheinlichkeiten sind etwas
,
mit dem man rechnet wie mit (relativen) Häufigkeiten .

IBSPJ Würfel Ausgänge 1
. . .

6 ahe Elementarereignis Würfeln

Elementarereignisse (w) werden Zusammengefasst zur Grundmann ihr = {1 . - - 6 }
WER heißt Elementarereigniss
bestimmte

(kompkxerdeef.ru?rereingnisse : Augenzahl ist gerade /#euzahl ist 2
, 4,6] e- {2,46}

Augenzahl ist mindestens 4 [45,6 ] C- {45,6}
:

Ein Ereignis ist eine Teilmenge von Grundmenge AE.hr Elementarereignis # Ereignis

wtzahl) t Menge"

Wahrscheinlichkeit = Wahrscheinlichkeitsmaß f- Wahrscheinlichkeitsfunktion ) ist eine Funktion
,
die in Ereignissen

f- Teilmengen der Grundmenge Zahlenwerte zuordnet

Eigenschaften ( Axiome von Kolmogorow)
°) O E PFA ) E 1 wsue liegt immer zw 0 und 1

°) IP =D
,
Plz) = 1 ¢

. . . unmögliches Ereignis
h . . .

sicheres Ereignis

Additiv; |
" IP (Au B) = PH ) + PIB) Wahrscheinlichkeiten addierbar wenn ATÄÄÄ

IPCA, utzu . . . van) = RIA ,) + Plftz ) " - - -

+ PAN) wenn Ay . . . An disjunkt sind
.

Abzählbare)
↳

sigma
" IPCU Au ) =L RIA) - Air Ag. = 01 ttigj i 1 Ei

,
n

Addilivität NEIN nein



IBSPJ fairer Würfel
• D= {1 . . . 6} mögliche Versuche Ereignisse : Alle Mengen die aus 1 - o gebildet werden -64 Stück

• Alle Elementarereignisse sollen gleiche Wahrscheinlichkeit haben : I

• Pls) = 1PM , 2,445,6} ) =P ( {1412} u . . . ok}) =P (Htt . . . + PM})

IBSJP unfairer Würfel : Pffb}) = 05

PM }) =
. . .

=P( { 531=0.1

haben

lieber
Söhne
!"

GrillIBSPJ Münze wird geworfen bis Kopf rauskommt
" Türken

Versuch
°)
D= {1

,
2,3 . . . } Möglichkeiten bis Kopf kommt (Grundmenge ist o )

°) PM } ) =3

PIK}) -- E, Ei

PINIE

BSPD zufälliger Zeitpunkt
zwischen 7 und 8 : wie ist die Wahrscheinlichkeit für eintreffen zwischen 7" und 7

"

7:00 und 8:00 → 61 Möglichkeiten

günstig 7:15:00 bis 7:30:00 ß = [0,1]

Zeit in Sengen 7:00:00 - 8:00:00 → 3601

} Ptt) = ¥ Pka
,
b]) = b-a

7:15:00 - 7:00:00 → 901 Ptt) = ¥1 Wahrscheinlichkeit - Länge d Intervalls

Zeit in hundertstelsekunden RCA) - 360001

→ im Grenzwert PIA) = I

Albert kommt zufällig zwischen 7 und 8 . Bettina auch . Jeder bleibt 10 min .
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit

,

dass sie sich treffen ?

Anknftszeikn voneinander unabhängig .B

PAH

¥
- - -

i

4530

,

Wsl" ist Anteil an Gesamtfläche
| 2

^5
- ; I Fläche EÄ 3600-2500

= 11
: I Pfaffen) =- = -

1- Fläche I] 3600 36
o Ist 30 to Go A



Folgerungen (zusätzliche Eigenschaften )
°) BIA ' ) = 1 - IP(A) weil An A

'
= AUA ' =D

1-- PCs) = PIAUA
' ) = PH) + Ptt)

°) AEB RCBIA) = IPIB) - PFA) Sprechweise :
_

nur
,
die Elemente weg , die auch in Beige!

Au B : A oder B tritt ein
.

(Oder ist intensiv ! )
•) P (B) A) = PCBIIANB) ) Anß : A und B tritt ein

.

= IPIB) - Plan B) Aoß : entweder A oder B (exklusives oder - SymmetrischeDifferenz)
' t.in:: "" :*:':*: .ie?::::::::.i::

=P(A) + PIB) - Plan B )

swsue : PIA ußuc) = . . .

= PHIHRB) -' Pk ) - Parc) - PCB) - PH) + PH ^

..

%:*.
h Wsw : 2

"
- 1 Summanden

O.O. Adm

allgemeiner Fall PIA , u . . . van) = Eil- 1)
" ^

. Sie Sieb formel In
Ffm->

{ =
.
!
"
!!! in _ . . - Ain) ⇒ P !!Ai ) = 2ft)

' "" PGA ;)
" de"

JE {^ ,- ein } IE]
3 701

BSPW zufällige Vertauschung von n Elementen

P(heim Fixpunkt) wslk wenn du wählst kein FP

Alle Permutationen die keinen FP hat !
µ
Letztes Glied Sieb

An . . . . An : A ; = FP s ,
- Snes }

-

. . .

± Sh

P( kein Fp) = 1- PIFP) = 1- PIUAN ) = 1- (PH)' . . _ + PAN) - PCA , n Az ) - . . .

t
. . . ) h facher Durchschnitt : Sie = ! !-

"

PIA ,) = =PA.) = . . .

-
- TITAN) ⇒ si-nt.it

"

BfArmA) =
"

=P#in A) = PCA, #n ) ⇒ s, (2)
'"

= ! Pfui. FP) = E - It I: - Es ! - e. + f- 1)
"

¥
.

sn
= µ)

"

?!
"Küss

⇒ Blass
. - san) = 1- I. + } : - + . . .

H)
"" I !

-7 AEB ⇒ RCA ) < RhB) Monotonie

°) An E Az E . . . . E An . - .

(Lim An ) = ! An PIUANF him Plan)
h u →an

B
,
= Az Bn = Ahl An -1

An = Bsv - - - u Bm

PHAN ) -- Pfu Bn ) =L MB) = hin EPIBN) = hin ( UB) = hin EPIA . )
µ →o

o ) PIAUB) E RIA) + IPIB) Dreiecksungleichung

gilt auch für abzählbare Vereinigungen



Wahrscheinlichkeit für Durchschnitte - Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wslk für A ,
wenn B eingetreten ist .

Fepueutistisch: Experiment N mal wiederholen

B wurde bei ca NN . IPLB) beobachtet
,
davon zirka N - PCANB) mit A

# wie oft A auftritt = N . PIANB)

bedürften
/

IPCAIB ) = Ptt )
1 µ . PCANB)
- PCB) # OPIAIB ) =

* . PCB) Plante
=
PH)

PIB)
" Wahtrscheinlichheit für A unter der Bedingung B

"

IPCANß) = Ptt) . MB)

A und B heißen unabhängig ,
wenn RCAIB) = PCB) - PH )

Multiplikation>theorem : PlanB) = IPCAIB ) RIB) oder PLANB) - Ptt) - PIBIA)

IBSPJ Wir werfen Würfel , •6h . von Ergebnis geben wir weiße Kugeln in Urne ; immer eine schwarze dabei

→ PIahworze Kugel)
µ Bedingte Wslk

PCBN " i -1 " ) = Pli -1) . PCBI " ;)") = ! . # = #
ändert sich E - § . . .

Ay . . . Ab : Ai i = Augenzahl <

1 1

ja : Es -4 . . .

ß = schwarze Kugel gezogen warfen .

Würfel :

ergebnis 1
F-

Symmetrie : Alle Elementarereignisse haben die gleiche Wahrscheinlichkeit .
WSLKRaum

Ist < o wenn für A- ER : PFA) = ¥, gilt , dann heißt (h
,
P) ein Laplacescher Wahrscheinlicheilsraum

Genau dann ,wenn

lfnabhängig : Wenn
" IPFANB ) = RIA) . IPIB) heißen A und B voneinander unabhängig .

paarweise unabhängig : Ann . . _ n An : Wenn für je 2 Ereignisse die Unabhängigkeit gilt 1 : icj En bzw AE i j En i dann heißen
-

An ,
. . . ,

An paarweise unabhängig .

„ =L PCA in Az) = PLAN ' PCAZ)

Pftzn Ag) = PCAZ) .PH}) .

PIA , n Ast = PIA,) .PH ,)

vollständig unabhängig : An . . . An heißen vollständig unabhängig ,
wenn für 2 Ehen

-

Hinein . . - Ein :P# in . _ ntin) = PAI , )
- Pfalz ) . . . Plain)

Planten As) -- PH) .PH. ) .PH)
Bei U : 6×2

%} 0
%) paarweise

2" Möglichkeiten

BSB Münzwurf
An
;
i. Meine Kopf

AKKU
,
Kit)} PLAY = IRA) =P = f- = !

Az a. Münze Kopf
ihr = {KMH) , itzizt} Az > { Ihk) , Hie}

1- 3- Beide Münzen verschieden Ag = { ( Kf ) , fzie)}
AMAL > {(Kh)}
Annas = { (KH)} MAMA) = f = PH) Ptt)

Azn As = { Hie )}
A- in Azntg = {} PLAN Azstg) = 0 # J = PA) IRA)



BSPW Urne 3 weiße
,
2 schwarze Kugeln ,

3, ohne zurücklegen , wie groß ist WSLK
,
das alle 3 Kegeln weiß sind .

Ay . .
.

1 Kugel weiß

AZ
. . . zkued weiß b) → . →

..
→µ

1-
3 . _ . 3. Kugel weiß (Ag' . . . 3 Kugel schwarz )

°) Phalle weiß) = Plans Azn As ) = Play) . IPCAZI Ag ) .PH/AnnAz)
E ° E

,

° } = G- = !

a)P( 2 weiße Kegeln) =

Pfwwsv wswrsww) = TYIA, ntzn Ai) u (Ann Air As ) u (Ain AznAs)) =
= PIA, stzntj ) + PAMINA) + Pftintznts) =

s w

= Ptt) .PH/A)ePlAs4AinAz)tPlA)PAiIAiPlAgIAnAz)+PHi)PfAzIAi) Asltint)
= ¥ . Es . § + ¥ . I ° § + ¥ . ¥ . § = ¥

-

a) Ptt weiße)
WSS

-F

-

( Aa) = P(2. Kugel weiß) nur 2 weil Az (nach 2 Zügen !)

P(ww ) + Pkw) = Plain A) + Ptt , ntz )
= PHI) .PH/AiltPAHePfAaIAe) =

= ¥ . ¥ + ¥ . F = ¥ ± Play)

Play) =P ( 3. Kugel weiß)
= P(www ) thfsww) t . . .



h=L

By . . . 1 Kugel weiß
Bz . . .

1. Kugel schwarz
Sah der vollständigen , totalen Wahrscheinlichkeit

Ereignis A , Ereignis By Bz . . . Bn von denen genau eines eintreten muss grafisch
(dh B1 - - - Bn disjunkt IFJ Bin Bj * 0 und Bs

. . . Bn =D
" / \

PLAID) ⇒
. . . ⑤

Bekannt : PIB) . . . PIBN) und PCAIB, ) . . . PLAIBN) / IG⇒⑦
→
'
⑦ →

⇒ Ptt ) - Ä PIB :) .PH/Bi )
Bleiben disjunkt z

Ptt) = PIRNA) =P ( (Bsv . . . u Bn ) n A) = PUB, sterben A)u . . -113mA)) = Plan B) t.IT/BnnA ) =

= Pkk) .PH/Bs)t .
. . .

+ PIB
. ) .PH/Bn )

IBSPI Urne ¥ ÷ ¥0)
⑤ ! : Er
Fb: äh 0.3 ④ ④

④ ④ ÷! : ÷! :÷ ±
.

+ + + ! = ¥
Pkw ) - Fox ! = ¥

IBSPJ Würfel - je nach Augenzahl : so viele weise wie Augenzahl keine schwarze Kugel , wslk das schweigend
①⇒
µ + ! ' tz + f. Ist f- * ! + f. ¥ + ¥ . f- + f. ¥ = 3¥ totale WLK für

07-20%0
1 Schwarze Kugel

1- ↳ +

⑥%.# ③
11A

°

+

⑤ ⑤ ④

+ f" +

⑤

falls man nur Az kennt: (und A , wissen will . . .

PCA, n Az)
Ptt) Aa ) =

"

PF
=

PGYPI.tl = III = }



Satz von Bayes
Annahmen wie vorher (Be . . . . Bn

, A)

PCBIIA) =
= PCBil.PH/Bi)jEPlBjlPfAIBj) } Summe der totalen Wahrscheinlichkeiten

Häufigkeiten 1Pa
,
Pb

,
Po

A
,
Ö

aa

⑨ Blutgruppe Frau A Pschyrembee : G) ß( "A ") = Pa' +2pA p.
= 47%

bb

Sohn 0 2 Allele ab o 3)BIT ("B) = Pj + 2ps p.
= et .

po
- Ego ± 0.633 Formeln aufschreiben : ab! ] AB IPÜAB") = 2Pa pb = 4%

(a. OD

pa : § = o . }
( a. O) ( bin Plato) = Zpepo 00J ⑦ IP (" O " ) = po

? = 40%

\ Plbco) = 2ps po

pb
= ¥ = 0.067 (OP ) P (0,0) = poz-
IP ( sohn ool ich ao ) = 1 IP( 001 aa) = 0

Iplsohn 001 ich bo ) =L Plant bb) -- O ⇒ Pfoten "

00
") = 2papotz-2pnpot-ztpoz.lt

Planten 001 ich oo) = 1 IPIOOI ab) = 0
=

polpatpbxpo ) = po
-

Po

*(Ala) = P¥ä = %P = pa = 0.3 Grin hat Blutgruppe A

PCBIO) =
PCBundo)

P>

¥
=

pb
= 0.067

PCOIO) = po = 0.63

Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist ein zufälliger Zahlenwert .

Mathematisch : Wahrscheinlichkeitsraum@ ,

P )
,
Zufallsvariable ist Abbildung X :D- IR

Verteilung einer Zufallsvariablen ist das Wahrscheinlichkeitsmaß
,
was angibt , mit welcher Wahrscheinlichkeit X gewisse Werte annimmt

.

in µ
B x

AEIR : PdA) = c- A) = weh : Kw) EA} )

IBSPJ Werfen von 2 Würfeln

D= {11,11 , (1,2) . . . (6,6)} = { (Xie) : IEXE 6,1Ey :b }

. . .
Differenz der Beiden Augen zahlen (absolut)

IP ( {5 }) = IPCXE {53) =P# < 5) = IPC ftp.ly-x/=5} ) =P ( 116,61}) = ¥

tun }) = Plxetis) = % = ! pq.giiiijf.FI -- E
1¥. ( {3}) = IPLXE Es}) = ¥

%:({2}) =P#{B) = ± IP (X = F) = 0
18

II. (M } ) = PEEK}) = I IPCX = - 10024) = @

P:* ( to}) = IPIXE So} ) = %



diskret : Eine Zufallsvariable heißt diskret
,
wenn sie nur endlich oder abzählbar viele Werte annimmt.

S4: Wenn ZV alle reellen Werte tolle Werte in einem Intervall annimmt
,
heißt sie stetig .

Wahrscheinlichkeitsfunktion :

µ (y) = Ipfy > ×) = ( {×} ) XEIR Wenn X diskret ist

BAE ?
.
Px " EIN = ! pxlx)

Verteilungsfunktion : Fxlx) :B (to , B) = IPIX E) a) stufenförmig ,
stückweise konstant mit Sprüngen

( Sprünge : wslh mit der einzelne Punktwerte angenommen werden )
3 Arten von Verteilung an Beispielen a) F ist monoton nicht fallend

IBSPJ Würfel (von vorher) mit Verteilungsfunktion e) auch von rechtsstetig

0 XCO

1 - - linkerHand wird
% o < xct PCXEX) = IP#=D) = !

%
.

- mitgezählt Rechter
% _

-

Rand nicht !

% 1 < + < 2 IPCX<× ) = IPCXE 1) = PLX :O)+ P#=D "

re - daher

⇒ „ = | „ ×,
a. xd !

Ing 4 EX < 5
1 2 3 4 5 6

1 5EX

^

,
- - _ -

-
'

-

BSPW X stetig : Ankunftszeit im Kaffeehausbeispiel Verteilung von X angeben ;
' Fx ist stetig

"

'

nicht fallendX Ankunftszeit ( in Stunden nach 7- Uhr) l

o : xao ↳
EIN = IPIXEX ) = §# zwischen Oundx) :X OEX < 1

Sagt ein Autofahrer am
1 :X > 1 anderem am Schwarzenbergplatz :

" Oh es ist rot
, eemmaeuef

an Kaffee ! "

IBSPJ Ankunftszeit (bei Ampel ) zeigt 20 seh grün .

erünpnase 1 ×

-

40 seh rot ¥-4 s Töging
pqoz.gg × ist Wartezeit.

"Phase

40

04490 : ¥ = PIX) =
2
60



stetig: alle reellen
diskret: endlich abzählbar

Verteilungsfunktion f) (e)=P# < x) gemischt :

diskret :stückweise konstant
,
dazwischen Sprünge ¥] III;D

stetig : stückweise differenzierbar , Gleichverteilung auf Lais F. = { ¥ Y fx -- FIG ) = { !
"""

OE XE 1

Eile : ¥ Für 0 und 1 gelogen !

a) rechtsseitig
°) nicht fallend
" Fx to) = 4)→ Fxlx)

" linkes Ende"

°) Fx (D) =

6¥> • Fxlx)
= 1 "

rechtes Ende"

Dichtefunktion fx : IR - IR
"

Fx =

.

A) dt
Analogie zur Wahrscheinlichkeitsfunktion pxlx) = PIX))

Eigenen f) 4) = Ep, (f) Ein Wahrscheinlichen
TEX

a) f× (X) 70 ° )
# 4) 70

If, dx > 1
°) Ep, -1

gemischte Verteilungen
.

Hat sowohl eine
" Dichte funktion

"
als auch eine

"

Wahrscheinlichkeitsfunktion
"

t
,

⑤ Wartezeit Fx
×

BSPW komplizierte Wartezeit Pkw) > PCX >1) = Es dazwischen gleichmäßig
%! {Über -

Eigenschaften
• ) f) 4) = E. pxltl + f) It) dt
•)

(O) = § um auf nur WSLFHT zu kommen
1 → * E

¥ = % ° ¥5 Diane :O - * :

** : :p:# + %:* ÖT
""

= ! !:

Mischung von Fy und Fz mit den Gewichten a und 1-a 0 East

Fix > = a. Fix) + (t- a) Fzlx)

Jede gen . Vert . kann als Mischung von seelig + diskreter Verteiler angesehen werden



Spezielle Verteilungen
1) Diskrete Verteilungen endlich höchstens abzählbar viele endliche Werte

Dla) deterministisch P#a) = 1 px
= { I Ist da degeneriert (verfallen )

p : x
= 1

Afp) Alternativerkilung PHO)-1Tospstp.ly/--ty-p:x=oP(X--1) =p 0 sonst

Dla , b) Diskrete Gleichverteilung Plx > a) = Thx > auf . . . =PHb) =¥, ß, 4) =¥" """
'
""

aha lapheasher Wah Raum
sonst

a.be/IaEb

IBSPJ Würfel a. = 1

b. = 6

Bhp ) Binomialverteihng µ ,#{P II.f) MHP)
"

omen

n unabhängige Versuche , Jeder Versuch Erfolg oder Misserfolg

IBJSP n --5 Möglichkeiten 2 Erfolge auf 5 Pläne aufzuteilen :X
= Anzahl der Erfolge p

= P( Erfolg)
11=2 EEMMM MEEMM MMEEM

Ip = J ) EMEMM MENEM LITE → 10 p, (2)
=

e-2) =
EMMEN HEMME
EMMME = top

? (1-p)
'
= pzft - p)

'

Fallunterscheidungen
(fallen eigentlich weg :)

HIN, Ain) Hypergeometrische Verteilung III. ( I )
- [max (O

,
nett -N) Ex < min (n , A)

Pylxs = { (Nn)

(n , AE N)

IBSPJ Urne : N Kugeln ,
A weiß

, n Kugeln ohne Zurücklegen ziehen

[N> 5, A- =3 , 3 bereits gezogen]

[*(P) Rl# +1=11 - p )
"?

p + = 1,2 . .
.

unabhängige Versuche bis zum ersten Erfolg

| Geometrische Verteilung
F- Anzahl der Versuche

Glp) IPLX > D= It- p)
"

-

p x > an . . + = Anzahl der Misserfolge

×-h

NBITNß) PH-xt.FI ) p
"

| Negative Binomialrerteihng

bis zu
!;!, Erfolg

NBINß) PH)-1 Hp)
"

p
" =/

" YA -PHP " zählen der Misserfolge
✓ 4=0,1 . . .

1) = '*n→)__(^ geht für jedes positiven ,
× !

Pfl) Poisson Verteilung n muss nicht ganzzahlig sein

(verteilung für ( x ) = e-
"

das

seltene Ereignis x -- an . .
. aha Grenzfall der Binomialverkilug

t
sehr viele Versuche mit hl . Erfdgswslk) n-•

n -

p
-d



Spezielle Verteilungen v>
Dichte

stetige Verteilungen l a:X)

stetige Gleichverteilung : Ula ,b) aeb fcx> = { ¥9 sonst

Standardgleichverteilung 410,1 ) a-0,6=1
IBSPJ Position von × des ersten markierten Intervalls

- IPCXEX) =P( es gibt Mahierung links uonx)
° 0.5

'

n\
1- Ples gibt keine lhehierungünusvonx) = 1- (1-¥)

""{
1-e-E

E ?

Exponentialverteilung EK) d >0 Fix, > {
^ - e
"
"°

Dichte fcx) : #×, = { ""
" ' "°

0 XCO 0 : xco

Gamma verteilung : Mail ) fcx> = # 014^2" xso

N

Fax> = möglich wenn d Ganzzahlig
Gammafunktion Ma)#" " e-" dx a >o

→ partielle Integration

•
Gvertd Poisson rot . Mix

Funktionalgleichung: Mail)
=
a. Ma)

÷:| a) = 1
,
Mn, -7in) ! n

!!"""" "
""""""""

§ MEINE \
Betafvnktion : Bla ,

ß) = Ix-H-x) " " dx a. ß > o

Verteilungsfunktion
Bla , B) =

Matt
•

Man) µ Ex> ffn ) du
ß-1

→

Beteuerung (erster Art ) Bylqß) fix, = ¥% Locus]

µ
nicht geschlossen integrierbar

Betaverteihng (zweiter Art) Bala , B) fix) = f) in 0 < × /
Normalverteilung N (µ ,

E) f =g- e-
'

NA
,
1) µ > o E- 1

Lü - G
?

Standardnormalverteilung ycx> = # e-
¥

§ Ätze e-¥ du Verteilungsfunktion der STNV

NIMM → Fma = IPCXEX) = § (¥)

Errorfunction : errfunlx) e-
"
"

die Ek) . .

=
- errfun ¥ )



IBSPJ KN(0,1) ETH)

" "

„ ±: iii. no.. .511,96)

× - N(3,16)✓ „„„„„ „„ = qq.qy.qg.z.in# = #„„ µ , . ""
; ;; µ

.

=

R . . . Statistikpaket pnorm (1.96)

pnorm
( e.58 ; 3 ; seit 116))

XN Fx suche × so
, dass Fxlx)=p (O ← pst )

solches × heißt p - Quantico p
= In Medien

p
= f , } Owartile

Chi - Quadrat Verteilung Xp X ) : ME ,

! ) f . . . Anzahl der Freiheitsgrade
ii. = f-IE)

+ verteilung
} mehr als eine Zufallsvariable , × mdy diskret

F Verteilung



- . . Mehr als eine Zufallsvariable . . .

Zufallsvariable : gemeinsame Verteilung von zwei oder mehr Zufallsvariablen (mehrdimensional = Zufallsrektor )

B, (Xp) = 1PM:X , 4=4) .. . gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion " " X "DY
psg zmae würgen
X kleinere Augenzahl

II

mehrdimensionale Zufallsvariable -24,4)
"

Zfalhvehtor y größere Augenzahl
BIN =PIX. X) =P# 1) =

Wahrscheinlichkeitsfunktion : pzlz) = pzlx, y ) - p, HM) P # 1,4=1) + . . . + PH)
,
f-6) =3

stetige Verteilung

Verteilungsfunktion : Fzlz ) =P (Zz) z# y ) = IPIX , 4) EHM )
-
soll heißen XEX und YEY

im diskreten Fall
:

Fx
, ylxiy) = E. Pl-u , Kv) = E. Ray (un ) (2 Variablen )UE*

✓Ey UEX
✓Ey

Fx A) = 2 Px (y) = {E. . . . Er Pxn , . . .
xn (y , . . . yn) ( n variablen )

IBSPJFqlx.ie) = |! * ^ , Y " 4=134 Fxy (3,5/2,8) = Pxy ( 1,1 ) -1 . . . + Pkk) = 1,9✓=3
'

:

Grenzen
mehrdimensionale Verteilungsfunktion Fxlx) = PIXEX) =P(XEX , , . . .

XEXN) × = (×, . . . ×) Fotos"
× = (xy . . . Xn )

stetig : EM) = PIXEX ) =P (XEX , . . . . XEXN) = §
"

. .

Äh
. . .

Xn ( m . _ ynldy, . . . yn £!!
"

- - -

Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsfunktion in n Dimensionen Eigenschaften einer Dichtefunktion :

p×( X)
→° t XEIR fylx) 70 THEIR

Lp, ( x) = 1 = ¥ . . . &
,
Percy . . . xn) % . . . IT fx (* du _ . _ dxn = fxlxs. . . xn ) = fx, . . . x. (h .") > 1

XEIR"

(monoton , rechts!, x-ol + so -1)

Eigenschaften einer Verteilungsfunktion : Flex
,
. . . xn ) n --2 4) a , < bei azabz

Flbs
, be)

- FCB1 , ez ) - F ( es , bz) t Flat, az ) 70
^ ) Flxi

, xz ) rechbdeeig (wie in R)
" b ,

"" "

!! !
" "" "

2) Flxs , Xz) nichtfallend

g., µ, µ , „ , = ¥>µ, . . , ×, = ,

m

*. .
. "
. „„ →„„ *.. ..

3.) ¥:< ±'Ä""
"" ^ ÄÄ i:÷:

3) ¥? Funk,k) = Fxn 4) Rand verteilungsfunktion

• ) stetig ,
zweidimensional : fay (x.y) = fix

, y)
= < ( Pty) 0 : y, Ey ± 1



Erwartungswert
Gewinne ×, . . . × . mit Wahrscheinlichkeiten pcxs) , . . . plxn )

X reeller Zufallsvariable •

N Versuche : N ' pKs ) mal Xs → N . plxs ) . Xs # (× ) = { xp + (×) = ↳ xfylxsdx diskret

;
N pcxn) mal Xn → N - plxn) Xn

= N ( Plakat . . . plxn ) Xn)

Annäherung :

×
'

auf ganze Zahlen gerundet x
"

so# (X
") = En Pln ± Xcnxt) = Ln] oh, =] fxdx

×
?

auf zehntel gerundet

diskret E-µ> =Lxp, 4) gewichtetes Mittel alles was in diskret existiert
,
wann in

stetig E- =

.

!# cxsdx f- %-DX xfcxsdx ) seelig übergeht werden

gemischt : E =
Ex

p×(×) t -¥74) DX & → J WSLKFKT → DKHTEFKT

Abhängigkeiten und Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Ereignisse AB heißen unabhängig , wenn Plan B) = PHIIPIB)

Zwei Zufallsvariablen X und Y heißen unabhängig , wenn für alle Aß ER gilt : P (XEA , YE B) =P (XEA) - IPIYEB)

oder Fxy 4) = Fxl" ' Fyly) oder lx diskret :) P, 4) =p, lx) - pyly)
→ PIK-xif-yl-PH-x.PH)

oder Adelig) : f- „yay) = #x) - fy (y )

mehr als 2 Zufallsvariablen × , . . . xn
"

wenn jede endliche auswahl

unabhängig ist "

• paarweise unabhängig xi , xj sind unabhängig t 1 Ei Eh

• vollständig unabhängig Fx, , . . . xn (" "
' " ' = Falk) . . . In lxn )

- diskret : Px
" . . . x.

(h . . - Xn) = Palm) . . . B. kn )

- stehe : fx
, . . . . x. ( u .

- Xn ) = fx.lk) - - . - # kn )

× und Y sind nicht unabhängig: ß, HM) > IPCX> x. 7- y ) = X :X) PH -ytkx)
-

Pxlx) Py , + LYIX)
Pylx IYIX)

Pylytkx) } MHH) = RiehlPxlx)



Beispiele für Anwendung des Erwartungswert
IBSPJ Würfel , Augenzahl als Belohnung wird ne 6.106 mal wiederholt IßSPJ Pfx = 2

") = ¥ (St Petersburg Spiel)
① 106 . 1 n . 106 Stundenlohn : ②

°

%! !? ? % zieoo EIN > £2
"

- In = 91=0
- 106 6.1-06

= 3.5 pro Wurf

5. 106

6-10621
- wo

p⑨ Pfx = f-1)" (nu) = #F) = In - ¥ = ^

③ EG) =L#¥) existiert nicht

IBS.PT fairer Würfel

④ Elx) = 1. ! + 2- tot . . . -16¥ = Iz
BSPW⑥

⑤ a a- x Eb

⑨ Bhyp) Dlais) : f = {¥5 sonst

PH-xt.LI/p4-p)
""

* o, . . . in ⇐ = § ⇐ dx = ⇐ (I - E) = =
"¥

EIN -- Ex pxltp)
" LYIIT, :p " H -

p)
":

„
(n
-1)!

=

" MHH
"

:* [ "
Mari"

= { n G) ph" (Ap)"
-"

= np EK) pklrp)
" " "

-
Binomische Formen

→ IE = n - p

⑦ ⑧
IßSPJ NA, 1) . 443=12 e-¥ BSPD Gaochyvedeilung fcx) = 2)

•

Eu) =/ dx
•

→

Eu :[E. e * = :L
.

mit;] - ↳¥[ = .
0

negativ: /
D= →

→

BSPW@ Ampel
0 ! xeo

"¥: :*: " "
-0 40

ACO) = }

f-+ (D= % 40

Ek) = 0 . } + ! × # dx = 0 + ¥
w

{xpxlx)



Magie :

fyly IHX)

fy, ×, } ¥ bedingte Dichte
PIYEHX) = [ fyftt#dt

Wegum bedingte Wahrscheinlichkeit mit einem bedingten Ereignis mit WSLKO zu berechnen ( Funktioniert nur wenn Bedingung > O )

kann als Grenzwert von Pf YEYI X -E < × < *E) verstanden werden .

Bedingter Erwartungswert

4. X diskret E HI # x) = Ey . pylyl # x) = Ey Pyffytkx) = Ey

y , x stetig EIYIHX) = Sy . fylyl Hx) dy

Eigenschaften des Erwartungswert-es

^) Salz vom unachtsamen Statistiker

E. pcx) Pxlx)

X. g : IR → IR
,
4=94) EM) = Elglx)) = { Sg fand× geht auch mehrdimensional

2) Linearität

E- lalltb) = a EH) tb BSPW Augenzahl , p = (X -3T

Elektb) =L (axtb) pxlx) = a Ex pxlxtb . Er pxcx) = { y IPCAXTB = y )- - Plglx) -- O) =P#-3/2=0) = =3) = !
EV)

1

PCGLX>y)) =L PCX =D Pfg = 1) = PAX-371)) =P#z or #4) =
E- GH)) -_ ÖÄÄIG#y )) = fy.LT#xI=f?g1IH=xI=EGgNlPlX=H=&9HiPx" =p#4PM )

3) Additivität

Xy EIXTY) = ECHTEM) z = 4,4) zweidimensional

glx,4) = Xty glz) = XTY

g. ( x.y )
= × gtz) = X

SLXM) = y gcz) = Y

EHM) > Elg =L gtz) . IPIEZ) = fgglqyy.ph/=x,y=y)=!rlxty)lPfX=x,Y=y)=&GxP/X=x,Y=y)t # § , PAH, y -- y) =ZEIR
?

= Ex PAX) + Ly PH)) = Ek) + Ely)
- -

IECX) Ely)

4) Monotonie IBSPJ IPLX = -1) =P#= O ) = IPIX = 1) = Ig

XEY ⇒ EHKIECY) Spezialfall X >0 ⇒ EH) >0 4=+2 Pfy -- O ) = I
IP(y = 1) = Es

Wenn X und Y unabhängig sind : EIX - 4) =#(x) . Ely)
4,4=+3-x E-(X. y) = ELX) - Ely)

E- (x. 4) = § xy IPIX > x) - IP ( Y : y ) = § § xy PH) PH -_ y ) = § xp (Hx) . Ey IPIY = y ) - Ely ) . Elx) E- (y ) = }

PCX-0,4=1) FIPIX> O) 1PM -1)



Philosophisch : Erwartungswert ist ein "Mittelwert
"

( vom Fepuentidischen Standpunkt aus)

Lage parameter - typischer Wert verteilen von × um den E

I

X LF x x x nicht schlecht

× Ex besser

Wie genau gibt ein Lageparameter die Verteilung wieder ? xxx ¥ schlecht

Maßzahl: aha Mean Absolute Derivation → MAD mittlere absolute Abweichung von a

MAD (m ) = ECIX - ml ) µ ÜBEN \)
" in O not man Abhing o

"

i

-

nature non fecis sollen

m = EIN oder ein anderer Lageparameter _

'

Betrag ist Pfui → viel beliebter : Quadrieren
,
MSD

,
MSQ

,
MSE (m ) - ÄIX-mi )

Varianz : NIH > EHX - EH) ))
Verschiebung ändert nichts an Varianz !

Haltb) - EllaHb - Elalltb))) = EllaHb - AIEIAHB))> Elek- EX))> Eli ( X - EH))
') = a' (H- Ek)) = az.mx,

Standardabweichung streng : Ä) RMSE

Kovarianz Carl X. y ) = EIN- END (y - EMD) -
Herleitung :

Wenn X und 4 unabhängig sind , gilt Gvlx
, 41=0 (Htl) - EHHY-EH.MY/=IEKXtY-Elx ) - EMD)

Beweis : EIIX - EHDIY - Ely)) = = IEIIX -EM))) Elly - EMD) + 2#(LKEHDCY- Ely) ) ) =

EHY - XECX) - YEN + EINEN =

=

NIX) +NM ) + 2 Gv (44)
3.× Produkt der

EHY) - EHIEH) - EHEM) + EINEN =

= Elxy) - EHIEH)

unhorelliert : E- (x) .IE/y)--ElXy)

NIX-4 ) - WM) -IHK)

Korrelation ( Korrelations koeffizient )

14,4) =
Cort
tv

- tag ← 1



Deutsche 
Version 
verwenden

ins Englische 
übersetzen

Huffman

Stoner- Movement - Serien; manSteinerne Verschiebungsah:-
a) Herleitung

NIH + 0 + LEIH-mi
# ( (x.mpf.IE/lX-ElHxE+mI)=ElH-EHD42lX-EHIfElxI-m)tLEHtmI )
-

WIR SEHEN : m = 0 → EH') = NIX) + IEIXD
?

2. (EK) -m ) (EIX - EIX)))
-

^) NIX) = EIXZ) - (ECHT a) ETH - E- 4) =D

2) EH') > EK)
?

3) Ek) ist bester Lageparameter fder mit der kleinsten Abweichung )

IBSPJ fix,y) = 3 (xzty?) : O < + cyct

µ, y ) = contre EK)
,
EG) , EK) ,

EHY )
,
Eli)

NIX) HH)

IE = µ - ylx↳Handy =3 '

ie
"

dxdy = ) +

"

er = ? ! ¥1 :*. =3
t
"" °" "sehen\ 3) + atzyb + + aynzd.ae, = ) +4"I!dy = 3%1%11*+7 Formel für Ernahnpwetbeeehmge.ie

„ e -243
=

÷: ¥: ¥: ÷
.

I = = Im =

o.se/BSPJfcx,y) = es ¥ 0 < xcy < 1

q
mit zweidimensionaler Dichte arbeiten

X- Bln, p) ,
EIN > np → NIX) ? uff ?? ]*

EH') = Äh ' ( ! ) p" It -p)" " = II. like) p " It-p)"" = - np EHE! ) p
" " ( tp)

" "
=

\ . ,

-

= np Eilte) (I ' ) p ' It - p) "
" "

=

NIX) = EH ') -(EK))
'

=
n
'

p
'
- np
'
+ np - np
!
np ( 1 - p)

=

np [ In -1)p + 1) = nzp? - np? + np

-
*
Trick für den Kauderwelsch : Indikatorvariable 0 oder 1

y, = {
1 iter Versuch = Erfolg
0 Misserfolg
h

× = [ Yi
i >1

IEIX) = EEIYII = np
µ Weil unabhängig !

MH = EHM;) = nlp - p)



Quant :
* ptrohtil )

Xp heißt p Quantil wenn tlxp- O) :p ? # (xp) ^

Xp
- /
-

PK Xp) Ep ± PIK xp) xp
" - - -

Wahl des Praktikers : Mittelpunkt weilten) von neustem und grünen a.an"
xp
"

Versuchen E umzukehren

+"TT x
'

Wahl des Mathematikers : linker Endpunkt (kleinster Wert)

Xp wenn J ! xp : # (xp ) =p

verallgemeinerte Inverse : F-
"

(y)
= Inf { X : Fx) > 4) = × wenn Fcx, über y springt (Xx : # 4) =D

kleinstes × wenn es mehr als ein × gibt für FXIXFY

Für welches m wird flm) = EHM) minimal ?

solange : ffm) = O Em EH-ml ) --9

Elfen IX-ml) = Efsgnlx-m) ft)) - O
= f-1) ( PH>m) - Plum)] Plx -- m ) EO

⇒

Ipfxen) = ! ⇒ # (m) =L



Transformationssätu :

X Zufallsvariable (ein oder mehrdimensional)
Funktion g : IR -> IR oder R

"
→ IR oder IR " → IR

" BSPW 010,1) Gleichverteilung
gcxs =P SCH

a

a >o g, = F) (g) = }!!!!
"

X diskret : mit möglichen Werten xn , . . Xn . .

4--941=1/3 (XYmöglichen Werte für gcx) sind plxnlßcxz) , . . .
Füssen nicht alle verschieden sein ! y O : YLO

P
,
=P(y > y ) =P(g (x)

-

- y ) = 21PM- x) =L ! (x) Fyly) - PHEY) =P < y )
-

- Iplxiy) =

xi.ec#yx:gcxs--y Plx! ) = <
y
! ) > y! } !! ! ! !

1. Fall 2. Fall

Allgemein : g umkehrbar g
'
→ 0 oder g

'

0

2.Fall :
gco ) = 49*9 " Bsp gerne

- ×

pcxs

gta ) = ¥3,84) gfoo) > O

Y > GH) Xrfx) mögliche Werte für y :{ gcx) : XEIR} =] glo)
, graf Transformierte Zufallsvariable hat nur positive Werte

← < gegen FU) =PHey)= IPIGHHY) = IPIX> g- '4) = 1- RHEIN) = 1- Ilg
- Yy)) ÷: ::

1

fyly) -_ Ey) = -G)
"

(y ) . # Köln) > kg -Tief# lg-tlyD-F-fxlg.ly/)yegllRI=fgcxs:xEIR }

für fünf # ljtifyeg = HÄNGER]

IBSPI gcx) = e-
×
X- Elf)

µ, > { I
"

× > ° 9-
"

4) = -684) die = - ¥ dazu, = - e-
×

× <0

fyly) =/. #de
-ttby)

:

Y >0/-44>0 lag , ⇐ yä -1 =D .ly yay
0 weil # (g-' (y )) = 0| ± "

0 weil g-
'
( y) nicht definiertYEO

BSPW Xn N (0,1 ) pcx) =P 4=+2

yzotylyt-PHH-PHkyt.PL/XkTyI=PfTyEXETy)=flTy/-oIfTy)

Hat ! ftp.#9lrErietrrfFre-EIIr&eHE-=fz*e'E. Inne " = Frei : :P =

, i
:

↳ Gammeverceieg mit a-- Ey - I

(Funktioniert genauso wenn p :
R
"
→ R

"

, g diff, umkehrbar)

*i: → ÷ ÷:)
Anwendung : Verteilung einer Summe XIY gemeinsame Verteilung mit Dichte fx

, y S = xty T - X

(SF ) = GIXY) = (Xxy , X )

914M) = Xty g-
^ Is , f) = ( t , s

-t )

aua " :¥ =3:÷ : Hat:* :: 1%1=-1SCXM) = (XY ,
x )

s t

fs.t-ttlefxylglsittf.by/t,s-t)
Dichte von S : Randdichtefscss-I.fr/s,tIdt=ffx,ylt,s-tIdt#ong !
X und 4 unabhängig: fxylxiel-fxlxlifyk-fslss-I-fxltlfyls.HN- = # * fy (s)



im Diskreten :X
, 4 sind diskret 5- XY

Ps ( s) = PLS : s) =P(f- Xty = s ) = § IPIX :X, Xty -- 5) = SPIX > ×
, Ks

- x) = Spy (x. s - x) statt × - t → von stetig
in Diskret

wenn X
, Y unabhängig

Ps Cs) = & pxlx) py ( s - y ) =p, * pyls) diskrete Faltung !

Transformation-formel

^ , g : R
"
→ R

"

f, (y ) = { Köln) 1¥14 : reg IR
")

0 Sonst ( heißt : ] XEIR
"

mit y
-
- gun)

X und Y unabhängig und stetig

f-++yftl-jfxlx.ly/z-x)dx=fx*fy Faltung Hinweis :

Ma , d) * d) = Mathe)

f# lt ) =.IM/fylyl.f+lz.yIdy-BSPDX,Y~Eld
) unabhängig #4) = fylx) = de ×

(× > o]

→ integra! biegen xngah
"

:SÄÄÜ fstzkf-fyezs-%ba.fz-ydx-jae-ix.ie-*⇒* = die -a) dx = { Ii
"

÷
↳ a.) = {"

°

→

"" ÄH)# ANDY =.FM/ie-iYlHdy=%eeI;=,#
2<0 : O

man kann Verteilungen transformieren :

9441=4+4 , ¥ ) , g-
" (s

, g) ,
s = Xty = 4/1+9)

y = ¥
+
= I
Ate

Funktionaldeterminante :/ ;] III = = -Ep -¥. = -¥.

fs.dsar-f.IE/fy(Ee)tE/=de-t:.deiEe ¥.
⇒die- ^ ¥, s > 0 970 ⇒ s

, a unabhängig



Mullivariate Verteilung mit Namen :(Anwendung der Transformation>formel)

^ , Multinomialverteiwng (diskret , verakg . von Binomial) : n Versuche mit Ausgängen 1 ,
_ . -
h 6=2 Binomialroteihng

( Xs . . - Xu ) Ergebnis Xi . . .
# Ausgänge i Wahrscheinlichkeiten p , . . - pn

PH) = Px, . .. xn ( xy . . . Xu) = { ×ix !
MP? -

- - Pk Xi > 0
,
Xsx

. . .
+ ×" = n

0 sonst

2) Normalverteilung(stetig) NLO, 1)

Yn . . .
Yn unabhängig → (aufschreiben als Zeilenvehtoren statt y jetzt × → Spalten vektoren

für -4
, . . _ "
hi . . . ) -5# e-÷ Eure =¥; e

- ¥
t.at. ." "" " .li?rE.e:=#iE=Ei

Y = A- Xtb AEIR
" " "

,
b. ER "

X = Aytb Ae IR
" "

,
b E IR" A regulär gcx- Axtb

umkehrbar g- Yy ) = A-
'( y - b)

A regulär : glx) = Axtb

umkehrbar : g
"

(y ) = A-
"

(y - b)

Nlb,

Dichte einer melrrdim .

Norm "
_ (y -BTS

-Yy-b)
- M -b)TAI-'A-'(y - b) 1 1 -4- b)THAT)

- '

( y - b) 1 1 -

fyly) =# (ÄH- b) ldetlt-YI-I.EE Tet
=

En e

Fettes
l

<

E. = AAT

b. . . Mittelwert , G Kovarianzmatrix detf-detft.AT/=detfA)detfAtI--IdetIA)Y

gemeinsame Normalverteilung , unabhängig wenn Kovarianz = 9 !



Momente
ntes Moment von X Mn = ELX " )

ntes zentriertes Moment mn
-
_ ( IELX - EK)) " )

ntes absolutes Moment EIIXY)

nte absolute zentrale Moment

Siedende :

Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion → X diskret (nicht negativ , ganzzahlig ) an : Ilanz " Erzeugende Enniion
,
z Transformierte

0 N

Efz" ) = [ z " Mx = X ) = { zxpxlx) ( geht für IXI Et ) an
=

× =D × =D

g.
'

n) = Ex z "
-tp, 4) / = Ex pax)

= EIN
× :O

-2=1

Fahtorielles Moment g
" (1) = EIXLX-1 ))

n Faktor ielles Moment : ghl 1) = Et ?

g.+ A)
= ftp.ln.z" = Elz " ) g.*ylz)

= II ( z- Y) = Efzx . z) =

X - PX KY unabhängig ⇒ Xty - Px * Py 2x

unabhängig

4 " PY gylz) = %
.
pyln). zu = EH') = Efz") . Efz") =

= g, A)
° gylz)

exponentieller Moment : Mxlt) = Äle
") geht für stetige und diskrete Zufallsvariablen (WENN es geht !) bauen verleihe

' '

n

↳ A) = Mxtt) = Eli") = f) (* e-" dt wenn × stetig
für X"

,
KO

-
Laplacetransformierte

Momenten erzeugende Funktion : Mut) = Efc ) =L the = [ MIT
„
= . erzeugende Funktion für Momente

b i

e
"

= [XIn !

Mn = EIX" ) = Mx " (o ) "

neues Moment
"
= 1

charakteristische Funktion Ieixtt =/ aus HH + isin HH ) = 1
(der Verteilung von x )
↳Gewinne eindeutig fest ! y+ (f)

= IE (e "
t

) = # (wslxt) i E ( sinkt))



BSPW Poissonverteilung p, 4)
= ¥

:
e- "

gxtt) = Er e-
1
= eltz - 1)

Mx (E) = e
""- t)

charfht : GH) = thdeit)> edle
"
- 1)

BSPW N (0,1 )

int) Ie" . ¥
.

e-¥, :[⇐ e-
"

dx :[te"
"

dx = E)Frz e-"⇒ dx =
e an

✓ Momentenerzeugende
)

1

9×41=14×1it ) -- e
'

= e- ¥

Inversenmethode :

Möglichkeit , Zufallszahlen mit beliebigen Verteilungen zu erzeugen .

X Fx stetig , streng Monoton 1¥ > o) , Fx umkehrbar

✓ = Fx (x) E [0,1]

0<4 < 1 : IP (u Eu ) =P# (X) su) = IPCXEF,
-Ya)) = II (I

- "

(n ) ) = n U -_ f) (× ) ~ Ufo, 1)
"
u ist gleichviel auf Oma ^

"

x -- Itu )

Wenn F eine stetige , streng monotone Verteilungsfunktion ist dann

^ ) X nach F verteilt
,
dann X gleich verteilt auf 0,1 FCX ) ~ U ( 0,1) geht noch allgemeiner : nur stetig ✓

z, wenn U auf 0,1 gleichverteilt , dann U - 40,1) ⇒ FYU) v F
-

×

Normal verteile Zufallsvariablen -
weil : IP (Xs × ) = IPIF

- "

(a) EX) = IPIUE FG) ) = Ex) - in inr. vorm . rot . einsehen

Binomial geht auch ( ob"
"! ightdisuret )

↳ verallgemeinerte Inverse

1) Exponentiellerteilung
Fxs = 1- e-

*

F- Ly) = - ¥ wg U- y)

+ = F-
"

( n ) =
- Ewg ( 1- 4) - EK)

leichte Verbesserung X=
- flog (n)

U =

raudomlt-O.SC
RAND- MAX -11.01

41,42 Xy = gut ws (Lu Uz)
xz =Tj unstrut)



Annahme - Verwerfung>methode Y - - - - :
"

-
:

a :X :b
.
. . - :-| . :X

÷: : ÷:
""" Hin

U - Ufa,b) Y > FH) → war nix wegwerfen neu versuchen

KUH ,
M) Kf → X Zufallszahl → passiert mit Wahrscheinlichkeit ÄFFT =

µ

Ziggurat Methode
]

babylonische Türme Dichte auf * 0 fallend
-

Wähle h so
,
dass möglichst jedes B Fläche /

A hat; stelle f so ein
, dass sich A gibt wa wie groß Flöhe ist

oberstes Rechteck genau ausgeht und
2
" Stufen entstehen

(auch für Normalverteilung)



Skript 5.30 : Folgen von Zufallsvariablen

Gesetz der großen Zahlen

(Xs , . . - Xn ) Folge von Zufallsvariablen , unabhängig, identisch verteilt F, Verteilungsfunktion

Erwartungswert : EM) = E ( Xn ) = µ

Varianz : NG) = 62

Stichprobenmittel : I = "+h In- µ wenn n → an
,
wie soll diese Konvergenz verstanden werden ?

Möglichkeiten der Konvergenzdefinition : 1,4 sind Zufallsvariablen

^) Yn → Y in Wahrscheinlichkeit
, wenn

VE > o : hi:P (Nn -4/4=0
kgyogiet.ee

2) Yn → Y mit Wahrscheinlichkeit 1 wenn PI Yn # Y) = IPIIYN - 41 > E) = 0 an oft

zu - D (1,2" ) h > 0,1 , . . . { " " """

.

"" "
zcnsz

" "
: Plan > 1) = ÷

Yn =D sonst

Äh# nur für 1 Feee daneben ? ? ?
8 9

Wenn LIP( / ! - YI > E) < • für alle E > 0
,
dann konvergiert es mit WSLU 1 .

3) Yn → Y konvergieren im Quadratmittel
, wenn

EIIYN- Y )
'

) → 0

Schwaches Gesetz der Großen Zahlen

Xn unabhängig , identisch verteilt
,
In → µ in WSLK

,
E (Xn ) = µ , NIX)> 62

1) Markov : 470 e > 0

c. IP ( y >c)( Y ? c -

RH > c) E Bew : 2- = { o sonst z : Y : IEIEIE EM)

z, chebychev :
*(y)

IPLM -EM) / > c) < F

PAIK > c) ± = EKELT =

"It
2-

• ELXI ) = El ! Ht . . . + Xn)) = In Elke . . .tk/=IfElXq)t...-IElXn)/=nnI-- µ The mean of the mean is the mean l?)

• N = NAHM . . .tl/nD=InzPHt...+Xn/=tnzfNlxdt...tNHn)I=fin.sz--E

Man wendet cherbychevy an

P#- H > E) E =÷. → 0 Es wurde gezeigt : 1
, In → µ im Quadratmittel (immer stärkere Versionen )

-

Elin)

2) es genügt (k) unkorrekt (Voraussetzung aufweiche)



]
zahlenstarkes Gesetz der großen

selbe Voraussetzungen wie vorher
,
dann In →µ mit WSLK 1

Simulation ad Stichprobenmittel :

möchte ELX) berechnen
,
erzeuge n unabhängige Zufallszahlen Xy . . .

Xn mit selber Verteilung wie X

In als Näherungswert für EG)

Etwas allgemeiner g → Ecgcxy UE : wenn Kf Elgcx)=] Scxsfcx) DX = t.ES/Xi )
X- U [0,1] : { gcxsdx = ISgut

Problem : Genauigkeit ?

Möchte In [ glxi) / !
"

&, Yi
- EM) | < S S = o.o ' für 2 Dezimalstellen

i >IN 0.005

Yi

Fehlerschranke kann nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit garantiert werden !
J
. . . Fehlerschranke

IP ( IGGY - E (4) IE S ) > 1- E E . . . Inline ) Wahrscheinlichkeit für einen großen Fehler↳
IPCI In - EK) IE G) EE Wie kann das erreicht werden ?

^ ) chebychev : Pkk - EHII > b) = Dfü - Elin) > s ) =
"III = K¥

144)
n = Jz

d-IHR {
OH)

Wie groß ist Fehler wenn ich gewisse # von Versuchen mache ?⑦ (%) '→ nach d umformen

{/ . . . [ ( Xs . . .
Xao ) dx, _ . _dxzo = Elf( Un . . . Uzo ) = In Ö (20in

, .
. . , Uzoitzo )

ziemlich pessimistisch : Abhängig von Irrtums Wahrscheinlichkeit E

[
daher

Bessere Näherung

2) Zentraler Grenzwertsah (ZGWS) IP ( SITTE x ) → ¥ , = ! e- Edu
(Xs . . . Xn ) unabhängig, identisch verteilt

µ
In = Ht . . . txn #(Xn ) = µ

÷ } ist näherungsweise normalverteilt { N ("MMG
?
)

In = Kt - - .
" N (µ , E) NIKI > 6?

allgemein : standardisieren : ELX) > µ Mx) --6
?

Zentrieren : EU) = O i :X- ECX)

z = ¥ =

X - EG)

normalisiert E- (x) = 1 Nix ) = 1 ¥1

Grenzwertsah (Xn ) unabh
.

,
identisch verteilt

Grenzwertsah - spezial
Ecxn) > µ

Hlinka
(> 0 ,

< o )

De Havre - Laplace : X - Bcnip)
-

ex -mpi

IPCX -- x) = 1-
Fap)

ZEnph-r.TT C Sn = (Xyt . . . + Xn ) = N ( nµ , 62)

wenn lx-nplsc.tn
ünheseik → 1
rechte Seite



⑤ Simulation

E- [ gcx> dx → { a-" Idx Integral durch Näherung ersehen : In = ! Ä glui) = In [ (t - Ui ) ?

Genauigkeit gegeben ? → gebe WSLK a (die sehr klein ist) und eine Genauigkeit t ( auch klein) vor
,
sodass die WSLK einen Fehler > d zu erhalten

,
son

= × sein
.
wie groß muss n sein ? # der Versuche

Mgh)) } sz
Ehebrecher : Sicher

,
aber zu pessimistisch ) : h = I D=001 HIGH)) ist aber nicht so leicht

J = 0.01 zu berechnen .

←
ZGWS : In = ! { glui) = NLI , ? llllglu) ) = Elglh)) = { g (x ) dx Abschätzen

"
ZGWS

P ( II -II :S) = 1 -a → PI -HI
,

-Ist ) = PIET : a- ¥) = § ( b ) - Ella) ⇐ 2¥ ( b ) - 1
a

b

> h = ¥ Älb) > 1- E b - EU - E) = z . - ±
Wg?

1 -E Quantil der Standard Normal Verteilung

e. = 0.01 ¥ = 100 zy.az = Zo.ee>- = 2.576 ZI - E ? 0.64

pezialfall : de Moira - Laplace : X - Bfn , p )
1 - LX -np)

'

TYX) ) =-e ü ] Dichte einer Normalverteilung mit µ> np c.⇐ npd- p)
21T np (1- p )
- CX-np in Größenordnung Tn )
(3) p

+ (t -p )
" - x

s Beweis : 1 , Stirlingformel n ! = zäh (I)
"

¥

2) IP(X = X -11 ) HÄTTE _

*¥
=

. . .

"¥ü . Iii, = I.EE#T-i=IEFgcxTi ü÷÷ sein * = .ro .

= lglg') = - Fan 1 = , = ec
"

je -Ä, = e)e- Ezra sonnig = -⇐⇒ g)

~ NCO,1)
9

Beweis für Zentralen Grenzwertsah : Momentenerzeugende für 140,1) MH) = E (e" ) =
e
¥

charakteristische Funktion 4ft) - Elei
" ) = M (it) = e-¥

Stil = i = ÷ { × Elyi ) = o Ele t) = # (e "" - "d) = # (e %
. . .

ein :) ÄFFTE
IV (y;) = 1

= It - Exot! ))
"
=

i -1 W

y; e
# X

= NIE - + oft ⇒ ⇐ ( e '¥) = ttitFEII.EE#II;IkI=t- tot!)
)

IBSPJ Würfel wird 2000 × geworfen
e-

PIXE 350) = § ( 350-2055 ) = off FEEL) = f- (1) = 0.8412000. . § . I

P (Xc 351) = § (1.06 ) = 0.855



→
ganzzahlig

Stetigkeitkorrekter : X diskret durch Normalverteilung approximiert .

verwende PCXEX) = PCXEX +0.5)

PLX < x) = 1PM Ex - as )

gute Schätzung für Varianz : Beginne mit n (moderat groß ,
zw 100 und Woo)

In = In EgMi) In Schätzwert für Integral /Erwartungswert genau : In jedem
Schritt prüfen

Qn = ! LgMit Qn - In' Schätzwert für Varianz

WE DONE YET ?

\

NO ! →



Statistik
Wir beschäftigen uns mit Mathematischer Statistik Gegensatz: Beschreibende Statistik ( fasst große Datenmengen übersichtlich zusammen)

Histogramme ,
Torten

,
. . . .

DSP Wahlumfrage - maure Partei : Wie groß ist Wähleranteil ? Ip# = 1) =p
einen von N Wahlberechtigten auswählen lzelällig) IP (y =D) = 1- p
X = { ! %; es

wählt diese Partei

n Versuche p; = ja, = #ieItw

unabhängig (mit zurücklegen) : mathematisch besser zu berechnen → Binomialverleihng : N= PITT → pessimistisch

bzw ohne zurücklegen : praktisch besser ( bei destruktiver Prüfung einziger Weg) → Hypergeometrische Verteilung : Ö = PEI NNIT} , → genauer
!

Statistisches Modell : Menge P von Verteilungen , welche das Problem beschreiben können

parametrisches Modell : Es gibt endlich viele reelle Zahlen
,
die die Verteilung festlegen ( Parameter)

Aussagen einfacher , schärfer zu erreichen
,
aber ACHTUNG : komplett falsch , wenn Verteilung falsch

BSP Alternativ (Wahl ) , Normal (Große , Gewicht) , oder keine Einschränkungen

nicht parametrisches Modell : unendlich viele Dimensionen
,
Chancen für falsches Modell gering , Aussagen unscharf

Stichprobe : Folge ( Xs . . . Xn ) von unabhängig identisch verteilten Zufallsvariablen mit einer unbekannten Verteilung p EP

(ziehen mit Zurücklegen)

|
mfaug : "Stichproben

Aufgabe der schließenden Statistik : Aus der Stichprobe Aussagen über die unbekannte Verteilung P erhalten
.

Parametrisches Modell : kann durch endlich viele reelle Parameter festgelegt werden .

(Per , ehe ① ) für ER
"

mit ④ = (%
.
. . .

eh) wobei k . . .
reeller Parameter

Wahlumfrage Alternativverteilung : h > 1 ④ = [0,1]

Normalverteilung : k --2 (µ = eh ,
6
?
= ! ) ④= IRXIR"

Gleichverteilung : U ( [ 0,9) : ① : IR '

Gleichverteilung : UH
,
ek)



Statistik F-TIX, . . . xn ) Zufallsvariable , die Funktion (der Werte) in der Stichprobe ist .

GRUNDAUFGABEN der Statistik

^, Schätzproblem : einen Schätzwert für Parameter oder Funktion des Parameters aus der Stichprobe
z,
Test-problem : gott schlecht bzw jahrein Entscheidungen aus Stichprobe Bier 500cm? / Flasche 497cm' Mittel als Stichprobe

s, Prognoseproblem : untersuche Vergangenheit (Stichprobe) suche Parameter der Verteilung in der Zukunft

xp Behälters
Schätzwert Ö für unbekannten Parameter eh

mit Index versehen
,
weil von dem die

Verteilung abhängt !

Schätzer ist eine Folge (Öl von Statistiken Ön = ! ( h . . . . . xn )

Eigenschaften von Schäkern :

Konsistenz : Än → et ( n - o) Ä ist konsistent für et

• Schwache Konsistenz : Ein schöner heißt schwach konsistent
,
wenn et →In Wahrscheinlichkeit PIIÖ- elf >E) → 0 für n → •

• starke Konsistenz : Ein Schätzer heißt stark konsistent
,
wenn ein → er mit Wahrscheinlichkeit 1

Erwartungswert Eolefn ) = er (musstet gelten !)
• unverzerrt : Ein Schäfer heißt erwartungs treu, wenn Eolefn ) = er

nach Steiner : Varianz d Fehlers + Quadrat der verzerrung
• asymptotisch unverzerrt : ¥! Ön =D
• Verzerrung von Ä : Eo (Ä ) - et

Variant On ist erwartungstreu ,
dann Verlink Eutern - Edin ))

'

= Er# - er))

MSE (mean square error ) , mittlerer quadratischer Fehler : Eu (ffn - et ))

Ein Schätzer etn heißt effizient , wenn er erwartungstreu ist und die kleinste Vbriauz von allen erwartungstreuen Schäkern hat .

% ist effizient wenn e) Edi ) > er V JE

2) für jeden www.tugstreeueu Schätzen Ö gilt : Wer fein ) EN (Ä ) ter

Wenn ein
,
Ön beide erwartungstreu sind und Vw ) E NI) dann heißt Ö effizienter als Ön

wenn man lineare Schätzer betrachtet Ön = Öaixi



wenn man lineare Schäfer betrachtet : ein = La ; × ; (+ ß)

BLUE : Best linear Unbiesed Estimator

Stichproben varianz Sn = In §
,

(Xi - Fn)
?

(aka ä ._ )

IBSPJ In ist erwartungstreuer , stark konsistenter Schätzer für EIX)

(X , Xn , .
. . Xn ) sind unabhängig , erwartungsfreie

Frage nach der Effizienz nicht beantwortbar
,
da es immer vom Modell abhängig ist ! Norman

, exp , g ,
Poisson - Stichproben mittel ist effizient

Än ist effizientester Schäfer

IBSPZJ Varianz
u

n

KH) = Elxz) - (Ek) schätzen für HH) : Ü = E. Exil - (E)
'
= In ¥44: - In )

'

schätzen durch
nFü; bist ?"

i -1

stark konsistent : Ja
,
mit WSLK 1 E Schwach konsistent

erwartungen ? El:(Exil- Ii) = IE EHE) - Elin') = FENIX;) Hilf ) - INCXIIYEIXID
'

) = NAH #HD:( "¥ #mit NINA )

nein
,
um Faktor ¥ zu klein !

aus Schärer erwarhngstreuevsion machen :
Ü : Es ' Ü = # Elxi - IT Sn oder Sn? → Stichproben varianz

↳ geht nur wenn n mind 2 !

Schätzer konstruieren

Momenten methode : EuA) = g. (et ) eine Funktion von
el

,
wir sehen g. (Ä ) = XI

wenn g umkehrbar
, gilt Ö = g- YXI)

wenn g stetig ist
,
ist Ö konsistent

Alternativverteilung IPCX - 1) =p RCX :o) = 1- p in
. . . erwarhngstreuer Schöner für Ep4) = lp +0/1 - p) =p

pi = In . . . erwartungstreu ,
konsistent

IBSPJExponeutiohverkihgfjx.de-"× (X > 0] d
. . .
Parameter

EDU) = ¥ = f- ist nicht erwartungstreu , aber konsistent ; für
✓ Xh

In
n > 1 kann man erwartungs treu machen

Gibt es mehr als einen Parameter
,
dann zusätzliche Gleichung aus E- ( X") = In Exile 4=2,3 , . . .

Bsp : NIM ,
6
? ) In = Eve ,

oz , (4) = µ ein. In

FEHL = Emd) (F) = µ
"
+ ö ' ö? = In E. xiii
-

unkorrigierbar Stichprobenmittel



Wodurch soll man bei der Varianz dividieren ? n oder n -1

Grundgesamtheit : E

| wenn aus Grundgesamtheit mit Umfang N ohne Zurücklegen

Stichprobe : Er n mal ziehen : erwartungs treuer Schöner für 6
?
: Ö
,

= ¥ - ¥ - II ( xi - XII

Likelihoodfunktion

Stichprobe ist aus diskreter Verteilung mit Punkt-wahrscheinlichkeit

Polk ) - - - Per #n ) WSLK
, das genau diese Stichprobe (h . . .

Xn) gezogen wird , wenn er der Parameter

Bester Schätzwert ist der Wert von el
,
welcher diese (also poln ) . . . ) WSLU approximiert

wenn f diskret
"

( (×, . . . µ , y) > {
Per ) " ' Pet (×" )

.

.
p ( Xi , et) Notation : statt polx ) = plx ,

er )

folk). . - folk) wenn f stetig II
,
f ( X , er)

statt fdxt-fcx.ee)

ML (Maximum Likelihood Schätzer ) Wert von el
,
der L (X, . . . Xn , et) maximiert . max L (h . . . Xn

,

er)

( ni

IBSPJ Normalverteilung flx
,µ , 6)

<

1- - ¥
ZÜGEN (

1

Lk
,
-An

, µ
.ci/=ITFse-HFei=#-e-E'

wg L - max Maximum finden mittels
ableiten , null setzen

bgl (Xs - - - Xn , µ ,
s
') = - E Gg (za) - n Log 6) - { "

2-
: =D ← & = {(× ; -µ) = o ÷ : = O = - f- + £ Ey; -µ;- n -62=0

•µ

E.xi-nr-ou-dxi.in öz = ICH; -µ
'
= tflxi - XII

IBSPJ Alternativverleilung AIO) LG, . - yn ,
er) "

(ter)
" "

= erteilt - er)
P (1,01=9

leg LG . . .
er ) = (Ek ) . bgettln - Ex;) tag (1-er)

p Ger) = 1- er
Ableiten : ¥ - o o = Ii - "§ = (Exil [ (E) +¥] -⇒ =

pq.ee. {% Io I - er
"
Kerl
""

= <* Ig -
- ÷ Ö =

IBSPJ KLO
,
er) f =/ !

OEX :O

0 Sonst

Momenten methode : IE (X ) = ! D= 2- EG)

^ UI : Ertönt : # er

Momentenschächer : 2. In = et ja = ¥ ) "
wem Xi Eel ti = 1 . . . n

Klein ) E µ (erinnert
) )

LH. . . . .
Xn ) = flyer ) . . . f #d) = { ¥ = In⑦ Sonst

hlntz )

4h .
. .
Xn ) = { In

max (h . . . b) Eel

O sonst

→
nicht ermokgsheu

⇒ Maximum Likelihood Schätzer in "! max (h . . .
Xn )



Wie klein kann die Varianz eines erwartengetreuer Schätzers werden ?

Cram'er - Raö : Unter gegebenen Voraussetzungen ( p (× , d) ,
flx, et) ist brav) ist ein erwartungstreu für et , wobei eh eindimensional

ist
, dann gilt :

El# lag L (h . . . Xn
,
er)) = - El! 6g 4k .. .

Xn
,
er) ) = Inkl)

"

Fisher information"

Beweis : ein = TIX, . .. Xn )

er = E (Ä ) = ETH . . . Xn ) .PH, :* . . .
X. = xn ) = ¥174 . . .

Xn) ' LH, _ . . Xn
,
er) = füllen . - - Knie) = 1V

Xy - - - Xu

=L Tfx, . . _xn ) :L (h . .. xn
,
d) = 1 Cauchy schwarz : Elxy) < TETE)

Edi ) = oi > 0

EG) = b
'
> o

(I - JI zo

= § 2% LLX, . . . Xn , et ) = O o : EKE - II) = El! + Ei
- ¥4 = ? - <

"¥

1=-2 [Tlx. . . . xn ) - er ] :I¥; Lka-xn.ee/1=tEerlTlH--xn,er)-el)Erlogllxn...xner)EEerUirn-erI)oEflLrlogLlx
--

Klein) Fisher information Inter)

IBSPJ Normalverteilung NI µ , 62 ) 6
? bekannt → nur 1 Parameter µ

4¥
e-62=1 ⇒ < (Xy . . . Xn

,µ) =16gL ( Xs . . . Xn ,µ) = - Enge) - Ski
2

⇐ wg ,
= Exit = Er " - "M ] In (µ ) = - Ef- n ) = n

⇐ 6g L =
- n

Cramer Rao Schranke : Mi erwartungs treu → Neely! ) ⇒ In
µ

kleinste hoioeuz die es gibt
↳ µ = In Heflin ) = In Np (X ) = In E ist deiner

IBSPI Alternativ verteilung

bgl (h . . .
Xn

,
d) = Ex; hagelt (n - E. Xi ) lag (t - et)

% logl Hi , . . . xn , d) = Efim - hier

fing 6g Ll - - - ) =
- 9¥ - ni

K - er)
?

Et: was = -E -

n
= - IIII = -F) =

Än --
- erwatagstreu → Hein) - off ME)



Konfidenzinterrall
dna Schätzen mit Genauigkeit angebe

ein Paar [ -

alxn . . - Xn ) Eblxn . . -
xn )] von Statistiken mit Perlach . . . ×. ) EWE b (h . . . xn ) ) ? p

Konfidenzinlervall mit Überdecken@wahrscheinlichkeit g 0cg < 1

IBSPJ N ( µ ,
6
? )

,
62=1

Putin - ( EM < In + c) = y = Pn ( µ : in <
µ) = %fc Ein -µ E + c)=Konfideuzidervall Ausgangspunkt : Schätzer ein = In

Ansah : konfideuzintoraee symmetrisch um In ⇒ a = In - c
= Put# ± E ¥) = § (¥) - § f.¥) =

b. = In + c -

Hit ) = ttr → § = * (E) = z
=L #¥) - i

" "

(= ZE → Konfident intervall [ In _ z TE
,
Tnt Z TE' )

Wenn 62 unbekannt → Schätzen durch Stichproben Sn? = # Ä (x; - In )
?

Möglichkeiten
IBSPJ n = 20 In = 1,32 Gn? = 0.36 y

= 0.95

1) billig : n hinreichend groß ,
dann Sn

'
= 62 → einfach einsetzen ⇒

↳

näherungsweise Konfideuzinterraee [In - zeigte ,
In + z JE] 1) näherungsweise Konfideuzinkruall

[ 1,32 - 1.965¥
,
132+1.96555]
-
0.263

2) exakter Weg Sah: Xs . . . Xn unabhängig und - N (µ , ä) → In und Sei unabhängig [1.05
,
1.59]

in - Nie .FM '
- 1. f-NE ,

:D
2) exakt : statt zoezs

= 1.96 tn- e
, ¥

EEG - tn, Dichte fcx> = Cn iy¥) ; to- r ,

the
,
0.975=2.093

[1.32-2.09353
,
1.32+2.093 ) = [1.04/1.6]
-

Ansah für Konfidentintervall [ In - CFP ,
Int ( FT] ⇐ tun

,
^

° "

[ 9%7 , II.a) < los , -0.7]

Konfideuzintervall 6? → basiert auf Snz # im Raum nicht symmetrisch

definiert als fa.si ,b.sn?JPlcica.si)=Plcisb.snz) = ¥
PC < Ein -a) = ¥ → P (¥ " .. . 1=1 -F E -

- Inn
, ¥-

XL- n

PC →
. . . ) =

^

¥ = XI
,

* toi
. ]

Anteilswert ( allgemein : Ö> In n - Ä - Bln
, d) < N (her , nett - er)) E- XT für er einsam

In : N ( J, Int ) %eepa.nl des konlideuzinkralb

näherungsweise Konfidentintervall : [ In -7¥ ,
In + 2-
¥ ]



Statistische Tests (Signifikanz - Hypothesetests )

entscheidung zwischen zwei Möglichkeiten ( gut oder schlecht)

IBSPJ Bier
,
500mL Inhalt → haben wir

genug
? oder Ist die Münze fair? ( p = ! ) oder Ist der Würfel fair ? ( alle Wale der Augen zahlen p:!)

↳
µ-500 Inhalt : Nlp.ci)

Hypothese : Teilmenge des Parameters
, mögliche Entscheidungen

• Nullhypothese Ho (wie es sein soll)

• Alternative (Gegenhypdhesen ( Abweichungen von der Norm
,
was bewiesen werden soll)

• einfache Hypothese IHI > 1 (nur 1 Element)

• Zusammengesetzte Hypothese Htt > 1

IBSP.JP = ! ( { ¥ } ) einfach p
< E

, p
' E

, p
* E zusammengesetzt

als Menge

µ> 500 ist zusammen@seht , # = { ( µ , 6 ' ) : µ = 500 , 62>0} wenn 62 unbekannt

Bei zusammengesetzten Hypothesen :

einseitig : pc ! ,
PEI , p > E µ > 500 ,

µ < 500

Zweiseitig : p # ? µ
# 500

Vorgehen : Ho
, Hy formulieren (Wann entscheiden wir uns für Ho

,
wann für H , ?)

Annahmebereich : alle möglichen Stichprobenergebnisse für die Ito angenommen wird

Verwertungsbereich : Stichproben , für die Ht genommen wird .

Ho = I A- = { 0011 0101 K { 0000 1000 1110

µ , =, ¥
In = 4 0110 1010 ^^ "

o 1
o in}1100

1001 }

Schöner :

a)Test statistik (statistik , die vom Parameter beeinflusst wird .)

11350J Münze : Anzahl ) Erfolge / Köpfe Vorzeichen fest : Anzahl der Beobachtungen >µ

Normalverteilung : In Stichproben mittel (generell : Schätzer für Parameter )

b, Asymetrische Sprechweise : Ho wird angenommen oder verworfen → stärker

Teststetistih T
, Ho wird verworfen , wenn T größer kleiner als

"
kritische Wert

"

te

F) Münze F- # Köpfe , verworfen von Ho wenn T# 2 IT-21>0



Fehler 1. Art : Nullhypothese Ho trifft zu ,
wird aber verworfen .

Fehler 2. Art : Nullhypothese trifft nicht zu
,
wird aber angenommen .

↳ Dilemma : kann WSIK für fehler 1. Art nicht verkleinern
,
ohne Wahrscheinlichkeit für Fehler 2. Art zu vergrößern (und umgekehrt)

Lösung : Eine Schranke für die WSLK des Fehlers 1. Art an IP( Fehler 1. Art) Ea

Signifikanzniveau a ,
wobei a = 0-05 (wenn nicht anders gesagt )

Ablauf : 1 , Hypothesen formulieren

2) Wahl der Test-statistik (Kochrezept) ,
a festlegen

3) Verteilung der Teststatistik T unter Ho → kritischer Wert

u, Stichprobe ,
Teststatistik berechnen

,
mit kritischem Wert vergleichen → Entscheidung

Am Computer : nach Niveau wird nicht gefragt , es wird "

p
- Wert

"

gefragt , dh : WSLK
,
dass ein Ergebnis auftritt , welches mindestens so schlecht

(für die Nullhypothese Ho ) ist wie das aus der Stichprobe

IBSPJ Ho = I H
,
> E binomial ] (theoretisch gut)

12

µ
Stichprobengrüne IP (T > tc ) = § (Y ) % E d

Teststatistik : F- Anzahl "

Kopf
"

,
a = 0.05

, n = 12 nur

{ ( I ) E 2^2-0.05 = 204,8

verwerfe Ho
,
wenn T> tc = 1

= " f. .
"

÷::
(1) = (E) = 66

praktisch : Approximation mittels Normalverteilung K¥0

Ho wird verworfen ,
F = # Kopf = ÖXI

tc-nptz.npf-r.MY
=

Anzahl Erfolge - np.
Kochrezept für Anteilswert a = 0.05 wobei -n.pe ( 1- po )

(1) Ho :p =p. / Ho :p >

po

(Ho :p :p .) } " ° verworfen wenn T > z
, . .

(2) Ho:p =p. / Ho :p < po } Ho verworfen wenn T < Za = - Z
, -a

( p Ep. )

(3) Ho :p =p. / Ho :p # p. } Ho verworfen wenn ITI >

zn.az/BSPJN(
µ , 62 ) ,

Ho : µ = µ . / Hy : µ > Mo
,

Annahme : 6
? bekannt ( ist einfacher owo)

F- Schätzer für µ Ä
,
XT - N (µ , ¥ ) unter Ho

F- ÄÜ÷ - N (0,1 ) Ho µ > Mo IHM > Mo ] verwerfen, wenn T> za -a
ME Mo

Ho µ > Mo IH, µ <µ ] verwerfen, wenn Tcza = -za-a

Ho µ
= Mo / He µ> µ. ] Verwerfen, wenn ITßZ,



Wenn 62 (Varianz) nicht bekannt ist
,
muss es mit Sn

'

geschätzt werden

F- Ä
- µ.

¥ Computer : Ho wird verworfen ,
wenn p

- Wert ca

Verteilung von T mit tn - s (n - 1 Freiheitsgrade -exakt ) oder NLO , 1) näherungsweise

Ho ME µ .# , µ > µ. verworfen wenn
T> tn.ee

,
^ - a

Ho µ > Mo)#y MEMO verworfen wenn T < tn - i. ←
=
- tn - s , na

Ho µ> Molly µ IM. verworfen wenn ITI> tun ,
1 - E

(BSPJ Bier µ. = 500 n = 25 In = 497 Si = 25 tn.ua = - tn - ein - a =
- tz, es = - 1,711 < - 2.797

+ =
nettes → Ho wird verworfen
:*

= - s



Stochastiker
Stochastischer Prozess : Familie von Zufallsvariablen mit Xt , TET t.IR/Parameterraum,lndexraum)

diskreter Stochastischer Prozess : T ist endlich (abzählbar D.
×
- Wertebereich ( Zustands ) Phasenraum)

stetiger Stochastisches Prozess : T ist endliches ( unendliches Intervall

IBSPJ Temperatur - stetig per Definition IBSPJ Fahrzeuge an der Kreuzung
^

i\ s -↳ diskreter zustandsraum

Sei Xn
,
n > 1 eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ¥, t

,
> 0

Sp = Xyx . . . txn ( So = o ) ↳ (Xy , Xtz) ,
ti , tz " 0

t , tz > t,

unabhängig identisch verteilt dkos independent and ideuticaely distributed iid

Charakterisierung Die Zufallsvariablen Xn In> 1) können voneinander abhängig sein .
Beschrieben wird das durch die

eines stochastischen Prozesses:)

gemeinsamen Verteilungen (Xt, , Xtz , .
. .
Xtn ) wobei tsctzc . . _

< tn n > 1

Kolmogow : Ein stochastischer Prozess wird durch gemeinsame Verteilungen (Xt, , Xtz , .
. .
Xtn ) mit ↳ < ↳ <

. - -

< tn In> D beschrieben

Wichtige Klassen der stochastischen Prozesse : stationäre Prozesse
, prozesse mit unabhängigen Zuwächsen

,
Markov prozesse, Zählprozesse , Erneuerung>prozess

räumliche Stochastische Prozesse : gibts auch

stationärer Stochastisch Prozess

stationär :(Xt HET) ist stationär , wenn die gemeinsamen Verteilungen ( Xt, , . . . Xtn ) mit denen von ( Xt ," , . . . Xtn" ) für alle teil . _ . < tn
und h >0 übereinstimmen

. (Verteilungen sind so gleich , das h beliebig sein kann )

Veranschaulichung BSPW
Xn 1

Folge von Zufallsvariablen , wobei Xn unabhängig und
Xs X

gleichverteilt sind .| | × „×, * ×,

-n
1 2 3 . .

cöeyov - ötosyv
Ergodensak von Birkhoff

µ
muss endlich

sein

Wenn eine Folge von Zufallsvariablen ( xn ,
n > 1) stationär ist und E)< ° dann gilt

Folge

1) die Zufallsvariable Xo = : 4% In existiert mit Wahrscheinlichkeit 1

4 Eko] = EEX,] wobei # = < × ,
i. →Xs

-
i> 2 → Xy + Xz

n zj=3 → X, t Xzt X3

Wenn YIoflxn.Xn.in , . . . ) ein Wert für die beschränkte Funktion fl ) ist
, dann heißt (xn

,
neee

, ergodisch



Prozesse mit unabhängigen Zuwächsen

unabhängiger Zuwachs : (Xt
,
TET ) unabh .

Zuw
.
wenn Xts , Xtz - Xt, , - - .

.

, Xtn
- Xtn - , für Tic . .

< tn

| /
.

voneinander unabhängig

ß
°

IBSPJ Sei (Xn , net ) unabh , identisch Verteilt
,
dann ist sn = ×, . . . ×, ein Prozess mit unabhängigen

•
Zuwächsen

-
t
, tz

Sn
,
Sm - Sn

,
Si - Sj ,

m Ejai

Sn = X
,
t
. . .

+ Xn Sm - Sn = Knut X. + zt . - it Xm Si - Sj = Xjtst . . . + Xi

Markovprozesse Malawis

Folgende Eigenschaft muss gelten : P ( Xtn > xn 14=4 . . . - Xtn.it/n-s)=P(Xtn:Xn/X.en.n=Xn+)ttsc-ctn ,
n > 1

Markisen.at :

Zähl prozess

es gilt : Xt = # { i : O < Ti Et} mit ( Ti > 0
,
i - 1) ist Zufallsfolge an Zeitpunkten ( Ereignissen

× n

1---
ist

Ty T2 I3

Erneuerungsprozess

es gilt : (Rn ,
n > 1) ist Folge von unabhängig und identisch verteilten Zufallsvariablen und SEO und Sn > Rat . . . + Rn

(tn
,
TET) ist Erneuerungsprozess ⇐ XEH für S. Etc Sna

↳
Xt = # fn : Ocsn Et}

- do ErneuerungsProzess ist Spezialfall von Zähl prozess

R ,
's
,

"

Rzsz !}



Poissionprozessapnsuss

Ein Poissonprozess wird mit Hilfe von Annäherung von diskreter Zeit auf stetige Zeit durch schrittweise Erhöhung der Auflösung erzeg t
.

Wir teilen 6,03 auf kleine Teile mit der Länge 2-
"

auf . Einige von diesen kleinen Teilen werden markiert bzw

gewisse Ereignisse treten in einigen , zufällig ausgewählten kleinen Intervallen auf .
Die teahierungen sind voneinander

unabhängig .
Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines gewissen Ereignisses ist proportional mit der Länge des kleinen

Intervalls
,
du P(Mohierug ) = 12

-"

N ist groß genug gewählt , sodass 12
"
< 1 ist

.

→ Sei XH) die Anzahl der Markierungen im Intervall lat]

^) ( X Hts) - Xls)] und Xls) sind unabhängig

2) (X (Hs) - X (s)] hat Binomiaeuerleileng mit p = 12
" und n = 2

"
t
- BH"

,
27)

⇒ E [Xltxs) - Xcs)] = np = 12
-"2Mt = dt → unabhängig von N

Wir sehen den Grenzübergang N → • mit

h→ an

1) {Xltts) - Xls)] und Xls) sind unabhängig X- B (p , n ) Ästen Pforten)

2) [Xltts) - Xls)] hat Poisson verteilung - P (dit)

⇒ P ([ xltxs) - Xcs)] = h ) = e-
p - o

Man nennt den Zähl prozess (Ntt)
,
hat ) Poissonprozess mit Parameter 1

,
wenn gilt :

e) Prozess mit unabhängigen Zuwächsen
,
dh IN ( sit) - NG )] und Ntt) für OEN Es sind unabhängig

⑨ a) Prozess mit stationären Zuwächsen
,
du [Nlsxt) - Nls)] ist P(dt ) also P ( Ncstt) - Nls) - h ) = ¥: i

"

also nur vont

abhängig für alle szo

④ •) 1 . Alternative Form : Kurzzeitverhalten

PC Nftth ) - NH) = 1) = 1h to (n )

PC Nftth ) - NH) = o ) = 1- dhtolh )

PC Nftth ) - NHI ? 2) = dh)

② • ) 2. Alternative Form : Exponentiell verheiltes Zwischen zuwachsintervall

Sei Hi > 0 , i - 1) durch NH ) = # { i : O - Ti Et} definiert und To --0

Dann sind die Intervalle Tn" - Tn , n
> o mit explkl verteilt .

ex : Kleinordnung :-""

::* :

. dann . dann . beweisen ,
von canaan

que
: !! :{

"

%.FI?E!!:.../2h ¢ 01h )

h? E ok)
-



Kochrezept : Zuerst a dann b dann c beweisen ,
von c auf a folgern

• → b (stationärer Prozess→ Kurz zeitverhalten)
µ
> hat

P( Nftth ) - NH) -- o ) = e
-t"
= 1- dhtolh )

P( Nftth ) - NH) = 1) = the-" = dh - jedoch) = 1h toln )
-

dh)

PC Nftth ) - NH) ? 2) = 1- Plotten ) - Net) = o) - Planeten ) - Ntt) = 1) = 1-(1- Ich + 01h)) - 1h - 04) = olh)

b. → c ( Kurzzeit-verhalten → exp wert
.
Zw . Zuwachs)

PH) =P ( kein Zuwachs findet statt in 10A])
kein zwzachs

Pftxot ) = Ptt) = Plot) = Ptt) ( 1- dotxoldot) = Ptt) - + Ptt)ot + Ptt) olot)
Fügens. F. Eigenschaft

+
1-

Ptt -ist ) - PH) -
Lin - = Ptt) + um Ptt ) in T t

ots
Dt

* →an
Dt net

PH) = Ptt) PH) -O

-dt

Ptt) = e PH)=P(Tma - Tn > t ) = e-
lt
→ PCTN, - Tnt f) = 1-e-tt h > 0

( → a (exp . . . .
→ stationäre Zuwächse) explh)

mt

h = ¢ PCTN > t ) = e-
*
=P (NH) = O) -Ts

r-jieil.se
Intervall ? U

" "1 mit mathematischem Indikator c-
° Ty t

t

t t

PCNH) -- htt ) = / PCNH) =p.in/T--u).fu)du=/P(NCtxu)--k)fudu=/tklt-!T-e-tlt-h)de-tudu=
4=0 UIO U:O

= ÷!:*. |: : "÷: i"
.

W

expl)
-

Exp(t)
ist ja schön

,
aber wir können es noch anders beweisen

,
und zwar so : " texponentieu verteilt ! "

PCT, Et ) > PCTNET , Trinkt ) + PCTNET ,
Tun >t)
_

Erlangte ) = M¥1)
>

⇒ Pftnst
,
Tnt , >t ) = PCTNET) - PCTN, Et ) ÄFFT in.ie#Tn

+

+
"
×
" - ^ n

PCNH) > n ) =P (Ist , Tnt ,
> t ) = PCTNET ) -PCTn.net) = ) e-

" "
-

×

e-
"

* = ¥ e-
*

=

×
n !
-

I fknang „ i) (dt)" -dt
= e



Fcn
, e)
=D
"
×
" - ^

-it

⇒
e

Verbundene Eigenschaften der Expld) Verteilung

1) Erlang ( n , d) Verteilung : Sei (xn
,
h> 1) eine Folge von unabhängig verteilten Expld) Zufallsvariablen ,

dann ist

yn = ht . . . txn Erlang ( n , d) verteilt
.

Erlang (n , t) = T (n ,
l)

n -1 : fercangca
,

2- de-
*
= frcs

,
×)

" > ^ fercangcn.es = feruangcn.nl" ftp.E-xldx =/ de
"" ) = e-

" ¥!" d. =-
z
"

htt 5
= 1¥ e-" = ffn , )

2) Gedächtnislosigkeit der Exponentiellerteilung

PH-t.IE/xseI=1-PlxstIIy# = 1- = 1
- = f- e-

*
- Expo)

-
e-ET

t
X - Exp (i)

expld) .
denkt

= a

Hazard Rate (verteilung der verbleibenden Zeit)
Fltxx ) - FA)

3 Möglichkeiten für FA) = hin -
Gt4) = IPIX -text × > t ) = PCX Extt

,
× - t )

=

F#x ) - FA) ox → o ox

-
-

Plx>t) 1- FCTS aging (wird älter) : KH) steigt

G, Cox)
Flttx) - FCH

=
# deaging ( wird jünger) : KH) fälltRate : dlt) = um

_ = Lim - 1 -FH)
•× - O OX • × → 0

ageless (zeitlos) : dlf) = c

→
nicht stationär , unabhängige Zuwächse

Intuitives Denken mit Poissonprozess inhomogener Prozess :

t

1) Kurzzeit-verhalten dt → 4)dx
0

PCN (Hh) - Ntt) =0 ) = 1 - 1h + 01h ) PCNH) = k) =#×> dx )
"

! e-
d"

PCNH th) - NH) = 1) = dt + 01h)

PCN (Hh) - NH) ? z ) = dh)

2) Hazardrate ist 1

Anwendung unter anderem bei Modellierung von Telefonanrufen (Warteschlangen there) ,
bei Zerfall des Teilchens , genetische Änderung durch radioaktive Einstrahlung



IBSPJ x - Pale) Y - Mn , 1) ⇒ Pfui) = PCX> n ) ,
nzl

1. Lösung : (mittels Induktion)

Ii: e-" = :< ÷:

bei n = 1 [ e- "dx = - e-
"[ = 1 -e

-u

bei n - nu {In e-+ dx = ! x
" e-

×
dx = In:(- x"e) /! + { nxn - ' e-× dx =/ e-

"

dx - in =

-
= E. e- - = [Er sei

k !
. . .

Lin

2. Lösung (eleganter) . . . ¥

e- =Eine -
E -

- Ein - IEEE =
e-" in"

Wenn du
,
sodass % !-" dx und auch [ ¥!

ei" aha man
'

sieht
'

das konstante beim Integral O wird

3. Lösung : Interpretation

Xr Anzahl der Zuwächse im Intervall [0 ,
d]

Y - Zeitpunkt des ersten Zuwachs

PLYEd) =P (n- to Zuwachs ,
der vor d stattfindet) =P (# Zuwächse > n ) =P(X>n)



Markiere
Ein stochastischer Prozess heißt Markov

,
wenn

⑦ (Xt < Xnl Xttn) wobei F- Indexraum
,
S = Zustandsraum

Wir kategorisieren nach Intervallen nach Zustandsraum

mit diskreter Zeit ( Indexmenge EII , IN or IN
' ) diskret oder stetig

Zufallsraum kann sowohl diskret als auch stetig sein .

mit stetiger Zeit Indexmenge IR or Ri)

DTMC Markovhelle in diskreter Zeit

Ein stochastischer Prozess heißt DTMC genau dann , wenn gilt : IPCXN = Xn / Xo :X. , X, > xn .
. . . Xun = Xun) =P (Xn > Xn / K+s Hate ) für n> ^

ÜbergangsWahrscheinlichkeit :P(Xvii ) Xn" > i ) für n > 1 und i. j.es

homogen : DTMC ist homogen , wenn Übergangs wahrscheinlichkeit PCXN I Xn, > i ) Fn> 1 verschiebung invariant ist (gleich bleibt ?)

also : PCXn-jlxn.FI/=PlXn..i-jlxn=i) . . .

⇒ III. = Plxn Ik-Fi)

Ab jetzt werden homogene DTMCS mit Indexwerten EIN angeschrieben !

Begriffe :
1 stufige Übergangsmatrix : p = (Pij]1 stufige Übergangswahrscheinlichkeit : Ptij = IP (Xn / Xn -Fi) CTMC Markante in stetiger Zeit =

msn.i-s.nrseei.aui.ir#r-itxi-i)::::::.::e.ie:1?e!::::::;ii.iiI!""iAnfängliche Zustandswahraheinhihheit : Ri = IPLXO > i ) =

" stufige Zustand>wahrscheinlichkeit : Pit" =P(xn -- i) n - Stalin Zustandsvehtormatrix :

p
'"

= [ PI]
=

Beschreibung mehrstufiger Übergänge

Chapman Kolmogorow Gleichung :
O

f.
""'

= II. E
"

n.mn Ein
Beweis : Alle (disjunkten ) Wege von einem Zustand zum anderen addieren

(entspricht Matrizenmultiplikation)

Grundlegende Zusammenhänge

• pi" =p! p!
"
= ß
" -"

=

. :p> (n mal machbar)

• pi" ist stochastisch ex : stochastische Matrix :

1) O E a E 1alte Elemente von ß
") sind WSLK → OE ai 1

2) Zeilen summen = 1 ⇒ Saj = 1 fies
jESHeile i von E

") beschreibt wslk für ZustandsWechsel ⇒2=1

•

EIN =p!
)
. p!

" ) (Ae) ist Anfangszustands rektor !)



Festlegungmöglichkeiten einer DTMC

0.4
0 0.4 0.6

→
a) Übergangsmatrix ⑧¥2

"" fo.eo.io) = ß Summe aller Pfeile weg von X muss 1 ergeben !

o) %
⇒

o i o

b) Zustandsdiagramm ②

Charakterisierung des Verhaltens einer DTMC mittels IP ( Aufenthaltsdauer in Zustand i - n ) = Pic.
"'
( t - Pii ) ~ Geometrisch (1 - Pi;)

t
immer nach einer Zeit von v Geometrisch wird Zustand gewechselt

Simulation einer DTMC

mit der Übergangsmatrix oder mit der (geometrisch verteilen ) Aufenthaltsdauer

"

Erzeugen
"
der Aufenthaltsdauer ⇒ Bestimmen des nächsten Zustands (sofern es Übergang gibt) mit

„

IBSPJ ß = ¥ %}
KE -EI = K - It-a) Id- U - b)] - ab - I -It- at 1- b) + (t-a) It -b) - ab 0

de
, z
= .IE?Iee=r2-la+bSztCatb)-=yJz-la+b)-la+b)-

= 1 - a -b
z

(E -TI ) !
41 =Uz

ne → IE -E) a- =p E) /!) -1 III!! a. =, } ⇒ n))
1

1=1 -a -b → (E E) e =p (9) (9) =p → u- ED - ⇐ =L! )

E: ! ! :S::] ! In.it?E..E)=E..l::)+e-a+D.:.t: :)
~

SpaltenZerlegung

Wiederholung :

Ein stockender Prozess heißt Markovprozess in diskreter Zeit ⇐ tlarhoveigeuschaft P( Xn = Xn / Xn-i. xn- s , . . . Xo :X.) = IPCXnt-xnlxn.n-xn.ee)

Homogene Markovhdte in diskrete Zeit : homogen ⇒ IPCXn-jlxn.fi) fies n n >- O in n Verschiebungmomeat ist .

↳
aua Plxn +m Ihm i ) - PCXn-jlxn.si) = Plxr Ixo> i ) ⇒Pij = Übergangslosen , E Übergangsratrix-ü÷:÷÷:::.Pi" Anfängliche tusheudswslk ⇒ R Anfängliche WSLK

Pit"' n stufige Zustandswslh ⇒ u stufige WSLK



Vorkenntnisse aus ÜNAG :

1) Bilden der Potenz der D=

- 1

E = ! ! ! 1 ist diagonale Matrix L! !!]

E- ( ! ! !) . . .:( ! ! !) = ! !
"

!
"

In Spaenen zerlegen
N
n nah

2) Spektral zerlegung (von quacdr Matrix)

¥ E = die → ± ist Eigenvektor f.e- = ? N bei stochastischem ¥ muss ein 1=1 sein !

für
d ist Eigenwert

⇐ E-E) ¥ = ! → IDE -11=0 . .
.

charakteristische Gleichung (ndimensinal , ordnung)

1 =L ) ¥ = [g. ez . .] → # = ! ! (A ist diagonalisierbar) ⇒ Matrix A genau n unabhängige Eigenvektoren hat

3) Inverses einer Matrix 2. Ordnung

¥1: ::} ±
:/::

det A
=

4)

Berechnung von ! ¥ ¥
"

mit Hilfe der Diadem [<niediwi;] = Ed ; [via ] [wyj] E = ↳ ± . . .
]

⇐
= Ihn . . .] In In

#
"=/;]

HI"

Spaß
,
zeile""" =L:: :) → ein:<nun

1) Pijm) > 0
2) E. pijlm> = 1 ti ES

Simulationsmöglichkeiten :

haut Übogoaopmatrix

!
"'
= Ilo) . E

" '
= III. II Mit Anwendung der Eigenschaft von Aufenthaltsdauer n Gedt -pii )

1) Erzeuger einer Zufallsvariable
2) Sprung in Zustand j Pij

1-pij
Aufenthaltsdauer im Zustand i ~ Geometrische Verteilung ( t - pii )



WH : Z - Transformation / Erzeugender Funktion

Pnfz) = Er Ptzt IZIE 1
,

↳ eindeutig verteilt für pi = ! ddzt> zur
Eigenschaften der Zustände ↳

Bestimmung von Fautoriaemomenten

d Pn an

d)
= E) pi = EEX]

i. ÷::*:::"
Nachfolger : Ein Zustand ist ein Nachfolger von einem Zustand

,
wenn es ein n gibt , sodass Pij

"'
> o (Berechnung ; →j )

kommunizierende Zustände: Die Zustände iundj sind kommunizierend
,
wenn i Nachfolger von j und j Nachfolger von i

dha i → j und j → i (⇒ ist Äquivalenzrelation (RST ))

Periode eines Zustandes : Die Periode eines Zustandes ist durch dei ) = ggt { h>0 , Piim' > o } gegeben

Aperiodischer Zustand : Zustand i ist aperiodisch ,
wenn 7 no sodass Pi!

""
> O lt n - no

Periodischer Zustand : Zustand i ist periodisch mit Periode dein
,
wenn dei) > 2 (sonst aperiod .)

Rekurrenter und Transzienter Zustand

I.
*
= Inf {n > 1 , Xn -- il Xo- i} - Rückkehrzeit

Ti = inf {n > 1 , Xn) - Rückkehr oder Übergangszeit

Der Zustand i einer DTMC ist relureut wenn a) Plü*<a) = 1 ,
sonst (bei PCT* <a) < 1) ist es tangiert

• µ äquivalente
ODER Ein Zustand ist rekurrent wenn Er pii

'"
=D

,
sonst ( bei Epi; co ) ist es trainiert . Definition
n =D¢ '

::-.
-nein . . .. ÷:

"

• Pii Cz) = ¥,

P;;
" =L fii! Pi ;

" -" / E.zu
-2=1 P; ; (7) = Er pii (

m)

{ pi!" zu = [ & fii" . P!)" = {Efi;
"

p ; ;
""

z
"
z
" - h = Efi;

'"
- z
" Ep;;

" -"

z
"" Filz > = Gf;; = fi ; =P * co)

n-µ nu P"

✓ ✓ (n)

Filz) Pilz) PCF' *<01=1 ⇒ { pii < an

Pi ; A) = 1 cn)

Jk vier Definitionen sind äquivalent !
"""" " → < Piiao

Beweis für 3

Qii
"' =P (v ; * =D)

ODER Ein Zustand ist rekurrent wenn Pfr:* = D) = 1 sonst (Pfui=D) -O) ist es trausieut aii = um aii = Piri -- o)

[ Ny] Qiilm ' = Efi ; Qiilm
- ^ ) = fii Qii

" - ^| :* . # Enso , xn.in. Auzaeeaoiüaeweo : ÷
.

÷.
fii =P (Ti *<a) < 1 → um Q;; =P (vita ) - O

Vi = # {n > 0, Xp -- i} Anzahl der Rückkehrer oder Übergang
Beweis für 4 (und alle)

Ereignis An = DTMC befindet sich nach atem Übergang im Zustand i Xo - i (Xvi I Xo)

V.
*
= 21

ODER Ein Zustand ist rekurrent wenn ELF > so] sonst (be' Elli#o) ist es trainiert
f- „⇒ = Evie . ] . -a . > = ,"

"

Positiv rekurrenter Ein relevanter Zustand ist positiv relevant , wenn Efiico]

null rekurrenter Zustand Ein relevanter Zustand ist positiv relevant , wenn ( ELT,
*
< oo ) ist er Nulerelureut

Absorbierender Zustand : Ein Zustand i ist absorbierend
,
wenn er keine Übergänge in einen anderen Zustand hat .

Folgerungen : aperiodisch ,
rekurrent Epi; 'm) = FI ^ =

°



Klassen : Die von kommunizierend als Äquivalenzrelation partitionierter Menge einer DTMC heißen Klassen
.

irreduzible MarkovKette in Diskreter Zeit : Eine DTMC ist irreduzibee
, wenn sie aus genau einer Klasse besteht .

Klassen eigenschaft : Eine Eigenschaft heißt Klasseneigenschaft , wenn sie entweder für alle Zustände der Klasse oder für keine gilt .

Eigenschaften der Klassen : Periode
, Rehureuz Itreusieuz , Positive Rekereuz / Nallrehereuz

1) Periode : Zustände kj sind kommunizierend

(n)

Pjn > 0

Pnj
" )
> 0

(n (s)

pjjlnts' > Pjn . Puj > 0 ⇒ dei) | hts

Existiert ein n sodass Pan" ' > o } de ) In I dcjldcp)

Pjj'? Pius) . Puuh) . pn ; > • ⇒ dcjyu für allen auf Punk) >o

""erhebt gicts aua : day ,
{ ⇒ d =D")

2) Relevant , Trausieut : Zustände j , u sind kommunizierend

a- Pjü'> 0 b =P
,

' "
> 0 \ \

Kann man
nicht lesen

-
p ( Hm + s )

>,
p

(r) plm) pls)
jh nu nj für n> 1

rxmts

§ p (
)
7 2 pm pcm) pls) = ab Gp (m)

n > 1
jk nu nj rr

✓
( rxjt k )

Wenn r rekurrent
,
& Prj '

'
=D ⇒ { p;; =D → Zustand ist auch relevant

Wenn j transient , EP
"" ""

<• ⇒ Er Prr o Zustand P ist auch trainiert

45
ke e

(BDI 1,3 ⑨←⑧ kg klasse 1 absorbierend

Kz klasse 49,4 trausient

KG \② {"2 Klasse 5,6 rekurrent

⑤④

"÷ ÷: ÷:::*
③%

an

Zustand 8 Ep;; '' n
)
= Er 1 = 0 → rekurrent

4) 1
Zustand 1 fan =

z

fy, = ↳ + f- = I | ⇒ PCFF < D)< fan = Efre = fnifn.cz! ± + ± = ,

< EHF] =L nf" (m) = 1. { + z { = 1,5 < • } ⇒ Zustand 1 ist positiv rekurrent

f-µ
(n >
= @ n 73

Klasse 5 Periode 3

klasse 4 Periode 2

Zustand 0 :

Tanz}
= [ } ! } → Subslochastisch

{f.• = Po, „g) Pro = 1 Be I= 1 → Zustand 0 ist relevant
•

I ist substochastisch & & Ttip} < • wenn alle Itil < 1 = ftp.zg < •

h=D

Etikett:L: II
:÷:L: t.sk )



Stationäre Verteilung einer DTIUC und Greuzveteihng einer DTMC

Def : Die Stationäre Verteilung einer DTMC ist durch die Lösung des folgenden Linearen Gleichungssystems gegeben :

ß =p. ! p. . p. = 1 (wobei R ist Spalleruehtor bestehend aus dem )

Folgerungen :
eindimensional

[
'°'
=p
.

⇒ p
")
= Is
'" ! =p ! =p ⇒ rekursiv E

" '
= E An > o (ND Randverteilen un Kette ist p. )

aka stationäre Version

ndimensionaleRandverteiwngp.to) =p.

Pfui, . . . . x.+„
= im)→ = PCXN = io) PCXn.in = ist xn = io) P (xmi-izlxn.io

, x. + , = in ) . . . P(xnxn = in Ixn > io , . . . , x. +n - n
= in ) =

' kürzen
' durch (

= Pcxn = io) Pfxn, = in I ×. = :o) P (x.+ < = ist x. + , = in ) . . .
PCxn.in = in / Xnxn - ' = in ) =

Markoveigenschaft
= Pi!" Pio

, in . . . Pius , in ⇒ gleich !|
=
Pio"" Pio

, in . . . Pine , in= P(X. + , = io
,
xn

+ um
= in - . . .

Die Markovhatte in diskreter Zeit p.
"
=p ist ein stationärer Prozess (und somit eine stationäre Version der DTMC)

Diese Version der DTMC (also wenn 1Dt ND ) ist stationär

Fundamentaler Grenzwerten der Markovheute in diskreter Zeit

Wenn DTMC irreale Übel
, aperiodisch und rekurrent ist

,
dann sind die Grenzwerte

^ ) ¥] Pjjl") = # =↳↳
an ,

= |! Wenn Zustand; positiv relevant ist .

wenn Zustand i der Nullwert ish
-

I )
Erwartungswert

2) vom AnfangsZustand unabhängig

ÜM Pij! limp.j.tn) µ ; £ giezostaudsraom
h-so n-

J

Folgerungen :
a) PF! !!!> ftp.?gpil0).piY--.&piNlimpijN=limpij

"'

=p
'N)

nach a vielen Schritten ist

=
~ man n→ an verteilung genau gleich mit
^ - W

#(g) unabh . wni

[
(o so einer Matrix l ? )

Spaltej

t Zeiten der Matrix sind gleich !
×£9

zeini → [ ¥ ] ( Zeilen von % '
sind gleich )

" """ "i:^) . " ÷: ::
"

%:: ::)
'

sah: Wenn eine DTMC ireduzibel , aperiodisch und positiv relevant ist
,
dann sind die Grenzwerte um pij = Um Pj eine

„→an n -70

Wahrscheinlichkeitsverteilung p! ⇐ = 1 und diese eindeutig mit dem folgenden GLS bestimmt werden können :

p.EE?Ip?e=1

Folgerung : EM
'
=p

Iv stationäre Verleihers
Grenzwertverkihg

Beweis : Aus zweiter Aussage folgt 1. Aussage → w 2 . Aussage muss bewiesen werden .

XE Lösung des Gleichungssystems
Xn :

.
! Xi Pj I { pur qq.sjjwie.ee

{ KPa = { Erxipj . pn, = Lupin
"
⇒ Xu =L Xip in

"

. . .

Rekursiv weiter machen ⇒ xu =
.
? xipici

)
> 1

^

k n IES
→
Pi!" II.keine = !!! xipiint-EFYIP.in

"

= limpjjn-cimp.gl" = KH)
n-70 n-70



°

Eine DTMC ist irredezibel
, periodisch und rekurrent

,
dann

(n ) 0
• Existieren die Grenzwerte um pj nicht .

„→an (m)

P, = 1 p,
Bm) = 1 hin In him E.+ s

"" Im+1
° Existieren die Grenzwerte Um { % Pjl" schon .

neo

p,
-"

= 0 p,
(3m +11=0 \ §/✓

p ,
(m") > 0 p,

13mA) = O

pa
(m+3)

= 1

Relationen in den verschiedenen Verteilungen für irreversible , positiv relevante DTMC

stationäre, Verteilung um III Pi "' Grenzwertverteilung
n -D

(h)
Zustand i PT = !!. Pi

-i.in:45#-::.periodisch

Absorption

Eine DTMC hat eine Menge von rekurrenten Zuständen (C) und eine trainierte Klasse lt)

Absorption: ai =P ( Absorption in C findet in endlicher Zeit statt / You' ) (ieT)
↳ berechnen : Wenn eine DTML eine Menge von rekurrenten Zuständen und eine trausiehe Klasse hat , dann sind die Absorption wslh die kleinsten

nicht negativen Lösungen folgenden LGS :

a;
= 1 IE (

ai =L pijoaj IET

Beweis : ai
"
?

) =P (Die Kelle befindet sich nach n Übergängen in Cf Xo = i ) ,
i ET (Übergang ( kann nach le schufen

passieren OE h E n )
1) aim

"
= ¥, pijaj

" '
+ § p = 1

JEC

4) y, > a ;
=D (mit mathematische Induktion)

T

h =D

2) a ;
"""

> a!" ( mit Induktion)
a ;
(m)

= O

Yi " ailm) ⇒ y ; > a ,
cm")

a ;
(m")

= Er pij aj
'-" ftp.j.1 ailmt" = ¥. pijajlm

'

!! pig - 1 ? yi = §, Pijyjt ! Pij - 1JEC

a ,
In ' ' ) = Er pij ajlm) + Er pij . 1

jec
=> y ; > a ; (

m) Wm - 1

yi zai (ai
'" monoton steigend und a ; = Lima ;

" '

n→an
mtt

3) him a = Um & pijajlm) + Er pij . 1h→N JEC

÷

ai = §. Pijajtfpij - 1 = Pijaj
JEC

Relation für Absorptionswahrscheinlichkeit in Matrix (Vektor form
a- = Lai ] i.T e ist Spalknvehtor

I = [ Pij] ijet

E = (pj] IET
, je C

⇐ = LE - II
"

E e-



Relation für Absorptionswahrscheinlichkeit in Matrix (Vektor form Beweis : a; = Lpiai ist
JEC

a- = la ;] i.T ± ist Spalknvehtor a ; =L pjaixfpij - 1 IET
IET j EC

I = [ Pij] IJET
a- = I a- + E E

E = [pij] IET
, je C

(E -E) a- = E e-

⇐ = [ E - II
"

Een a- = ( E - II
"
Ee
-

IG →Hilal ⇒T ist substochestih

Alternativer Beweis

{ Pltbsorption der Menge C
, der Zustand j erreicht) =

j
? o

( Absorption nach n Übergängen der Klasse T im Zustand JEC stattfindet) =

= GEILE] = SIE e- = ( E-ETEE
-

IBSPJ
, ÷::

is ! ⇒

\
- I

⇐ =L: :)
E-Ii:L ist:*.mil: :)

⇐ e. =

-

§ = (E -II
"

E e.
= %!!;?!)) ag.is =/!) WSLK Absorbiert zu werden

,
wenn bei ① angefangen wird↳

WSLK bei ② anzufangen

wenn man nur Zustand 0 oder 3 betrachtet :

÷ : ÷ : ÷ :-
¥ :D litt:) .si

= .ir#Y:dlII=fIInsI*is-rT

Mittlere Zeit bis zur Absorption : Wenn eine DTMC wieder aus den Mengen T und c besteht
,
können die mittleren Absorptionszeilen mit

folgendem GLS bestimmt werden :

ti --0 IEC

t ; = ttfpij - tj IET

Varianz der Absorptionszeit :
Relation für Mittlere Alssorbtionszeien in Matrix ) Vektor form :

+ = ( t ;] IET Spalten vektor 4=0 ie C

£ - ( I -III vi-lpijltttj-E.TT Epivi iet
JES

Rechnung t = ht
. Epijtj IET

⇐ = e
+ E ⇒ (E - E)EE

± = LE - I ]
- '
e



Voraussetzungen für Zustände und Klassen eigenschaften

Irreversibilität - hinreichende Kriterien

Übergangsmatrix Die WSLK in den Nebendiagonalen der E über und unter der Hauptdiagonal sind positiv .

Zustandsdiagramm : Es gibt einen Übergang von allen Zuständen
,
ein zustand hinauf und hinunter .

µ ding (A)

aperiodischer Zustand (hinreichende Kriterien) µ )
Übergangsrat:X Die WSLK in Hauptdiagonaler sind positiv -

Zustandsdiagramm Es gibt ein
„Loop

" in jedem Zustand zu sich selbst mit positiven Nebendiagonalem
↳Schleife

relevanter Zustand
sind der Zustand 01

Für ein irreversible DTMC ,
und durch die lrredueibilitöt alle Zustände genau dann relevant , wenn

die kleinste nichtnegative Lösung für a; = 1 für i > 1) durch folgende Gleichung gegeben ist :

do = 1
- PCT < a) Et

a ;
= Er pijaj für i - 1 { n > o Xn - i / Xo }

^
Xo =j ist

positiv rekurrenter Zustand (hinreichende Bedingung)
Foster Kriterium : Sei eine DTMC irreohzibel.tw/enu die Zahlen In 1

,
c >o

,
d>o existieren und der Erwartungswert ist

< für KEI
E- [Xm.in/Xn--k ] = { ± dann ist die DTMC positiv relevant .

für '

Ergänzungen
• Allgemeine Struktur einer DTMC

⇐ =/ .

'
n

)
T
- Menge der Transienten Zustände

=p
(Bestehend aus einer oder mehreren Klassen)

• Endliche DTMC : Hat endliche Anzahl von Zuständen

Eine endliche DTMC muss mindestens einen relevanten Zustand haben .

Beweis : m - ^

(n)

¥!
g.
§ pij = 1 ⇒ Er hin "' =µ: pi" = pg.int/=1

Existiert ein jt (O . . . Mj ) wofür hin pj
" ' >0 so ist es positiv relevant

.

Folgerung: Eine irreduzibce DTMC ist immer auch positiv vehement .



Marhovkelte in stetiger Zeit CTMC

Ein paar Begriffe . . .

. . . Ein stochastischer Prozess Htt) , t :O ) heißt Markovprozess in stetiger Zeit , wenn er die Markoveigenschaften erfüllt .

P (Xftn) = Xn ) Xftn . e) = Xn - s
,
.. Xlty ) = xn

,
+ (to) - Xo) = PCXHnt-xnlxltn.ee/=Xn-iVtoctyc...atn und Xi ES für i :O, 1,2 , . . .

+
-

- - . homogene CTMC : Ist homogen ,
wenn PCXIE.tt) IXE.fi/=P(XH)--j/Xlos=i ) http -0 und igj Es s -

stt
-
o t
→

- . . Chapman komolgorov : Tflstt ) = Ifs ) ' Ptt) Pico> ⇒ p. (o )
=

Pitt ) ⇒ p.lt)

Infinitsemale Parameter
- 1 wenn i)

° hin Pijlt) = dij =/ ⇒ Pijlt) ist stetig zum Zeitpunkt 7=0
+ →o o wenn itj ↳

notwendige Bedingung das Ableitung existiert

Pijlt) - Pijlo) d PCXHTT) / XCTJ> i )
° 9 = ¥2 f- = G)+ Pijlt) - tijlt) = ddpjs.lt/=dPCXltI=jIXcos=i)- =--

dt dt Itot Ito It - o
un

Folge immer Positiv weil es kommt von @
Homoglitt "

zum Zeitpunkt to
"

9 70 für itj

a ;; so für i ( 9 ; ; = - o kann auch Vorkommen ! )

• Erzeuger / Generatormatrix

E = fqij ) = fing. = ein Itt
+ → o

- t

kriterienfurlnfinitsemalparan.ee
) CTMC ist konservativ wenn 9 ; ; >

- • FIES
,
Er qij = o Kiesg- ES 1 1

2) inf a ;; > - an Kies ⇒ ¥29 = E.ftp.t?jltIIdij-=fiIo.glPiiltt-dijltD- = ein 0=0
t t - o

-

Kolmogorow Gleichungen
Rückwärtsgleichung : Wenn eine CTMC 1) erfüllt , dann gilt

um
Pfttot) - Ptt) Pfot) FA) - ICH pcoz ) - I±

'
= ! =

+,
= !: ⇐IIÖF =

} II.µQ
Vorwärtsgleichung : Wenn eine CTMC 2) erfüllt ,

dann gilt =

Pltxot ) - Ptt) Ptt ) Plot) - EH)
= ein pa) = ICH ein Plot)

- E
I.

'
A) = EH) = hin- = Um t t-ÖF

+→ö t +→ö t t ->ö

Interpretation des Verhaltens einer CTMC

° Interpretation der Infinitemalen Parameter

eyij Die Parameter der exponentiell verteilten Aufenthaltsdauer im Zustand i vor einem Übergang in den Zustand j

X ; = min Xij , Xij - Explehij )
Plx; <j ) = 1- Plxi > t) = 1- ¥, pl). > t ) = 1 - Te

- eijt = 1 - e
-¥, aiilt = f- eeiit

= y - e-
teilt

-

e-
9 t

§ 9 ij = 0 ⇒ 9ii-f.ee/j=O=9ii=-&i9ij
9 ; ; C- e) mal mal die Parameter der exp . verteilen Aufenthaltsdauer im Zustand ;



Kurzzeit-verhalten
"

yklein 0h
"

• Plxfttot) IXH) = i ) =P tot) = q Otto (Ot)
• Plxfttot) = i IXH) = ;) =P; ; tot) = It qiiotxolot) 111 - Lg ;; at = 1+9 iiot

j)

• Plxfttot)
,
Htt f-KIXH) = i ) = Olot) Poisson ?

• P(xftxot) t ; / XH) = i ) = § aij Ot +0kt) = - g.ist + Okt) von i irgendwohin
j # i

Simulation einer CTMC (2 Arten ) Eingebettete DTMC ( in Übergangszeitpunkten )
e, laut Interpretation von Q

pii = O

paralek verlaufende , exponentiell verteilte Zufallsvariablen simuliert ~ Explenij )
p = qq.fi?j=9ij-j= ;

Übergang in Zustand , welcher von Xi - min Xij bestimmt wird . -9 ; ;

2) Mit Hilfe von Eingebetteter DTMC

Aufenthaltsdauer in Zustand in Expfeeii )

Übergang nach j # i mit WSLK
"

-eii

Zustands und Klasseneigenschaften
ylh) = Xlan ) a > 0 t = an

4 t
DTMC CTMC

irreduzibicität : DTMC - CTMC mapping (mit zustandsdiagramm dastehen ) E- = [! ! )
Periode : Alle Zustände sind aperiodisch (piilt) > 0 fort > O) o n n

Für ein Zustandspaar i. j {
entweder Pijlt) > 0 tt - o IH) = e

Et
= ¥
.
Ent aij > o

oder pijft) =D t >o

Rehurenzltrausieuz mittels DTMC - CTMC
„ mapping

"

- für alle a>o muss b gezeigt werden (mit Zustandsdiagramm darstellen)

Absorbierender Zustand mittels DTMC -CTMC
„ mapping

"

- für alle a>o muss b gezeigt werden (mit Zustandsdiagramm darstellen)

qii = 0 in Matrix hat man volle Null zeile

Absorption : gegeben : CTMC mit einer Menge von rekurrenten Zuständen ( und einer trausieuteu klasse T

AbsorptionsWSLK : a ; =p (Absorption in CI Xo -- i )

Berechnung : Wenn eine CTMC eine Menge von relevanten Zuständen C und eine Trainierte KlasseT hat
,
dann sind

die Absorption>wslk Lösungen von dem folgenden LGS :

hi = 1 IEC

O = Er qij aj i ET ai = (ttai ; dt ) ai-jfiqijdtajkdtilidy.no
0 =

aiiai
+ § 9 ij aj ⇒ 0 = Eoiijaj

Alternative Form der Berechnung der Absorptions WSLK in Matrix - Vektor -Form mittlere Zeit bis zur Absorption →
Alternative Matrix(Vektor Form

£ = [ceij ] iij ET
£ =-§

' '

E EE = fiij ] IET , JE C tii - o ie C

a- = Cai } ist 0=1+8 eijfj ± = -SIE

Ergänzungen
° stationäre Verteilung R = e und RE > 1

° Eine irreohzible und positiv rekurrente CTMC hat immer eine Greuzuerteihng (Ro) , welche genau gleich wie p, ist .

° Eine irreohzibk und endliche CTMC hat immer eine Grenzvertrag #
°)

,
bei der PT = R gilt .

→ Bei der Prüfung ist es nicht nötig Beweise zu können



Informationstheorie
Wie kann man Information messen ?

Nachricht : Kette von
"

Buchstaben
"

die zufällig erzeugt wird

Je kleiner die WSLU
,
desto größer der Informationsgehalt .

"

Draußen schneit es
"

Wahrscheinlichkeit p
Nordpol → wenig Information

y
Informationsgehalt 6g, Ep (Basiswehsee indem man wg

Surinam → viel Informativ]
6g mit Basis multipliziert) Informationsgehalt

Napier :(nepbits ) Ln Ip abn . von wseu

p Frage - Antwort
"

Bar- Kochba " ( Ich - seh - ich - seh - was- du- nicht - siehst )

m Objekte in Menge M zusammenfassen 14=11, . . .my/fo...m.e} ( Fragen :{ Jedes
* = "

höchstens 2
'
versah . Folgen von

jedes nein > 1

Antworten . Eindeutigkeit 2
'
- m

darf ja Inein Fragen stellen
,
mit möglichst wenig Fragen ein Objekt identifizieren .

⇒ Optimale Anzahl von Fragen : Fog, m)

BDP Element von M wird zufällig bestimmt . Fragebaum 1 Fragebaum 2
"

je nachdem
"

ist nicht notwendig
M = { 1 , 2,3, 4,5} %} ? /) 2 in Fragestrategie verwandeln

% f. nein {it} g-
° o /\

Fragen sind Teilmengetun M / Er} \ {s}
^ : 111 4 : 100

• ! !! / \ In 2 : " °
s:O

{ \ 1 2 3 4 3:10 1

2FahrscheinÜchneiten halbieren

ja = 1

FrageStrategie mit Bäumen identifizieren → Code : für { nein > o Zahlen aneinanderhängen

Blatthänge : Anzahl der Fragen für ein Element = CodewortLänge

Mittlere Anzahl an Fragen : T = Epi .li ( Für Element i gibt es li Fragen )
WH Baum :

•
{ 1,4 } gerichteter Graph ohne

11351J m = 4
,
P = ( 0.1

,
0.2

,
0.3

,
0.4 ) → Wurzel kein Pfeil endet dort) 24hm

Def : Jeder Knoten höchstens 2 Kanten

Element m wird zufällig gewählt mit Verteilung F-( pa . . . pn ) ↳↳µ Wurzel : wie zuführende wenn

Optimaler Wert für T .

µ \ /) vollständig : 9%591%5
( v v -

Blatt : keine neue Kante

{4} ? 4 2 3

µ Blattläusen : Er weg

⑤↳ {s} T = 0.4 - 1+0.3-2 + 3 (0.2+0.1) = 1.9
Holz}
FB /) ⇒ nicht soooo toll

C v

⑦ IB

Das geht besser : Baum mit Bhelthänge (y . . . um → WSLK darauf aufteilen

•
in -1 alter Baum neuer Baum :

Tiefste Ebene §) P1 " " " Pm
p,
*

. . . pm -F Pm = Pm . , + Pm Ps! Ps . . .. PÄ-z = Pm - z

m-u m P1 - - . . Pm li
. . .
(m . ,

* Im -1 = Im

↳ - i .
( m

(y
*
= (y .

. . .
( m = (m-z (m = (m - e - 1

= Um -1

mittlere Blatt hänge T = Ps ht . . . tpm . . ( m - i
+ pmlm =p, lit . . _ tpm.zlm.z-pm.ee/lm*y-tI+pm/lm-F+1)=l*tPm-pm-^

Huffman - Algorithmus : Optimaler Code ,) Fragestrategie für ( P = pn . . . Pm )

(O) Wenn m = 1 :[ES breah

rekursiv : (1) ordne die Wahrscheinlichkeiten absteigend p, > . . . zpm

(2) Fasse die beiden kleinsten WSLK zsm P#= (ps
*
. . . Pm] ) = (Ps . . . Pm - z

,
Pm . , + pm)

(3) konstruiere den optimalen Baum (optimale Fragestrategie für Pt )

4) Ersehe in kürzeren optimalen Baum aus 3 m- ^

InD B



IBSPJ (0.1
,
0.2

,
0.3 , 0.4) e

1 2 3 4 Koo
→
③ → § \ #*(D) = (01,0-2,03/0.4)=1.9

0.3IDIB IB Es /
① ↳

mittlere Unbestimmtheit : H * ( P) Optimaler Wert für die mittlere Anzahl von Fragen

Abschätzung : Minimierung von F- ftp..li unter der Nebenbedingung
"

] Baum mit Blatthängen ly . . . (n
"

Ungleichung von Kraft: Beweis mit B gg Iq
n

-

] Binärbaum mit Blatthängen 4 . . .
(m genau dann

, wenn
{ 2-

'
ist vollständig

B. → nicht vollständig
i > 1

470 Um = 1 (2=2
Gleichheit gilt , wenn der Baum vollständig ist

.

Höhe w des Baumes im ( li ) n ' 4 E . . - - cm

minimiere Ep; li unter NB Er 2 - li = 1 ⇒ Spi li - k Er 2 - li entweder ist gz
- Lis ! ↳

*
=L ; -

s → 22h
'

e

hat
""ÄÄI Hören B^D oder es gibt kam mit Li * =L; - 1 : EI 2 = !

¥ =D ⇒ pi - l - 2
- li

. flog 2) = 0 ( =gz) 2-
"

+
.
. .
2-
' "
„ s mit neunten n

2411 +
. . .

- 2L" - ( n - ^ + 1 >, zlu
- ^

2-
hi
= c. pi

E. 2- Li = ( Spi p,
-

= 2-
li
li = 6g ( ¥ )

- i my^ n ←÷
Entropie in P" : Hlp, . . - pm ) = ¥, Pi . logz (Ip;) EH

* (pa . . . Pm )

weiters : Hype . . . pn ) E Hlp, . . - Pn ) +1

weiters : Li = logz ftp.) → lag, ¥ ⇒ § 2- " < { 2-wert = { p; = 1

↳ #
*

(pa . . . p. ) s Epilog. #DE Epilog, # + 1) = Alps . . . postet

H (x . . . Xn ) = n . Hcxs ⇐ xn . . . xn sind unabhängig
n - Huss # * ( Xs . . . Xn ) En # (a) + 1

pro Element : # (x) E H*( EHCX) + In

Vorstellung (nicht ganz korrekt aber funktioniert) HIP) ist die optimale Anzahl von Fragen die optimale Strategie hat Li = lag, (f)
"

Dumme Geschichte
"

X-P in Wirklichkeit aber wir glauben × - Q - (an . . gun )
i -
gezinkter Würfel Fairer Würfel

optimal : Epilog , ftp.. ) ⇒ HIP )

wirklich : Ep; wg . (¥ ) ⇒ nicht optimal - Alp)

Strafe des Irrtums / Relative Entropie) Diskrepanz Imbach - leider Distanz / I -Divergenz D (P
,
Q) = Epiloge (Ii )

DCRQ ) > O mit Gleichheit für F- Q

Beweis wg konkav : 6g, (kxt (1- d) y ) 71692 lxst 11 - d) logz (y )
•gz ( Edi Xi ) ? Eli Logan) Edi = 1 , ti - O

- DIPQ) > Epilog(F) ± 6g (Exit ) :O
-
= 1



Eigenschaften von Alp) IBSPJ 2x Würfeln , X kleinere Augenzahl , Y größere Augenzahl

OEHIP ) Etage (m ) xD 1 2 34 5 6

-
1 % ! ! ! ! ! so

p.bg. (I) für p = O soll 0 sein
z o % % % % ¥ % Frage nach X ( Hexe) und Y ( Hey, ) getrennt

#pro wenn × deterministisch ist ;) ; ; ; ÷ ÷ ¥ ¥, insgesamt #* + Hey ,

HIPIE logz (m) Qftm ,
. . . .fm )

5 o o o o % ¥ ¥ ¥6 . ↳gzlsb ) t % ' 6gal!) + .. . ' 2.3195
# (Pl E ftp.ibgzfpf. ) = Ifpi 6g. (m ) 6 O O O O O % % gemeinsam : Hlx

, y ) = Flog, (18 ) ' f- 6g (36) = 4.33659-

-

¥ % E. ¥ % ÷ v. ÷

Information zwischen X und 4 :[(x. y ) = HH) + Hly ) = HH, y )

Hlx
, y ) =

-

i
?? .

PIX> xi , 4=4;) .bg/lPCX=xi,4=xy;) = - §. IPCX > xi , 4=4;) -6g LIPCX);) 1PM >yjlkx )] =

= - ? ? IPHHiif-yjllogPH-x.lt/?lPlxi=xilG-lP(4=yjlX=xi)logP(4--yjlkxi))
-

HG) HCYIX > ×;) Entropie der bedingten

= # (x ) t EIPCX> xi ) # (YIX -- xi) = Hust HIYIX) = HM ) + HAM)

Prüfung: Entropien berechnen

OEILX , 4) Emin HLXM ) sei PCY = flxi ) ) = 1 ⇒ mit WSLK - 1 gilt y.fm
@ = Ilx

,y ) Wenn X
, y unabhängig sind IHM) im Beispiel 4.6

. . .

- 4.3
. . .

= 0.30331

IHM) = min # (X,y) wenn I ( x. y ) = HLX)
⇒ H (41×1=0 ⇒ Hlyl * xi ) - O ti Hfxly ) = HH, y ) - H (4) = 2. 01664

Vert
. von Y unter X -- x ; ist deterministisch



Codes
Begriffe :
-

Alphabet A

Quell alphabet M = { 1 . . . m } oder {0 . . . m -
1} oder { h . . . xm}

a.ee?::::e:::o-.r-s.eriei::;-nimmerA-* * = A-
*

u Ä

( as , az , . . . an ) wird zu Q
, az . . . an

Code : Abbildung c : M * * → (
* * Einschränken : für jeden Quellbuchstaben gibt es ein Codewort

Nachricht wird durch aneinanderhängen codiert

( ( X , Xz . . . ) = ( (Xs ) C ( Xz ) . . . (BSB m =3 14={1,2/3} 3121T> 110100 3121

[ = 2

C: ( (1) =D
((2) = 10

( (3) = 11

Präfixfreier Code ⇐ c ist fortlaufend entzifferbar

( beim sequentiellen lesen ist klar
,
wo ein Code endet) a) mir : 2 413=0

, clz)
= 01

(kein Codewort darf Anfang eines anderen Codewort sein ) kann eindeutig entziffert werden
,
wenn man den nächsten Buchstaben auch kennt.

C. . . eindeutig entzifferbar (geht mit entzifferten und uneutzifferten Agaben )

c. . . endlich eindeutig entzifferbar

•) m=3 5- 2

1 → 0 110010 rückwärts lesen a) 1333 → 01111

2.→ 01 3121 } 0h shit, some !
3 → 11 b) 2333 → 01111

Optimaler Code → Huffman Code aus Huffman Baum erzeugen

kanonischer Huffman Code

1) bestimme Codeworthänge aus Huffman Baum : Ly . . .lu mit 4 E
. . .
Ein

stiften

2) erstes Codewort : nur Oer Binärzahl mit Li stellen (µ , = ( C; + 1) Zeit
"
- ei

= (C; + 1) a (Lies - li )

Aus Beweis der Entropie geht Ungleichung li = Fog, f) hervor

Shannon Code P> ( 0.1
, 0.2 ,

0.3
,
0.4 ) ordne WSLK absteigend Fano Code mit Li = Fogz f) +1

Xi Pi fi . , = Pat . . . xp,-+ , Li -- Fog > ¥1 (i = fi. , fi fit (i

4 0.4 0 2 00
0.1 0-1 0.05 00001

3 0.3 0.4 2 01 0.2 0-3 0.2 0011

2 0-2 0.7 3 101 0 .
3 0.6 0.45 0 11

^ 0.1 0 . es y
1110 0.4 1.0 0.8 110

↳ ( O . IIIO . _ ) z


