Analysis 1 ﬂbung - Blatt 2, fiir den 27.10.2022

9. Sei K ein Korper und M C K eine Menge sodass gilt:

(a) 0¢ M
(b)y Ve K,x#0: 2 e M < —ac ¢ M
(c) Ve,ye M:z+yeM N zye M
Wir definieren nun auf K x K die Relationen
r<y & y—xeM
und z <y (z <y Vz=y).
Zeigen Sie: (K, <) ist ein angeordnerter Kérper (nach Def 2.4 und Def 2.6).
Beweis: Damit (K, <) ein angeordnerter Kérper ist, muss (K, <) Bedingungen (O1)
bis (04), sowie (OK1) und (OK2) erfiillen. Seien z,y, z € K beliebig, dann gilt:
(O1): Da aus x = z, x < z folgt, gilt Reflexivitdt.
(02): Es gelte x <y und y < z.

)=r=z=>x<z

)= r<z=>x<z

)= r<z=x<z
)=y—czeEMANz—yeM
y—cr+z—y=z2—cr€eM=>x<z

(03): Beweis durch Widerspruch. Angenommen, es sei z < y, y < x und x # y, dann
gilt

r<yNy<zresy—zeMANr—yeM=y—x+z—y=0¢€ M.

Das ist ein Widerspruch zu (a) und somit muss = = y.

(O4): Beweis durch Widerspurch. Anngenommen es existieren x,y € K, die nicht in
Relation zueinander stehen, also insbesondere z # y. O.B.d.A nehmen wir an,
dass =(z < y), also y—x ¢ M. Nach (b) muss aber dann —(y —z) = (r—y) € M
gelten. Also muss x in Relation zu y stehen, ein Widerspruch.

(OK1): Sei x < y, dann gilt y — x € M und fiir beliebige z € K
rT+z<y+z & y—r=y+z—x—z¢€ M.

(OK2): Seien > 0 und y > 0, dann gilt, dass z,y € M und somit nach Voraussetzung
(c) auch zy € M. Also ist auch xy — 0 € M < zy > 0.



10. Sei (K, <) ein angeordnerter Korper. Zeigen Sie:

Va,be K,a>0,b>0: (3(a™'+b7") " < 1(a+0)

Rechenregeln basierend auf den Korperaxiomen und Ordnungsaxiomen konnen ohne
Referenz verwendet werden, bei Rechenregeln basierend auf den Vertréaglichkeitsax-
iomen geben Sie genaue Referenzen aufs Skript an.

Beweis: Zuerst formen wir ¢! + b~! um:
a '+ =a b ) +b  (aa ) =a 0 (a+b)

1

Da (zy)~! = y~'z! erhalten wir

Ga o) =(a '+ )2 = (a7 M (a+b) 2 = (a+b) (@ b)) T'2 = (a+b)ab2
Somit
(3la+b ) < i(a+b) & 2ab(a+b)" < $(a+b)
Aus a > 0, b > 0 und Satz 2.7(a) folgt a + b > 0, das zusammen mit Satz 2.7(b)
2ab(a+b)7' <

(a+b) = 2ab< i(a+b)’<0<i(a+b)?—2ab=1(a—1b)

1 1
2 2

wobei die letzte Aquivalenz wegen (OK1) gilt. O

11. Sei (M, <) eine linear geordnete, endliche Menge.

(a) Man zeige: M besitzt ein grofites Element. Hinweis: Vollstandige Induktion bzgl.
der Machtigkeit von M.

(b) Man schliefle daraus: Es gibt keinen angeordneten, endlichen Kérper.

Beweis:

(a) Sei #M die Anzahl der Elemente in M. Sei F(n) die Aussage:
#M=neN=dne M : VeeM:xz<m.

Induktionsanfang E(1): Fiir M = {m} gilt aufgrund der Reflexitivitdt der Ord-
nungsrelation (O1):

m < m.

Somit ist m das gesuchte maximale Element.
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Induktionsschritt E(n) = E(n+ 1): Sei x € M, mit #M = n + 1, beliebig. Da
die Menge M; := M \ {z} Maichtigkeit n hat, existiert ein maximales Element
m € My, mit y < m, fir alle y € M;. Aufgrund der Vergleichbarkeit (O4) der
linearen Ordnung gilt

r<mvVm<cz

1.Fall: + <m

Dann ist m auch maximales Element der Menge M, da Vy € M : y < m.

2.Fall: m <z

Dann ist z maximales Element der Menge M, da aufgrund der Transitiviat der
Ordnungsrelation (O2) fir alle y € M; folgt

y<m/Am<zrz=y<zx

(b) Beweis durch Widerspruch. Sei (K, <) ein angeordneter endlicher Kérper. Dann
ist (K, <) auch eine linear geordnete endliche Menge und besitzt laut (a) ein
maximales Element m. Aus (OK1) und Satz 2.7(d) folgt

0<l=m<m+1ekK,

und damit ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass m maximal ist.

12. Es seien A, B nicht-leere, beschriankte Teilmengen von R und
C:={2a—b:a€ Abe B}.

Zeigen Sie:
supC =2sup A — inf B

Beweis: Sei m = 2sup A — inf B. Dann ist zu zeigen, ¢) dass m eine obere Schranke
von C' ist und i) dass es die kleinste obere Schranke ist.

i) Seien a € A,b € B. Dann gilt a < sup A und b > inf B. Daraus folgt sofort
2a — b <2sup A —inf B =m,

also ist m eine obere Schranke von C.

ii) Sei nun s eine beliebige obere Schranke von C. Es gilt also fiir alle a € A,b € B
dass s > 2a — b. Insbesondere gilt fir alle b € B

VaGA:ST“’Za,



also ist eine obere Schranke von A. Da sup A die kleinste obere Schranke von
A ist folgt ST”’ > sup A.
Da b beliebig war gilt nun

s+b
2

Vbe B:b>2sup A — s,

also ist 2 sup A—s eine untere Schranke von B und damit auch 2sup A—s < inf B.
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass fiir jede obere Schranke s von C'

s>2supA—inf B=m

gilt.

13. Die Betragsfunktion |- | : R — R ist definiert als
x fallsz >0
2] =

—x  sonst
Zeigen Sie dafiir
(a) Vo,y € R |z +y| < [z| + [yl
(b) Va,y €R: | [z = Jyl| < |z —y|
Beweis: Wir beweisen vorerst zwei Hilfsaussagen.
Lemma 1. Fir alle x € R gilt
o v < |z,

o |z|=]|— x|

Beweis: Wir starten mit dem Beweis der Ungleichung und unterscheiden 2 mogliche
Falle:
1. Fall: > 0. Dann ist || = z und damit auch x < |z|.

2. Fall: x < 0. Dann ist |z| = —x > 0 > x, also x < |z

Der Beweis der zweiten Aussage erfolgt ebenfalls mittels Fallunterscheidung.

1. Fall: x > 0. Dann ist |z| =2 = —(—x) = | — z|.

2. Fall: x < 0. Dann ist || = —x = | — z|. O

(a) Sei nun z +y > 0, dann gilt
[z +yl=a+y < |z + ]yl
Ist x +y < 0, so folgt
[Tty =—(x+y)=—z+(-y) <|—z|+ |-yl =|z[+y]

und damit die Behauptung aus (a).
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(b) Seien x,y € R beliebig gewahlt, dann gilt

2| =l +y—yl <|r—y[+y = lz[ |yl < |z -yl
yl=ly+r—z[<|ly—a|+]z] = |yl —lz|<|y—2| =]z -yl

Insgesamt also ||z — |y|| < |z — y].

14. Die Betragsfunktion | -|: C — R ist definiert als
|z| = Va? +b*> wobei z=a-+ibmita,beR
Zeigen Sie dafiir

(a) Yo,y € C: |zy| = [z] |y
(b) Vo,y € C: |z +y| < |z] + |yl

Beweis:
(a) Seien x = (x1,22),y = (y1,y2) € C beliebig, dann gilt

|$y| = (Jflyl — ToYo, T1Y2 + $2y1)|
= \/ (T1y1 — T2y2)? + (1y2 + T2y1)?

= \/ (x3y} — 2z1y12000 + 23y3) + (235 + 221302001 + 23Y7)

= ‘|” x2y2 + m1y2 + x2y1

—\/x1+x2 y1+y2)
= /(e + 23/ (2 + 33) = [allyl.

(b) Seien x = (x1,23),y = (y1,y2) € C beliebig, dann gilt

|z +y| < || + |yl
V@t s 1 (@ + P <ot +ad 4o+l

(21 + 30 + (@2 + 92)° < (e 4+ 23) +2y/23 + 2By + 92+ (4 +4))

2ys + 2eays < 24/ (23 + )7 + 13)

T1Y1 + Ty < \/ TRyt + 23y5 + i3 + 23yt

T3y7 + 2x1y1:v2y2 + x§y§ < afyi + 235 + 2Tys + 3y;
2T1Y1T2Ys < %yz + 55291

0< (1713/2 - 3323/1)

[ A



Die letzte Zeile der obigen Aquivalenzumformungen entspricht einer wahren Aus-
sage, womit (b) bewiesen wére.

U

15. Eine Funktion f : R — R heifit Lipschitz-stetig falls gilt:
JeeR":Va,y eR:|f(z) — f(y)| < clz—yl

(a) Sind die Funktionen f; : R -+ R : 2+ z und fo : R — R : 2 — 2 Lipschitz-
stetig?

(b) Zeigen Sie : Falls f, g : R — R Lipschitz-stetige Funktionen sind, dann ist auch
die Summenfunktion f + g Lipschitz-stetig.

Beweis:
(a) Fiir beliebige z,y € R gilt
|fi(@) = i) =z —y[ < 1]z -yl

Die Funktion ist also Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante ¢ = 1.
Sei ¢ > 0. Dann folgt mit x = cund y :=c+1

Ifo(2) — fo(y)| = |2 = —2c—1|=2c+1>clz—y|=c

f2 kann also nicht Lipschitz-stetig sein.

elen x,y € eliebig und cr bzw. ¢, die Lipschitz-Konstanten von f und g. Mit
b) Sei R beliebi decsb , die Lipschitz-K fund g. Mi
Hilfe vom Beispiel 13 gilt

I(f+9)(@) = (f+9)W)|=I|f(x) = fly) +g(z) — g(v)]
<|[f(z) = fW)|+ lg(z) — g(y)|
< cplr =yl + ez —y| = (e +cg)|x —yl.

Die Aussage folgt also mit ¢ := c¢; + ¢,.

16. Wir definieren fir xz € R:

und
VneN: T,(x) :=22T,(z) — Ti1(x)

Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes n € N ist die Funktion 2 — T,,(x) ein Polynom vom Grad n.

6



(b) Plotten Sie die Funktionen T,, fir n = 0,...,5 und =z € [—1.2,1.2]. Welchen
Verdacht haben Sie fiir den Wertebereich von T}, |[_1 1] 7

(c) Fir z € [—1,1] gilt die Darstellung (mit ¢ sodass i = —1):
1
VneN:T,(x)= 5[(1’ +iv1l—2?)" + (z —ivV1 — xQ)"]

Beweisen Sie daraus den in (b) vermuteten Wertebereich. Verwenden Sie dazu
die Resultate aus Beispiel 14.

Beweis:

(a) Wir zeigen die Annahme E(n) “T,,(x) ist Polynom vom Grad n” mit Induktion.
Induktionsanfang F(0) und E(1): Ist wahr, da Ty(x) = 1 und T} (x) = = Polynome
vom Grad 0 bzw. 1 sind.

Induktionsschritt E(n — 1) A E(n) = E(n + 1):
Da T,,,T,_1 Polynome vom Grad n bzw. n — 1 sind, existieren Darstellungen

n

n—1
T.(z) = Z arz®, T 1(x) = Z bpa®
k=1

k=1
mit a, # 0 und b,_; # 0. Aus der Definition von T,,,1(x) folgt, dass

n

n—1
Thi1(x) =22 <Z akxk> — Z bra®
k=1

k=1
n n—1 n—1
— Z 2axFtt — Z bt = bix + Z(Qak_l + bk)xk + 26, 12" + 2a,x" .
k=1 k=1 k=2

Da a,, # 0 ist 1,41 ein Polynom vom Grad n + 1.
(b) Annahme: Wertebereich in [—1, 1].
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(¢) Wir zeigen die Dastellung von 7;, mit Induktion:

e Induktionsanfang

—n=0
1

2
—n=1
1

2
e Induktionsschritt

[(x +iv1—22)0 + (

[(x—l—zm) + (



Thi1(z) = 22T, (x) — T —1(x)

[(x +iv1—22)" + (z — z\/ﬁ)"]
3 |
[(x iV — 2" (22 (e + iV — 22) — 1)]
(x —iV1— 22" 2z(x — ivV1 — 2?) — 1)}
== [(a: +iV1T— 22" 4 (2 — z’@)”ﬂ] :

(x+iv1— :EQ)”_1 + (x —iv1— :EQ)”_I]

wobei die letzte Gleichheit aus
(x £ivV1 —22)? = 2% + 22iV1 — 22 — (1 — 2°) = 22(z £ 22iV1 — 22) — 1

folgt.
Sei x € [—1, 1] beliebig, dann gilt

1 n n
Tal@)l < 5 Heri\/l—:cQ —1—‘1:—2'\/1—952 }
1 |
E 5 [(\/:p? Fl-2)"+ (Va2 +1— xZ)”} < SH1) =1



