Runde 3, Beispiel 19

LVA 118.181, Ubungsrunde 3, 03.11.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 01.11.2006

1 Angabe

Man vergleiche das Euler-Verfahren, das Verfahren von Heun und das Verfahren von
Runge- Kutta fiir das AWP y = 1+ £,9(1) = 1 an der Stelle z = 1.6, wobei n = 3
gewéhlt werden soll. Lose das AWP auch exakt und ermittle jeweils den relativen Fehler
fiir die einzelnen Verfahren.

Anmerkung: Nach Moglichkeit programmiere man die einzelnen Verfahren. Wenn 'mit
der Hand’ gerechnet werden muss, wahle n = 1.

2 Theoretische Grundlagen: Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren ist ein numerisches Vefahren zur Losung von Anfangswertproblemen.
Die Idee ist, denn Differentialquotienten y’ = % durch den Differenzenquotienten % =

W zu ersetzen (h ist die Schrittweite):

o) =) = W 20 E D i)

Die Auflésung nach y(x + h) ergibt

ylo +h) = y(x) + hf(z,y(z))

Wenn wir nun den bekannten Anfangswerk yo = y(z¢), eine kleine Schrittweite h wéhlen
und x = zg und y = yo setzen, erhalten wir mit y; eine Naherung fiir den exakten Wert
y(xzo + h):

y(x1) = y(xzo+ h) = yo + fh(xo,y0) =: 11
Daraus konnen wir yo errrechnen usw. worazs such folgende allgemeine Formel ergibt:

Ynt+1l = Yn + hf(In, yn)

3 Theoretische Grundlagen: Heun-Verfahren

Das Heun-Verfahren, benannt nach Karl Heun, ist ein einfaches Verfahren zur numeri-
schen Losung von Anfangswertproblemen. Es ist ein Einschrittverfahren und gehort zu
der Klasse der Runge-Kutta-Verfahren.

Im Gegensatz zum Explizites Euler-Verfahren erfolgt die Naherung iiber ein Trapez und
nicht iiber ein Rechteck.



Zur numerischen Losung des Anfangswert-Problems:
i = f(t,z),  x(to) =0

flir eine gewohnliche Differentialgleichung mit dem Verfahren von Heun wéhle man eine
Diskretisierungs-Schrittweite A > 0, betrachte die diskreten Zeitpunkte

tr = to + kh, k:1,2,~-'</math>

und berechne zunéchst analog zum expliziten Euler-Verfahren

:L'Lljl Z:L'k—i-hf(tk,.%'k) , k=1,2,...

und dann
1 [P]
Th+1 :mk—i_§h(f(tk7$k)+f(tk+17xk+1)) ) k= 1727"'

Die x; sind die Naherungswerte der tatséchlichen Losungsfunktion x(¢) zu den Zeitpunk-
ten ;.

h bezeichnet man als Schrittweite; Verkleinert man die Schrittweite so wird der Verfah-
rensfehler kleiner (sprich die x; liegen néher am tatséchlichen Funktionswert z(¢;)). Der
globale Fehler des Verfahren von Heun geht mit h? gegen Null man spricht auch von
Konvergenzordnung 2.

4 Theoretische Grundlagen: Runge-Kutta-Verfahren

klassische Runge-Kutta-Verfahren ist ein explizites 4-stufiges Einschrittverfahren der nu-
merischen Mathematik zur ndherungsweisen Losung von Anfangswertproblemen. Der Na-
me stammt von den deutschen Mathematikern Carl Runge und Martin Wilhelm Kutta-
Das klassische Runge-Kutta-Verfahren verwendet - wie die weitaus meisten numerischen
Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen - den Ansatz, Ableitungen (Differentialquo-
tient) durch (endliche) Differenzenquotienten zu ersetzen. Die dabei bei nichtlinearen
Funktionen notwendigerweise auftretenden Fehler (es werden sdmtliche hoheren Glieder
der Taylor-Entwicklung vernachléssigt) konnen durch geeignete Kombinationen verschie-
dener Differenzquotienten teilweise kompensiert werden. Das Runge-Kutta-Verfahren ist
nun eine solche Kombination, die Diskretisierungsfehler bis zur dritten Ableitung kom-
pensiert.

Es sei

y' = f(zy)
eine (gewohnliche) Differentialgleichung 1.0rdnung mit den Anfangsbedingungen
y(xo) = yo

und sei weiter h die gewiinschte Schrittweite.
Dann wird der (angendherte) Wert von y(zo+h) = y(z1) nach Runge wie folgt errechnet:
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Hinweis: In der Literatur wird héufig an Stelle der v/ direkt die Schrittdifferenz kx =
h.y'y angegeben. Das ist insbesondere hinsichtlich der in den folgenden Abschnitten ange-
gebenen Anwendung auf Differentialgleichungen héherer Ordnung unpraktisch und wird
darum (weil es die schematische Rechenarbeit unterbricht und auch sonst keinen Gewinn
bringt) hier nicht verwendet.

Yo = f(wo,0)

ya = Yo+ %y

Yy = flxo+2,ya)

Yyp = Yo + % Y

Y = flzo + 2,yp)

Yo = Yo+ h-yp

Yo = flxo+h,yc)
yi = yo+h- yo+2(yAéryB)+yc

Mit den neuen Werten z1 und y; kann dann der néchste Rungeschritt durchgefiihrt wer-
den. Die erzielte Genauigkeit liegt - bei gentigend glattem f(z,y) - in der Grofenordnung
von h?.

5 Losung des Beispiels
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Eine Moglichkeit zur Losung besteht in der Verwendung einer Formel: Lineare inho-

mogene Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Form y'+p(z)y = r (r ist Storfunktion,
singular oder nur von z abhingig) konnen mit folgender Formel aufgelost werden:

h= /p(a:) dx

y(z) = e_h(/ elr dae + ¢)
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(Quelle: Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 9.Aufl., S.26ff.)

1
r=1, p=——, h/pdx:—lnx
x

y(:c) — elnx‘(/elnx'l_i_c)

8=

)=z ([ 5 1+0)

y(x) =z (Inz +¢)
y(x) =z -lnz+c

Spezielle Losung fiir y(1) = 1:

ylz) =z -lnz+2x

Ausprogrammiert in MATLAB:

h
)

Listing 1: Definition der Funktion

Funktion phi=f(t,y) ist die rechte Seite von DGL y’(t)=£f(t,y).
Laut der MATLAB-Syntax muss dann die Datei den Name "f.m" haben.

function phi=f(t,y)
phi=1 + t./y;
Listing 2: numdgl.m
Numerische Loesung der DGL y’(t)=f(t,y) mit dem
* expliziten Euler-Verfahren
* verbesserten Euler-Verfahren (Euler-Heun)
* Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung.

Die Funktion f(t,y) ist in der datei "f.m" angegeben.

clear all;

h=0.1; % Schrittweite

N=10; % Anzahl der Schritte

t=1. 6 % Anfangszeit

T=[t:h:t+h*N]; % Array fuer Graphen

yo=1 % Anfangswert

YEX= t x*log(t) +t; % Exakte Loesung

yee=yO0; % yee ist die numerische Loesung mit dem expliziten Euler-Verfahren
YEE(1)=y0; % YEE ist das Array fuer Graphen

yeh=yO0; % yeh ist die numerische Loesung mit dem Euler-Heun-Verfahren
YEH(1)=y0; % YEH ist das Array fuer Graphen

yrk=y0; % yrk ist die numerische Loesung mit dem Runge-Kutta-Verfahren
YRK (1)=y0; % YRK ist das Array fuer Graphen
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)

%

)

for n=1:N

Euler -Explizit

yee=yee+h*f (t,yee); % Ein Schritt des expliziten Euler-Verfahrens

YEE (n+1)=yee;
Euler -Heun

k1=f(t,yeh);
k2=f (t+h/2, yeh+h/2%k1);

yeh=yeh+h*k2; % Ein Schritt des Euler-Heun-Verfahrens

YEH(n+1)=yeh;

Runge -Kutta

k1=f (t,yrk);

k2=f (t+h/2, yrk+h/2%k1);

k3=f (t+h/2, yrk+h/2%xk2);
k4=f(t+h, yrk+hx*k3);
yrk=yrk+h/6x( k1+2*(k2+k3)+k4 );
YRK (n+1)=yrk;

Naechster Zeitschritt
t=t+h;

end

Graphen

plot (T, YEX, ’k’);
hold on

plot (T,YEE,’r?);
plot(T,YEH,’g’);
plot (T,YRK,’b’);
hold off

title (’Numerische Loesung von DGL?);
xlabel (’x’);
ylabel (’Loesung y’);

%

Ein Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens

legend (’Exakte Loesung’,’Euler-Explizit’,’Euler-Heun’,’Runge-Kutta’);



