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Aufgabe 1  12P \/

(a) Gegeben sei die Menge (Z,@) der ganzen Zahlen, wobei die Verkniipfung € definiert ist:
a®b:=a+b-8
Uberpriifen Sie das Assoziativgesetz.
(b) Wir betrachten die 2 X 2-Matrizen mit reellen Eintrigen (MZ(R), +,-), wobei + die Addition der
Matrizen und - die Multiplikation der Matrizen bezeichnet. Beweisen Sie eines der beiden
Distributivgesetze in (Mz (]R), +,-).

ai alZ)

Hinweis: Reprisentieren Sie allgemein die Matrizen als A = ( ay  axp

Aufgabe 2 12P L/

Gegeben sei die folgende Matrix:

1 0 —x
A=(-2 0 x),xy€eR
0 y O

(a) Ermitteln Sie AL

(b) Beschreiben Sie die Menge der x und y, fiir die A invertierbar ist.

Aufgabe 3  12P \/

Gegeben sei der Matrix

-4 2 1
A=(2v v 0)
-6 -1 1

Mit v € R. Fiir welche Werte von v gilt |4| = |[A71]?
Aufgabe 4  12P \/ el besdon  heren

Gegeben seien zwei Mengen M und N. Beweisen Sie ausfiihrlich die folgenden Rechenregeln.

Anmerkung: Achten Sie darauf, jeden einzelnen logischen Beweisschritt genau zu erkliren. Graphische

Losungswege (z.B. Venn-Diagramme) sind als Losung nicht ausreichend!

(QMcN=>NcM
b)M\N=MnN

mathe.tutor@yahoo.com



Aufgabe 5  12P

Gegeben seien die folgenden drei Vektoren aus dem R3.

1 -1 0
vi=( 2 ), vo=(t+1), vz=(t)miteinem Parameter t € R.
t+2 t 1
(a) Fiir welche Werte von t sind die drei Vektoren linear unabhidngig? (6 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die Dimension des von den drei Vektoren erzeugten Untervektorraums U, von R3 in

Abhiingigkeit von Parameter t. (6 Punkte)
Aufgabe 6 6P
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

(a) Die Matrix A muss regulir sein, damit das Gleichungssystem Ax = b eindeutig losbar ist. (2 Punkte)
(b) Hat der Kern einer linearen Abbildung die Dimension 1, so hat das entsprechende homogene
Gleichungssystem genau eine Losung. (2 Punkte)

(c) Es gibt zwei Matrizen, A, B, fiir die giltt A- B = B+ A. (2 Punkte)
Aufgabe 7  12P
(a) Polynomdivision: Berechnen Sie die Polynomdivision und fiihren Sie eine Probe durch. (6 Punkte)
(2x* - 9x%+15): (2x-5)

(b) Woraus besteht ein kommutativer Ring? Beschreiben Sie die Eigenschaften eines kommutativen
Rings auch formal.
Aufgabe8 12P
Gegeben sei folgende Matrix:
3 2 0
c=(10 o0
2 0 1909

Berechnen Sie die Eigenwerte von C. Vereinfachen Sie die Ergebnisse soweit es ohne Taschenrechner

moglich ist.
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Aufgabe 9  12P

Gegeben sei die folgende Matrix:

1 0 -a
0 b O
(¢) Ermitteln Sie A~1. (10 Punkte)

(d) Ist A fiir alle @ und b invertierbar? Falls nein, fiir welche a, b ist A nicht invertierbar? (2 Punkte)

Aufgabe 10 6P

Essei Z™ :== {—1,—2,—3 ... }. Geben Sie bei den Mengen, die keine Gruppen sind, mindestens eine

Gruppeneigenschaft an, die verletzt ist. Zeigen Sie bei den Gruppen, dass alle Eigenschaften gelten.

(a) (Z' U {0}, +), wobei + die gewohnliche Addition von ganzen Zahlen bezeichnet. (2 Punkte)
(b) (Z‘,-), wobei + die gewohnliche Multiplikation von ganzen Zahlen bezeichnet. (2 Punkte)

(¢) (Q \ {0},*), wobei a x b = z, wobei z die gewohnliche Division von rationalen Zahlen bezeichnet

und Q \ {0} :={x € Q| x # 0}. (2 Punkte)
Aufgabe 11 6P

Es sei R die Relation auf der Menge der geordneten Paare von Positiven ganzen Zahlen definiert als
((a, b), (c, d)) € R dann und nur dann, wenn ad = bc, wobei es sich um die gewohnliche Multiplikation

der ganzen Zahlen handelt. Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation ist.
Aufgabe 12 12P

Man untersuche, fiir welche t € R die Vektoren

1 3 -4
vy = (3), vy = ( t ), v3 = ( 4 ) linear abhiingig in R 3 sind.
4 11 10

mathe.tutor@yahoo.com 3



Aufgabe 13  12P

Ein Wurzelbaum T = (V, E) ist ein Baum mit einem gekennzeichneten Knoten v € V, den man als Wurzel
des Baumes bezeichnet. Sei u € V ein Knoten. Die Hohe von u ist die maximale Linge eines Pfades in T

mit Anfangsknoten u. Die Hohe von T ist die Hohe der Wurzel von T. Ein Blatt ist ein Knoten vom Grad 1.
Ein volilstandiger Terndarbaum ist ein Wurzelbaum mit mindestens 4 Knoten, in dem

(a) Jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau drei direkte Nachfolger hat,

(b) Alle Pfade von der Wurzel zu den Blittern die gleiche Linge haben.
Zeigen Sie, dass ein vollstindiger Terndrbaum der Hohe h, genau 3" Bliitter hat.
Aufgabe 14 12P

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

(a) Essei A = (i i) und B = (_51 _21) Berechnen Sie A - B.
(b) Welche Eigenschaften gelten in einer Gruppe? Verwenden All — und Existenzquantoren.
(c) Berechnen Sie (6x* — 5x% — 22x — 24) : (2x + 3)
(d)
1) Eine Matrix ist invertierbar. Kénnen Sie etwas iiber die Determinante aussagen und wenn ja
was?
2) Eine Gruppe ist kommutativ. Kénnen Sie dariiber aussagen, ob sie auch ein Ring ist und wenn
ja was?
3) Eine Abbildung ist injektiv und surjektiv. Kénnen Sie etwas iiber Bijektivitit der Abbildung

aussagen und wenn ja was?

Aufgabe 15 12P

Gegeben sei die folgende Matrix:

6 2 -8
A=(-2 -1 2)
4 2 -6

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix. Begriinden Sie, wenn die Matrix invertierbar,

bzw. nicht invertierbar ist.

mathe.tutor@yahoo.com 4



Aufgabe 16 12P

Sei GF (4) der Galois-Korper mit vier Elementen. Die Verkniipfungstabelle fiir die beiden Operationen @

und @ lautet:

@la b ¢ d Rla b ¢ d
ala b ¢ d ala a a a
b|b a d c b la b d
c |c a b cla c d b
d|d c a a d c

(a) Was ist das neutrale Element der Operation @? (Mit Begriindung)
(b) Was ist das inverse Element der Operation @? (Mit Begriindung)
(c) Was ist das neutrale Element der Operation ®? (Mit Begriindung)

(d) Was ist das inverse Element der Operation @? (Mit Begriindung)

mathe.tutor@yahoo.com



Aufgabe 1 (12 Punkte)
Es seien 4, B, C, D € R5*® vier verschiedene 5 X 5-Matrizen.
Losen Sie die folgenden Aufgaben:

(a) Der Kern von A hat Dimension 2.
Welche Dimension hat der Losungsraum des Gleichungssystems Ax = 0?
Welchen Rang hat die Matrix A?
(b) Die Matrix B hat das charakteristische Polynom (0 — 2)2(1 — 1909)(A — 1)(1 + 5)
Welche Eigenwerte hat die Matrix B?
Ist B invertierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort!

(c) Sei C die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen 1, 2, 3, 4, 5, also

1 0 0 0 O
0 2 0 0 O
c=10 0 3 0 O

0 00 40
0 0 0 05

Welche Eigenwerte und FEigenvektoren besitzt die Matrix C?
(d) Nehmen Sie an, dass D vollen Rang hat. Ist die Abbildung f: R> - R® mit f(x) = Dx

bijektiv? Nennen Sie alle Vektoren x € RS, die f(x) = 0 erfiillen!

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Welche Methoden kennen Sie, um die Determinante einer n X n Matrix, n € N zu berechnen?
(b) Bestimmen Sie die Determinante folgender Matrix und erkldren Sie davon allgemein den

Ablauf der von Thnen gewihlten Methode.

o oo
oOr oo oo
oo
_./



Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Man beweise

n

5 (n(n+1) 2
20=()

i=1
(b) Wann ist ein Graph ein Baum? Geben Sie zumindest zwei dquivalente Definitionen.

(c) Erkléren Sie die Eigenschaften ,,gerichtet* bzw. ,,gewichtet® in einem allgemeinen Graphen.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

1. Essei Z* := {1, 2, ...}. Welche der folgenden Mengen in (a) bis (c) sind Gruppen? Geben Sie
bei den Mengen, die keine Gruppen sind, mindestens eine Gruppeneigenschaft an, die verletzt
ist. Zeigen Sie bei den Gruppen, dass alle Gruppeneigenschaften gelten.

(a) (Z*,©), wobei O die gewdhnliche Multiplikation von ganzen Zahlen bezeichnet.
(b) (Q\{0},®), mita ® b =a /b, wobei/ die gewohnliche Division von rationalen
Zahlen bezeichnet und Q\{0} := {x € Q | x # 0}.
(c) (Q*,8), wobei @ die gewdhnliche Multiplikation rationaler Zahlen bezeichnet und
Qt={x€eQ|x >0}
2. Priifen Sie, ob die folgende Relation Aquivalenzrelation oder Ordnungsrelation ist.

R={(x,y) ENT XNt |2x-y <2+ 2x+2y}



Aufgabe1l 12P

(a) Gegeben sei die Menge (Z,@) der ganzen Zahlen, wobei die Verkniipfung @ definiert ist:
a®b=a+b-8
Uberpriifen Sie das Assoziativgesetz.
(b) Wir betrachten die 2 X 2-Matrizen mit reellen Eintrigen (MZ(]R), +,-), wobei + die Addition der
Matrizen und - die Multiplikation der Matrizen bezeichnet. Beweisen Sie eines der beiden
Distributivgesetze in (M,(R), +,)-

ai alz)
azy a2/’

o) |[AD 7 reflviv R(y) e J
A —~>» sywefuied, Q(XIV)A K(V/)()
A3) = bansin Rlxy)"R (=) =R (,2)

Hinweis: Reprisentieren Sie allgemein die Matrizen als A = (
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Aufgabe 2  12P

Gegeben sei die folgende Matrix:

1 0 —x
A=(-2 0 x),x,yeR
0 y O

(a) Ermitteln Sie 47",

(b) Beschreiben Sie die Menge der x und y, fiir die A invertierbar ist.

-1
/\V - 19 —x 100

Jy O Q0
10 -x 1v0 £
oo g0
O 0 g1



Aufgabe3 12P

Gegeben sei der Matrix

-4 2 1-49 2
A=(2v v 0) 2v UV
-6 -1 1 —6 7

Mit v € R. Fiir welche Werte von v gilt |A| = |A71|?

~bv 20 6 ~2v

Al (A7) ptt v sy
cﬂé(7>>7

i - 1



Aufgabe 4  12P

Gegeben seien zwei Mengen M und N. Beweisen Sie ausfiihrlich die folgenden Rechenregeln.

Anmerkung: Achten Sie darauf, jeden einzelnen logischen Beweisschritt genau zu erkliren. Graphische

Losungswege (z.B. Venn-Diagramme) sind als Lésung nicht ausreichend!

(aQQMcN=>NcM

MMAN=MnN

o) cNo = N oen
—

Veh wel = F onfor el (N0 7)) o6 rebt s
gl don Lelber, 2ot by, g, = Tedmene /
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Aufgabe5 12P

Gegeben seien die folgenden drei Vektoren aus dem R3.

1 -1 0
v = ( 2 ) v, = (t + 1), vy = ( t) mit einem Parameter t € R.
t+2 t 1
A A
(a) Fiir welche Werte von t sind die drei Vektoren linear unabhingig? (6 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die Dimension des von den drei Vektoren erzeugten Untervektorraums U, von R3 in

Abhiingigkeit von Parameter t. (6 Punkte)

1 = 0 |7 =
2 4Tt |27 e
A S R I S PR

T« [t - (14) - (1)

(b - 1521 4 2
2ttt 3/ (+~7>=%z;~32

~(-2r+2t) —(é
2 b -2k @' K
~3+13

(s wenn t %—%/ 1
Lj D[(/l/) *3

L?J(ylﬂj/(/ din 2 = W

L; WZ/@MM C/VM 601 v (e



Aufgabe 6 6P
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

(a) Die Matrix A muss regulir sein, damit das Gleichungssystem Ax = b eindeutig losbar ist. (2 Punkte)
(b) Hat der Kern einer linearen Abbildung die Dimension 1, so hat das entsprechende homogene
Gleichungssystem genau eine Losung. (2 Punkte)

(c) Es gibt zwei Matrizen, 4, B, fiir die gilt A- B =B - A. (2 Punkte)

&) d\i 2 }QUJL%A Dol 6\7\”1/@%[4
) oo (e h) Poy =1 = pord wdd e
50
L) AB - BA
- E?mewﬁw



Aufgabe 7  12P
(a) Polynomdivision: Berechnen Sie die Polynomdivision und fiihren Sie eine Probe durch. (6 Punkte)
(2x3 —=9x% +15): (2x-5)

(b) Woraus besteht ein kommutativer Ring? Beschreiben Sie die Eigenschaften eines kommutativen

Rings auch formal.

2.2-9,%5 fo.s = x=ox+8
- (%xf} -9 2)

- QXZ{/OX
055 <105)

10x *1S
1o R
e« L Vhnfin, 2l (2,0,0)
L bowdobno Grgu (2,%)




Aufgabe8 12P

Gegeben sei folgende Matrix:

Berechnen Sie die Eigenwerte von C. Vereinfachen Sie die Ergebnisse soweit es ohne Taschenrechner

moglich ist.

N =

(73) - ( %3)
342 0 a9
o0 170
2 Y 10922 Y

3 (©-2) - (192 = (199 3) )

(2N \1).
3NN Caggg—y) 31542

~ SE¥ >\ T3XZ+7709>\Z~>3

_> W\ =SSN - 319 /E) )

\ ~ 1709 2
35 TSRS
) < S2% )

20 =3913

Vo2 2
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Aufgabe 9 12P

Gegeben sei die folgende Matrix:

1 0 -a
A=(-2 0 a),abeR
0O b 0
(¢) Ermitteln Sie A1, (10 Punkte)

(d) Ist A fiir alle @ und b invertierbar? Falls nein, fiir welche a, b ist A nicht invertierbar? (2 Punkte)

/ZQV@\ 19 O
= O & | 91 0 +
©L v | Vo1

119 ~a 100 =l
~170 0 119

0l 0 Q9O ]
Jo-¢ 210
"l 110
O © 007
71900 =110 1 00 —1-1Q
oLo ©01 =5 07 °o 4
B 2/10 0 o1 ""31/5\0
0O -
/3{’)
O * U

e O



Aufgabe 10 6P

Essei Z7 := {—=1,-2,-3 ... }. Geben Sie bei den Mengen, die keine Gruppen sind, mindestens eine

Gruppeneigenschaft an, die verletzt ist. Zeigen Sie bei den Gruppen, dass alle Eigenschaften gelten.

(a) (Z' U {0}, +). wobei + die gewohnliche Addition von ganzen Zahlen bezeichnet. (2 Punkte)
(b) (Z',-), wobei * die gewohnliche Multiplikation von ganzen Zahlen bezeichnet. (2 Punkte)

(©) (Q\ {0},%), wobeiax b = Z. wobei s die gewdohnliche Division von rationalen Zahlen bezeichnet

und Q \ {0} :={x€ Q| x#0}. (2 Punkte)

9) ¢ =0

MUtk T PR h

sl e st
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Aufgabe 11 6P

Es sei R die Relation auf der Menge der geordneten Paare von Positiven ganzen Zahlen definiert als
((a, b), (c, d)) € R dann und nur dann, wenn ad = bc, wobei es sich um die gewdhnliche Multiplikation

der ganzen Zahlen handelt. Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

b))
QC/_C@(/
R = (ab) foh)
31‘%\%"’1 D

R( ><,7> < R(c//s»
(%Q (C‘”H

gd =b ¢
cd al
b = oo 0
Mol
(E[y/(p R({/,Z> => RCK(z)
8y cd o e f oL o

ad =bc
cf ~de = af b

&%(9¢2:@¢Q{Tf D



Aufgabe 12 12P

Man untersuche, fiir welche t € R die Vektoren

1 3 -4
vi=(3), v2=(1t), vs3=/(4)lincar abhiingig in R ? sind.
4 11 10
‘CQ( 5 —
5) w 4 3 -4 { f
3+ 7 )3
Y 1 10 1M

10F« 43 — 192 + 1ot ~4h ~90

=213« 2t =0

er 2/3?(’/ o

5}
T



Aufgabe 13 12P

Ein Wurzelbaum T = (V, E) ist ein Baum mit einem gekennzeichneten Knoten v € V, den man als Wurzel
des Baumes bezeichnet. Sei u € V ein Knoten. Die Hohe von u ist die maximale Linge eines Pfades in T

mit Anfangsknoten u. Die Hohe von T ist die Hohe der Wurzel von T. Ein Blatt ist ein Knoten vom Grad 1.

Ein vollstindiger Terndrbaum ist ein Wurzelbaum mit mindestens 4 Knoten, in dem

(a) Jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau drei direkte Nachfolger hat,
(b) Alle Pfade von der Wurzel zu den Blittern die gleiche Linge haben.

Zeigen Sie, dass ein vollstindiger Terndrbaum der Hohe h, genau 3" Blitter hat.



Aufgabe 14 12P

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

(a) Essei A = (i i) und B = (_51 _21) Berechnen Sie A - B.
(b) Welche Eigenschaften gelten in einer Gruppe? Verwenden All — und Existenzquantoren.
(c) Berechnen Sie (6x® — 5x* — 22x — 24) : (2x + 3)
(d)
1) Eine Matrix ist invertierbar. Konnen Sie etwas iiber die Determinante aussagen und wenn ja
was?
2) Eine Gruppe ist kommutativ. Kénnen Sie dariiber aussagen, ob sie auch ein Ring ist und wenn
jawas?
3) Eine Abbildung ist injektiv und surjektiv. Konnen Sie etwas iiber Bijektivitit der Abbildung
aussagen und wenn ja was?

« ~
4

) e
) RD e agetr (6 8) Dbanmdta oy

fia (é/@/@)

(5 muy /Lmﬁ alsoVelr) df/h;%_ =5 dareys, Rvyj

O S e LI IR B VO Vo
6+ 2
— bx - 1
- [0
b+ 2 1g
1% +24

=

X 2

2SR

(352 1 ) (2 3) <225



1) Eine Matrix ist invertierbar. Konnen Sie etwas iiber die Determinante aussagen und wenn ja

g

2) Eine Gruppe ist kommutativ. Koénnen Sie dariiber aussagen, ob sie auch ein Ring ist und wenn

~

jawas?

3

-~

Eine Abbildung ist injektiv und surjektiv. Konnen Sie etwas iiber Bijektivitiit der Abbildung

aussagen und wenn ja was?

Dlpt 40
) RA oledf

D) S dledan byl - el 1 gl

=2 Ml oyl



Aufgabe 15 12P

Gegeben sei die folgende Matrix:

642 -8 (=2
A=(-2 -1>2) -2 -1-p
4 2 -6—- 2

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix. Begriinden Sie, wenn die Matrix invertierbar,

bzw. nicht invertierbar ist.

63 (1N {4y« (220) (222
~ (1)) - (2244 - (ECN 2 2)

1 « 32
B3 = L (L)) b (6}

22232\ - 26 0% g LX

—32-32)

1 (22432

(P=S0-C) - () - (1500 5 - Pesitee)

o~
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Bt wa b /e = (3y)

L =
NAZ{Q
[~ 0 Tow
A
N =2
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Aufgabe 1 (12 Punkte)
Es seien 4, B, C,D € R5%5 vier verschiedene 5 X 5-Matrizen.
Losen Sie die folgenden Aufgaben:

(a) Der Kern von A hat Dimension 2.
Welche Dimension hat der Losungsraum des Gleichungssystems Ax = 0?
Welchen Rang hat die Matrix A?
(b) Die Matrix B hat das charakteristische Polynom (0 — 2)?2(1 — 1909)(1 — 1)(1 + 5)
Welche Eigenwerte hat die Matrix B?
Ist B invertierbar? Begriinden Sie Thre Antwort!

(c) Sei C die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen 1, 2, 3, 4, 5, also
1 0 0 0 O

o

o

o

S
1o OO

Welche Eigenwerte und Eigenvektoren besitzt die Matrix C?
(d) Nehmen Sie an, dass D vollen Rang hat. Ist die Abbildung f: R> —» RS> mit f(x) = Dx

bijektiv? Nennen Sie alle Vektoren x € RS, die f(x) = 0 erfiillen!

Dy (Wer 1) =2

Rg? . ji@ (e

S "?. = Lé)umj/)vaum \D[‘W\ 29

Xq < 4?99 =
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