Ubungsblatt 1
Analysis I, WS 2010/11
Prof. Dr. Joachim Schoberl

Aufgabe 1.
Sei M ={1,2,3,4,5}, B = {f,w}. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen

(a) Elemente von M und B

(b) Elemente von M x M

(c) Teilmengen von M und B

(d) Abbildungen von M nach B

(e) Abbildungen von M nach M

(f) Abbildungen von M x M nach M

(g) bijektive Abbildungen von M nach M
(h) injektive Abbildungen von B nach M

Losung

(@) |M|=5,|B| =2
(b) |M xM|=|M|-|M|=5-5=25

(c) Wihlt man eine Teilmenge von M, so bestehen fiir jedes Element aus M zwei Moglichkeiten: Ent-
weder ist das Element in der Teilmenge, oder nicht. Damit gibt es insgesamt 2° = 32 mogliche

Teilmengen von M.
Teilmengen von B: 0, {f}, {w}, {f,w}, also 4.

(d) 2 Moglichkeiten fiir 1 — f(1)
2 Moglichkeiten fiir 2 — f(2)
usw...
Insgesamt 2° = 32 Abbildungen M — B

(e) 5° = 3125 Abbildungen M — M
(f) 25 Elemente in M x M mit je 5 Moglichkeiten, also 25° Abbildungen M x M — M

(2) Sei F die gesuchte Abbildung. Es gibt 5 Moglichkeiten F(1) zu wihlen. Da F injektiv sein soll,
muss F(2) # F(1) gelten, also gibt es nur noch 4 Mdoglichkeiten F(2) zu wihlen usw. Insgesamt
gibt es also 5! injektive Abbildungen M — M. Diese sind auch surjektiv, also bijektiv.

(h) Es gibt 5 Moglichkeiten F(f) zu wéhlen, und 4 Moglichkeiten F(w) zu wihlen, also insgesamt 20
infektive Abbildungen von B nach M.

Aufgabe 2.

Sei K ein Korper mit den Korperoperationen 4+, x, —, ()~! und neutralen Elementen 0 und 1. Sei K eine
Menge und f : K — K eine bijektive Abbildung mit Umkehrfunktion f ~1. Man zeige, dass K mit den
neutralen Elementen 0 := £(0) und 1 := £(1), und den fiir a,b € K wie folgt definierten Operationen
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(a) atb:
(b) axb:

(c) —a:

e Kommutativgesetz:

Seien a,b,c € K. Nach Voraussetzung existieren eindeutige f
e Assoziativgesetz:
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—~
© —
VX S
— —
) |
X S
S X
[ ©
—~ —
< _
]{.\ —~ \I/I(J\
_ = o
= O
_ = X ~ L
RO T~ >
.W\l, = - = X 4
O~
L s> T2 =2=
))X
Esx LifLs
| < R T x|
AsThelin ijl,(l%\\a}f
X o2 == 3
S22 XX X5
| e e SRS
f{\/.\ 11111
R ISR IS ISR

[T T2
[

e Distributivgesetz:

a

FE N )+ 71 (f(0) = f(f " (a)+0)
)= (@) x ) = £(f @) x 1) = f(a)

axb + axc

a+(0) =

ax(1

(@) ) =fF @) < A )™ = @) x (F @)™ = £(1)

e Neutrale Elemente:
e Inverse Elemente:
ax



Aufgabe 3.

Geben Sie 6 verschiedene Wertetabellen fiir Korper iiber der Menge {0, 1,2} an. Benennen Sie die neu-
tralen Elemente beziiglich + und x mit n und e, das verbleibende dritte Element mit z. Zeigen Sie zuerst,
dass e + ¢ = z sein muss.

Losung
Seien a,b,c Elemente eines Korpers und a + b = a + c. Dann folgt, dass

(—a)+a+b=(—a)+a+c=b=c (1)

Fiir verschiedene Elemente b # ¢ gilt also a+ b # a+ c. Angenommen, es gelte e + ¢ = n. Dann wire e +
z#e+n=eund e+z+# e+e=n,also e+z = z. Das ist ein Widerspruch, da e +z = ¢ +n. Weil aulerdem
e+ e # e+n = e, muss gelten e + e = z und e + z = n. Unter Beriicksichtigung der Kommutativitit ergibt
sich folgende Additionstabelle (Sudoku!):

()
Sei nun a # n. Dann gilt fiir alle a,b:
axb=axc 3)
= al'xaxb=a'xaxc @
= a=c )

Damit gilt z X z #zxn=nund z X 7 # 7 X z X e = z, also z X z = e. Die Multiplikationstabelle lautet also

(6)

Aus den Tabellen ldsst sich ablesen, dass inverse Elemente der Addition und Multiplikation existieren.
Seien a,b € K. Nachrechnen zeigt, dass die Additionstabelle das Assoziativgesetz erfiillt. Dabei kann man
nur mit der Kommutativitét (die aus der Symmetrie der Tabelle abzulesen ist) und den Eigenschaften der
neutralen Elemente die Anzahl der zu berechnenden Félle stark reduzieren:

Kommutativitét
=

a+ (b+c)=(a+b)+c c+(b+a)=(b+c)+a

a+(a+a)=(a+a)+a
a+(n+b)=a+b=(a+n)+b
n+(a+b)=a+b=(n+a)+b
Damit bleiben nur noch die folgenden Fille zu iiberpriifen:
e+(et+z)=e+n=e

(ete)+z=z+z=e

e+(z+z)=e+z=1z2
(e+z)+z=n+z=z2



Fiir die Multiplikation folgt die Assozivitit bereits aus den Eigenschaften der neutralen Elemente und der
Kommutativitit:

nx(axb)=n=(nxa)xb

ax(nxb)=n=(axn)xXb
ex(axb)=axb=(axb)xe
ax(exb)=axb=(axe)xb

ax(axa)=(axa)xa
Womit nur noch das Distributivgesetz zu zeigen ist:

ax(b+c)=axb+axc = ax(c+b)=ax(c+b)=axb+axc=axc+axb
nx(a+b)=n=nxa+nxb
ex(a+b)=a+b=exa+exb
ax(n+b)=axb=axn+axb

zx(ete)=zxz=e
IXe+zXe=z+z=e

zx(e+z)=zXn=n
IXet+zXz=z+e=n

Damit sind alle Korperaxiome erfiillt. Es wurde gezeigt, dass die Wertetabellen nach Wahl der neu-
tralen Elemente eindeutig bestimmt sind. Es gibt 3 -2 verschieden Moglichkeiten, ein Paar (n,e) C
{0,1,2} x {0,1,2} von neutralen Elementen zu wihlen, also genau sechs Moglichkeiten einen Korper
tiber der Menge {0, 1,2} zu definieren.

Aufgabe 4.
Versuchen Sie, Wertetabellen fiir einen Korper mit vier Elementen aufzustellen. Alle Hilfsmittel sind
erlaubt.

Losung
In Aufgabe (3) wurde gezeigt, dass aus b # ¢ folgt, dass a + b # a+ c. Es gilt also e + ¢ # e. Sei nun
e + e # n. Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit e + ¢ = x wihlen:

+|/n e x Yy
nin e xy
ele x
X | x
Yy

Setzt man diese Uberlegung fort (Sudoku!), ergibt sich folgende Additionstabelle:

+1n e x vy
nin e x y
ele x y n
X|x y n e
y|ly n e x



Nun gilt aber x+x =n und damit n = e X (x+x) = e X x+ e X x = (e +¢) x x. Damit folgt e + ¢ = n, was
einen Widerspruch zur Wertetabelle darstellt. Es muss also e + e = n gelten

+|n e xy
nin e x 'y
ele n
X | x
Y|y

undn=ax(e+e)=axe+axe=(a+a)xe = a+a=nfir alle Elemente a.

+|/n e x Yy
nin e x 'y
ele n

X | x n
Yy n

Daraus ldsst sich auf die folgende Wertetabelle schlieen:

+|/n e x Yy
nin e xy
ele ny x
X|x y n e
Y|y x e n

Fiir die Multiplikation lédsst sich mit den Argumenten aus Aufgabe (2) die folgende Wertetabelle herleiten:
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Nun muss noch nachgewiesen werden, dass diese Operationen Assoziativ- und Distributivgesetz
erfiillen. Wie in Aufgabe (2) konnen dabei die meisten Félle mit der Kommutativitit und den Eigen-
schaften der neutralen Elemente gezeigt werden. Die restlichen Fille miissen nachgerechnet werden.

Aufgabe 5.
Zeigen Sie, dass A := {a+ \/§b : a,b € Q} mit den aus der Schule bekannten Rechenregeln ein Korper
ist.

Losung

Da die reellen Zahlen ein Korper sind, gelten Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze auch fiir
die Operationen + und - eingeschriinkt auf A C R. AuBerdem ist 0 =0++v/2-0cAund 1 = 1 ++/2-0 € A.
Es bleibt also zu zeigen, dass die Menge A beziiglich Addition und Multiplikation abgeschlossen ist (d.h.
4+,- 1 AXA—A),und dass flirx € A auch —x € A undx ' €A.Seix=a+ \/ib, y=c+ \/id. Dann gilt:

e Abgeschlossenheit bzgl. 4+ und - :

x+y=(a+V2b)+(c+V2d) = (a+c)+V2(b+d) €A
x-y=(a+V2b)-(c+V2d) = ac+v2ad +v/2bc+2bd = (ac +2bd) +v/2(ad + bc) € A



e Inverse Elemente:
—x=—(a+V2b) = (—a)+V2(-b) €A

-1 1 B a—+/2b _a+\/§b_ a b
YT A Vb (a+v2b)a—vab)  @—207 (a2—2b2> +\/§(a2—2b2)

Angenommen, es sei a® — 2b* = 0. Dann folgt v/2 = 5> Was ein Widerspruch ist zu a,b € Q. Damit
gilt a> —2b> #0und x~! € A.

Aufgabe 6.
Betrachte die Menge M = R? mit den Operationen

(@) (a1,a2) ® (b1,b2) = (a1 +b1,a20+by)
(b) (a1,a2) © (b1,b2) = (a1b1,a2b2)

Man verwende die Information R ist ein Korper. Bestimmen Sie die neutralen Elemente beziiglich ¢ und
®. Kann M mit diesen Operationen zu einem Korper gemacht werden?

Losung
Fiir a,b € R gilt

(a,b)®(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b) und
(a,b)®(1,1)=(a-1,b-1) = (a,b),

also sind (0,0) und (1,1) die neutralen Elemente bzgl. & und ©. Es gilt aber (1,0) # (0,0) € M und
Va,b€R: (1,0)(ab) = (a,0) £ (1,1) ™

Damit existiert kein inverses Element zu (1,0) bzgl. ® und M ist kein Korper.
Aufgabe 7.

(a) Seien X und Y Mengen, A : X xY — {f,w} eine Aussagenform. Man zeige
JyeY :VxeX:Alxy) = VxeX:dyeY:A(xy) (8)

(b) Sei X eine Menge, und fiir i, j € {1,2} seien A; ; C X. Man zeige

U N 4a,c N U A, )

ie{12} je{1,2} je{l2}yie{1,2}

Losung

(a) Nach Voraussetzung existiert y € Y, so dass

VxeX:A(x,y) =VxeX:dyeY 1 A(x,y) (10)

(b) Seixe |J () A, Danngilt:
ie{1,2} je{1,2}

dke {1,2}:Vie{1,2} :x €Ay, (11)
(z"ﬁake{1,2}:Vle{1,2}:3ke{1,2}:xeAk,l (12)
=X Ec m U AiJ (13)

jef{1,2}ie{1,2}



Aufgabe 8.
Sei m € N. Man zeige, dass die Relation

a=b:=djeZ:a—b=jm

fiir a,b € Z eine Aquivalenzrelation ist. Schulwissen iiber Z und N darf vorausgesetzt werden.
Man zeige, dass fiir a = b und ¢ = d auch a+c = b+d und ac = bd ist.

Losung

e Reflexivitit, d.h. a = a:
a—a=0=0-mAN0€Z = a=a

e Transitivitit: Seia=b A b=c

=dj€Z:a-b=j1-m N dpeZ:b—c=j-m
=a—c=a—b+b—c=(j1+j2) m
=a=c, da j1+j€Z

e Symmetrie: Seia =b

=djeZ: a—b=jm
=b—a=—(a—b)=(—j)-m
—~b=a, da —jeZ

Damit ist = eine Aquivalenzrelation.
Seinuna=bundc=d

=dj1eR:a-b=jm AN djpeR: c—d=jm
= (a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—d)=(j1+ j2) m
=a+b=c+d, da j1+je’Z

AulBerdem:

ac—bd = ac—bd+bc—bc =c(a—b)+b(c—d)=cjim+bjym= (cj1+bjr)m
=ac=bd, da cji+bj,€Z



