Mathematik 1 fiir Informatik — Ubungsbeispiele

7< Zeigen Sic. daB V3 irrational ist. ><'Zcigcn Sie. daB /5 irrational ist.
x Zeigen Sie. daB /6 irrational ist. j{%{@ Zeigen Sie. daf /10 irrational ist.

ﬁ([ ut iiberpriife die Gleichung
5 n(n+1)(2n+1)

124224387 ? —_— fiir alle n € N
fiir dic ersten fiinf natiirlichen Zahlen nnd beweise sodann deren Giiltigkeit fiir alle natiirlichen
Zahlen durch vollstiindige Induktion.
MM;LH zeige mittels vollstindiger Induktion. daf fiir die rekursiv definierte Folge .y = 1 und
2pes1 = &g + 8k filr A > 1 allgemein gilt:

ry = (20— % fiirallen > 1.

7) Nach der sogenannten .abessinischen Banernmethode werden zwei Zahlen, z.B. 21 und 17.
wic folgt multipliziert:

21 17
1t 3
5 68
2 136
1 272
357

Dabei wird der erste Faktor laufend dureh 2 dividiert (und der Rest dabei vernachliissigt). wiihrend
der zweite Faktor stets verdoppelt wird. Nach dem Motto der abessinischen Banern .Gerade
Zallen bringen Ungliick streicht man nun alle Zeilen. in denen die Zahl in der ersten Spalte
gerade ist. Die Summe der verbleibenden Zahlen in der zweiten Spalte licfert dann das Ergebnis
21-17 = 35%

Man begriinde. warim diese Methode zum richtigen Resultat fithrt. (Hinweis: Man gehie von einer
Darstellung des ersten Faktors im Bindrsystem aus.)

8) Man bestiitige die Richtigkeit der folgenden Behauptungen:

M Fiir alle . € N ist n? — n stets durch 3 teilbar  mittels eines dirckten Beweises.

(b) Ist dic Summe m + n zweier Zahlen m.n € Z nngerade, dann ist genau ciner der beiden
Summanden ungerade  wmittels eines indirekten Beweises.

2 . . . .
(c) Ist das Quadrat n? ciner ganzen Zahl n € Z gerade, danu ist auch n gerade mittels cines
Beweises durch Kontraposition.

(d) Dic Aussage von (a) mittels eines Beweises durch vollsténdige Induktion.

9 19) Man beweise mittels vollstéindiger Induktion:

RS 1 1 =1
1P A N R Ee\ it RUES:
\/v(m./(.wn e e 2 J /~1) T

n ) —l
13) 32 =2 m-1)+2 (n20) NZ,%J 1 ——”4—) (n>1)

=0
16)

l 3 2n+3
n 5 = (II € N)
ksk = lﬁ(ns”ﬂ (n+15"+1) (n>1) 2:: 34 4w

17) Ist Fy = 0. Fy = 1 und F, 19 = F1 + Fy fiir alle n € N. so gilt

1 1 \/5" 1_\/5:1
w59 - (57|

2. Ly =1und Lyyo = Ly + Ly, fiir alle n € N, so gilt

(59 (55))

19) Ist Fy = 0. Fy = 1 und Fy 40 = Fyq1 + Fj, fiir alle n € N, so gilt Fp< (E)

(V)

18) Ist Lo

20 23) Man untersuche mittels vollstéindiger Induktion. fiir welche n > 0 die angegebene Unglei-
chung gilt:

20) 9n*-3<
%2)“ 342" <

(/;)

“91) 4n? < 2"
w

L&D (n+1)3" <4

n—1

24) Man zeige fiir alle n € N\ {0}: Z apbr = ay, Z by — Z Apt1 — Gf ij

k= k=1 k=1

%

25) Wo steckt der Fehler im .Beweis™ der folgenden Behauptung:

Ist in einer Gruppe von Personen eine Person blond. so sind alle blond.

Beweis: a) n = 1: Hier stimmt die Behauptung trivialerweise.

b) Dic Behauptung gelte fiir Gruppen der Grofie n.

Nun sei von 7.+ 1 Personen eine blond. Betrachte man diese Person zusammen mit n— 1 weiterer.
Dann sind nach Induktionsannalme diese n — 1 Personen auch blond. Folglich ist in der Gruppe
dieser 11— 1 Personen zusammen mit der noch nicht betrachteten Personen wieder wenigstens cine
blond, woraus folgt. daB auch diese letzte Person blond sein nmf.

R
1/26) Wo steckt der Fehler im . Beweis™ der folgenden Behauptung:

Je zwei natiivliche Zahlen a.b sind gleich grofs.
Beweis: Vollstindige Induktion nach dem max{a. b}.
a) max{a.b} = 0: Hier gilt a = b= 0.
b) Dic Behauptung gelte fitr max{a.b} = n.
Sei nun max{a.b} = n + 1. Dann ist max{fa — 1.h— 1} = n. und cs folgt aus der Induktionsvor-
aussetzung b). dal ¢ — 1 =b— 1 ist. womit <Lhc “auch a = b gilt.



27) Man zeige. dall in R die Bezichung
1
714+ 12v35

gilt. Was crgibt sichi bei Rechnung in normalisierter Gleitkomma-Darstellung zur Basis 10 mit
vierstelliger Mautisse?

V5041 — V5040 = 71 — 12v35 =

28) Man finde alle sechsten Wirzeln von = = 87 in € und stelle sie in der Gauflschen Zahlenebene
dar.

29) Man bestimme rechuerisch (ohne Taschenrechner) und graphisch Summe und Produkt der
komplexen Zallen zp =3 — 4i und 29 = [2. 5]

30) Wic bei 29) fiir 21 =4+ 5i und 22 = [2. -]

@1) Wic bei 29) fiir 3y =5+ 2i und 25 = [3. 3.

32) Man berechue oline Taschenrechner alle Werte von /T +7 in der Form [r. ¢].

33) Wic bei 32) fiir /18 — 6v/3i. 34) Wic bei 32) fiir /=7

88) Wic hei 32) fiir /v/2 — Voi.

36) Man beweise 3753 = 37 - %3 und 27 — 20 = 3] — .

37) Man beweise <1) =
2 %2

38) Stellen Sie alle Losungen der quadratischen Gleichung 2% 422 +4 = 0 sowoll in der Form

a+ib, a.b € R. als auch in Polarkoordinatenform r(cosy +ising). r > 0. 0 < ¢ < 27. dar.

39) Wic Bsp. 38) fiir 22 + 4z +8 = 0.

40) Fiir welche komplexe Zahlen gilt = = 17

2

2 2
A+ 2 2] — 2

2

41) Man zeige = é(‘31|2 + [22*).

42) Man beschreibe die Menge jener komplexen Zahlen 2. die Re (”—,‘,i) > 0 erfiillen (a.h € C.
h#0).
43) Man beschrcibe die Menge jener komplexen Zahlen 2. die Im (5524) > 0 erfiillen (a.b € C.

h#0).

44 45) Welche Teilmenge der komplexen Zahlenchene beschreibt die angegebene Ungleichung?

244 :+5

<3 /215) i

44)

46) Man berechme alle Werte von 7+ 24i = a + ib ohne Beniitzung der trigonometrischen
“Darstellung. (Hinweis: Man quadriere die zu losende Gleichung und vergleiche Real- und Ina-
gindrteile.)

VONWic Bsp. 16) fitr 8 =67 = a +ib.
‘\48,5;Meul bestimme den ggT(7469. 2464) it Hilfe des Euklidischen Algorithmus.
/ﬁé\) ‘Mem bestinue den ggT(1109.4999) mit Hilfe des Enklidischen Algorithmus.
;5:9\1\[:111 bestimme den geT(2008. 6318) mit Hilte des Enklidischen Algorithmmns.
51) Man bestimme den ggT(2007.8367) wit Hilfe des Euklidischen Algorithmus.

3

N

£52) Man bestimme den ggT(2107.9849) mit Hilfe des Euklidischen Algorithmnus.
53) Man bestimme alle ganzen Zahlen 2.y, welche die Gleichng 243 4 198y = 9 erfiillen.
54) Man zeige fiir natiirliche Zahlen a. b die Bigenschaft ggT(a.b) - kgV(a.b) = a - b.

55) Man zeige. daB jede ganze Zahl der Form nt + 4" (it n > 1) keine Primzall ist.
(Hinweis: Man unterscheide zwischen geradem und ungeradem n. Insbesondere betrachte man bei
ungeradem n die Zerlegung (n2 4 2/ + n200/2) (2 4 21 — 20 D/2) )
56) Sci 1 cine beliebige positive natiirliche Zahl und N = 12n — 1. Man zeige. daf§ die Sumime
aller Teiler vou N durch 12 teilbar ist.
57 62) Losen Sie die folgenden Kongruenzen (d. h. Gleichungen in Restklassen in Z) bzw. beweisen
Sie die Unlosbarkeit (in Z):
=4 (mod 16). b) 8r =4 (mod 15).

3 (mod 9). b) 6r =4 (mod 9).
=9 (mod 11). b)3r=9 (mod 12).
1 (mod 3). b)a?=1 (mod 5).
2 =2 (mod 5), b)?=2 (mod 7).

(ﬁ—g) a) 2 —=3r+2=0 (mod 5). b) 22 =3r+2=0 (mod 6).

Il

Il

63) Man beweise die folgenden Regeln fitr das Rechnen mit Kongruenzen:
(a) a=b modm. c=d modm = a+c=b+d modm
(by a=b modm. c=d modm = a-c=h-d modm

(¢) ac=be modme. ¢#0 = a=bh modm

64) Im curopiiischen Artikelnummernsystem EAN werden Zahlen mit 13 Dezimalziffern der Form
a1 as . .. age p verwendet. Dabei wird die letzte der 13 Ziffern. das ist die Priifziffer p im EAN-Code
s0 bestimmt. dafl

a1+ 3as + a3+ 3ay + -+ ay; +3a;p0+p=0 mod 10

gilt. Man zeige. daB8 beim EAN-Code cin Fehler in einer einzelnen Ziffer stets erkannt wird.
wiithirend eine Vertauschung von zwei benachbarten Ziffern genan dann nicht erkannt wird. wenn
dic beiden Ziffern gleich sind oder sich um 5 unterscheiden.

65) Sci a die Aussage Es gibt eine grofite natirliche Zahl. und b dic Aussage 0 ist die grifte
natirliche Zahl. Man entscheide. ob die Aussagen a — b bzw. b — a wahr oder falsch sind.

N .
66>71) Entscheiden Sie mit Hilfe ciner Walirheitstafel. ob die folgenden Aquivalenzen richtig sind.

-\66\):;;'(1 V(bVe)<= (aVvh) Ve B7) aV(aAb) = a
68) an(bVe)<= (anb)V(aAc) T69) (0 A—b) A - = aA=(bA )
- a—b+s=(a—b)— =(b—a) ' 71) =(a —b) <= an-b

T?)&D) Beweisen Sie die folgenden Bezichungen mit Hilfe von Elementtafeln oder geben Sie cin
N . .
konkretes Gegenbeispiel ar.

72) AN(BNC)=(ANB)NC 18) (A\B)\C=A4\(B\C)
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74) (AUB) =A'NnB 75) (AUB)N(BUCY CANB

76) (ANBY = A'UB 77) (AABY=AAB
78) AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B)
79) AN(BAC)=(ANB)A(ANC) 80) AA(BNC)=(AAB)N(AAC)

81) Maun zeige, daf es sich bei dem logischen Ausdruck
(BVC)A(B—-A)AAl—=C
um eine Tautologie bzw. bei dem Ausdruck
(A= C)AN(C = B)NAN-B
um eine Kontradiktion handelt.

82) Man beweise, daB dic folgenden drei Aussagen dquivalent sind. (D. h., gilt eine der drei

— 4 Aussagen, dann gelten alle drei.)
Vet A \

()ACB, (i)AUB=B, (ii)ANB=A

T |
| Ok —~ i 83-86) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Identitdten fiir Mengen:

B2/ (Ax B)N (B x A) = (AN B) x (4N B).
(Ax ByU(Bx A)=(AUB) x (AU B).
(33) (4xB)U(AxC)=Ax (BUC). 887 (AxB)N(4xC)=Ax (BNO).
87) Sei M cine nichtlecre endliche Menge. Zeigen Sie, daf§ AL gleich viele Teilmengen mit gerader

Elementanzahl wie solche mit ungerader Elementanzahl besitzt, indem Sie ein Verfahren angeben,
das aus den Teilmengen der einen Art umkehrbar eindeutig die der anderen Art erzeugt.

88) Es sei A eine Menge mit n Elementen und P(A) die Menge aller Teilmengen der Menge A.
Zeigen Sie, dafi P(A) 2™ Elemente besitzt.

89) Sei A ={1,2,...,8} und R binire Relation auf A definiert durch
aRb & a=b oder ggT(a,b) =2, Va,be A.
Man gebe explizit die Relation R sowie ihren Graphen G g an.

90) Man untersuche nachstehend angefiihrte Relationen R € M2 in Hinblick auf die Eigenschaften
(R), (5), (A) und (T):

(a) M = Menge aller Einwohner von Wien (Volkszéhlung 2001), a Rb ¢ a ist verheiratet mit b
(b) M wie oben, a Rb <> a ist nicht dlter als b

(c)

(d) M=R,aRb & a—-beZ

M wie oben, e Rb < a ist so grof wie b

() M=R", (z1,....2) R(W1,.-») © i<y Vi=1...,n
\91 Man zeige, daff durch
aRb & 3|d® b firallea,beZ

ecine Aquivalcnzrelation R in der Menge Z erklirt wird, und bestimme die zugehorende Partition.

92-97) Stellen Sie die folgenden Relationen im cartesischen Koordinatensystem und auch als
gerichteten Graphen dar und untersuchen Sie weiters, ob eine Aquivalenzrelation vorliegt.

92) Die Relation R sei fiir m,n € {2, 3,4, 5} definiert durch rnRn < m+n ungerade oder m = n.
93) mRn < m + n gerade, m,n € {2,3,4,5}.
94) mRn & m - n ungerade oder m =n, m,n € {1,2,3,4,5,6}.

95) mRn < geT(m,n) = 1, m,n € {1,2,3,...}, wobei ggT(m; n) den grofiten gemeinsamen
Teiler der Zahlen m und n bezeichnet.
96) mRn & ggT(m,n) = 2, mn € {2,4,6,...}, wobei ggT(m,n) den groBten gemeinsamen
Teiler der Zahlen m und n bezeichnet.

97) Untersuchen Sie, ob die Relation ARB <> AA B = () (A die symmetrische Differenz) auf der
Potenzmenge einer Menge M eine Aquivalenzrelation bildet.

98) Untersuchen Sie, ob die Relation ARB < A A B = A (A die symmetrische Differenz) auf
der Potenzmenge einer Menge Al eine Aquivalenzrelation bildet.

99) Sei f : A — B. Man zeige. da durch 2 = y & f(z) = f(y) eine Aquivalenzrelation = auf
der Menge A definiert wird.

100) Seien Ry und Ry Aquiyalenzrelationen auf der Menge M. Man beweise, dal dann auch ihr
Durchschnitt R = Ry N Ry Aquiwzlenzrelation auf M ist.

101) Sei 170 die Menge aller natiirlichen Zahlen, die 70 teilen. Man vergleiche die Hassediagramme
der beiden Halbordnungen (P({a, b, c}), €) und (Tx, |).

102) Sei mRn < |m| < |n|, m,n € Z. Ist R eine Halbordnung auf Z?

103) Untersuchen Sie, ob die Relation ARB < A C B auf der Potenzmenge einer Menge M eine
Halbordnung bildet und zeichnen Sie gegebenenfalls das Hassediagramm.

104) Fiir k,n € {1,3,4,...,10} sei kRn, falls k ein Teiler von n ist und £ und % teilerfremd
sind. Man untersuche, ob die Relation R eine Halbordnung ist und ermittle gegebenfalls das
Hassediagramm.

105) Wie Bsp. 104) fiir k,n € {2,3,4...,10}.

106) Seien R; und Ry Halbordnungen auf der Menge M. Man beweise, daB dann auch ihr Durch-
schnitt R = R; N Ry Halbordnung auf M ist.

107-109) Welche der Eigenschaften Reflexivitdt, Symmetrie, Antisymmetrie und Transitivitit
haben folgende Relationen R auf Z:

107) mRn & m® =n*? 108) mRn & m' =n'?

109) mRn & m = n*?

@Man zeige: (C, <) ist Halbordnung mit z = a +ib < w = ¢ +14d, falls a < c oder (¢ = ¢

und b < d). Weiters gebe man drei verschiedene komplexe Zahlen zy, 20, z3 € C \ {0} an, fiir die
z1 = zo und z3 > 0, aber z3z1 > z3z0 gelten.

111) Man zeige: (C, =) ist Halbordnung mit z = a +ib = w = ¢ +id, falls a > ¢ oder (¢« = ¢
und b > d). Weiters gebe man drei verschiedene komplexe Zahlen z, 29, 23 € C\ {0} an, fiir die
21 = zo und z3 < 0, aber z327 = z322 gelten.



112-114) Untersuchen Sie, ob es sich bei den folgenden Relationen R € A x B um Funktionen,
injektive Funktionen, surjektive Funktionen bzw. bijektive Funktionen handelt. (R* bezeichnet
die Menge aller positiven reellen Zahlen.)

112) R={(2* L)|scRt},A=B=R.
113) Wie 112) jedoch A = B = R*.

@ R = {(logyz,2)|lzr € R*},A=B=R.
115) Seien f : A — B und g : B — C injektive Abbildungen. Man zeige. daf dann auch
h=gec [:A— C injektiv ist. ((go f)(z) = g(f(x)).)
116) Seien f : A — B und g : B — C surjektive Abbildungen. Man zeige, daf dann auch
h=go f:A— C surjektiv ist. ((9o f)(x) = g(f(x)).)
117) Seien f: A — Bund g : B — C zwei Abbildungen, soda8 [fogsurjektiv ist. Man zeige. dal
dann auch f surjektiv ist.

@-8)\ Seien f: A — Bund g : B — C zwei Abbildungen, sodaf§ g o f injektiv ist. Man zeige, daB
dann auch f injektiv ist.

119) Zu den nachstehenden Abbildungen f bzw. g auf der Menge {0,1,...,9} bestimme man
Jjeweils den zugehdorenden Graphen und untersuche die angegebene Zuordnung auf Injektivitit,
Surjektivitit und Bijektivitit:

(a) f(z) ==? mod 10
(b) g(2) =2* mod 10

1oy .
= bijektiv ist und bestimme

120) Man zeige. daB8 die Funktion f: R\ {7} — R\ {2}, y = =

ihre Umkehrfunktion.

P

x

121) Bestimmen Sie zur folgenden Permutation 7 die Zyklendarstellung, das Vorzeichen, sowie

die inverse Permutation 7!
_ (123456789
T=\s91725436 )"

122) Sei cine Permutation m von {1,2,...,n} in zweizeiliger Darstellung gegeben. Unter der
Inversionstafel von 7 versteht man die Folge (by,...,by,), wobei by > 0 angibt, wieviele griofiere
Zahlen in der zweiten Zeile links vom Element k stehen. Bestimmen Sie fiir die Permutation
aus Aufgabe 121) die Inversionstafel.

Wie kann man bei Kenntnis der Inversionstafel die Permutation rekonstruieren? Demonstrieren
Sie ein geeignetes Verfahren am obigen Beispiel.

123) Bestimmen Sie zur [olgenden Permutation 7 die Zyklendarstellung, das Vorzeichen, sowie

die inverse Permutation 71

.o ( 1‘23456789)
358769412 )°
1 124) Schreiben Sie die Zyklendarstellung der Permutation 7 aus Aufgabe 123) so an, daB in
j;iem Zyklus das kleinste Element an erster Stelle steht, wir nennen es den Zyklenfiihrer, und
die Zyklen untereinander nach absteigender Gréfe ihrer Zyklenfithrer angeordnet sind. Zeigen
Sie. daf$ wan nun die Klammern in der Zyklendarstellung weglassen kann und die Permutation 7
dennoch rekonstruierbar bleibt (klammernlose Zyklendarstellung).

125)

(a) Gegeben sind die Permutationen 7 = (1346), p = (134562) und o = (126)(35) der Sg. Man
berechne mp~'o® und 7mpo 2.

(b) Man schreibe die folgenden Permutationen in Zyklendarstellung bzw. als Produkt von Trans-
positionen, und gebe deren Vorzeichen an:

(12345 (123456
™lo24s531) P=\l345612)
(1234567 8 910
9=\ 7 429581103 6

126) Untersuchen Sie, ob 7 eine Permutation festlegt und geben Sie gegebenenfalls den Graphen,
die Zyklendarstellung, sowie die Zyklendarstellung ohne Klammern an:

m(k) =4k +2mod 10, 0 < k< 9.

127) Man untersuche, ob die Funktionen f(z) = 2% mod 10 baw. g(z) = 2* mod 10 auf der
Menge {0,1,...,9} bijektiv sind, d.h. Permutationen festlegen!

128) Schreiben Sie 7 aus Aufgabe 128 als Produkt von Zweierzyklen.

129) Man beweise die Bezichung (311) = (,7,) + (}) durch Interpretation von (%) als Anzahl
der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

130) Man beweise die Beziehung (111) = (,7;) + () mit Hilfe der Formel (}) = WF‘HL_AF
131) Wieviele ,Worter* der Linge 28 gibt es, bei denen genau 5-mal der Buchstabe a, 14-mal b,

5-mal ¢, 3-mal d vorkommen und genau einmal e vorkommt?

132) Wieviele Moglichkeiten gibt es. 23 verschiedengrofie Kugeln so zu firben, da 9 rot, 5
schwarz, 4 blau, 4 griiu sind uud eine weif§ ist?

133) Wieviele ,, Worter® der Linge 28 aus den Buchstaben a, b gibt s, die genau 5-mal a enthalten
und zwischen je zwei a mindestens 3-mal den Buchstaben b?

134) Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einem 32-bindigen Lexikon genan 7 Biicher auszuwiihlen,
wobei zwischen zwei ausgewihlten Binden immer mindestens einer im Regal stehen bleiben soll?

135) Wieviele Maglichkeiten gibt es, aus einem 50-bindigen Lexikon genau 6 Biicher auszuwihlen,
wobei zwischen zwei ausgewéhlten Binden immer mindestens drei im Regal stehen bleiben sollen?

136) Jemand wirft 2n-mal eine Miinze. Wieviele verschiedene Spielverldufe gibt es, wenn gleich
oft Kopf wie Adler auftreten soll?

137) Wieviele Permutationen 7 von {1,2,...,n} gibt es, mit 7(k) < k+1 fiiralle 1 < k <n—1?

138) Wieviele Maglichkeiten gibt es, drei (voneinander unterscheidbare) Wiirfel so zu werfen, daf

genau zwei dieselbe Augenzahl zeigen?

139) Man bestimme dic Anzahl der méglichen Tototips (1, 2, x) bei 12 Spielen und die Anzahl
der moglichen richtigen Zehner. (D. h. die Anzahl derjenigen Tips, die mit einer vorgegebenen
Kolonne an genau 10 der 12 Stellen iibereinstiminen.)

140) Man bestimme die Anzahl der méglichen ,,6 aus 45“-Lottotips und die Anzahl der méglichen
richtigen Vierer (d. h., die Anzahl derjenigen 6-elementigen Teilmengen von {1,2,...,45}, die mit
einer vorgegebenen 6-elementigen Teilmenge genau 4 Elemente gemeinsam haben).
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141) Man bestimme fiir das ,,6 aus 45“-Lotto die Anzahl der moglichen richtigen Fiinfer (d. h.,
die Anzahl derjenigen 6-clementigen Teilmengen von {1,2...., 45}, die mit einer vorgegebenen
6-clementigen Teilmenge genau 5 Elemente gemeinsam haben).

142) Man bestimme fiir das ,6 aus 45“-Lotto die Anzahl der moglichen richtigen Fiinfer mit
Zusatzzahl (d. h., die Anzahl derjenigen 6-clementigen Teilmengen von {1,2....,45}, die mit einer
vorgegebenen G-clementigen Teilmenge genau 5 Elemente gemeinsam haben und deren sechstes
Element einen vorgegebenen Wert aufierhally der 6-elementigen Menge hat).

143) Wie viele verschiedene Tips miissen beim Lotto »0 aus 45 abgegeben werden, um sicher
einen Sechser zu crziclen? Wie viele verschiedene Tips sind nétig, um mit Sicherheit mindestens
einmal in den Gewinnrdngen (d.h. Dreier oder besser) zu sein? Bei wie vielen méglichen Tips
stimmt mindestens eine Zahl, bei wie vielen sind alle Zahlen falsch?

@) Sei M eine nichtleere endliche Menge. Zeigen Sie: M besitat gleich viele Teilmengen mit
gerader Elementanzahl wie solche mit ungerader Elementanzahl.

145) Wievicle natiirliche Zahlen . < 100 000 enthalten in ihrer Dezimalentwicklung genau dreimal
die Ziffer drei?

146) Wievicle natiirliche Zahlen n < 1000 000 enthalten in ihrer Dezimalentwicklung genau vier-
mal die Ziffer zwei?

147) Man beweise nachstehende Identitéiten fiir Binomialkoeffizienten:

0 @=62) 0 @66 @ g()-e

148) Man beweise dic Formel

G- -6

(Hinweis: Man betrachte die Koeffizienten von (1 + 2)M(1+z)" = (1 +2)*)
149) Zeigen Sie die folgende Formel von Vandermonde

(-5 E6

fiir 2, . € N mit Hilfe der Identitiit (14+2)%(1 +2)¥ = (1 + z)=tv.
@ Zeigen Sie die Formel von Vandermonde aus Bsp. 149 durch kombinatorische Deutung.

151) Man zeige
S 0() = (55

k=0
fiir alle 2 > 1 und 2 € N mit Hilfe der Identitit (L+-2)*- ﬁ =(1+2)* L

152-155) Berechnen Sie unter Beniitzung des Binomischen Lehrsatzes:
152) 153)

i (D k4* i (Z) ks*

k=0 k=0

154) 155)

i(—l)“k (Z) Z (;f) (n — k)2

k=0

156) Eine Datei enthalte 7 Datensiitze vom Typ A, 4 vom Typ B, 6 vom Typ C, 2 vom Typ D und
3 vom Typ E. Sie soll so in eine doppelt verkettete Liste sortiort werden, daff die Randelemente
(erster und letzter Satz) nur Sitze der Typen A oder E sein diirfen. Weiters sollen zwischen zwei
Datensiitzen desselben Typs keine Siitze anderen Typs stehen. Wie vicle mégliche Anordnungen
gibt es?

157) Wie viele verschiedene Variablennamen kann man in einer fiktiven Programmiersprache
verwenden, wenn diese Namen aus mindestens einem, héchstens aber vier (nicht notwendig ver-
schiedenen) Buchstaben {A, ..., Z} bestehen miissen, und die Befchle AND, OR, IF, THEN und
GOTO nicht als Teilwérter enthalten sei diirfen.

158) Wievicle Méglichkeiten gibt es, k ununterscheidbare Kugeln auf 2 unterscheidbare Kistchen
zu verteilen, wenn jedes Késtchen beliebig viele Kugeln (einschliefilich 0) aufnehmen kann?

159) Ein Turm soll auf einem Schachbrett von der linken unteren Ecke in dic rechte obere Ecke
zichen. Wieviele verschiedene Wege gibt es, wenn der Turm nie nach links oder unten zichen darf,
d. h. in jedem Schritt nur ein oder mehrere Felder nach rechts oder nach oben.

160-173) Die folgenden Aufgaben sollen mit dem Inklusions-Exklusionsprinzip bearbeitet werden!

160) In einer Menge von 7 Personen kénnen 10 Personen Deutsch, 7 Englisch, 5 Franzosisch, 6
Deutsch und Englisch, 4 Deutsch und Franzésisch, 3 Englisch und Franzésisch, 3 alle drei Sprachen
und niemand keine der drei Sprachen. Wie gro8 ist n?

161) In einer Menge von n Personen kénnen 13 Personen Deutsch, 8 Englisch, 7 Franzésisch, 5
Deutsch und Englisch, 6 Deutsch und Franzosisch, 3 Englisch und F ranzosisch, 2 alle drei Sprachen
und niemand keine der drei Sprachen. Wie grof ist n?

162) In einer Menge von 1 Personen kénnen 10 Personen Deutsch, 9 Englisch, 9 Franzosisch, 5
Deutsch und Englisch, 7 Deutsch und Franzésisch, 4 Englisch und Franzésisch, 3 alle drei Sprachen
und niemand keine der drei Sprachen. Wie grof} ist n?

163) Wieviele natiirliche Zahlen 1 mit 1 <n< 109 gibt es, die weder Quadrat, noch dritte, vierte
oder fiinfte Potenz einer natiirlichen Zahl sind?

164) Wievicle natiirliche Zahlen n mit 1 < n < 108 gibt es, die weder dritte, noch vierte, fiinfte
oder sechste Potenz einer natiirlichen Zahl sind?

165) Wieviele natiirliche Zahlen n mit 1 <n<103 gibt es, die durch 3 und 5, aber weder durch
9 noch durch 11 teilbar sind?

166) Wieviele natiirliche Zahlen 7 mit 1 <n<10! gibt es, die durch 9 und 11, aber weder durch
5 noch durch 7 teilbar sind?

167) Wieviele natiirliche Zahlen 12 mit 1 <n< 10! gibt es, die durch 3, 5 und 7, aber weder
durch 9 noch durch 11 teilbar sind?

@ Wie viele natiirliche Zahlen 2 mit 1 < n < 1000 gibt es, die durch 3, 5 oder durch 13 teilbar

sind? Wie viele sind weder durch 3, noch durch 5, noch durch 13 teilbar sind?

169) Wievicle natiirliche Zahlen n mit 1 < n < 108 gibt es, die weder durch 2 teilbar, noch
Quadratzahlen, noch dritte, noch 4. Potenzen natiirlicher Zahlen sind?
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) @ Man bestimme die Anzahl aller Anordnungen (Permutationen) der Buchstaben a, b, c, d,
e, 1, g, in denen weder der Block ,abcd® noch der Block ,fa* vorkommt. (Hinweis: Die Anzahl
der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n!.)

171) Man bestimme dic Anzahl aller Anordnungen (Permutationen) der Buchstaben a, b, ¢, d,
e, f, in denen weder der Block ,bef“ noch der Block ,eb“ vorkommt. (Hinweis: Die Anzahl der
Permutationen einer n-elementigen Menge ist nl.)

172) Man bestimme die Anzahl aller Anordnungen (Permutationen) der Buchstaben a, b, ¢, d, e,
£, g, h, in denen weder der Block ,,acg” noch der Block ,, cgbe® vorkommt. (Hinweis: Die Anzahl
der Permutationen einer n-elementigen Menge ist n!l.)

173) Auf wieviele Arten konnen 8 Tirme auf ein Schachbrett gestellt werden, derart daB sie
einander nicht schlagen und die weiffle Diagonale freibleibt? (Ein Turm schligt eine andere Figur,
die horizontal oder vertikal auf gleicher Hohe steht, sofern keine andere Figur dazwischen steht.)

174)

(a) In nachstehendem Graphen gebe man (verschiedene) Beispiele fiir eine gerichtete Kanten-
folge, einen Kantenzug und eine Bahn vom Knoten 6 zum Knoten 1 an.

(b) Desgleichen finde man eine geschlossene Kantenfolge. einen geschlossenen Kantenzug sowie
einen Zyklus jeweils durch den Knoten 5.

(¢) Man zeige. daB G schwach, aber nicht stark zusammenhingend ist, und bestimme die starken
Zusammenhangskomponenten.

<«
0

IS

175-177) Man bestimme G; NG5 und G U Ga:

175) G1: V(Gy) ={1.2.....8}, E(G)) = {{z,y) | x teilt y, x <y},
Ga: V(Ga) ={1,2,....5}, E(Gy) = {{z,y) |z <y < 2+ 3}.

176) Gi: V(Gy) = {1,2....,7}, E(Gh) = {{z.y) [ <y L2+ 2},
Ga: V(Gy) = {1,2....,9}, E(Gy) = {{z,y) | x teilt y, = < y}.
177) G1: V(Gy) = {1.2,....9}, E(G) = {{x,y) | x teilt y, 2 < y oder 2 = y + 1},
Go: V(GQ) = {1.2, .. 9}, E(Gg) = {(m,y) [ Yy <25 < y}
11

178) Man bestimme alle Quadrupel {(a, b, ¢,d), a,b,¢,d € {1,2,...,7}, sodaB der von den Knoten
a,b,¢,d in G; aufgespannte Teilgraph mit G identisch ist.

179) Man bestimme alle Quadrupel {(a, b, ¢, d), ¢,b,¢,d € {1,2,...,7}, sodaB der von den Knoten
a,b, ¢, d in G3 aufgespannte Teilgraph mit G4 identisch ist.

180) Man bestimme die kleinste transitive Relation R, die G; {(als Relation aufgefat) umfaft.
181) Man bestimme dic kleinste transitive Relation R, die G5 (als Relation aufgefat) umfast.

182) Konstruieren Sie, wenn méglich einen ungerichteten Graphen mit den Graden
a)2,2,3,3,4,4
b) 2, 3,3, 44,4
€)2,3,3,3 4,4

183) Ein schlichter Graph G = (V, E) heift kubisch, wenn jeder Knoten v € V Knotengrad
d(v) = 3 hat.

a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen kubischen Graphen mit ag(G) = 6 an!

b) Gibt es einen kubischen Graphen mit ungerader Knotenanzahl ag(G)?

¢) Zeigen Sie, daB es zu jedem n > 2 einen kubischen Graphen mit ay(G) = 2n gibt!

184) Man bestimme die starken Zusammenhangskomponenten und die Reduktion Gy des Gra-
phen G;.

185) Man bestimme die starken Zusammenhangskomponenten und die Reduktion G3g des Gra-
phen G3.

186) Man bestimme die starken Zusammenhangskomponenten und die Reduktion Gsg des Gra-
phen Gs.

187) Man bestimme die starken Zusammenhangskomponenten und dic Reduktion G;g des Gra-
phen G5.

188) Sei G jener Graph, der aus G7 durch Umdrehen aller Kantenric_htungen entsteht. Man
bestimme die starken Zusammenhangskomponenten und die Reduktion Grg des Graphen Go.

189) Gegeben sei der ungerichtete schlichte Graph G = (V, E) mit V = {a,b,¢,d, e} und F =
{ab, ac, ae, be, bd, ce}. Man veranschauliche G graphisch, bestimme seine Adjazenzmatrix sowie alle
Knotengrade und zeige, da die Anzahl der Knoten, die einen ungeraden Knotengrad besitzen,
gerade ist. Gilt diese Aussage in jedem ungerichteten Graphen?

190) Welche der nachstchenden Adjazenzmatrizen stellt einen Baum dar?

000001 0000O01
000101 001000
000011 010101
A= 010010 ]|" B= 001010
001100 000100
111000 101000

Die Abbildungen aller Graphen G;, auf die in den Beispielen Bezug genommen wird, finden Sie
auf Seite 15
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191) Gegeben sei ein zusammenhingender bewerteter Graph G durch seine Kanten / Bewertun-
gen:
gen:

ab/3, ac/2, ad/7, ae/2, bd/4, bf/8, bk/6, bl/1, cf/2, ck/5, de/1,
df/6, dg/9, dh/6, dj/1, ef/2, ci/1, fg/2, gh/4, tk/6, gi/6, hk/7.

(a) Man gebe drei verschiedene Geriiste von G an.

(b) Man bestimme ein Minimalgeriist von G und dessen Gesamtlénge.

192) Man bestimme die Adjazenzmatrix Ag, und die Potenzen A2G].
193) Man bestimme die Adjazenzmatrix Ag, und die Potenzen Agcg.

194) Man bestimme die Adjazenzmatrix A(Gs), sowie (mit deren Hilfe) die Anzahl der gerichteten
Kantenfolgen der Linge 3 von 4 nach 6.

195) Sei G5 jener Graph, der aus G5 durch Umdrehen aller Kantenrichtungen entsteht. Man
bestimme die Adjazenzmatrix A(Gs), sowic (mit deren Hilfe) die Anzahl der gerichteten Kanten-
folgen der Linge 3 von 4 nach 6.

196) Man bestimme im Graphen G35 die Anzahl der Zyklen der Linge 3, auf denen der Knoten
4 liegt.

197) Sei Gs jener Graph, der aus G5 durch Umdrehen aller Kantenrichtungen entsteht. Man
bestimme im Graphen G die Anzahl der Zyklen der Lange 3, auf denen der Knoten 4 liegt.

F

198) Man bestimme im Graphen Gg mit Hilfe von A3.9 die Anzahl der Dreiecke (d. h. die Anzahl
er Kreise der Liinge 3).

199) Man bestimme im Graphen G mit Hilfe von A‘ém die Anzahl der Dreiecke (d. h. dic Anzahl

der Kreise der Linge 3).

200) Man bestimme im Graphen Gg mit Hilfe der Adjazenzmatrix A(Gs) die Matrix R der
Erreichbarkeitsrelation.

201) Sei Gg jener Graph, der aus G durch Umdrehen aller Kantenrichtungen entsteht. Man
bestimme im Graphen Gg mit Hilfe der Adjazenzmatrix A(Gg) die Matrix R der Erreichbarkeits-
relation.

202) Man untersuche, ob der Graph G4 eine Eulersche Linie besitzt und bestimme gegebenenfalls
eine!

203) Man zeige. daf es in einew schlichten. gerichteten Graphen G = (V, E) immer zwei Knoten
2,y €V, x # vy, gibt mit gleichem Weggrad d*(2) = d*(y), wenn es keinen Knoten 2 € V(G)
mit Weggrad d*(2) = 0 gibt.

204) Man zeige mit Hilfe eines graphentheoretischen Modells, dafl es unmoglich ist. dafl bei 5
Personen, die jeweils drei anderen eine Karte senden, alle genau von jenen Karten erhalten, denen
auch sie eine geschickt haben.

205) Sei G ein einfacher Graph. Man zeige, dafi dann die Anzahl der Knoten ungeraden Grades
gerade ist.

206) Man zeige. daf es in jedem einfachen Graphen G mit n > 2 Knoten wenigstens zwei Knoten
mit gleichem Knotengrad gibt.

Die Abbildungen aller Graphen G, auf die in den Beispielen Bezug genommen wird, finden Sie
auf Seite 15
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@ Unter 1 Mannschaften wird ein Turnier ausgetragen, und es haben insgesamt schon n + 1
piele stattgefunden. Man zeige, dafi mindestens eine Mannschaft dann bereits an mindestens 3
Spielen teilgenommen hat.

208) Man zeige, daB es in einem Graphen G mit 0 < a1(G) < ap(G) immer einen Knoten
v € V(G) mit d(v) < 1 gibt.

209) Man zeige mit Hilfe eines geeigneten graphentheoretischen Modells, dafi es in jeder Stadt
mindestens zwei Bewohner mit der gleichen Anzahl von Nachbarn gibt.

210) Man bestimme alle Baume T, fiir die auch T™ ecin Baum ist. 7" bezeichne den komple-
mentéiren Graphen definiert durch: V(T%) = V(T) und E(T") = (VxV)\(B(T)U{(z,z)|z € V}).

211) Sei G ein schlichter Graph mit ag(G) > 4. Man zeige, dafi dann entweder G oder G* (der
komplementire Graph, sieche Aufgabe 210) einen Kreis enthilt. (G* ist der komplementire Graph
zu G, d.h. G” enthilt dieselben Knoten wie G und alle Kanten (v,w) € V(G) x V(G), v # w, die
nicht in E(G) enthalten sind.)

212) Fiir welche m, n besitzt der vollstéindige paare Graph K, , eine geschlossene Hamiltonsche
Linie? (Die Knotenmenge V eines vollstindigen paaren Graphen K, , besteht aus 2 disjunk-
ten Teilmengen Vi, Vs mit |Vi| = m und |V3| = n und die Kantenmenge E besteht aus allen
ungerichteten Kanten (vy,vs) mit v; € V) und vp € V5.)

213) Man untersuche G7 mit dem Markierungsalgorithmus auf Azyklizitét.
214) Man untersuche Gg mit dem Markierungsalgorithmus auf Azyklizitét.
215) Man untersuche G; mit dem Markierungsalgorithmus auf Azyklizitét.
216) Sei Gu jener Graph, der aus G1; durch Umdrehen aller Kantenrichtungen entsteht. Man

untersuche Gp; mit dem Markierungsalgorithmus auf Azyklizitiit.

217-220) Man bestimme im folgenden Graphen H fiir den angegebenen Wert von 2 mit Hilfe des
v 7 . : s . .
Kruskalalgorithmus einen minimalen und einen maximalen spannenden Baum.

217) 2 =2 218) z =3

(@,x:z; 220) 2 =5

Die Abbildungen aller Graphen G, auf die in den Beispielen Bezug genommen wird, finden Sie
auf Seite 15
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B 221) Gegeben seien die 6 Daten A. .. .. F durch die Schliisselfolgen A = 010010. ...

4 B = 011101....C = 101100....D = 101011.... E = 100110.... F = 001010. ... Konstruieren
b ¢ Sie den zugehdrigen Trie. Patricia Trie und Digitalen Suchbaum.

222) Die externe Pfadlinge eines Tries (das ist ist cin Bindirbaum. bei dem dic Daten in den
o Blittern gespeichert werden) ist die Summe der Abstiinde von der Wurzel zu allen besetzten
Endknoten des Baumes, wobei die Abstinde in der Anzahl der Kanten anf dem entsprechenden
Weg gemessen werden. Wie grof8 ist die externe Pfadlinge cines Tries, der N Daten enthilt.

b ¢ mindestens? {(Hinweis: Welche Gestalt des Bindrbaums fiihrt zu kleiner Pfadlinge 7)
223) Ein t-iirer Baum (f € N. £ > 2) ist ein ebener Whurzelbaum. bei dem jeder Knoten entweder
0 Nachfolger (Endknoten) oder genau + Nachfolger (interner Knoten) hat. Fiir t = 2 ergeben sich

i aliq genau die Bindrbiume. Wieviele Endknoten hat ein #-drer Baum mit » internen Knoten?
5 G 1 > \ @24 Zum Abarbeiten der Knoten eines Bindrbaumes verwendet man gerne rekursive Algorith-
- YSiiEn. die in wohldefinierter Reilienfolge die folgenden Schritte ausfiiliren:
3 (1) Bearbeite den aktuellen Knoten,

(2) Gehe zur Wurzel des linken Nachfolgebaums des aktuellen Knotens,
(3) Gehie zur Wurzel des rechten Nachfolgebaums des aktuellen Knotens.

3

Am Beginn steht man bei der Wurzel des Gesamtbaumes. Fiihrt man die genannten Schritte

(1) bis (3) rekursiv in der angegebenen Reihenfolge aus, so spricht man von Priordertraversie-
rung. Beim untenstehenden Baum werden die Knoten also in folgender Reihenfolge bearbeitet:

A.B.D.E.H.I.C.F.G. Wie indert sich diese Reihenfolge, wenn man im Algorithmus jeweils

die Abfolge (2)(1)(3) nimmt (Inordertraversierung), wie weni man die Abfolge (2)(3)(1) wihlt
(Postordertraversierung)?

SN

225) In der folgenden schematisch skizzierten Landkarte sind filr eine bestimmte Fracht die Trans-
portkosten awischen einzelnen Orten angegeben. Welches ist der billigste Weg vom Ort Py zum
Ort Pyg?




426) Fiir dic Vektoren x = (1.2.3). y = (3. —1.2) und z = (2.2.1) berechne man
(a) dic Lingen von x. y und z.
(h) den Winkel ¢ zwischen x und y.

(¢) das Volumen des von x. y und z aufgespannten Parallelepipeds.

427 430) Man bestimme die Eigenwerte der Matrix A:

3 -1 1 -1
427)/1_(_1 3> 428)A—<_1 1)

013 5 ~8 10
429) A= 1 0 ] 430) A= | -8 11 2

I1y 10 2 2

431) Bestimmen Sie cinen Wert a € Z, sodafl die quadratische Form 322 + auy + 22z 4 2% +
2yz + 227 positiv definit ist.

432) Wie 431 fiir 2 + axy + 322 +¢° — 292 + 422

433) Aus der Basis B = {(2.0.1). (1.1.0).(0. L. 1)} des R? soll mittels Orthogonalisierungsver-

faliren von Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis gebildet werden (wobei das gewdhuliche innere
Produkt zugrunde zu legen ist).

434) Wie 433 fiir B = {(1.2.3).(0.1.0).(1.2.2)}.

435) Man gebe eine Folge reeller Zahlen an, die als Hiufungspunkte genau alle natiirlichen Zahlen
hat.

436) Man gebe eine Folge reeller Zahlen an, die als Haufungspunkte genau alle ganzen Zahlen
hias.

437) Gibt es cine Folge reeller Zahlen, die als Hiufungspunkte genau alle rationalen Zahlen hat?
438) Man finde alle Hiufungspunkte der Folge g, = (=1)" +cos 4 (n > 0).

439) Man finde alle Hinfungspunkte der Folge a, = sin &F + (=1)rHD/2 (4 > 0).

440) Man zeige. daf die Folge a,, = ﬂ% (n > 1) nur 0 als Hiufungspunkt hat.

441) Man zeige. da$ dic Folge

sinn +cosn

N

a, = (n>1)

nur 0 als Hinfungspunkt hat.

442 443) Man zcige. daB die Folge a,, konvergiert. indem man zu beliebigem ¢ > 0 ein N(g)
angebe.
sinn + cosn sinn
442) a, = ————p—— 443) ay = =
NG NG
444) Sei {c,)nen cine belicbige reelle Folge. Man zeige. dafl es zwel beschirdnkte Folgen {an) neN.
(b nen gibt, die ¢, = %f fiir alle n € N erfiillen.

445) Sei {¢,)nen cine belicbige reelle Folge. Man zeige. daf es zwei Nullfolgen (an)nen. (bn)nen
gibt, die ¢, = %’7 fiir alle n € N erfiillen.

446) Seien {(a,)nem und {(by)nen zwel konvergente Folgen mit lima, = «a und limb, = b. Man
zeige. daB die Folge (¢p)nen = {an + 2bn)nen auch konvergiert mit lim e, = ¢ = a +2b, indem man
z1 beliebigem ¢ > 0 ein N(g) angebe.

447) Scien {(a,)new und {(b,)nen zwel konvergente Folgen mit lima, = ¢ und limb, = ). Man
zeige. daB die Folge (¢)nen = (3ay — bn)nen auch konvergiert mit lime, = ¢ = 3a— b, indem man
zu beliebigem ¢ > 0 ein N(¢) angebe.

448) Sei (ap)nen eine Folge mit liny—.oc ¢ = @. Zeigen Sie, dafl liny, . |an] = lal.
449) Scien (ap)nen und (b,) pen konvergente Folgen. Zeigen Sie. dafl aus a,, < by immier limy,—.ne a5, <

limy, —. o by, folgt. LiBt sich hier < durch < ersetzen?

450- 452) Man untersuche die Folge a,, (mit Hilfe vollstandiger Induktion) auf Monotonie und Be-
schriinktheit und bestimme gegebenenfalls mit Hilfe der bekannten Rechenregeln fiir Grenzwerte
den Grenzwert lim ap,.

450) ag = 3. ap41 = 2a, — 1 fiir alle n > 0.
451) ag = 4. ap+1 = Ba, — 9 filr alle n > 0.
452) a9 =2, apy1 = Wﬁ fiir alle n > 0.
453) ag = 2, sy = V24, — 1 fiir alle n > 0.
454) ag = 1/2. ap+1 = 2a, — 1 fiir alle n > 0.

455) Man untersuche nachstehende Folgen in Hinblick auf Monotonie, Beschriinktheit und mégli-
che Grenzwerte. Ferner veranschauliche man dic Folgen auf der reellen Zahlengeraden:

(‘(1) (”71) == (. 1.

[T

BAs b+l
(D) (bn) mit by = 2E fizr p > 2

(¢) (ep) mit ¢y = (—1)"’"'Tﬂ- fiirn > 1

456) Gegeben sei die rekursiv definierte Folge (a,) mit ag = 3 und ap1 = (a5 + 6/an)/2 fiir
n = 0.1.2,... . Man berechne die Folgenglieder a,, fiir n = 0..... 10. untersuche die Folge in
Bezug auf Monotonie, Beschriinktheit sowic Konvergenz und berechne - wenn moglich - den
Grenzwert.

457) Seien P; und Ps belichige Punkte der Zahlengeraden. Man halbiere fortgesetst die Strecke
PP, in Py, die Strecke PoPy in Py. P3Py in P, usw. und bestimme die Lage vou P, fitr n — oc.

458--473) Man untersuche die Folge (@) nen auf Konvergenz und bestinime gegebenfalls den Grenz-
wert.

22 +2n -3 dn® + 50 -3
) T 459) ap = ———F5 5=
458) an dn3 +n?+5 ) an B3 +3T—-n+7
3n? 50+ 7 P —5n? 47
S - 461 = ——r—
460) an 33— 5n+7 ) an 23 ~5n+7
2"2_',_2 3’2_4,% -1
462) a, = 207 -5 4+ 7 463) a, = T —dns fn

3
2nt 4+ 2n77 + 1

464) a,=Vn+1-—n 465) a, = \/n+Vn—Vn

: ]
3 +2n7F + 1
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nlt g 9 g
466) a) = — 467) a, = Yni2oyn

't /1
n
sin n‘ n 242 ni-4  _ cosn
- dn2-Tn -5
468) a, = 469) , = L2
Tn—s)7
¢ 1
470) a, =nq" (—-1<q¢q<0) 471) a, = ki (g>1)
n

472) a, = "Vt +1 473) a, = "\L/ n3 +mn?
(Hinweis zu Bsp. 472) und Bsp. 473): Man verwende den als bekannt vorausgesetzten Grenzwert

limy, 0o ¥/n=1.)

474-477) Man untersuche die Folge (an)n>1 auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls den
Grenzwert, indem man zwei geeignete Folgen (hy)n>1. {¢n)nz1 mit bp < ap € ¢ finde.

474) 475)
a R S LN S
3 ey AR 3 b T e B ————cl e [ U—
T2+l n?4+2 n?+n T+ 1)? 0 (n+2)? (n+mn)?
476) 477)
1 1 1 nf+1 nP42 n24+n
Uy = = + —= R n = 37 e et
RV ErS SR VA VnET4n =T tE R s
478) Zeigen Sie: Sind a1.....ay > 0 fest gewihlte reelle Zahlen und ist {b,)pen durch b, =

/al + -+ af, definjert, so gilt limb, = max{ay..... am}-

479) Sei die Folge {an)nen rekursiv gegeben durch ag = 0 und

m (’Il Z 1)

p = Qp-1 +
Man zcige (mit Hilfe vollsténdiger Induktion)
1
a,=1- —
" n+1
und bestimme den Grenzwert.
480) Sei die Folge {an)nen rekursiv gegeben durch ag = 0 und

n

ap41 = Up + m (n>0).
Man zeige (mit Hilfe vollstindiger Induktion)
1
ay =1- o
und bestimme den Grenzwert.
481) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge
1 2 n
p=-—<+-5+: -+ —
" n? n
31

482-483) Man bestimme alle Haufungspunkte, sowie Tima, und lima, der Folge a,:
482) 483)

(_UM?—QH) i n2cos 4 +1 +di (2n+ Um

g — Ap = 8111
+cos n P 9

ap = (—1)"17,(

484--485) Man zeige. daB die Folge a, uneigentlich konvergiert, indem man zu jedem A > 0 ein
N(A) angebe, soda fiir n > N(A) immer a, > A4 gilt.

484) 485)
nP 41 . mt+n
iy, = —— Iy = —
=T "3 4n

486) Man gebe zwei reelle Nullfolgen (a,)nen. (bn)nen an, die

a a
lim-=- =0  und lim — = +o0
by, b2

erfiillen.

487) Man gebe zwei reelle Folgen {an)nen. (bnynen mit lima, = limb, = +oo an, die

9
.G .
lim— =0 und lim 7—1 = 400 erfiillen.
b
n n

488--493) Man bestimme die Partialsummenfolge und ermittle dann gegebenenfalls den Grenzwert
der Reihe. (Hinweis: Man stelle die Summanden als Differenz pmsscndcr Ausdriicke dar.)

3
2 48 S
488) n; n(n +2) % Z 'n,('n, +1)
o
n n+1
49 s 491
0) Z(n-}-l)! 1) ; n+2)!
2n+1 2n+5
n 1
492) Z DY n(n+1) 493) Z ) (n+2}{n+3)

n=1 na=1
494) Man finde eine explizite Darstellung fiir die Partialsummen der Reihe

XK

> oD
= n{n+1)

und berechne damit - wenn mijvlich die Sumie.
1 1 g
(Anleitung: Man beachte, dafi =5 T +1) = & — oy eilt)

495-502) Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

3n?+1 n -2
495) Yt 496) > 5oes
=0 5nd -2 =0 2n3 + 51 —
n+2 nl
497) o 498) - —
n>0 n>1

Hinweis: Man beuniitze die aus der

Bernoullischen Ungleichung folgende
Toi . I\" -

Ungleichung {1+ £} > 2.
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2n% +1 n+3
499) 3T 500) Y o —
>0 +2 = n? ~2n +1
s01) SO 0° 02)
) > 502) > —
n>0 n>1

503-504) Man berechne unter Beniitzung der komplexen Zahlen und der Moivreschen Formel
(cosx +isina)” = cos(nx) +isin(na) den Grenzwert der Reilie:
7’7'

sin 2F cos 4F
503) Y . 504) Y 2 -

w0~ >0 -

505-508) Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

(=n" e
505 — 506 ——
) ;;U\/n'-’-i-E ) Zn’/"-i—)n

n>0
Z Z )n
507) 508) r
n>0 ” + n>(] n+ 3 &

509) Sei a, > 0 und dic Reihe Zn>0 ay, konvergent. Man zeige, daf dann auch die Reihe }:">U a
kouvergiert.

510) Gilt Bsp. 509) auch ohne dic Voraussetzung a, > 07 (Beweis oder Gegenbeispiel!)

511) Sei a, > 0 und dic Reihe 3 >0 @n konvergent. Man zeige, dafl dann auch die Reihe > n>0 a,ﬁ
konvergiert.

512) Gilt Bsp. 511) auch ohne die Voraussetzung a, > 07 (Beweis oder Gegenbeispiel!)

513) Es sei lima,, = a. Man bestimme den Grengwert der Reihe Yonsoltngr — ap).

514) Es sei lima, = a. Man bestimme den Grenzwert der Reilie Z"zo((l,,,,Jrg — ap)-

515) Es sei linta, = 0. Man bestimme den Grenzwert der Reihe an()(“l)"((hzﬂ + ay).

516-519) Man zeige. daf die folgende Funktionenreihen im jeweils angegebenen Bereich konver-
gieren:

516) Z<;’)I' ] < 1 517) Z(”) A ] < i

n>0 n>0

~2n+l

518) Z BT zeC 519) Z ol

n>0 n>()

520 -521) Man untersuche, welche o-, O- und ~-Beziehungen zwischen den Folgen a,,. b, und ¢,
bestehen.

520) a,=2n.b, = L‘_,- e = a'-}ﬂ—l 521) a, = % by, = ,—,15 = 4—;-’};—1

522-523) Zeigen Sic dic folgenden asymptotischen Beziehungen fiir die Anzahlen der Kombina-
tionen mit bzw. ohne Wiederholungen fiir festes & und 7 — oc:

& A
n . n+k—1 n
522) (k) ~ T 523) ( . ) ~
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524) Zeigen Sie die folgende asymptotische Bezichung fiir die Anzahl der Variationen ohne Wie-
derholungen fiir festes & und n — oc:

Wl =n(n—1)---(n—k+1) =n"+ O(n*1).

525-526) Man zeige mit Hilfe der Stirlingschen Approximationsformel n! ~ ne™"/27n :

525) 526)
(271) 4n 3n 27\" [ 3
n Nz <7z,> ~ (T) drn

527) Man bestimme die Groflenordnungen von

(a) 2.7n% — 0.5n + 1,
(b) 0.35-2" 4+ 5n°,
(¢) VI+T1In?.
Ferner zeige man, daff
(d) an = O(1) « (a,) beschrankt, und

(¢} an =o0(1) & (a,) Nullfolge.

528-529) Man untersuche, fiir welche 2 € R die folgende Funktionenreihe konvergiert:

n . n
528) 2_7,—1 r—1)" 529) HZ:IHQH(Hn

n=1
530) Man zeige:

L P L LY

n=() n=() n=0

531) Man zeige:

> 1)™H™ (a— b
SUS LU e er,

=0} n=0 n=0
532) Man berechne die ersten 4 Ableitungen der Funktion f(x) = (2 + 1)/(x — 1). Kounen Sie
allgemein einen Ausdruck fiir die n-te Ableitung angeben?

533) Man leite die unendlichen Reihen filr sin(x) und cos(x) durch Entwicklung der beiden Funk-
tionen in eine Taylorreihe mit dem Entwicklungspunkt 29 = 0 her.

534) Man approximiere die Funktion f(x) = 8(x + 1)*? in eine lineare bzw. eine quadratische
Polynomfunktion im Punkt zg = 0. Wie gro8 ist jeweils der Fehler an der Stelle 2 = 1 /27

535 538) Dic Abbildungen sinh,cosh : R — R sind definiert durch: sinh(x) = %((a"' — e,
cosh(x) = %((f’ + e ).

535) Man bestimme die Potenzreihenentwicklung vou coshz) an der Stelle ag = 0.

536) Man bestimume die Potenzreihenentwicklung von sinh(ix) an der Stelle 2g = 0.

537) Man beweise die Formel cosh{a + y) == cosh(x) cosh(y) + sinh() sinh(y).
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538) Man heweise die Formel sinh(x + y) = sinh(2) cosh(y) 4 cosh(#) sinh(y).

539) Mau bestimme die Potenzreihenentwicklung von () = (+2 + 1) sina an der Stelle 2y =0

durch Produktbildung zweier Potenzreilien.

i

540) Man bestimme dic Potenzreihenentwicklung von f(r) = (1 — #2) cos.r an der Stelle 2 = 0
durch Produkstbildung sweicer Potenzreihien.

541 544) Man zeichne den Graphen der Funktion f(a) und bestimme alle Stellen. an denen flx)
stetig ist. {sgn(x) = 1 fiir & > 0, sgn(x) = —1 fiir 2 < 0 und sgn(0) = 0.)

541) f(x) = (r — 7/2)sgn(cosz) 542) f(x) = (2% — 1) sgn(sin(mz))

543) f(x) = wsgn(sinx) 544) f(x) = xsin (%sgn(.);))

545 548) Man zeige, daf die folgenden Funktionen stetige Umkehrfunktionen haben und bestinme
diese:

545) flz) = L Dy = (1.2¢) 546) g(x) =(1+2)". Dy=(0.x)
547) f(x) = ! ;75[;’. Dy = (1,00) 548) g(x) = (1 + x)5. Dy = (0.x)

549) Sei f : [0.a] — R stetig, f(0) = 0. f(a) > a und f(x) # = fiir 0 < 2 < a. Man zeige, daB
dann auch f(x) > 2 fiir 0 < z < a gilt.

550) Man zeige, dafl es zu jeder stetigen Funktion f : [a. b] — [a. b] wenigstens ein a4 € [a. b] mit
flxg) =z gibt.

551) Man skizziere dic Graphen der Funktionen

fi(x) =cosz.  folx)= ! fa(z)=cos?a. fa(x) =|cosal, fs(z) = /[cosx]

" cosa’
i Intervall [0, 7] und untersuche alle Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

552) Man skizziere den Verlauf der Funktion f: R\ {0} — R. f(2) = sin(1/2) und beweise, daf
f(x) an der Stelle iy = 0 keinen Grenzwert besitzt, indem man die beiden Folgen 2, = 1/(nr)
und x, = 1/(2nm + 7/2) betrachtet.

553) Man berechne die Grenzwerte

2 3

(a) alnliul (1 :;1:2 Ti- :1:3)
172% + 4o — 1

b) 1

(b) ril'lalc p3 — 1222 + 1
1—cosa

© iy ==

554) Man zeige mit Hilfe des Nullstellensatzes. daf die Funktion y = €*/2 — 4 + 1 im Intervall
[0. 1] sowie im Intervall 6. 7] je cine Nullstelle besitzt. Wie konnen dicse Nullstellen néherungsweise
berechnet werden?

555) Man berechne die Grenzwerte nachstehender unbestimmter Formen:

. o
(@)t =5
l,"A

3
(b) Jim

i 1—2x)ta X
(¢) Iglll}q( ) tan(ma)

556-561) Man untersuche, wo die Funktion f(z) differenzierbar ist und bestimme dort f/(z):

557) f(x) = Arcsin (\3/ 2 — 2)

2 —dx 4+ 4

Va? —5r+2

556) f(x) =

558) f(z) = 559) f(a;):Arccos<’,l:2—-2)

561) f(x)= Arctan < s 1>

Vit —6x+3
22+ 2+ 1
22 —4dr+3

560) f(z)= xr—1

562-563) Man zeige mittels Differenzieren:

562)
Arctan ! m—i-lAr ine = = x€(~1,1)
rete 1/1_'_‘7; gAresine = 7. B .
563)
Arcsinz = Arctan (——i—i— xr€(=1.1)
564) Zeigen Sie: Sind g1(x), . ... gm(z) differenzierbar und g;(x) # 0 fiir alle j, so gilt
m !
(Hj%l gj('17)> = gl@)
Moo g

565) Wie ist + zu withlen, damit dic Funktion f(x) = (2 + #)/(2 — t) in einer Umgebung der
Stelle 29 = 1 streng monoton fallend ist? Machen Sie eine Skizze.

566) Man diskutiere die Funktion f(2) = sina — v3cosz: im Intervall I = [—7. 7).

567) Sei f : R — R monoton fallend und differenzierbar. Man zeige, da8 dann f/(2) < 0 fiir alle
r € R gilt.

568) Folgt in Bsp. 567) aus der strengen Monotonie sogar f/(2) < 0 fiir alle » € R? {Beweis oder
Gegenbeispiel!)

569) Sci f : R — R monoton wachsend und differenzierbar. Man zeige, da dann f/(x) > 0 Fiir
alle z € R gilt.

570) Folgt in Bsp. 569) aus der strengen Monotonie sogar f/(x) > 0 fiir alle 2 € R? (Beweis oder
Gegenbeispicl!)
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Ubung 6 04.12.2008

v154) Schreiben sie die Zyklendarstellung der Permutation 7 aus Aufgabe 123) so an, dass in jedem
Zyklus das kleinste Element an erster Stelle steht, wir nennen es den Zyklenfiihrer, und die Zyklen
untereinander nach absteigender GréBe ihrer Zyklenfiihrer angeordnet sind. Zeigen Sie, dass man nun
die Klammern in der Zyklendarstellung weglassen kann und die Permutation 7 dennoch
rekonstruierbar bleibt (klammernlose Zyklendarstellung)

257) Man bestimme alle Untergruppen einer zyklischen Gruppe der Ordnung 6, d.h., von
G={ead da da o)

263) Sei U die von (123) erzeugte Untergruppe der S;. Man bestimme die Linksnebenklassen von U.
Weiters stelle man fest, ob U Normalteiler von S; ist und bestimme gegebenenfalls die Gruppentafel
der Faktorgruppe Sy'U.

P e



124) Schreiben sie die Zyklendarstellung der Permutation 7 aus Aufgabe 123) so an, dass in jedem
Zyklus das kleinste Element an erster Stelle steht, wir nennen es den Zyklenfiihrer, und die Zyklen
untereinander nach absteigender GroBe ihrer Zyklenfiihrer angeordnet sind. Zeigen Sie, dass man nun
die Klammern in der Zyklendarstellung weglassen kann und die Permutation 7 dennoch
rekonstruierbar bleibt (klammernlose Zyklendarstellung)



257) Man bestimme alle Untergruppen einer zyklischen Gruppe der Ordnung 6, d.h., von
G={lead d da o)
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263) Sei U die von (123) erzeugte Untergruppe der S5. Man bestimme die Linksnebenklassen von U/,

Weiters stelle man fest, ob U/ Normalteiler von S;
der Faktorgruppe Sy/'U.

ist und bestimme gegebenenfalls die Gruppentafel



Ubung 7 bis 10.12.2008

/A Beispiel: 267
267) Man zeige, dall dic vou 3 erzengre Unverernppe 17 von Zysy +0 oin Normalreiler
ist und bestiinne die Crappentaiel der Fakeoregrmppe 25 /00

V@;{Beispiel: 271

271) Set @ G- 0 oein bijektiver Cruppenhomonorphismns. Man zeice, dafl daun
Ho— Gein Grnppenhomomorphiss isi.

anch o7

\/3./ Beispiel: 283 +/

. v . - . L . . . . .. e ..
281) Von der Abbildune £ 2 (B {Fyi" sel bekannt. daf § ein Couppenhomomorph s
heziiglich der Addition ist (die jeweils keanponentenweise definiert sein solli. sowie dafi 70,1 =

ST L2E FOL 0 = (0002000 Man enmittle divans Flaed fir alle = (24072
283) Wie Bap. 280 e f{L O = (1000025 7O y=(1.2.0.1).

!

ﬁ Beispiel: 294 v

2022007 Vutersnehen Sie. o die folgenden Strukenren Ringe. Integrititshoreiche bzw, Korpoer

sihd:

204y A = ‘Q‘[\’:;] = {n + Iy

it der Addition v Maltiplikation aus E.

\/é Beispiel: 315 v/
L5) Set CH 4+ ein R, in den ° = a fiivallo g = B wilt. Mg zeize. dafl donn I komgunrativ
Y el

int. (Hinweis: Man betracide Lo 453 nud (ab + aby®

6. Beispiel: 320
320) Man untersuche das Polvnom »% 4+ 2 and Treeduzibilitat ay tither @ b iiber

7. Beispiel: 326

326) Sei (ML A0 w1 e NVerband it 5 Elstsenten. Zeisen Sie. JdaB {31,200 Leine Boolosehe Al
vehiva dst,

Hinweis: Betrachten Sie alle mialichen Hassediagramme der doreh den Verband bestinnten Had-
hewdming,

[
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2. Beispiel: 271

27L) Sei o G Hoein bijekiiver Grupperhomomorplismns. Man zeige, dafl dann anch o

H o G ein Gruppenbonnomorphistnes st
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3. Beispiel: 283 \

251) Von der Abbildung f 2 (20

Boztialich der Addition ist {die jowed
Man ermirtle daravs fan) i alle w @ {Fg).

283) Wie Bep. 2800 fiir SULO = (000025 Fll =120, 1.
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4. Beispiel: 294
2022003 Untersuchon Sie, ob die folgenden Striktureen Ringe,
H ; E{ﬂ«{f\" e L
=
Multiplikation aus B,
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5. Beispiel: 315
BL5) Sei B4 -5 ein Riug, in dem o = o fiivalle o = R oilt. Man zeice, dafi dann 7 kommniaiiv
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6. Beispiel: 320

320) Man untersuche das Polvnom o + 2 aof lveduzibilitit o) iiber @ b diber Z
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7. Beispiel: 326

326G) Sei iM » A ein Verbond mir 5 Elementen, Z(‘iﬂ,«fﬂ Sie, dall (A 3 Lkeine Boolesche Al-

vebya st
Hinweis: Betraciben Sie alle maalichen Hassedingramme der durel den Verband bestiomten Hal-

bordunug.
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