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Reihen

Gegeben eine Folge a,. Wir definieren die unendliche Summen "7 j ap:

Definition

S, =ag+---+a,= ZZ:O ay heiBen “Partialsummen von a,",
die Folge S, heiBt (unendliche) Reihe.

e Wenn S, konvergiert, mit limes S, schreiben wir >~ ja, :=S.

Zu jeder Folge s, gibt es eine Folge a, so daB s, die Partialsummen von a,
sind: ag := Sp, Ant1 i= Sn+1 — Sh-
Dannag+...an=s0+ (s1 —0) + (2 —s1) + -+ + (S0 — Sn—1)-

Ein Beispiel: a, = n. Dann konvergiert Y ° , a, nicht.

Besseres Beispiel: a, = % Dann: ZZ‘;O anp = 1+%+% + ...
23000 an =2+1+3

Daher (kein ordentlicher Beweis): 1->">° ja, =2
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Warum kein ordentlicher Beweis?

ap=2".Dann: Y Pgap= 1-+2+4+...
23 0 pan = 2+4+...
“Daher:"” 1-2‘;0:0 a,=-1

Was ist das Problem? Wir setzten die Konvergenz implizit voraus.
Ordentlicherer Beweis spater.
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Einfache Eigenschaften

Y 2o an konvergiert — limp o0 an = 0. (“a, ist Nullfolge”)

Beweis: Sei S die unendliche Summe. Laut Definition:

(Ve > 0) (IM) (Vn > M)|S, — S| < e. Insbesondere: |S, — S| < € und
|ant1] = [Sne1 — Sl = [(Snt1 — S) — (Sn — S)| < 2e. O
Umkehrung (“a, Nullfolge — Z;”;O ap konvergiert") gilt nicht!

Beispiel: Zzo:l% konvergiert nicht!

Bew.:
1 1,1,1,1,1,1,1
Zzozl n :1+§+§+Z+§+5+7+§+ e >
1,1,1,1,1,1,1 1 1 1 1 [
>14+5+5+7+5tgtstst " =1+5+5+5+5+-
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Ein genauerer Blick auf die geometrische Reihe

Seiq>1. Dann 3" L

[y

" g1
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Mehr Beispiele

o Wissen bereits: 220:1% konvergiert nicht!

(Mit Integration: Summe bis N “ungefahr” le Ldx =In(N) —1.)
o > 72, & konvergiert fiir jedes k > 1.

(Mit Integration: Summe bis N “ungefahr” le X—lkdx =k — kﬁ)
° % ist “Trennlinie”: Die “liblichen” Reihen die schneller fallen
(z.B. X und erst recht %, mit g > 1) konvergieren;
% und alles was weniger schnell fallt konvergiert nicht.

@ Bsp: > 00 5 = %2. (Kein Priifungsstoff.)
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Monotonie und Konvergenz

Bis jetzt hatten wir immer a, > 0. Fiir solche Reihen gilt:
S,, ist monoton wachsend, und daher: S, beschrinkt gdw. S, konvergent.

Theorem (Ohne Beweis)

Wenn a,, alternierend ist, d.h. abwechselnd positiv und negativ,
und |ap| (die Absolutbetrige) eine monoton fallende Nullfolge sind,
dann konvergiert die Reihe.

Bsp: >0 ;(—1)"L. Die Absolutbetrige, d.h. 1, sind eine fallende

Nullfolgen, daher ist die Reihe konvergiert (und ist — In(2), kein
Priifungsstoff).

Wir wissen bereits: Voraussetzung “Nullfolge” ist nétig:
Gegenbeispiel: (—1)" hat Partialsummen (1,0,1,0,...) und konvergiert
nicht.

U: Warum muss man auch monoton fallend voraussetzen?
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Absolute Konvergenz

Definition

Wenn die Reihe der absoluten Folgenglieder |a,|, d.h. >~7°  |an],
konvergiert, heiBt die Reihe a, “absolut konvergent"”.

Absolut konvergent impliziert konvergent.

(Umkehrung gilt nicht, wieder dasselbe Beispiel o ;(—1)"1))

Beweis: Seien S, Partialsummen von a,, S (monoton steigend) von |a,|.

Sn konvergiert gdw. S, Cauchyfolge, d.h. per Def.:

(Ve > 0)(3N) (Vm > n> N)|S, — Sp| < e.

Aber |S;, — Spl = |ant1 + ant2 + - - - am| < |ant1| + |an2| + -+ |am| =
Sy —Sk=|Sr — Sk O
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Dreiecksungleichung

Alle (fast alle?) analytischen Beweise bisher haben die Dreiecksungleichung
benutzt:

(Va,b,c e R)|a—c| <|a—b|+|b—c|,
manchmal in der Form

(Va,b e R)|a— b| < |a| + |b|

oder
(Va,b e R)|a+ b| < |a| + |b.

Oder fir mehr als zwei:

(Vai,...an €R) a1+ -+ ap| < |a1| +...]|an|

U: Beweise die Dreiecksungleichung.
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Arithmetik

Angenommen Y ° jan =S, > 02 b, =T, und A € R. Dann gilt:

o > o(an + bn) konvergiert gegen S+ T.
Warum? Fiir die n-ten Partialsummen gilt:
Satbi=(ar+b1)+ -+ (an+ bn) =

=(a1+---+an) + (br+---+by)=53+5p,

und lim(S2 + S) = lim(52) + lim(S?).
@ > 72 A-a, konvergiert gegen X - S.
Warum? Fiir die n-ten Partialsummen gilt:
S}Mi=)day+ -+ Xap=Mar +...a,) = \S2,
und lim(A-S53) = X - lim(S7).
o Fiir das Produkt zweier Reihen gilt das i.A. natiirlich nicht!
[.LA. ist ja (31 + 32)(b1 + bz) # arb; + axbo
Bsp: 3= (1,1,0,0,0,...). Dann >_7° ya, =2, und
Doneolan-an) =2#2-2= (320 an) - (22020 an)-
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Cauchy Produkte (kein Priifungsstoff)

Das Produkt von Reihen l3sst sich informell so beschreiben/umordnen:
(ag+---+ay+...) - (bo+-+by+...)=

= (a0bo)+(aob1+a1bo)+(aoba+a1by+azbo)+- - -+(aoby+. . . anbo)+. - . .
Es gilt:

Theorem (Ohne Beweis)

Wenn die Reihen a, und b, absolut konvergieren, dann gilt:
Do an) - Oorlobn) = neoCn, mit cpi= Y y_g akbn—k-

Die Folge (bzw. Reihe) ¢, nennt man das Cauchyprodukt, manchmal auch
Faltung der Folgen/Reihen a, und by,.
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Mengenschreibweisen

Notation: Seien A und B Mengen.

e {ao,...,an} ist die Menge, die (nur) ap, ...a, als Elemente enthilt.
Insbesondere: {a} enthilt genau a.

e AU B ist die Menge aller Elemente die in A oder B (oder beiden) sind.

@ AN B ist die Menge aller Elemente die in A und in B sind.
Konnte man auch als {x € A: x € B} schreiben.

e A\ B ist die Menge aller Elemente die in A aber nicht in B sind.
Koénnte man auch als {x € A: x ¢ B} schreiben.

o A\ {a}istalso {x € A: x # a}.

e A x B ist die Menge der (geordneten) Paare (endliche Folge der
Liange 2) (a,b) mita€ Aund b € B.
A2 = A x A
Bsp: R? ist die (reelle) Ebene (kartesische Koordinaten)

@ Analog A1 x --- x Ap. Z.B. R3 ist der 3dimensionale Raum.
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Reelle Intervalle

In R (oder allgemeiner: einer linear geordneten Menge): Sei a, b € R.

o [a,b] = {x € R: a < x < b} heiBt “das abgeschlossene Intervall a b".

o (a,b) ={x €R: a< x < b} heit “das offene Intervall a b".
o (a,b] ={x € R: a< x < b}, analog [a, b) (“halboffen")

o (—oo,b] ={x € R: x < b}, analog fiir (—o0, b), [a,00) und (a, o).

e Manchmal: |a, b] statt (a, b]; ]a, b[ statt (a, b) etc.

Darstellungen: o [1,3]

[-2,00) @
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Metrische Raume

Fiir x,y € R, setzte d(x,y) := |x — y|. d ist ein "Abstand” oder "Metrik":

Definition

d: X x X — R ist eine Metrik auf X, wenn gilt: d(x,y) = d(y, x);
d(x,y) > 0; d(x,y) =0 gdw. x =y; und
d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Andere Beispiele fiir Abstdnde:
e In R? die "“Euklidische Metrik"
d((a:y): 02, y2)) == V(e = x1)? + (v2 — y1)2.
e Analog fiir R3:
d((x1,y1,21), (%2, ¥2, 22)) = /(2 — x1)2 + (y2 — y1)? + (22 — 21)2.

e (Bem.: Auch in R gilt: [x0 — x1| = /(x2 — x1)?2.)
o Allgemeiner: V normierter Vektorraum. Dann ist d(X,y) := |y — X]
ein Abstand.

Eine “Grundmenge” X zusammen mit einem Abstand d : X x X — R

nennt man “metrischen Raum”.
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Offene Mengen 1

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition

Fir x € X und € > 0, setze
B.(x):={y € X: d(x,y) < e} (genannt “Ball").

In R ist B.(x) das Intervall (x — §,x + 5).
In R? ist B.(X) die randlose Kreisscheibe mit Mittelpunkt X und Radius ¢.
Analog: In R3 Kugel.

Definition
A C X heiBt offen, wenn (Vx € A) (e > 0) B-(x) C A.

(Insbesondere: () ist offen.)

Intuitiv: Eine Menge ist offen wenn sie “keinen Rand” hat.
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Offene Mengen 2

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

o Jedes B.(x) ist offen. X ist offen.
o A offen <+ A ist Vereinigung von Ballen.

e Die (“beliebige”) Vereinigung von offenene Mengen ist offen.

@ Der Schnitt zweier (oder: endlich vieler) offener Mengen ist offen.

Beweis: U. (Fiir den ersten Punkt bendtigt man die Dreiecksungleichung.)

In R gilt daher:
@ Ein offenens Interval ist offen.

o A C R offen <+ A ist Vereinigung offener Intervalle.
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