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1 Vorbemerkung

Prof. Panholzer hat die illustrierenden Beispiele aus der zur VO empfohlenen
Lektüre gebracht - sie sind hier nicht angeführt.

Die z.T. gerafften Zusammenstellungen sind z.T. auch die jeweiligen theo-
retischen Grundlagen zu den Übungsbeispielen, die in ausgearbeiteter Form
jeweils nach der Übungsrunde auf http://www.wikiserver.at/tu-mathe-inf-3/
zu finden sind.

Markus Nemetz
29.01.2007

2 Umkehr- und Eindeutigkeitssatz

Gilz für eine Funktion f(t)

• f(t) ist absolut integrierbar

• f(t ist auf endlichen Intervallen stückweise stetig differenzierbar

• f(t) ist Mittelwerteigenschaft f(t) = f(t+)+f(t−)
2

Dann gilt, dass neben f(t) auch F (ω) = F{f(t)} F -transformierbar ist,
und es gilt:

f(t) = F−1{F (ω)} =
1

2π
F{F (−ω)} =

1

2π
(CHW)

∫

∞

−∞

eiωt · F (ω) d ω
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3 Rechenregeln für die F-Transformation

f(t), g(t) seien absolut integrierbare Funktionen; F (ω), G(ω) entsprechende
Spektralfunktionen:

• Linearität:

F{αf(t) + βg(t)} = αF{f(t)} + βF{g(t)} = alphaF (ω) + βG(ω)

• Streckung:

F{f(c · t)} =
1

|c|
F (

ω

c
), c 6= 0

• Verschiebung im Zeitbereich:

F{f(t − a)} = e−iaωF (ω), a ∈ R

• Verschiebung im Frequenzbereich:

F{eiΩtf(t)} = F (ωΩ), Ω ∈ R

• Differentiation im Zeitbereich:

F{f ′(t)} = iωF (ω)

Voraussetzung; f(t) stetig,f ′(t)F -transformierbar

• Differentiation im Frequenzbereich:

F{t · f(t)} = i · F ′(ω)

Voraussetzung; t · f(t) ist F -transformierbar

• Faltungsprodukt f(t) ∗ g(t)

(f ∗ g)(t) :=

∫

∞

−∞

f(τ) · g(t − τ) d τ

• Faltung:

F{{ ∗ }} = F (ω) · G(ω)

• Konjugation:

F{f(t)} = F(−ω)

• Symmetrien:

f(t) = f(−t) ⇔ F (ω) = F (−ω)

f(t) = −f(−t) ⇔ −F (ω) = F (−ω)
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4 Anwendung der F-Transformation

4.1 Hilfsmittel zum Lösen von DGL

Anmerkung: i.A: ist L-Transformation vorzuziehen. Ein Beispiel von Bedeu-
tung: Lösen bestimmter PDGen, z.B. Wärmeleitungsgleichungen.

4.2 Lösen von Integralgleichungen

Die im Gegensatz zur L-Transformation anmdere Form des Faltungsproduk-
tes ermöglicht die Lösung von Integralen vom Fredholm-Typ:

∫

∞

−∞

k(t − τ)x(τ) d τ − λx(t) = f(t), t ∈ R

Wenn alle Funktionen absolut integrierbar sind, lautet die Gleichung für die
zugehörigen Spektralfunktionen:

K(ω)X(ω) − λX(ω) = F (ω)

Wenn x(t) dem Umkehr und Eindeutigkeitssatz genügt, erhält man die Lösung
X(ω) dieser Gleichung mit der inversen F -Transformation als Lösung der In-
tegralgleichung

x(t) =
1

2π

∫

∞

−∞

F (ω)

K(ω) − λ
eiωt d ω

4.3 Nachrichtentechnik

Betrachten idealen ’Tiefpassfilter’:
Eingangs-
signal f(t)

Ausgangs-
signal g(t)

Wirkung eines Filters: Für eine periodisches Eingangssignal wird nur die
Amplitude des Signals verändert, aber die Frequenz unverändert gelassen.

Idealer Tiefpassfilter: Alle Frequenzen |ω| > Ω werden gesperrt, aber alle
Frequenzen |ω| ≤ Ω werden unverändert durchgelassen,

Betrachten Spektralbereich:

F (ω) = F{f(t)}, G(ω) = F{g(t)}

Wirkung: G(ω) = H(ω) ·F (ω). Dabei ist H(ω) die Übertragungsfunktion
für den idealen Tiefpassfilter;

H(ω) :=

{

1, |ω| ≤ Ω

0, |ω| > Ω
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Betrachte h(t) = F−1{H(ω)}. Im Zeitbereich liefert dies:

g(t) = g(t) ∗ f(t)

h(t) = F−1{H(ω)} =
1

2π

∫

∞

−∞

eiωt · H(ω) d ω =

1

2π

∫ Ω

−Ω

1eiωt d ω =
1

2π

eiωt

it
|Ω
−Ω =

1

2π
·
eiΩt − e−iΩt

it
=

1

2πit
(i(sin(Ωt) + sin(Ωt)) =

sin(Ωt)

πt
=

Ω

π
·
sin(Ωt)

Ωt
=

Ω

π
· sin(Ωt)

sin(Ωt) ist die Spaltfunktion. Daraus folgt weiter:

g(t) =
Ω

π
· sin(Ωt) ∗ f(t)

5 Partielle Differentialgleichungen (PDG)

Eine Gleichung der Form

F (x1, . . . , xn, u, ux1
, . . . , uxn

, ux, . . . ,
dm

d xm1
1 xm2

1 . . . xmm
1

u = 0

in der neben der unbekannten Funktion u(x1, . . . , xn) auch partielle Ablei-
tungen vorkommen heißt PDG.

Ordnung der PDG; Die größte m := m1 + · · · + mn heißt Ordnung der
PDG,

Definition: EIne Funktion u : G ⊆ R
n → R heißt Lösung der DGL, wenn

die m-ten Ableitungen von n existieren und u auf G die obige DGL erfüllt.
Anmerkung: Die Lösungen u(x, y) einer PDG in 2 Variablen sind Flächen

in R
3. (Lösungsflächen, Integralflächen).
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5.1 PDGen, die sich wie gewöhnliche DGLen behan-
deln lassen

Einzige Schwierigkeit; Die Integrationskonstanten hängen i.A. von allen übrigen
Variablen ab.

Beispiel; Gegeben u(x, y):

• uxx = 0 ⇒ ux = c(y). Daraus folgt weiter nach
∫

d x: c(y)x + d y.

Dabei ist d y eine beliebige, differenzierbare Funktion.

• uxy = 0. Daraus folgt weiter nach
∫

d y: ux = c̆(x). Daraus folgt weiter
nach

∫

d x: c(x) + d y.

Dabei ist c̆(x) eine beliebige Funktion.

5.2 Lineare PDH 1. Ordnung mit Konstanten Koeffi-
zienten

2 Variablen, a, b ∈ R:

aux + buy = f(x, y)

Idee: geeignete Variablensubstitution, so dass gewöhnliche DGL entsteht:

ξ = bx + ay, η = bx − ay

x =
ξ + η

2b
, y =

ξ − η

2a

(x, y) 7→ (ξ, eta), U(ξ, η) = u(
ξ + η

2b
,
ξ − η

2a
) = u(x, y)

6= F (ξ, η)f(
ξ + η

2b
,
ξ − η

2a
) = f(x, y)

Nach Anwendung der Kettenregel ergibt sich:

F (ξ, η) = aux + buy = a(Uξξx + Uηηx) + b(Uξ + ξy + Uηηy) =

a(Uξb + Uηb) + b(Uξa + Uη(−a)) = abUξ + abUη + abUξ − abUη = 2abUξ

⇒ Uξ =
1

2ab
· F (ξ, η)

⇒ U(ξ, η) =
1

2ab

∫

F (ξ, η) d ξ + G(η)

⇒ u(x, y) =
1

2ab

∫

F (ξ, bx − ay) d ξ + G(η)

⇒ u(x, y) =
1

2ab

∫ bx+ay

bx0+ax0

F (ξ, bx − ay) d ξ + G(η)
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Beispiel:

2ux + 3uy = ex+y

ξ = 3x + 2y, η = 3x − 2y, x =
ξ + η

2
, y =

ξ − η

2

Uξ =
1

12
F (ξ, η) =

1

12
e

4+η
6

+ ξ−η
6 =

1

12
e

5

12
ξ− 1

12
η

⇒ U(ξ, η) =
1

12

∫

e
5

12
ξ− 1

12
η d ξ + G(η) =

1

12
e−

1

12
η

∫

e
5

12
ξ d ξ + G(η) =

1

12
e−

1

12
η e

5

12
ξ

5
12

+ G(η) =
1

5
e

5

12
ξ− 1

12
η + G(η) =

1

5
ex+y + G(3x − 2y)

G ist eine beliebig differenzierbare Funktion.

5.3 Eindimensionale Schwingungsgleichung (Wellenglei-
chung)

utt = c2uxx = f(x, t)

utt ist Auslenkung (Elongation) der Saite zum Zeitpunkt t an der Stelle x.
c2 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit.
f(x, t) bezeichnet den Einfluss der äusseren Kräfte.

Geeignete Substitution: ξ = x − ct, τ = x + ct. Daraus folgt weiter:
x = ξ+τ

2
, t = ξ−τ

2
:

U(ξ, τ) = u(
ξ + τ

2
,
ξ − τ

2
) = u(x, t)

F (ξ, τ) = f(x, t)

Ut = Uξ · ξt + Uτ · τt = Uξ(−x) + Uτc = −cUξ + cUτ

utt = (−cUξ + cUτ ) = −c(Uξξξt + Uτξτt) + c(c(Uτξξt + Uτττt)) =

−c(Uξξ(−c) + Uτξc) + (Uτξ(−c) + Uττc) = c2(Uξξ − 2Uτξ + Uττ )

Ux = Uξξx + Uττx = Uξ + Uτ

Uxx = Uξξξx + Uτττx + Uτξξx + Uτττx = Uξξ + 2Uτξ + Uττ

F (ξ, η) = utt − c2uxx = c2(Uξξ − 2Uξτ + Uττ ) − c2(Uξξ + 2UξτUIττ ) = −4c2Uξτ

⇒ Uξτ = −
1

4c2
F (ξ, τ)
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Dies ist eine gewöhnliche DGL:

⇒ U(ξ, τ) = −
1

4c2

∫ ∫

F (ξ, τ) d ξ d τ

Dies ergibt eine Partikulärlösung. Die allgemeine Lösung setzt sich aus der
Lösung der zugehörigen homogenen DGL und einer Partikulärlösung zusam-
men (Summe).

Uξτ = 0 ⇒

∫

d τ ⇒ Uξ)ψ̆(ξ)

⇒

∫

ψ̆ d ξ + ϕ(τ) = U(ξ, τ) = ϕ(τ) + ψ(ξ)

u(x, t) = ϕ(x + ct) + ψ(x − ct)

Das ist die Lösungsformel von d’Alembert (Überlagerung zweier gegenläufiger
Wellen).
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