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1 Vorlesung am 4. Marz 2010

1.1 Uberlebenszeiten und -funktionen

1.1.1 Bevolkerungsstatistik und Sterbetafeln

EX = Z Zip; - . . Erwartungswert, Lebenserwartung
i

1.1.1.1 Sterbetafel®

lo ... nominelle Anzahl von Lebendgeborenen

lz ... Anzahl der Personen, die den z-ten Geburtstag erleben
de = lz—lzp1

x := Anzahl der vollendeten Lebensjahre

Mit vollendetem Lebensalter ist das ganzzahlige Alter — die Anzahl der vollendeten Lebensjahre -
gemeint, dies ist ein diskretes Merkmal. Das kontinuuierliche Alter hingegen ist stetig.

x € Ng wobei x := |kontinuuierliches Alter |

Die Wahrscheinlichkeit, wenn ein Individuum den x-ten Geburtstag erlebt hat, im darauffolgen-
den Jahr stirbt:

QU

4z = —
T I

Fir die letzte Zeile, wird w als Alter x angenommen, meistens ist das maximal beriicksichtigte
Alter w = 100, weiters wird angenommen, dass

1

lw+1 =0 g =1 ew:§

1.1.1.2 Lebenserwartung

Fir die Berechnung der Lebenserwartung eq (eines Neugeborenen)

'Lifetable

Abschnitt 6.4
(S.114 - 117)

Abschnitt 6.4.2
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Zufallsvariable

X ... Anzahl der Lebensjahre, die beim Tod vollendet sind

Wabhrscheinlichkeit

P(X=x)= Cli . Wahrscheinlichkeit im ganzzahligen Alter x zu sterben
0
Herleitung von eg Formel 6.16
1
eg = 5 Anzahl der erwarteten vollendeten Lebensjahre

1 d dw—l dw

= = 9.2 ~1)- Sw
5 [ + I +- 4+ (w-1) o + w I
1 1

) r[ lo—t)+1-(h =)+ 4 (@=1) (o1 = L) +w- (= lus1)]
1

= = [0 lo+1+1s+-- ~|—lw+w~0]
2 lo
1

= 3t Zl

=1

e ist die fernere Lebenserwartung (die Restliche Lebensdauer) eines x-Jahrigen.

(2%

IR )
l— Z ly firz e [0...w]
y=z+1

bD\hﬂ

Das erwartete Sterbealter ist dann = + e, Formel 6.18

ly
F(X)=1- i Verteilungsfunktion

1.1.2 Verteilung von Uberlebenszeiten
Abschnitt 8.4

1.1.2.1 Uberlebenszeit (S. 162 - 166)
Abschnitt 8.4.1
Die Uberlebenszeit ist die Dauer vom Anfangsereignis (Geburt) bis zum Endereignis (Tod)
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X (oder T') ... Uberlebenszeit (Uberlebensdauer)
F(t) = P(X<t)
St) = P(X>t)=1-F(t)
S(t) Uberlebensfunktion (survival function)
ft)=F'(t) Dichtefunktion
r(t) = % ... Momentane Sterberate, Hazard-Funktion, Hazard-Rate, Ausfallrate

Bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit®

P(X >t+AtANX >t)
P(X >t)
P(X >t+ At) S(t+ At)
P(X >1t) B S(t)

P(X>t+At]| X >t) =

Bedingte Sterbewahrscheinlichkeit

Pt< X <t4+AtANX >t
PE<X<t+At|X>t) = ( =it ):

P(X >1t)
_P(t< X <t+At)  F(t+At)—F(t)
B P(X >t) B S(t)

Momentane Sterberate Die Momentane Sterberate (Ausfallrate) ergibt sich aus der bedingten
Sterbewahrscheinlichkeit folgendermafien:

Pl<X<t+At|X>t)

ro= i At
o FUtA)-F@) 1
v At S
o 1 f(Y)
= PO 5550

Zur Interpretation von 7(t)

In linearer Approximation (fiir hinreichend kleines At) gilt bekanntlich folgendes:

F(t+ At) = F(t) + F'(t) - At

“Nach dem Bayestheorem fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten P (A | B) =~ gfz;}f)
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Dabher gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum, nachdem es das Alter ¢ erlebt hat im
folgenden Zeitintervall der At stirbt:

Pl<X<t+At|X>t) = Flt+ A = FH)

S5(t)
_Ft)+F'()At—F(t)  F'(H)At
- S(t) TS
_ f)at
=S50 " r(t)At

Die Wahrscheinlichkeit ist also (in linearer Ndherung) das Produkt aus momentaner Sterberate
und der Lange des Zeitintervalls, somit proportional zu At

Mit At := 1 (Einheitszeit) ergibt sich daraus

rf) =Pt<X<t+1|X >t)

Das bedeutet, dass die Ausfallrate r(¢) folgendermaflen interpretiert werden kann: (ndherungs-
weise in linearer Approximation) r(¢) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum, dass das
Alter t erlebt hat wihrend der folgenden (kleinen) Zeiteinheit stirbt.

Die momentane Sterberate (Ausfallrate) ist charakterisiert durch

_f@)
r(t) = S0
wobei
flt)y = F')
S(t) = 1-F(t)
Daraus folgt
7(t) = -8t

und wegen

F(0)=0 bzw. S(0)=1

Ft) = / f()dr baw. S =1- / F(7) dr
0
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Fragen

1. Wie kann r(¢) nur durch S(¢) oder F'(¢) oder f(t) ausgedriickt werden?

_ =5

r(t) = S0)

_ (@)

r(t) = Yoy
) = O
1— fo f(r)dr

2. Wie kénnen S(t) bzw. F'(t) bzw. f(t) nur durch r(t) ausgedriickt werden?
Mit der Notation 7 anstelle von ¢ ist

Unter der Voraussetzung S(¢) > 0 gilt auch S(7) > 0 fiir 0 < 7 < t, daher gilt

—/T(T) dr = —/ i,((:)) dr
0 0
InS(r) 5 = InS(t)—1InS(0)
InS(t)—0 = InS(t)

Somit ist
S(t) = o~ Jor(r)dr
F(t) = 1—e hrmdr
J(t) = r(t)-elorod

Letzteres ergibt sich aus

oder aus

10
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2.0.3 Verteilung von Uberlebenszeiten
2.0.3.1 Exponentialverteilung

Im Spezialfall wird die Exponentialverteilung

Exp (A)

Die Sterberate ist konstant

r(t) = A

Also handelt es sich bei der Exponentialverteilung um eine gedichnislose Verteilung, da die An-
derung unabhéngig von der Zeit ist.

t ¢
/r(T)dT:/)\dT:)\t
0 0

Damit ergeben sich auch auf diesem Weg die fiir die Exponentialverteilung bekannten Formeln

St) = e
F(t) = 1—e
ft) = xe M

Der Erwartungswert und gefolgt von der Varianz, welche sich mit dem Verschiebesatz' errechnen
lasst.

V)
=1

E(X —EX)*=EX?— (EX)?

11

Abschnitt 8.4.2
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20~

15+

10

05+

0.0 0.5 10 15 2.0

Abbildung 2.0.1: Das Verhalten der Potenenzfunktion f(z) = x® fir a € {—1, 0, %, 1, 2}

Die Schiefe? ~; ist immer 2.

2.0.3.2 Weibull Verteilung boch
Abschnitt 8.4.3

Die Weibullverteilung ist eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung

WB (A, 7)
Es gelten dabei folgende Formeln
Sit) = e
F(t) = 1—e
f&) = Mprte
ft _
rt) = 58 =t

Die Exponentialverteilung kann als Auspragung mit dem Parameter v = 1 angesehen werden.

WB (), 1) = Exp (A)

*Der Vollstandigkeit: 2 gibt die Wolbung an.

12
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201
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L L L L
00 05 10 15 20

@~y=3

Abbildung 2.0.2: Die Anderungsrate fiir die Weibull Verteilung 7(t) = A\y#?~! mit Parameter

A= % im Bereich 0 < ¢ < 2 verhélt sich wie die Potenzfunktion. Die Graphiken

zeigen y € {%,2, %}

2.0.4 Prognose Studien

2.0.4.1 Kaplan-Meier-Methode
Abschnitt 16.2.3

Es wird fiir die unbekannte Funktion S(t) eine geschitzte Funktion S(t) gesucht. (S.307 - 309)

n ... Anzahl der Personen in der Studie
t1 <ty <---<tp ... Zeitpunkte der kritischen Endereignisse
to:=0 ... Beginn des Beobachtungszeitraumes

tk+1 =1, ... Ende desBeobachtungszeitraumes
¢; ... Anzahl der zensierten Beobachtungen in [¢;_1, ;)
d; ... Anzahl der Endereignisse zum Zeitpunkt ¢;
n; ... Anzahl der Personen die unmittelbar vor ¢; beobachtet werden

Daher ist
n; =Nir1 — di—1 — ¢ furl,...k

wobei definiert ist, dass

ng = n
dgy = 0
ni = n-—C

13
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Dabher gilt

S(0) = 1

N ~ nZ_

St) = S(tiy)-

firi=1,2,...k
i Beispiel 16.1
Example 1. Nach einer Organtransplantation wurden bei 10 Patienten die Uberlebenszeiten in
Tagen ermittelt. Nach 160 Tagen wurde die Studie beendet. Bei 7 Patienten konnte der Zeitpunkt
des Endereignisses ermittelt werden (nach 20, 35, 62, 91, 91, 128 und 148 Tagen). Ein Patient brach

nach 98 Tagen die Studie ab; zwei Patienten lebten am Ende der Studie noch.

Aus dem Text schliefit man ¢,, = 160 und n = 10. Desweiteren gibt es folgende Zeitpunkte mit
kritischen Ereignissen: t1 = 20, to = 35, {3 = 62, t4 = 92, t5 = 128 und tg = 148. Fir alle
Zeitpunkte gilt d; = 1 aufler fiir ¢4 wo dy = 2 gilt, da an diesem Tag zwei Patienten verstorben
sind.

t; Ci n; d; n; —d; S(t;)

0 10 1

20 0 10 1 9 1-55=009
35 0 9 1 8 09-5=038
62 0 8 1 7 0.8-1=07
91 0 7 2 5 0.7-2=05
128 1 4 1 3 0.5-2 =0.375
148 0 3 1 2 0.375- 2 =0.25
160 0 2

2.0.4.2 Logrank-Test
Abschnitt 12.2.7

« Zum Vergleich (von Verteilungen) von Uberlebenszeiten. (S. 242 - 243)

Si(t)  Sa(t)

+ bei zwei unverbundenen Stichproben

14
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+ mit folgenden Hypothesen

Null Hyptohese ~ Ny : Si(z) =
Alternativ Hypothese Ny: Si(z) # So(x) Fx: Si(x) # Sa(z)

Stichproben sind j = 1,2 (manchmal auch j = A, B)
Die Zeitpunke sind mit ¢; bezeichnet, wobei ¢ = 1,2, ... k sowie ¢y := 0 gilt.

d;j; ... Anzahl der Endereignisse bei der Stichprobe j zum Zeitpunkt 4
k
dj =Y dj; j=1,2
i=1
¢ji ... Anzahlzensierter Daten in Stichprobe j zum Zeitpunkt [t;_1,t;)
njo:=mn; ... Anzahlder Beobachtungseinheiten bei Stichprobe j

i = Njio1 = djio1 = i bzw. nji—dji =it =0
k

n' ] . .
€ = Z (d1,i +da;) - - —Ij—ﬂng - firj =1,2
=1 )t g
k n k n
1 2,i
€1 +€2 = dlf _|_d2’4 . s + dlf _|_d274 L e
;( ‘ 2 N1+ N2 ;( ‘ 2 ni; +no;
k
ni; + N9
- Z (dl,i + d2,z‘) : [H:| =di + ds
=1 Ny + N2
€2 = di+dy—e

Die zugehorige y2-Verteilung (mit einem Freiheitsgrad) ist somit definiert als

2= (dr — e1)? G e)?

(] €2
Die Nullhypothese Hy : S1(x) = Sz(x) wird abgelehnt, falls x? > x%l_a
Example 2. Gegeben sind zwei Studien j = A, B mit ¢,, = 160

Therapie A ny = 10
Zeiten der Endereignisse: 20, 35,62, 91,91, 128, 148
Zeiten mit Abbruch: 98

Therapie B np = 15
Zeiten der Endereignisse: 1,11, 3, 3, 20,91
Zeiten mit Abbruch: 2, 3,15,29,29,120

15
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. CAi NA, } da } na;-dag Sa(t;)
i A
CB,i nB,i dp,i ng,i-dB; Sp(t:)
10
0
15
0 10 0 10
1 }25
0 15 3 12
0 10 0 10
3 }21
1 11 2 9
0 10 1 9
20 }17
2 7 1 8
0 9 1 8
35 }13
2 4 0 4
0 8 1 7
62 }12
0 4 0 4
0 7 2 5
91 }11
0 4 1 3
1 4 1 3
128 }6
1 2 0 2
0 3 1 2
148 }5
0 2 0 2
2 0
160 }4
0 2 0
Es ergibt sich aus der Tabelle als Summe
da=7 und dp=T7

16
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10 10 10 9 8 7 4 3
= 3. _-492.—1+92.~4+1."41.= T [ [
A » g Tyttt gttt
= 7.863583475
ep = 14—e4 =6.136416525
X2 = 0.216372145
x> Tabelle
S. 322

a=10% Xio.g = 2.706 > \? = Testentscheidung Hy
o= 5% X%,0.95 = 3.841 > y? = Testentscheidung Hy
a=1% X%,O.QQ = 6.635 > \* = Testentscheidung Hy

17
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3.1 Wahrscheinlichkeiten in der Epidemiologie
Abschnitt 6.3

Privalenz genau gesagt, die Punktprivalenz gibt zu einem bestimmten Zeitpunkt folgendes an: (S 111)
+ Den relativen Krankenbestand
« Den Anteil der Erkrankten (einer bestimmten Krankheit) in der Population

« Die Wahrscheinlichkeit fiir eine beliebige Person erkrankt zu sein

Um die Pravalenz zu ermitteln werden oft Querschnittstudien verwendet.

Periodenpravalenz gibt an am Anfang, wiahrend, oder am Ende des Beobachtungszeitraumes
erkrankt zu sein.

Fiir den Rest gilt dasselbe wie fiir die Pravalenz oben.

Inzidenz

« Die Wahrscheinlichkeit fiir eine beliebige Person wihrend des Beobachtungszeitrau-
mes neu zu erkranken.

« Falls der Beobachtunszeitraum eine Zeiteinheit (ein Jahr, ein Monat, ...) ist spricht
man von der Neuerkrankungsrate.

Pravalenz = Inzidenz - durchschnittliche Krankheitsdauer

Die Pravalenz wird mit P (K1) bezeichnet und die Inzidenz mit P ( K') in der Epidemiologie jedoch
herrscht die Bezeichnung P (K) fiir die Priavalenz vor. Diese Bezeichnung wird auch im Buch und
in Folge verwendet.

(krankheitspezifische) Mortalitat auch ,Todesrate” genannt
« P(KNT)

+ Die Wahrscheinlichkeit (wahrend des Beobachtungszeitraumes) an der Krankheit zu
erkranken und zu sterben.

Letalitat
« P(T| K)

« Die Wahrscheinlichkeit (wahrend des Beobachtungszeitraumes) zu sterben, falls das
Individuum an der Krankheit K erkrankt ist.

18
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«P(KNT)=P(K)-P(T| K)
Mortalitat = Inzidenz - Letalitit

Kontragionindex

Manifestationsindex

3.1.1 Bevolkerungsstatistik
Abschnitt 6.4

Natalitit (auch: Geburtenziffer) (S.114)

||Geborene Kinder pro Jahrl||

Populationsgrofie

Fertilitatsrate
|ILebend Geborene pro Jahr]|

|Frauen im gebarfahigen Alter||

Sterbeziffer
||Gestorbene pro Jahr||

Populationsgrofie

Pearl-Index

Anzahl der Frauen - von 100 Frauen, welche eine bestimmte Verhiittungsmethode anwen-
den - die in einem Jahr ungewollt schwanger werden.

3.1.2 Diagnostische Tests
Abschnitt 6.5

(S. 119)
K erkranktes Individuum
K gesundes Individuum
T, ... positives Testergebniss
T_ ... negatives Testergebniss
P(Ty | K) ... Sensitivitat
P(T_|K) ... Spezivitit
3.1.2.1 Vorhersagewerte
P(K |Ty) ... positive Vorhersagewahrscheinlichkeit
P(K|T-) ... negative Vorhersagewahrscheinlichkeit
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0.70 1+ 10p"
0.65F E

F Josh J
0.60- 17
0%t Jost i
0.50 F ]
045 104 1
040 F 1t

, jo2t -
035 I
0_30:‘ S S S S N S S SR :0_07‘ T S S S R

-02 -01 00 01 02 15 10 05 00 05 10 15
(a) diskrete Verteilungsfunktion (b) stetige Verteilungsfunktion

Abbildung 3.2.1: Median bei diskreten und stetigen Verteilungsfunktionen

PK|T) = P(KNT.) P(KNT.) B
7 P(T-)  PENTH+P(ENT.)
P(K)-P(T_|K)

P(K) (T | K)+P(K) P(T_|K)
P(K) - [1—P(T+| K)] B
P(K)-[1—P(Ts [K)|+[1-P(K)] - P(T_|K)

3.2 Diskrete Verteilungen

.2.1 Disk Zufall iabl
3.2 iskrete Zufallsvariablen Abschnitt 7.1

Bezeichner (8. 125)
X ... Zufallsvariable
x; ... Wert (Auspragung)
p; ... Wahrscheinlichkeit fiir Wert z;
f(z;) =p; ... Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

20



3 Vorlesung am 18. Mdrz 2010

Erwartungswert

Verteilungsfunktion F(z) = P(X <)
Erwartungswert EX = u
E(a-X+b) = a-EX+D

) - e

Median und Quantill

Median g = min{z | F(z) > 0.5}
a-Quantill i, = min{z|F(z)> a}

i wird immer als 0.5-Quantill bezeichnet: i = fig 5

Varianz und Standardabweichung

VarX =02 = E ([X—ﬁ) —EX’ — (EX)>

2
. (z p)
7 7

Standardabweichung o = +VarX

Variationskoeffizient = g
1
Fir das Rechnen mit Varianzen gilt,
Var(a- X +b) = a2 - Var X

Var(X +Y) = VarX +VarY 4+2-Cov(X,Y)

Wenn X1, ... X, unabhingige Zufallsvariablen sind, so gilt,
n n
Var (Z Xz) = ZVarXi
i=1 i=1

Kovarianz Wenn X, Y unabhingig® sind, so gilt fiir die Kovarianz

Cov(X,Y)=0

'Eigentlich muss es unkorreliert heiflen, da es exotische Ausnahmen geben kann, wo dies fiir unabhéngige Zufalls-
variablen nicht nicht gilt.
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3.2.2 Binomialverteilung bech
Abschnitt 7.2

3.2.2.1 Bernoulli-Experiment

Abschnitt 7.2.1
Das Bernoulli-Experiment geht davon aus, dass jeder durchgefiihrte Versuch zwei Ausgéange (Er-
eignisse) haben kann (Diese sind hier mit A und A bezeichnet).

P(4) = P(X=1)=p

P(A) = P(X=0)=g=1-p
3.2.2.2 Bernoulli-Prozess Abschnitt 7.2.2

X ~ B(n,p)

EX = n-p
Vaa X = n-pgq
P(X =k = (Z) PPk firk=0,...n
n! i

_ k. n—
T T A TR G

- >0 htsscheif
Schiefe v = q9—p wenn{ rechtsschei

< 0 linksschief

Symetrische Binomialverteilung

R
po=a=y
EX = 2

2

n
VarX = 2
ar 4

3.2.3 Poissonverteilung b
Abschnitt 7.3.1

Die Poissonverteilung ist ein Spezialfall der Binomialverteilung, fiir die folgendes gilt:

EX = n-p= )\ (const)
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In der Praxis wird die Poissonverteilung als Annaherung fiir die Binomialverteilung verwendet:

B(n,p) = P(A) wennn > 30 Ap <0.1

Es gilt also
X ~P(N)
unter der Bedingung,
EX = lmn-p= lim A=\
n—oo n—oo
1
VarX = limn-p-(1—p)= lim X- <1_> =\
n—o00 n—00 n

. (1—p) . 123 1
v o= lim ——m——=% = lim ————— = —

Die Possionverteilung definiert sich also als

23
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Beispiel
Example 3. In einer Geburtsklinik werden jihrlich n = 2 000 Kinder geboren. Die Wahrschein-  (S. 137)
lichkeit, dass ein Neugeborenes mit einem Down-Syndrom zur Welt kommt, betrdgt p = 0.001.
Unter der Annahme, dass die Ereignisse unabhéngig sind, lasst sich die Anzahl der Neugeborenen
mit Down-Syndrom durch eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X beschreiben. Fiir die charak-
teristischen Parameter gilt: A = n - p = 2000 - 0.001 = 2.

Zur Approximation der Binomialverteilung durch die Poissonverteilung. Wenn X Bino-
mial verteilt ist,

X ~B(n, %) wobei % = p (const)

Aus der Definition der Binomialverteilung ergibt sich:

e = ()t () ()
]i!’n.(n—l)...(n—k—i-l) 3 <1_)\>".<1_)\>_k:

k

n

A B C

Diese Gleichung lasst sich vereinfachen, da der Grenzwert einiger Teilterme 1 ist. Der Ubersicht
geniige wird dies in mehreren Schritten dargestellt.

A lim n~(n—1)---(n—k+1):

n—00 nk

—1 —1
—— —~

1 -1
_ hm1.<1_)...<1_’f >:1
n—00 n n

k-mal

Da es im letzten Term nur &k Faktoren von annahern 1 gibt, ergibt sich der Gesamtgrenzwert von
1.

24
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Folglich ist

lim P(X = k)= =1 AFoed1= =

_ k_—X
n—o0 k! k!/\ €

Die Binomialverteilung kann also durch die Poissonverteilung fiir hinreichend grofie n und kon-
stante p approximiert werden.

B(n,p) —z PV

n— o0

[>

n=p const

4.0.4 Polynomialverteilung

Bei der Polynomialverteilung (oder auch Multinomialverteilung) werden n Zufallsexperimente

mit £ moglichen Ereignissen A, Asg, . . . Aj mit den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten py, pa, . . . D

und Haufigkeiten n1, ng, ... ng.

n!

= — nl. n2.n- nk
P(n1,n2,-~nk\p1,p27---pk)—n1!“_nk! Pyt Pyt Py

Wobei gilt, dass

n n
dmi=n A Y pi=1 A V¥p=0 A Vn€{0,1,2,...n}
=1 =1

4.0.5 Negative Binomialverteilung

Die Negative Binomialverteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Zufallsex-
periment mit zwei Ausgéngen ein Ereigniss A — mit der Wahrscheinlichkeit p — bei der j-ten
Beobachtung zum r-ten Mal eintritt.

X ~NB(r,p)

25
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4.0.5.1 Geometrische Verteilung

Die geometrische Verteilung ist ein Sonderfall der negativen Binomialverteilung mit » = 1.

X ~NB(L,p)

P(X = j) ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereigniss bei der j-ten Beobachtung erstmals
Eintritt.

P(X:]):qjilp WObClq:]._p A j:172737"'

4.0.5.2 Definition der negativen Binomialverteilung

_— ,
P(X =)= <f~— 1>pr_1q”_rp firj=rr+1,...

Example 4. Eine Blutbank...

4.0.6 Hypergeometrische Verteilung

Bei der Hypergeometrischen Verteilung nimmt man an, dass es bei einer Menge von N Objekten
insgesamt M Objekte gibt, die eine gesuchte Eigenschaft A besitzen. Der Rest hat diese Eigenschaft
nicht (4). Der Anteilswert p = % gibt an, wie grofl der Anteil der gesuchten Objekte an der
Gesamtmenge ist. Es werden nun zufillig n Objekte aus der Gesamtmenge zufillig ausgew#hlt
und beziiglich ihrer Eigenschaft untersucht.

X ~HG (n; N, M)

Die Zufallsvariable X gibt nun an, wie haufig das gesuchte Merkmal in den gewahlten n Beob-
achtungen auftritt.

() - ()

P(X=k) = (N)
M
EX = n-p=n-—
nep=nco
N —n
Var X = N_l'n'p~(p—1)

]]\\’,:711 als Endlichkeitskorrektur bezeichnet.

Bei der Varianz wird der Bruch

26

Beispiel 7.8
(S. 139)

Abschnitt 7.3.4



4 Vorlesung am 25. Mdrz 2010

4.0.6.1 Anndherung durch die Binomialverteilung

Allgemien gesagt, ist die Approximation moglich, wenn n im Vergleich zu N sehr grof ist.

N —n
" N-1
N — 1-%
N =00 = n_ 1¥_>1
N-1 1-%

4.0.7 Ubersicht iiber die diskreten Verteilungen
4.1 Stetige Verteilungen
Die Schiefe der Verteilungsfunktion

E (X —EX)*

7=
o3

Die Wolbung, Kriimmung der Verteilungsfunktion

E(X-EX)*

1 3

2 =
o

Wobei fiir die Standardnormalverteilung gilt,

4.1.1 Normalverteilung

X ~ N(p, 02)

—(z—p)?
(&} 202

1@ = s

Wobei i den Mittelwert beschreibt, und o2 die Varianz, das Quadrat der Standardabweichung o.

4.1.1.1 Standardnormalverteilung

Die Standardnormalverteilung ist eine spezielle Form der Normalverteilung mit den Parametern

27
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-2 -1 0 1 2
Abbildung 4.1.1: Dichtefunktion der Normalverteilung X ~ N (0, 1), auch Standardnomalver-

teilung genannt. Das Maximum liegt bei 0, ﬁ Die Wendepunkte sind bei
p—o=—lundp+o=1.

p=0 und o?=1

Die Zufallsvariable wird zur besseren Unterscheidung, mit Z bezeichnet.

Z ~N(0,1)

Es konnen alle Normalverteilungen auf die Standardnormalverteilung transformiert werden, so
wird nur eine Nachschlagetabelle (Tabelle A auf Seite 317) benétigt.

X—p
g

=7 ~N(0,1)
Die Dichtefunktion wird ebenso nicht mit F' sondern mit ® bezeichnet.

O(2)=P(Z < z)

Example 5. Die Korpergrofie einer Population... Beispiel 8.1
(S. 150)

P(z; <X <29) ~ N(uo?)

— X — —

o o o

4.1.1.2 o-Bereiche und Referenzbereiche _
Abschnitt 8.2.3

Tabellen fiir Werte der ®-Funktion konzentrieren sich auf den Bereich 30 um p herum, da

innerhalb dieses Bereichs 99.7% aller Werte sind. Fiir medizinische Anwendungen sind vorallem

Referenzberiche interresant, das sind bereiche, in denne genau 95% und 99% aller Werte liegen. =~ Tabelle 8.1
(S. 152)
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Bezeichung Intervall P

lo-Bereich p—o<X<pu+o 0.6827
20-Bereich w—20< X< pu+20 0.9545
3o0-Bereich p—30 <X <pu+30 0.9973

95%-Referenzbereich | © —1.960 < X < pu+1.960 | 0.95

99%-Referenzbereich | © —2.580 < X < pu+2.580 | 0.99

Tabelle 4.1: o-Bereiche und Referenzbereiche

06 —
05 —
0.4;
03 —
02 —

0.1}

1 2 3 4 5 -2 -1 1 2
(a) X ~ Nicht-Normal b)Y ~InX

Abbildung 4.1.2: Normalisierende Transformation

4.1.2 Normalisierende Transformationen _
Abschnitt 8.2.4

Nicht alle Zufallsdaten fiir, die fiir eine Verteilung zugrunde liegen sind Normalverteilt. Daher
muss die Verteilung transformiert werden, damit die Merkmale fiir die Normalverteilung geeignet
sind.

In medizinischen Anwendungen besitzen viele Daten von Natur aus eine Rechtsschiefeverteilung,
sie miissen mithilfe einer logarithmischen Transformation behandelt werden.

4.1.2.1 Lognormalverteilung

Die Logarithmische Transformation kann nur fiir X > 0 verwendet werden, da sonst das Ergebins
komplex wird, bzw. fiir X = 0 nicht definiert ist, da es asymtotisch gegen negativ unendlich geht.
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Daraus folgt:

g

P(X<d) = NmXSm@:Nng@:¢CM—u>

P(Y <c¢) = P(ey<ec)_p(X§60)_q)<C—M>

- o

Example 6. Sei, fix der Median von X und /iy der Median von Y.

py =p =
1 -
;=P¥ =iy) = P =sp=
=P(X <et) = P(e¥ <eM)

Example 7. Die Konzentration von Serum IgM bei Kindern... Beispiel 8.3
(S. 154)

Anmerkungen zur Lognormalverteilung Bei extrem rechtsschiefen Verteilungen reicht oft
das einfache Logarithmieren nicht aus. Solche Verteilungen miissen Doppellogarithmiert werden.

Grundsitzlich gilt also:

Y =In(X +a)

Wobei a der Versatz ist, der verwendet werden muss, damit die Werte im Bereich > 0 liegen.

Bei linksschiefen Verteilungsdichtefunktionen wir stattdessen potenziert.

Y = X*° mita > 1
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5.0.3 Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung
5.0.3.1 Tschebyscheff’sche Ungleichung

Die Tschebyscheff’sche Ungleichung® dient zur Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass die Zu-
fallsvariable X auflerhalb des Bereichs k - o &+ . Wobei k& > 0.

1
PUX —pl >k 0) <

5.0.3.2 Gesetz der grofien Zahlen

Grundaussage des Gesetzes ist, dass bei einem grofieren Stichprobenumfang die Schatzung des
Erwartungswerts durch den Mittelwert genauer wird.

o1
X=->'X, VX;:EX;=p A VarX; =o?
n
1=1

Nun gilt fiir den Erwartungswert und fiir die Varianz:

'Auch: Tschebescheff’sche Ungleichung, Tschebyschow-Ungleichung, eng.: Chebyshev, rus.: Ye6brmés

P(|X — pu| > ko) >0 > 20 > 30
allgemeine Verteilung < i =0.25 < % ~ 0.11
eingipfelige, symmetrische Verteilung < % ~0.11 | < éil ~ 0.049
Gauf3-Verteilung =032~ % = 0.046 = 0.003

Tabelle 5.1: Anwendung der Tschebyscheff’schen Ungleichung
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EX = pu
2
Var)_(za—
n
o
O'X:—\/ﬁ

5.0.3.3 Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz sagt aus, dass — unter recht allgemeinen Bedingungen — die Summe
einer groflen Anzahl von Zufallsvariablen normalverteilt ist.

Sind alle X; unabhangig identisch verteilt

X; fuiri=1,...,n
dann haben Erwartungswert und Varianz die gleichen Werte fiir alle X

EX;=p AN VarX;= o2

und die Summe aller Zufallsvariablen ist — asymptotisch — normalverteilt.

n
ZXi ~ N (np,no?)
— asym

Durch Transformation auf die Standardnormalverteilung ergibt sich

X —
Zn:M ~ N(0,1)

\/ﬁ o asym

Verteilung von Mittelwerten Es geht aus dem Gesetz hervor, dass wenn der Stichprobenum-
fang n hinreichend grof} ist — bei realistischen Féllen n > 25 — der Mittelwert normalverteilt
ist.

Binomialverteilung Die Binomialverteilung — fiir hinreichend grofies n — kann ebenso durch
eine Normalverteilung approximiert werden.

X ~B(n,p)

Hinreichend grof$ kann mit der Erfiillung folgender Ungleichung angenommen werden.

32
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n-p-q=9

Nun gilt — approximativ — als Ersatz fiir die Binomialverteilung

X ~ N{(np,npq)

approx

5.0.4 Priifverteilungen
5.0.4.1 t-Verteilung

Voraussetzungen
1. Xi,...,X, sind unabhingig
2EX;=p A VarX;=c’firi=1,...,n

3. alle X; sind normalverteilt

XNN(M%Q)
Z=57F N

a/\/ﬁ

S/ n-

Der Index bei t gibt die Anzahl der Freiheitsgrade f der Verteilung an. Als Faustregel gilt hier, dass
es immer f = n — ||Geschéitzen Parameter|| sind, da die geschétzten Parameter vorherbestimmt

sind und sozusagen Freiheit wegnehmen.

Fir die Schatzung der Standardabweichung S gilt

R zn:(xi_)z)2:ni1[§n:x3_nx2]
=1

n—14%
=1

Fir den Erwartungswert und die Varianz der t-Verteilung gilt nun:

T ~ tf
ET = 0
VarT = %
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0.35
0.30

0.25

I Il L L L L Il L L L L L L L L
3 -10 -0.5 0.0 05 1.0

(a) Im Bereich —3 <z < 43 (b) VergroBerung fir —1 <z < 41

Abbildung 5.0.1: Approximation der Standardnormalverteilung durch die t-Verteilung mit Frei-
heitsgraden f € {1, 3,9, 27}. Die Dichtefunktion der Normalverteilung ist dick
eingezeichnet.

Die Varianz gilt insbesondere nur fiir f > 3 und kann daher immer als > 1 angenommen werden.
Desweitern kann die t-Verteilung an die Standardnormalverteilung angenéhert werden.

t N (0,1

Ausgewihle v-Quantille fiir die t-Verteilung kénnen in der Tabelle B auf Seite 318 nachgeschlagen
werden.
T~tp=P(T<tpy) =7y

Example 8. Nachschlagen des Wertes ab dem 95% der Werte links von ihm liegen. (Suchen des
0.95-Quantills) bei einer t-Verteilung mit f = 100 und der Standardnormalverteilung.

0.95=P (T < t10070,95) = t10070.95 = 1.660

095=P (Z < 20.95) = 2095 = 1.645

5.0.4.2 x*-Verteilung
Abschnitt 8.5.2

In der einfachsten Form — mit Freiheitsgrad f = 1 — beschriebt die y2-Verteilung die Verteilung
des Quadrats einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z ~ N(0, 1). Nun gilt fiir Varianz
und Erwartungswerte von Z 2~ X%

VarZ = EZ%—(EZ)?
EZ? = VarZ+ (EZ)}?=140=1
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0.5

03l
02l

o1f

0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.0.2: Dichtefunktion der x2-Verteilung mit Freiheitsgraden 1 < f <5

Unter den Vorraussetzungen
1. Z,...,Zy, sind unabhangig verteilt
2. Z;i~N(0,1) Vi=1,...,n

gilt

n
N Zi~xd
=1

mit

E(iZf) = YEZ'=) 1=n
=1
Var (iZf) = 2n

=1

"=

S |oo

Da die Schiefe 7; immer nur positiv sein kann — mit Anniherung an 0 bei n — oo - ist die -
Verteilung immer rechtsschief und wird mit steigendem n der Standardnormalverteilung immer
ahnlicher.

Es gilt also, fiir Standardnormalverteilungen, fiir allgemeine Normalverteilungen N (p1, 02) und
fiir geschétzte Normalverteilungen mit Mittelwertschatzer X.
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n

7z~ X
>

i=1
2
2
> ~ Xn
—1

n X, o\ 2 )
4 e Xn—1
=1

Da der Mittelwert X die Bedingungen der y2-Verteilung einschrankt hat die Verteilung nur n — 1
Freiheitsgrade.

~

—
g
—X

Fiir die Schitzung der Standardabweichung S gilt folgender Hinweis:

"X —X\ n—1 1 & o n-—1
Z( ZJ > :n—l'ﬁ'Z(Xi_X) 52 T

i=1

8%~ Xi—l

Spezielle Werte fiir y-Quantillen von Xfc - sind in Tabelle E auf Seite 322 zu finden.

5.0.4.3 F-Verteilung

Unter den Vorraussetzungen,

1. S?, 83 sind (empirische) Varianzen von zwei unabhéngigen Stichproben, aus zwei normal-
verteilten Grundgesamtheiten mit derselben Varianz o2

2. n1,ng sind die Stichprobenumfiange der zwei Stichproben

ist die F-Verteilung definiert als

n l,n 1 :
1 2 SQ

Die F-Verteilung hat somit zwei Freiheitsgrade f;, fo (manchmal auch als m, n bezeichnet).

fi=n1—1 fa=mno—1

Mit der vereinfachten Bezeichnung Xfc fir eine Zufallsvariable, die X?-Verteilt ist, gilt auch

2 o 2 2
S]_ ni—1 an—l . XTL171 . ng — 1

q2 o2 2 2 _
52 na—1 Xna—1 Xnp—1 ™ 1

Fnlfl,ngfl =

36
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Beziehungsweise, mit alternativer Bezeichnung:

2
_Xm T

Fm,n 2
Xn M

Im Speziellen gilt somit auch, das die t-Verteilung ein Speziallfall der F-Verteilung ist

Fl,n = ti
5.1 Schatzverfahren
5.1.1 Punktschatzungen
1 n
X=->X
n
i=1

5.1.1.1 Kriterien zur Giite einer Schiatzung

Erwartungstreue Schitzer sollten moglichst mit dem unbekannten Parameter iibereinstimmen,
so sollten Schatzvorschriften nicht systematisch einen zu hohen oder zu niedrigen Wert
liefern. Eine erwartungstreue Schitzung nennt man unverzerrt.

Konsitenz Eine Schitzung sollte konsitent sein, dass heifSt mit wachsender Stichprobengréfle soll
auch die Genauigkeit steigen. Fiir eine konsitente Schatzung gilt:

VarX = 0

n—oo

Effizienz Fir eine Schatzung ist eine moglichst kleine Varianz von grofier Bedeutung. Eine Schat-
zung mit hoher Effizient liefert schon mit Stichproben geringeren Umfangs schon brauch-
bare Werte. Die Effizienz ist insbesondere dann wichtig, wenn zwei Schatzverfahren fiir
einen Parameter miteinander verglichen werden sollen.

5.1.2 Spezielle Schatzfunktionen
5.1.2.1 Erwartungswert
Der Mittelwert X schitzt den Erwartungswert ;1 der Grundgesamtheit. Es gilt daher
EX = pu
o2

VarX = — — 0
n n—oo
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Diese Schitzung ist sowohl erwartungstreu und konsitent.

5.1.2.2 Median

Der Median X ist ein erwartungstreuer Schétzer, falls die Verteilung stetig und symetrisch ist, in
desem Fall gilt auch i = p. Daher ist bei der Normalverteilung der Median ein erwartungstreuer
Schatzer fiir den Erwartungswert. Es gilt,

~ 0'2
Var X = — — 0
n n—oo

b 3

Daher ist X auch eine konsitente Schitzung, jedoch ist X ein effizineterer Schitzer fiir p als X,
da die Varianz grofler ist.

5.1.2.3 Varianz

Herleitung von E S?

Nebenrechnung Zuerst wird gezeigt, dass

Z (x;i—X)" = > (X = p)? = n(X - p) (5.1.1)

S (X - %) = S (X2-2XX + X?)

=1
= Yxt-2(3 X)X+ nX?
= > X7 —2(nX)X +nX*
= > X7 -nX (5.1.2)
n

Z (X;—p)? = Z (X7 —2X;1+ p?)

=1

= ZX?—2(ZX¢),LL—|—7W2

= Z Xf —2nXp + np? (5.1.3)
-n (X' — ,u)2 = —nX?4+2nXpu—np? (5.1.4)

Aus (5.1.2) sowie aus (5.1.3) und (5.1.4) ist ersichtlich, dass (5.1.1) stets stimmt.
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Hauptrechnung Vorrausgesetzt wird
LEX;=u
2. Var X; = o2
3. X1,..., X, sind unabhingig

4. Anmerkung: Normalverteilung ist nicht erforderlich

Dabher ist,
— — 0'2
EX=u A VarX=—
n
Allgemein gilt:
S -X)= (X -’ —n(X—p)’
somit ist

ES? = E (nil-Z(Xi—Xf)

Nun ist einerseits

E (Z (X; — M)Q) =Y E (X — )’ =) VarX; = no’

Andererseits

daraus folgt

E S? = 52
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Dies ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2,

Anmerkung: Aus (5.1.6) ist zu ersehen, dass % d(Xi — u)2 eine erwartungstreue Schéatzfunktion
fiir o2 ist, soferne 1 bekannt ist, denn

Alternative Herleitung von E S? fiir unbekannte 1 und bekannte #, unter den Vorrausset-
zungen,

1. X; ~ N(p, 02)
2. Xq,..., X, sind unabhangig

Daraus folgt,

E(’T.S2>:n—1
o

Daher gilt fiir den Erwartungswert:

n—1

ES?’=n—-1 & ES?=¢?

o2
Herleitung von Var S? unter den Vorraussetzungen
1. X; ~N(p,0?)

2. X1,..., X, sind unabhéngig

n—1

2 2
2 S7 e~ Xn—1

g

1

Var <”02 -52> = 2(n—1)
2

Q-Varé’2 = 2(n—-1)

g

2 4
Var S?2 = d — 0

n—1 n—oo

40



5 Vorlesung am 15. April 2010

Herleitung von ES < o unter der Vorraussetzung, dass gilt

0<VarS=ES%2—(ES)* =02 — (ES)?

Diese Bedingung ist normalerweise bei allen realistischen Fallen erfiillt. Daraus folgt,

(ES)> =0%—VarS < o°

ES < o
5.1.2.4 Schatzung der Wahrscheinlichkeit
Unter den Vorraussetzungen
1. X;~B (1,p)
2. X1,..., X, sind unabhingig
gilt,
X = ZXZ- ~ B (n,p)
X

b=
n

Wobei p in diesem Zusammenhang sowohl eine Zufallsvariable (so wie hier), als auch eine kon-
krete Zahl beschreiben kann.

. EX n-p
n n

Dabher ist die Schatzung erwartungstreu, fiir die Varianz gilt,

X Var X p-(1— .
Varp=Var | — | = al _n'P ( p):pq—w
n 712 n2 n n—oo

Dabher ist die Schatzung auch konsitent.
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6.0.3 Intervallschatzungen
Abschnitt 9.3

6.0.3.1 Bedeutung eines Konfidenzintervalls
Abschnitt9.3.1

Punktschitzungen sind oft ungentigend, da ein einzelner Wert keine Informationen enthalt, wie
sehr er vom tatsdchlichen Parameter abweichen kann. Es konnen bei einer Schitzung natiirlich
keine genauen Angaben getroffen werden, jedoch ist es wiinschenswert, dass sich der tatsachliche
— unbekannte — Wert in der ndheren Umgebung der Schiatzung liegt.

Es wird aus den Daten der Stichprobe ein Konfidenzintervall konstruiert, in der Hoffnung, dass
bei dem passend gewahlten Verfahren, der gesuchte Parameter innerhalb des Intervalls liegt.

Irrtumswahrscheinlichkeit o ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter nicht im Intervall
liegt.

Konfidenzwahrscheinlichkeit v oder Konfidenzniveau bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass
der Parameter im Intervall liegt

y=1—-«

6.0.3.2 Konfidenzintervall fiir einen Erwartungswert
Abschnitt 9.3.2

Herleitung fiir beliebige Konfidenzintervalle fiir ;1 Vorraussetzung

_ X —
o p
X —
P (zal < 02/\/: < Zl—a2> = 1— (a1 +a2)
-2 -1 0 1 2

Abbildung 6.0.1: Intervallgrenzen, Links und Rechts eingezeichnet a;; und s, Punkte zeigen je-
weils 2o, und z1_q,
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Wobei gilt:
Zp = —00 A Z1 = +00
a1 +oag =«
Nun gilt ja:
Zay < i(/;g < Zl—as
Zaqg * O = Zl—ag * O
< X - < —
i - SR
= Za 'O v  Rl-ay O
X — > > X —
N NG
Daher

wobei v = aq + as.

Konfidenzintervalle zu Konfidenzniveau 1 — (o; + a2) sind allgemein alle Intervalle der
Form

Vo Vn

beziehungsweise, durch die Eigenschaft der Standardnormalverteilung: z,, = —z1—n, kann das
Intervall auch angescheiben werden als:

_ Zl—ag * 0 _ Zag * O
T — T

[a: Ry O Aoy 0':|

NIRRT

Fiir die Spezialfélle vy = a2 = § ergibt sich

Z_a-0 Z_a-0
z— T+ 2

Vi Vi

fir o; = 0 und oy = « gilt

|::1; _ M; —i—OO)
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fir oy = aund ap = 0 gilt

<oo; T + 721% g

Grenzen zweiseitiger Konfidenzintervalle fiir 1 unter der Vorraussetzung X ~ N (u, 0?)
bzw. X ~ N (i, %2)

Falls o bekannt ist:

Falls o unbekannt ist:

th11-2 -5 N-—n

vn VN -1

z

Wobei die Endlichkeitskorrektur ]]\\/,:7{ nur fiir Werte von 5 > 0.01 benétigt wird.

6.0.3.3 Konfidenzintervall fiir eine Wahrscheinlichkeit .
Abschnitt 9.3.3

Unter der Vorraussetzung, dass X binomialverteilt ist,

X ~B(n,p)

ist die geschatzte Wahrscheinlichkeit definiert als,

[
| >
g
=
3>
[
E

Weiters ist « approximativ normalverteilt

X ~ N (np,npq) fiir npg > 9

daher

Approximativ heif3t dass,
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0.4

03f

02F

01l

Abbildung 6.0.2: Anndherung der Binomialverteilung

wenn gilt,
np>5 AN ng>>
Grenzen zweiseitiger Konfidenzintervalle fiir p
D-q N-n 1
%2¢n ¢N—1+%]

Bei Bedarf wird die Endlichkeitskorrektur hinzugefiigt, falls 5 > 0.1 und daher nicht vernach-
lassigbar ist.

p=E

Die Stetigkeitskorrektur % resultiert aus der Anndherung der Dichtefunktion mit iiber die Fl4che.
Siehe Abbildung 6.0.2.

6.0.4 Bedeutung des Stichprobenumfangs
Abschnitt 9.4.1

Die Breite des Konfidenzintervalls (BK) ist (etwa) indirektproportional zur Wurzel der Stichpro-
bengrofie n.

2-5-th11-2

NG

BK =

n>60: ty,_10975 <2
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Wenn die Breite des Konfidenzintervalls vorgegeben ist, gilt:

2 2
4- tho11-g "8 16 - s2
n= R~
BK? BK?
Wenn o« = 5% fir n > 60
th—1,1-2 <2
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7.1 Das Prinzip eines statistischen Tests

7.1.1 Durchfiihrung eines Statistischen Tests

Hy Nullhypothese
H; Alternativhypothese

Sei nun pg eine vorgegebene Zahl, so kann man nun unterscheiden

1. Einseitige Fragestellung

Ho:p=mpo  gegen  Hy:p# g

2. Einseitige Fragestellung

a)

H,y

Hy
Hy

In Kurzform Hy: pu = pg

1. Zweiseitige Fragestellung

2. Einseitige Fragestellung

a)

b)

tp=po & Ho
p<po & H
tp=py & Hy
p>po & Hi
Hy :p# po
Hy:p<po
Hy:p>po

47

D> o
CH< o

t < po
SH> o

Abschnitt 10

Abschnitt 10.1



7 Vorlesung am 29. April 2010

-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung 7.1.1: Verteilung von 7" beim Zutreffen von Hy, die beiden markierten Teile sind jeweils
§ in der Mitte befindet sich daher (1 — )-Annahmebereich.

7.1.2 Arten von Fehlern

Fehler 1. Art «o-Fehler
Fehler 2. Art (3-Fehler

T ... Teststatistik
t ... TestgroBe, Prifgrofle, Wert der Teststatistik

Angenommen die Teststatistik
T ~t, 1

S/\/ﬁ

Fragestellung fir Nullhypothese Hy : 1t = g

1. Zweiseitige Fragestellung

Hy :p # po
2. Einseitige Fragestellung
a)
Hy:p<po
b)
Hy:p > po

Kritischer Bereich
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1. Zweiseitige Fragestellung

<—OO; tn—1,3> U (tn—l,l—%; +OO>

2

2. Einseitige Fragestellung

a)

(_OO; tn—l,a)

b)
(tn—l,l—a; +OO)

Annahmebereich

1. Zweiseitige Fragestellung

tnfl,%;tnfl,lf%}

2. Einseitige Fragestellung

a)

[tn—l,a; +OO)

b)

(=005 th—1,1-q]
It] > tho11-g St <t 11-eVE>t,_11-¢

Falls Hq zutrifft, aber — aufgrund der Stichprobenwerte — Hy abgelehnt — und daher H; ange-
nommen - wird, handelt es sich um einen Fehler 1. Art / a-Fehler.

Falls H; zutrifft, aber — aufgrund der Stichprobenwerte — H; nicht angenommen - und daher H
beibehalten — wird, handelt es sich um einen Fehler 2. Art / 3-Fehler.

7.1.3 Testentscheidungen und Konsequenzen
Abschnitt 10.2

o Ergebnis
10% schwach signifikant
5% signifikant

1% hoch signifikant
1%0 hochst signifikant
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(a) (b)

Abbildung 7.1.2: Giitefunktion g(u) fir Einseitige Fragestellungen (7.1.2a) und Zweiseitige Fra-
gestellungen (7.1.2b) (Typ a).

Wirklichkeit
Testentscheidung Hy gilt H, gilt
fiur Hy richtige Entscheidung -« Fehler 2. Art B
fiur Hy Fehler 1. Art o richtige Entscheidung 1-5
Summe 1 1

Tabelle 7.1: Testentscheidungen und Fehler

1 — B...Glte, Teststarke, Trennscharfe, Macht, Power

Allgemein ist die Giitefunktion g(u) die Wahrscheinlichkeit, H(y abzulehnen, also H; anzuneh-
men, falls i der tatsichlich (jedoch unbekannte) Parameterwert ist.

7.1.3.1 p-Wert und Konfidenzintervall
Abschnitt 10.2.2

p < a = Testentscheidung H;
p>a = Testentscheidung Hy

Interpretation des p-Werts Der p-Wert - zu einer aktuellen Stichprobe - ist jenes Signifik-
anzniveau, bei dem Hy gerade noch beibehalten werden wiirde (maximaler a-Wert).

Oder, in einer Alternativen Definition, es ist jener Wert, bei dem H; gerade schon angenommen
werden konnte (minimaler a-Wert).
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Abbildung 7.1.3: p; ist nur der linke Teil, p2 beide Teile zusammen

Zusammenhang des p-Werts zu ein- und zweiseitigen Fragestellungen Bezeichnen wir
mit

D1 p-Wert eines einseitigen Tests — bei einseitiger Fragestellung

D2 p-Wert des entsprechenden zweiseitigen Tests — bei entsprechender zweiseitiger Fra-
gestellung

Dann gilt:

NN

P2 =2-p1 bzw. p1 =

Zusammenhang zwischen Testergebniss und Konfidenzintervall des t-Tests am Beispiel
fiir eine Stichprobe

X _
T= 3 /\/ﬁuo im Falle von p = pg

Die Wahrscheinlichkeit, dass Hy : @ = g beibehalten wird, falls Hy zutrifft — also tatsachlich
= o ist, betragt:

P (tn—Lal <T< tn—l,l—az) =1- (041 + Oég)

fir den Fall dass v = po.
Wenn wir definieren o := a1 + g, dann gilt fir

1. Zweiseitige Fragestellungen a1, s = §

2. Einseitige Fragestellungen
H:p<paor=a AN a=0
H:p>par=0 AN a=a«a

Es gilt
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tn—l,oq < T < tn—l,l—az
X—
tn—l,oq S s/\/l%o S tn—l,l—ag
tn—l,al S < - — 1o tn—l,l—ozg S
N N4
- tn—l,ocl S S

. — 11— *
Z Lo ZX_nl,laQ

NG

Daraus ergibt sich folgendes Intervall — mit Schreibweise t;, 1 o, = t,—1,1—a,, danur diese Werte
sich in einer Tabelle finden.

1o € [X —to11-as - S/vi; X 4+ th 110y - /v

(1—a)-Konfidenzintervall i1y Somit gilt also, soferne die Nullhypothese Hy : i = pg zutrifft,
wird Hy auf dem Signifikanzniveau gehalten, genau dann, wenn 11 von entsprechenden (1 — «)-
Konfidenzintervall iitberdeckt wird.

Im Speziellen bedeutet dies

. - . __a
1. Bei der zweiseitigen Fragestellung, mit a; = ay = §

Hy:p# po

H wird beibehalten — falls* |t| < th—1,1-g — genau dann, wenn
o € |8~ ty 11 g VTt 1 1g va

2. Bei einseitiger Fragestellung

a) mita; =aund as =0
Hy:p<po

Hq wird beibehalten - falls ¢ > —t,,_1 1_o— genau dann, wenn
o € (_OO; TH+th—11-0a; " S/\/ﬁ]

b) mita; =0und as = «
Hy:p>po

Hy wird beibehalten - falls t < 't,,_1 71—, — genau dann, wenn

Ho € [i‘ —th—11-ay - S/\/ﬁ; +OO)

"Wobei hier ¢ — dies gilt auch fiir Z und s im folgenden - anstelle von 7" steht, da es sich um eine konkrete Stichprobe
handelt.
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Example 9. Geburtsgewicht von Raucherkindern Beispiel
(S. 198)

7.1.3.2 Multiples Testen

Bei k unabhdngig durchgefiihrten Tests ist die Wahrscheinlichkeit Hy beizubehalten, soferne Hy
auch tatsachlich zutrifft nur (1 — a)* hoch.

(1-—a)f=1- (T)O&-F <§>a2 — <I§>a3+~-+(—1)kak ~1— ka

Die Wahrscheinlichkeit H zu verwerfen, obwohl H tatsichlich zutrifft (ein Fehler 1. Art) ist

1-(1—-a)f = ka

Der Fehler multipliziert sich also mit der Anzahl der durchgefithrten Test

Wenn also  statt « als Signifikanzniveau fiir jeden einzelnen dieser k unabhangigen Tests ge-
wihlt wird (Bonferroni-Korrektur) betragt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art insge-
sammt nur noch
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8.1 Lagetests
Abschnitt 11

a1 t-T
8 t-Tests Abschnitt 11.1

8.1.1.1 t-Test fiir eine Stichprobe
Abschnitt 11.1.1

Unter der Vorraussetzung, dass alle Werte normalverteilt sind,

X ~N(p,07)

gilt fiir die Teststatistik:

Hy:p=po Hy wird abgelehnt, falls:
Hy:tp#po [t >th-11-2
Hy:p>p t>th11-0
Hy:p<py t<ty1a=-th-11-0a

8.1.1.2 t-Test fiir zwei verbundene Stichproben
Abschnitt 11.1.2

Vorraussetzungen fiir die Zufallsvariablen X, Y:

o
Il

ED
D ~ N(303)

d—0
Sd/\/ﬁ

54



8 Vorlesung am 6. Mai 2010

wobei hier gilt:

Hy:6=0 Hy wird abgelehnt, falls:
Hi:0#0 |t] > th-1,1-2
H{:6>0 >t 11-a
Hi:6<0 t<th-1a=—th-11-a

Konfidenzintervall, dass einem zweiseitigen Test entspricht:

Sd 7 Sd
——id+t, 112 -

R NG

d—ty_11-2 -

8.1.1.3 t-Test fiir zwei unverbundene Stichproben
Abschnitt 11.1.3

Herleitung fiir die Priifgrofle Es ist

_ 1 <& _ 1
wobei die Zufallsvariablen normalverteilt sind

X; ~N(u1,07) A Y; ~ N (2, 0%)

und alle X;, Y; sind unabhéngig, daher gilt

2 2
XNN(M,U) A YNN(M,U)
ni ng

So gilt nun fiir den Erwartungswert
E(X-Y) = EX+(-1DEY

und fiir die Varianz beider Verteilungen
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Var ()_( — Y) = VarX + Var (—}7)
_ _ 1 1
Var X + (—-1)*VarY = o2 ( + >
n nz

Dabher ist die Differenz normalverteilt mit:

_ 1 1
N ()
n n2

Falls Hp : pp = po zutrifft, gilt daher:

Eigenschaften Vorraussetzungen

XNN(MLUQ) N YNN(/J'2702)

wobei X, Y unabhingig sind. Fiir die Teststatistik gilt nun (siehe Herleitung):

wobei fiir 52 gilt:

(= Dstt (s~ 1)s3
ny+ng — 2

Hy:pp=ps < Hp:pp—p2 =0 Hpwird abgelehnt, falls:
Hiipn#Fpe & Hiip—pe#0 [t >tp-a
Hy:pp>pe o Hiopn—pe>0 t>tr1-4

Hy:pp <po S Hy:pp—pp<0 t<—tri_q

Wobei fiir den Freiheitsgrad f:=n; + ng — 2

Speziell fir n :=ny = ny

- 2., .2
T—y 2. 5118
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8.1.1.4 Welch-Test
elch-les Abschnitt 11.1.4

Xi NN(MDUI) ENN(M2702)
_ 2 — 2
X ~N(p1, %) Y ~N(u2,7-)
2 2
Valr(X'—Y)—ﬁ—i-2
ni no

na
_@-9 -0
82 82
4.2
Fiir die Freiheitsgrade der t-Verteilung gilt:
§2 2\ 2
i)
f = 2\ 2 2\ 2
) | (2)
ni 2
nyp—1 + no—1

8.1.1.5 Vorraussetzungen fiir t-Tests
Abschnitt 11.1.5

Der t-Test ist robust gegeniiber Abweichungen von einer Normalverteilung, jedoch ist folgendes
zusétzlich zu beachten.

t-Test fiir eine Stichprobe

> 10 A Daten anndhernd symetrisch

n > 25 sonst

t-Test fiir zwei verbundene Stichproben

n > 10 A d; anndhernd symetrisch

insbesondere, wenn X, Y eine gleiche Verteilungsform haben.
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t-Test fiir zwei unverbundene Stichproben Vorrausgesetzt ist eine gleiche Verteilung der
Zufallsvariablen

niy,ng > 10 A symetrische Verteilung

n1,ne > 20 sonst

und X, Y sind vom gleichen Verteilungstyp.

8.1.1.6 Andere Anwendungen des t-Tests

Der t-Test kann auch nicht als Lagetest eingesetzt werden, um zu testen, ob sich ein empirische
Korrelationskoeffizient nach Pearson p signifikant von 0 unterscheidet, kann folgende Priifgrofie
verwendet werden. r steht hier fiir den empirisch ermittelten Wert.

Hy:p=0
Hi:p>0 t>th-21-a
Hi:p<O0 t < —th—21-a

8.1.2 Rangsummentests

Rangsummentests sind verteilungsfreie, also nicht-prametrische, Tests, da sie keine bestimmte
Verteilungsform der Stichproben vorraussetzen. Die Priifgrofien werden nicht aus den Messwer-
ten, sondern aus deren Rangzahlen berechnet.

8.1.2.1 Wilcoxon-Test fiir eine Stichprobe

Dieser Test iiberpriift, ob und in welchen Maf die Werte einer Stichprobe von einem vorgegebenen
Sollwert fip abweichen. Vorraussetzung fiir diese Verfahren ist, eine symetrische Verteilung der
Stichprobenwerte, also i = p.

Die Nullhypothese lautet:

Fiir die Durchfithrung wird folgender Ablauf eingehalten:
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1. Die Differenz zum Sollwert wird bestimmt: x; — fig

2. Alle Werte mit x; = [ip werden eleminiert. Der Umfang der Stichprobe muss angepasst
werden.

3. Die Differenzen werden nun nach der Grof3e ihres Betrags sortiert, die kleinste erhalt die
Rangzahl 1.

4. Bei gleichen Differenzen, wird eine mittlere Rangzahl zugeordnet: Rang + m
Hierbei spricht man von verbundenen Rdingen.

5. Die Rangzahlen der positiven und negativen Differenzen werden addiert und mit R~, R™
bezeichnet.

6. Priifgrofe R := min {R~, R"}

7. Nun muss in einer Tabelle der kritische Wert Ry,.;; in Abhéngigkeit von Stichprobenum-
fang n und Irrtumswahrscheinlichkeit o nachgeschlagen werden.

8. Hy wird angenommen, wenn R < Rp.it < R~ < Ripit VR < Ryt

Die Nullhypothese, und die Alternativhypothesen fiir zweiseitigen und einseitige Tests lauten
wiefolgt:

Hy: = jip Hy wird abgelehnt, falls:
Hy:ji# o R < Rgi VRT < Ripat
Hi: > fig R™ < Ryri

Hi:p<pp RY<Rpa

8.1.2.2 Wilcoxon-Test fiir zwei verbundene Stichproben
Dieser Test verlduft wie sein Pendant zum t-Test mit verbundenen zwei Stichproben. Es werden
wiederum die Mediane der beiden Stichproben i1, fig verglichen.
Der Ablauf ist dhnlich dem des Tests fiir eine Stichprobe:
1. Es wird fiir jedes Wertepaar die Differenz gebildet: d; := z; — y;
2. Alle d; = 0 werden eliminiert.
3. Der Rest verlauft gleich.

Ist nun

D:=X-Y

die Verteilung der Differenzen, so ist der Median der Differenzen 5= D

'Tabelle C Annhang Seite 319
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Dies gilt natiirlich nur unter der Vorraussetzung, dass X, Y anndhernd die gleiche Verteilungs-

8 Vorlesung am 6. Mai 2010

form haben. D ist daher eher symetrisch Verteilt.

Mit dieser Notation definiert sich folgende Nullhypothese und Alternativhypothesen fiir zwei-
seitigen und einseitige Tests. Die Bedingungen zur Annahme, oder Ablehnung von Hy bleiben

dieselben wie fiir den Test mit einer Stichprobe.

Example 10. Zehn Personen nehmen sechs Monate lang eine Diit ...

Mit Hilfe der kritischen Werte aus Tabelle C lasst sich dieses Beispiel sowohl in einseitiger als auch

Ho: 6=0 < Hy: = jio

Hy: 040
Hi: 6>0
H : S<0

zweiseitiger Fragestellung 16sen.

Hi:0#0 R=17 Testentscheidung Begriindung
o = 10% Ryt = 10 Hy:0#0 R < Riyit
a = 5% Ririg = 8 Hy:0#0 R < Ryrit
a = 2% Ryyit =5 Hy:0=0 R > Ryit
a=1% Ripit = 3 Hy:6=0 R > Ryrit

Hi:6>0 R~ =7 Testentscheidung Begriindung
a= 5% Riyit = 10 Hi :6>0 R™ < Rprit
a=2.5% Ririt =8 Hy:6>0 R~ < Ryyit
a=1% Ryit =5 Hy:6=0 R™ > Ryt
a = 0.5% Riyit = 3 Hy:0=0 R~ > Ryt
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9.0.2.3 U-Test (Wilcoxon-Test fiir unverbundene Stichproben)
Abschnitt 11.2.3

Ho: = fig
Die Nullhypothese nimmt an, dass die Mediane beider Stichproben gleich sind. Die Umféinge der
Stichproben n1, no muss nicht gleich sein, jedoch miissen als Vorraussetzung beide Stichproben die

gleiche Verteilungsform haben. Um die Tabelle D* aus dem Anhang zu verwenden muss zusatzlich
gelten: ny > no.

Vorgehensweise:

1. Alle Werte beider Stichproben werden aufsteigend sortiert und mit Rangzahlen versehen.
(Siehe Wilcoxon-Test)

2. Die Summe der Rangzahlen wird dann als R; und Ry bezeichent.

3. Danach wird fir die Testgrof3e berechnet:

Ui = mng + nl(ZﬁLI) -’
Uy = ning+ W — Ry
Dabei gilt:
Ui +Uz = ni-no
Ryt Ry — (n1+n2)-(2m+n2+1)
Die Testgrofle:

U = min {Ul, UQ}
4. Die Nullhypothese wird abgelehnt,

U< Uk’rit

Falls nun gilt, n1 > 10 Anp > 10, s0 ist U ~ N (20fnetl) ns )

'Die Tabelle ist so konstruiert, dass n1 vertikal (J.) und ns horizontal (—) angeordnet sind.
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9.0.2.4 Vergleich von Rangsummentests und t-Tests
9.0.3 Vorzeichentest

9.0.3.1 Vorzeichentest fiir eine Stichprobe
Hy : jio = fin
T > [ tet als +
v, 1 lfo gewertet als
x; < fig gewertet als —

Verallgemeinert lasst sich jetzt sagen, die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn es nun entscheident
mehr Plus als Minus gibt, oder vice versa. Im Detail heift dass, zuerst wird die Priifgrofie errechnet

V= |+l

Anmerkung: Es wird nur eine Grofie benotigt, und nicht wie bei den Rangsummentests zwei, von
denen dann die kleinere genommen wird, da in Tabelle F fiir die kritischen Werte ein Bereich
angegeben ist. Ware nur ein Wert angegeben, so wire dies der kleinere, und man misste als
Testgrofle das Minimum aus Plus und Minus Zahl nehmen, beziehungsweise kann die andere
Zahl auch errechnet werden.

Falls nun die Nullhypothese zutrifft, gilt:

Vi~ B (n,3)
Da nun die Binomialverteilung durch die Normalverteilung approximiert werden kann:

B (n,p) ~ N (np,npg)  wennnpq > 9

so gilt nun
B(n,%)%N(%,%) wenn npqg > 9 < n > 36

9.0.3.2 Vorzeichentest fiir zwei verbundene Stichproben

Die Stichproben werden als X, Y und die Differenz als D := X — Y bezeichnet. Der Median von
D wird als § := [ip bezeichnet.
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Hy:P(X<Y)=P(X>Y) ©P(X-Y<0)=P(X-Y >0 < 6=0
H :P(X<Y)#P(X>Y) ©P(X-Y <0)#P(X-Y >0 6#0
H :P(X<Y)>P(X>Y) ©P(X-Y<0)>PX-Y>0< §<0
H :P(X<Y)<P(X>Y) ©P(X-Y<0)<P(X-Y>0< §>0

Hy:6=0  Hywird abgelehnt, falls:

H :6040 Vi<VuVVi>V,

Hi:6<0 Vi<V,

H :6>0 Vi>V,

Ahnlich wie beim Vorzeichentest fiir eine Stichprobe wird hier jeder Differenz d; := x; — y; ein
Vorzeichen zugeordnet. Die Zahl der positiven wird als Prifgrofe V. bezeichnet. Fiir die Entschei-
dung wird in Tabelle F die obere bzw. untere Grenze des Annahmebereichs V;,, V,, nachgeschlagen.

Falls nun n > 36, so gilt bei Zutreffen von Hy, approximativ

Vi~N(5,%)

Anmerkung:Fi’lr,u:n-p:n‘%und02:n'p-q:n-%-%
Schranken fiir den Annahmebereich

Fiir eine zweiseitige Fragestellung

n
ViVoim 5 & (zl_g -

Fiir eine einseitige Fragestellung

n 1
Vo= g (e g
o vn o1
Vo = +<Zl—a 5 +2

O[S N3

63



9 Vorlesung am 20. Mai 2010
9.1 Tests zum Vergleich von Haufigkeiten

9.1.1 Binomialtest fiir eine Stichprobe

Dieser Test iiberpriift die relative Haufigkeit der Auspragung A mit der vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit pg vereinbar ist.

Ho - P=Do
Hy : p#po

Falls Hy zutrifft, ist die Stichprobe binomialverteilt:

X ~ B(’I’L,po)
Hy @ p<po
Hy @ p>po

Wenn n hinreichend grof} ist mit npggo > 9, lasst sich die Binomialverteilung durch eine Nor-
malverteilung approximieren

B (n,po) =~ N (npo, npoqo)

Wobei hier gilt ¢y :== 1 — py

9.1.2 x*Tests

9.1.2.1 y*Vierfelder-Test

A A Randsummen

B a b ni=a-+>b

B c d no=c+d
Randsummen a+c b+d n=a+b+c+d

Tabelle 9.1: Vierfeldertabelle fiir den y2-Vierfelder-Test
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9.1.2.2 ¥*-Unabhingigheits-Test

Diesem Test liegt eine Stichprobe mit zwei alternativen Merkmalen und dem Umfang n. Die Hau-
figkeiten sind in der Vierfeldertafel (Tabelle 9.1) dargestellt.

Hy:P(A|B)=P(A)

Wenn die Nullhypothese erfiillt ist, dann sind die Ereignisse unabhangig voneinander und es gilt:

P(A|B)=P(4) & P(ANB)=P(A)-P(B)
& P(A|B)=P(A|B)=P(A)
& P(A|B)=P(A|B)=P(4A)
& P(B|A)=P(B|A) =P(B)
& P(B|A)=P(B|A) =P(B)

Die Idee des x2-Tests ist es nun, die beobachteten Haufigkeiten a, b, ¢, d mit den erwarteten Hu-
figkeiten —welche die Ereignisse unter der Nullhypothese annehmen wiirden — zu vergleichen.

Z (beobachtete Haufigkeit — erwartete Haufigkeit)?

, erwartete Haufigkeit
i€{a,b,c,d}

Die Priifgrofie ist annihernd y2-verteilt mit f = 1. Fiir den Vierfeldertest berechnet sie sich als:

2 _ n - (ad — bc)?
X T wrb) -(ate) (crd)-(b+d

Hy wird verworfen, falls x? > y 1,1—qa (beim zweiseitigen Test mit #) (Siehe Tabelle F im Anhang)

Example 11.
A = d
B = 29
A,B = Rhesusfaktor positiv
A,B = Rhesusfaktor negativ

9.1.2.3 x>-Homogenitats-Test
Eine andere Interpretation des Vierfelder-Tests ist eine Uberpriifung der relativen Haufigkeit zwei-

er unabhangiger Stichproben; es wird also untersucht, ob ein bestimmtes Merkmal identverteilt
ist).
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Hy: P(A|B) =P(A|B)
Hy: P(A|B) #P(A|B)
Hy: P(A|B) >P(A|B)
Hy: P(A|B) <P(A|B)

Bei der einseitigen Fragestellung wird H; angenommen, falls x? > X%,lfm ANos >

Example 12. Medikamententest

= Medikament
= Placebo

= Besserung

SIS eV
|

= keine Besserung

Dabher gibt es n; Personen, die ein Medikament bekommen und ng Personen, die ein Placebo
bekommen haben.

Uberlegungen zum einseitigen y>-Homogenitatstest
Hy:P(A|B)=P(A|B)
Falls Hy zutrifft, gilt

2 2 2 2 2 2
p (X > X1,1—2a) -P (n% > = x> X1,1—2a> =P (n% > AXT > X1,1—2a>

2a

% a
Hy:P(A|B)=P(A|B)  Hywird abgelehnt, falls:
Hy:P(A|B)#P(A|B)  x*>xiia
Hy:P(A|B)>P(A|B) X2>X%,172a/\7%>n£2
Hy:P(A|B)<P(A|B) X2>Xi1,2a/\%<n—°’2

Example 13. zum zwei- bzw. einseitigen y2-Test

M Medikament
Pl Placebo

B Besserung

B keine Besserung

66



9 Vorlesung am 20. Mai 2010

Hierbei handelt es sich um einen einseitigen Test, da es die Placebowirkung sowohl beim Medi-
kament als logischerweise auch beim Placebo existiert.

B B Randsummen
M 151 572 ny = 723
Pl 51 452 no = 502
Randsummen 202 1024 n = 1226
Hy: P(B|M)=P(B|Pl
Hy: P(B|M)#P(B|Pl
H: P(B|M)>P(B|Pl)
1226 - (151 - 452 — 51 - 572)?
2
= 24.890 978 62
X 202 - 1024 - 503 - 723
5L 908852006
ny 723
c 51
£ = 0.101 391650
Ny 503
H,:P(B|M)#P(B| Pl X%,l—a Testentscheidung Begriindung
o = 10% 2.706 X% > X100
w= 5% 3.841 X% > x30.05
o= 2.5% 5.024 H, X% > x10.07s
o= 1% 6.635 x> X3 0.99
o =05% 7.879 x% > x30.905
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H,:P(B|M)>P(B]| Pl X112 Testentscheidung Begriindung
a= 5% 2.706 X > X095 N s > s
a=25% 3.841 X2 > XT 0015 AN s > s
a = 1.25% 5.024 H; X2 > X3 00875 N s > s
a=05% 6.635 X* > X1 0905 AN s > s
a = 0.25% 7.879 X* > X3 00975 N s > s

Auf jeden dieser Signifikanzniveaus wirkt das Medikament besser als das Placebo.
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10.0.2.4 y*-Test fiir k - [ Felder

Wie Vierfelder-Test nur mit Freiheitsgrad
f=F=1)-0-1)

fir
erwartete Haufigkeiten > 5

10.0.2.5 Assiotiationsmaf3e fiir qualitative Merkmale

¢-Koeffizient

Zusitzlich gilt folgendes:

0<¢p<1 A b=c=0=¢=1

Der ¢-Koeffizient ist 0 bei vollkommener Unabhéngigkeit der Merkmale. Im Falle von ¢p = 1 lasst
sich aufgrund einers Merkmals das andere praziese vorhersagen. Der ¢-Koeflizient ist signifikant
grofier als 0, falls das Ergebnis des Vierfelder-Tests signifikant ist.

Assoziationskoeffizient nach Yule

ad — be

Q:ad+bc

ad=bcsa:b=c:d< Q=0

-1<Q<1
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10.0.2.6 McNemar Test

Abschnitt 12.2.5
Haufigkeitstest fiir 2 verbundene Stichproben hinsichtlich eines Alternativmerkmals

Stichprobe 1

A A

Stichprobe 2 A a b
A c d

X ... Stichprobe 1 = Therapie 1

>~.<

Stichprobe 2 = Therapie 2

Hi: P(X=A)#£P(Y =A)

Fir die Testgrofie gilt
o (b—¢)?
= = ]_
X b+c /
Unter der Bedingung
b+c<30
gilt
o (b1
b+c
Vorraussetzung
b+c > 5

Einseitiger McNemar Test

Hy: PX=A)=PY =A4)
Hy P(X:A)>P(Y:A)
H; wird angenommen, falls x? > X%l—za ANe>b

Example 14. Zweiseitig Beispiel 12.5
(S. 239)
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10.0.2.7 Mittelwert

Minimum Eigenschaft des Mittlwerts

d (wi—2)7 <) (zi—¢)® VeeR\{x}
Minimum Eigenschaft des Medians

S lwi—E <) |- VeeR\{z}

Abschnitt 4.2.6/7
Geometrisches Mittel und Harmonisches Mittel

Das geometrische Mittel z; sind relative Anderungen (Anderungensfaktoren)

Das harmonische Mittel z; Quotienten, die sich nur im Nenner unterscheiden
n

TH= =71

T

Die Mittel ergeben sich aus dem arithmetischen Mittel, allerdings von entsprechend transformie-
renden Stichprobenwerten

1 « 1 .
lni’G:fE Inz; < :i’G:enzlnxl
n
=1

Analog gilt dies auch fiir ' log und jede andere Basis.

Fiir das harmonische Mittel gilt:

I 12”:1
v nEah

LTH
_ 1
Tg = ——
1 1
IyYi
_ o -1 -1
Ty = n- x;
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11.0.3 Korrelationsanalyse

11.0.3.1 Punktwolke

Abschnitt 5.2

(a) Positive Kovarianz (b) Negative Kovarianz
Abbildung 11.0.1: Punktwolke mit Regressionsgerade
Die Punktwolke ist eine quantitative graphische Darstellung der Wertepaare (x;, y;) zweier Stich-

proben X, Y. Hierbei wird fiir jedes Wertepaar ein Punkt (z;,y;) im kartesischen Koordinaten-
system gezeichnet.

11.0.3.2 Kovarianz

iz (@i —2) - (yi = ¥)

n—1

Szy -

Eine positive Kovarianz heifit die Regressionsgerade steigt und es herrscht ein gleichsinniger
Zusammenhang.

Eine negative Kovarianz bedeutet die Regressionsgerade fillt, es herrscht daher ein gegensin-
niger Zusammenhang

Im Falle, dass die Kovarianz 0 ergibt, so ergibt sich kein linearer Zusammenhang zwischen den
beiden Stichproben X und Y.
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15+

101

-5 0 5 10 15 20 -5 0 5 10 15 20

(a) Korrelation durch Ausreifler (b) Inhomogenitatskorrelation

Abbildung 11.0.2: Arten der Scheinkorrelation

11.0.4 Pearson Koeffizient
Abschnitt 5.2.4

r= o
Sz Sy
Fir den Pearsonkoeffizient r gilt,
-1 <r< 1
0 <r*< 1

11.0.4.1 Interpretation des Korrelationskoeffizienten

Wird der Korrelationskoeffizient falsch, das heifit von dem Kontext der Werte getrennt, interpre-
tiert, so kann es zu Scheinrelationen (Nonsensrelationen) kommen.

Formale Korrelation konnen entstehen, wenn sich zwei Merkmale immer zu einem Ganzen
(100%) addieren lassen. Dieser Zusammenhang ist Mathematisch gegeben und es ergibt
sich immer ein Korrelationskoeffizient von r = —1.

Selektions Korrelation In einer Stichprobe miissen alle Variationen von Merkmalen mit dhn-
licher Wahrscheinlichkeit wie in der Grundgesamtheit vorkommen, damit die Stichprobe
reprasentativ ist. Wird mit nicht reprasentativen Stichproben eine Korrelation errechnet, so
muss diese nicht auch fiir die Grundgesamtheit gelten.
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Korrelation durch Ausreif3er Eine Ausreifler in der Stichprobe kann einen stark abweichenden
Korrelationskoeffizienten verursachen. Ausreifler lassen sind in Punktwolken meist leicht
erkennbar, siehe Abbildung 11.0.2a.

Inhomogenitatskorrelation ergibt sich, wenn fiir zwei inhomogene Gruppen ein gemeinsamer
Korrelationskoeflizient ermittelt wird. Auch hier l4sst sich dass bei einer Punktwolke leicht
erkennen, siehe Abbildung 11.0.2b.

Gemeinsamkeitskorrelation liegt vor, wenn zwei Merkmale durch ein drittes beeinflusst wer-
den. Wird — zum Beispiel — der Storchenbestand eines Gebiets mit der Geburtenrate vergli-
chen, so ergibt sich ein positiver Zusammenhang, obwohl jedem bekannt sein sollte, dass
der Storch nicht die Kinder bringt. Der Grund ist eine dritte Gré3e, namlich die allgemeine
zeitliche Tendenz.

11.0.5 Regressionsanalyse

Die Regressionsgerade in der Form

y=a+ bx
Mit den Werten .
b= A a=9y—bx
S42
P2 = 5 i (@i~ y)? _ erklérte Varianz
312/ S (yi—y)?  Gesamtvarianz

11.0.6 Spearman’scher Korrelationskoeffizient

ECED YR

T n-(n?—-1)

Fiir die Berechnung des Spearman Koeffizienten rg werden alle x-Werte sortiert und mit Rang-

zahlen versehen. Ebenso wird so mit den y-Werten verfahren. Danach wird die Differenz d; der
Rangzahlen fiir jedes Wertepaar (z;, y;) ermittelt.

11.0.7 Klassifikation nach formalen Aspekten
11.0.7.1 Deskriptiv vs. Analytisch

Deskriptive Studien sind rein beschreibend, sie werden zum Beispiel fiir Register (Krebsreg.,
Geburdenreg., Sterbereg.) sowie Fallberichte, Fallserien und Querschnittsstudien verwendet.
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Analytische Studien werden durchgefiihrt, um den Zusammenhang mehrerer Einflussgré3en
auf eine Zielgréfle zu ermitteln. Bei sogenannten okologischen' Studien werden verschiedene Re-
gister miteinander verkniipft, mit dem Ziel eine deskriptive Studie in eine analytische zu iiber-
fihren.

11.0.7.2 Transversial vs. Longitudinal
Transversale Studien sind Querschnittsstudien, eine Momentaufnahme einer Population bei
der eine oder Mehrere Eigenschaften der Studienteilnehmer erfasst werden. Eine einfache Form ist

die Fallserie. Die Pravalenzstudie ist eine transversale Studie bei der die Pravalenz einer Krankheit
zu einem bestimmten Zeitpunkt festgestellt wird. Transversale Studien sind meist deskriptiv.

Longitudinale Studien sind Langsschnittstudien, sie haben das Ziel, einen zeitlichen Verlauf
zu beschreiben oder einen zeitlichen Zusammenhang zu ermitteln.

11.0.7.3 Retrospektiv vs. Prospektiv
Retrospektive Studien Dbetrachten zunichst die Zielgréfle und dann die Einflussgrofien. Ein
Beispiel sind die Fall-Kontroll-Studien. Der Vorteil ist, dass diese Studien mit vorhandenen Daten

schnell durchgefithrt werden kann, jedoch der Nachteil liegt auf der Hand: oft schlechte Daten-
qualitat bzw. Informationbias.

Prospektive Studien betrachten zunichst die Einflussgréf3en und dann die Zielgrofien, hier
gibt es eine Kontrollmoglichkeit beziiglich der Stichprobe. Der Vorteil ist die bessere Datenqua-
litat, der Nachteil, der erhdhte Zeit- und Kostenaufwand, da die Daten hier durch Experimente
(randomisierte klinische Studien) oder Kohorten Studien ermittelt werden.

11.0.7.4 Beobachtend vs. Experimentell

Beobachtend

Experimentell

11.0.7.5 Monozentrisch vs. Multizentrisch

Monozentrisch

Multizentrisch

vom Griechischen oixog (oikos) Haus, Haushalt und A6yog (logos) Lehre
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11.0.7.6 Typische Studien

Risikostudien
Diagnosestudien
Therapiestudien

Praventionsstudien

11.0.8 Fehlerquellen und -méglichkeiten
11.0.8.1 Zufillige Fehler
11.0.8.2 Systematische Fehler

Bias als Systematischer Erfassungsfehler

Selektionsbias

Bias durch Confounder

11.0.9 Fall-Kontroll-Studi
a ontro udien Abschnitt 14.3

11.09.1 Matching Abschnitt 14.3.3
scnni .

11.0.9.2 Biasquellen
Abschnitt 14.3.4

11.0.9.3 k-Koeffizient nach Cohen )
Abschnitt 15.1.4

Der k-Koeflizient wird verwendet um die interindividuelle? Variabilitit und die intraintividuelle®
Variabilitit zu messen.

o — Po — Pe
1- Pe
Po ... Beobachtete Wahrscheinlichkeit
Pe ... Erwarteter Anteil iibereinstimmender Urteile

*Grad der Ubereinstimmung zwischen zwei Beobachtern
*Grad der Ubereinstimmung der z.B. Beurteilung desselben Beobachter zu zwei verschiedenen Zeitpunkten
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Beobachter A
1 2 3
1 niy ni2 n13
m
—
[}
g
S 2
& n n n
E 21 22 23
o
[P
o)
3 ngi ngo n33
n.a n.g n.s
k k
N 1
Do = ? = ﬁ E g
i=1 i=1
Gi= — —mn =
n o n n
n n
€4 1
o= 2 S
i=1 i=1

Interpretation des k-Wertes Wenn « < 1 gilt, so gibt es einen Zusammenhang;:

k <0.40  schwache Ubereinstimmung
0.40 < kK < 0.60 erkennbare Ubereinstimmung
0.60 <k <0.80 gute Ubereinstimmung
0.80 < k <0.90 exzellente Ubereinstimmung
0.90 < kK <1.00 perfekte Ubereinstimmung

Bei k = 0 ist kein Zusammenhang vorhanden. Es sind aber auch Werte mit x < 0 moglich.
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