
���������	��
����
�������� ��������������
�����
���������
 ���!���"��#$��%&��#$� ')(+*-,$. /0/213*-4$. /5/
687$9;:=<?>&6 @A<?7?7?>B C DFEHGJILK&MNM

ONPQPSRUT VWV�XYXYX�Z [\P^]_PS`=[\PS`=a?Z PSbNX+`=c deZ ]_f-Z ]_PgV�hji\k5blcnm?V
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6?:2�w�������H�&�S����������U�������8�����H���2��� �3¡�¢?£H���_�¥¤
AB ≡ A ∩ B ¦-§

¤Q� ¦ (A ∪ B)(A ∪ B)¤©¨ ¦ (A ∪ B)(B ∪ C)¤\� ¦ (A ∪ B)(A ∪ B)(A ∪ B)¤\ª ¦ (AB) ∪ (AB)¤\� ¦ (A ∪ B)(A ∪ B)(AB)

<&:«¤Q� ¦¬ �H£H���©®!�����H��°¯��£H¢$�
C1 ± C2 ± . . . ² ���´³µ���!¢$��� ± ª�l¶

Ck ⊂ Ck+1

�©®!�
k = 1, 2, . . . ±���·�2�H��ª

limk→∞ Ck

�l£��¸�w�������H�!�H¢?¹!�!¢ºª!���"³µ���!¢$��� ± C1 ∪ C2 ∪ · · · ± ª!�-»�!�������8:¼ ���J�H������£H���U����ª!���½Y�H�3�N���©®!� §¤ 6 ¦ Ck =
{

x : 1/k ≤ x ≤ 3 − 1/k
}

, k = 1, 2, . . .¤Q< ¦ Ck =
{

(x, y) : 1/k ≤ x2 + y2 ≤ 4 − 1/k
}

, k = 1, 2, . . .¤©¨ ¦¬ �H£H���©®!�����H��°¯��£H¢$�
C1 ± C2 ± . . . ² ���´³µ���!¢$��� ± ª�l¶

Ck ⊃ Ck+1

�©®!�
k = 1, 2, . . . ±���¾�2�H��ª

limk→∞ Ck

�l£��À¿�¹!���_������!�!�H���3ª!���À³µ���!¢$��� ± C1 ∩ C2 ∩ · · · ± ª!�-»�!�������8:¼ ���J�H������£H���U����ª!���½Y�H�3�N���©®!� §¤ 6 ¦ Ck =
{

x : 2 − 1/k < x ≤ 2
}

, k = 1, 2, . . .¤Q< ¦ Ck =
{

x : 2 < x ≤ 2 + 1/k
}

, k = 1, 2, . . .¤QÁ ¦ Ck =
{

(x, y) : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1/k
}

, k = 1, 2, . . .Á&:�¯s®!�2Â��Nª!�¤\���H�ª&�H�3����������F�l£�� ¦ ³¾���!¢$�
A

�����
Q(A)

ª!�-»�!��������ª&¹!���_�
Q(A) =

∑

A f(x)����¨����
f(x) =

(

2

3

)(

1

3

)x ± x = 0, 1, 2, . . .
¤
f(x) = 0

�_������ ¦ :Y@Ã���!�
A1 = {0, 1, 2, 3} ±

A2 = {0, 1, 2, . . .} ± A3 = {0, 2, 4, . . .}
¨��N�����H�J�3���µ�U���

Q(A1) ± Q(A2) ± Q(A3)
:

Ä : ¼ �H���¯s�H���Å�Æ������£H£H�Çª&����� ² �������_�!���Nª!����ÃÈ������H�$��£
a ± b ± c

����8:��U���µ¨��������_�e����� ± ª�l¶ ² ���687?7?7¾¨��-�©�_�l¢?�����ÆÉ��l¹���F�l£H�����ºC$9�J�H�ª!�N��������
a

¹!�ª
b ±sÊ >´�J�H�ª!�N��������

b
¹!�ª

c ± 6?68C�J�H�ª!�N��������
a

¹!�ª
c ± >?Á��l£H£��Jª&������¹!�ªº6 Ê 7"�J�H�ª!�N���������ËN�����wª!����È������H�$��£�¨����e¹!��Ë8���+:@Ì��� ¨���¹!�������H£������U���Íª&���N����È��!¢e�l¨�����Î

>&:�Ï������sÐs������������Ñ¨��������������º¤©¹!�F�l¨!�FÒl�!¢?�H¢ ² ������H�F�l�ª!��� ¦ ���H�ÑÓ	�0�Q�°¹!�ª´�F�l£H�����µ�������Ñª!�����¤©¢$���F�l¹ ¦ 65Ô�<�U��¹!�ª!�¤\Ðs���������·È ¦ ¨!ËN��:w¤©¢$���F�l¹ ¦ 63�U��¹!�ª!�´¤\Ðs���������·Õ ¦ �l¹&� :Y¿����JÈ��&Ö�;¹!�&�©����Ë8���H��×!¹!�!�U���Í£H����¢$���´ËN¹&�QÒl£H£H�H¢3ËN�2���_������ Ê ¹!�ª·68<ÀØ��!�8:
¤Q� ¦ ³¾�H�2�)��£��_�����@·�l�!�����_����H�!£H�����!�$���H��¨���¢$��¢?����µ�����Í���H�F�l�ª!���WÎ
¤©¨ ¦ @Ì���À¢?����¶������ª&���J@·�l�!���_������H�!£H�����!�$���H� ± ª�l¶´�������Ã¹!�Ù6?6JØ��!�¸¤©� ¦ ���Nª!����ÈÚ��U�_�Õ Û�¤©�H� ¦ ÈÜ�Uª!���3Õ ± �l¨����J�!���_�e�¸¨�����ª!�?Û�¤©�H�H� ¦ ÈÝ�Uª!���3Õ Û�¤©� ²¦ ÈÞ¹!�ªßÕÚ�H�àÓ	�0�Q��l¹&�\�F�l£H������Î

C&:�È�¹&�����H����Já ��������£H�H�!�����)����ª!���ºËN¹&�SÒl£H£H�H¢�ËN�)���2Ð�¹!�!�;��� ± P1

¹!�ª
P2 ± �l¹��¢$����Òl�!£H�8:�¤©@Ì���£âÒl¶?���������µª����×!�_�l�;���������¾���8�l£H��������������Î ¦ ³¾�H������£��������@·�l�!����������H�!£H���_�!�$���H�Í������ª&���À�;���!��

P1P2

£âÒl�!¢$�����l£���ª!����ã���ª&�H¹��ª!�N��á ���������N�WÎ



½u¡?��¹!�!¢$���´ËN¹!�«6?:Õ�£â�l���
6?:°¤Q� ¦ A

Û+¤©¨ ¦ (A ∩ C) ∪ B
Û+¤\� ¦ A ∩ B

Û+¤\ª ¦ A
Ûu¤\� ¦ ∅<&:°¤Q� ¦ ¤ 6 ¦ {x : 0 < x < 3}

Ûj¤Q< ¦ {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 4}¤©¨ ¦ ¤ 6 ¦ {x : x = 2}
Ûu¤Q< ¦ ∅ Û+¤QÁ ¦ {(x, y) : x = 0, y = 0}

Á&:
Q(A1) =

2

3
·
(1/3)4 − 1

(1/3) − 1
=

80

81

Q(A2) =
2

3
·

1

1 − (1/3)
= 1

Q(A3) =
2

3

∞
∑

x=0

(

1

3

)2x

=
2

3

∞
∑

x=0

(

1

9

)x

=
2

3
·

1

1 − (1/9)
=

3

4Ä :�Õ��H£�ª!���"�Å�l� ª&���Ã�U¹!�J�3�
67 + 95 + 116 ± Ë5Òl�!£H���Å�l� ª&���µÉ �l¹���F�l£H��� ± ª&���µ�l£H£��Ñª&�����Ð����;ª&¹!�U��� ² ���������ª!��� ± �H���¢$�N�_�l���°ª&�����H�Å�l£S:+¿����ÅÏ��l�!£wª!����É �l¹���F�l£H��� ± ª&���ÀËN¹!�J�H�ª!�N���ËN�)���!Ð����;ª&¹!�U��� ² ���������ª!��� ± ¨������_Òl¢?�������J�H�

67+95+116−2×53 = 172
:?½u�l¹!��È��!¢e�l¨��¢?�H¨!���N���l¨�����6 Ê 7Jª!���_�l�����H¢$�°É �l¹���F�l£H���?Ûª&���°Ï��l�!£����¾�$¡��!����´ª�l������!���_�e�������H�J�3���+:

Õ	���: § È�£H£H¢$���3���H�����¢?�H£H� �\®!�Í³¾���!¢$���
Ai, i = 1, 2, . . . , n ± ª�����Q��£H¢$���ª!� � ���¹!�ª ¼�� Ö�U£H¹���������¢$�N������Ë §

∣

∣

∣

n
⋃

i=1

Ai

∣

∣

∣
=

∑

∅6=T⊆{1,...,n}

(−1)|T |−1

∣

∣

∣

⋂

i∈T

Ai

∣

∣

∣

>&:«¤Q� ¦ �U���Å¨���¢$��¢$������º���H�F�l�ª!��� ± �)���!�Æ�H�!��È��!�;¹!�&�©����Ë8���H��×!¹!�!�;�
(TA, TB)

�H�¥ª!���¥¢?�_�l¹¹!�e������£���¢?�����ÑÕ	�����������Ç�SÒl£H£H�8Ûª&��� @·�l�!�����_����H�!£H�����!�$���H�Íª�0�©®!��¨������_Òl¢?� §
W =

|
¢?®!������H¢$����Õ	�����������

|

|
�3¡�¢?£H���_�����Õ	���������_�

|
= 1 −

2 + 25/8

9
=

31

72

.
= 0.431

TA

T
B

9:00 10:00 11:00 12:00

9:
00

10
:0

0
11

:0
0

12
:0

0

W = 31/72 = 0.43

<



¤©¨ ¦ ¿�������¢?®!������H¢$������Õ	������������°���H�ªÇ�H�ª!���2�Q��£H¢$���ª!���´È�¨!¨!�H£�ª&¹!�!¢Å¢?�_�l¹¹!�U������£���¢?�8:

TA

T
B

9:00 10:00 11:00 12:00

9:
00

10
:0

0
11

:0
0

12
:0

0

(i)

W=10/18

TA

T
B

9:00 10:00 11:00 12:00

9:
00

10
:0

0
11

:0
0

12
:0

0

(ii)

W=7/18

TA

T
B

9:00 10:00 11:00 12:00

9:
00

10
:0

0
11

:0
0

12
:0

0

(iii)

W=8/18

TA

T
B

9:00 10:00 11:00 12:00

9:
00

10
:0

0
11

:0
0

12
:0

0

(iv)

W=1/18

C&:�¯�Òl£H£H�
P1

�H��ª!���ÃÐ�¹!�!�;�
A ± ª�l�!������� ª&���Å�;���!��À¢$���F�l¹Ãª�l�!���;®!��Ë8���°�l£��Íª!����ã���ª&�H¹� ±�����!�

P2

�H� ª!���¥á ��������¨���¢$���
BAC

�SÒl£H£H�8Ûuª&���¸½uÒl�!¢$�"ª!�N��£�����ËN���������¥¨������_Òl¢?�
1/3

ª!�N�á ��������¹!�À�S�l�!¢$�8:¿���� ¢$�N��¹�_�e����@·�l�!����������H�!£H���_�!�$���H���������l£����
1 − 1/3 = 2/3

:

B

A C

M

P2
P2

r
r

Á
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NMOPORQTS UVU�WXWXW�Y Z[O]\^OR_=Z[OR_=`?Y ORaMW+_=b cdY \^e-Y \^OfU�gih[j5akbml?U
n bmoRckbfoiprqrgtsvuwg x;b yGY=S$z^{-{-|8}f~k}�|��V�^� 68�&:����T�8:<?7?7?>j5Q0o�Y=S5��_daTY5����}V}f~k}�� bf~���\V_=yGS n Y pra5oR`�bmof�iORaMW+_=b cTY \VeVY \�O

�������[���G�$����!�����?�^�k�!�!�����^����� �¡&�¢�d�k£���� �$¤ �!��������8¥¦���!�t§R¨I� � �!����©��k��Tª��k�����k¡�^�«¨I� � ©¬�G��P�
® ���°¯R± � � � ��� � � �d²&³ ±;�k� � ¥¦�k���"¯[´¶µ!·�¸�¹¦·»ºvµ :M:M:^³ �$��� ¤ � � ¥)�����!��� :

6?:�¼ �½�������¾¿M���������À±T���Á�&���ÁÂ«��� � ¨Ã�k���Á�&���M���M�IÄ�£!¡!�!�$��£!�½� ��� �I�w�����À�!���Å�G�Æ�!���IÇv�������M��¡!�!�
£��M���!���;���������ÉÈÊ�M������� � ���!¡!� �T� ���Ë¯[Ìd¡w�k�G� � � � � ®Í ÌT¡w�k� � � � � � � ®�Î �&��� � ��� � Í � � � � �G� Î :M:M:^³ ¡!��£��M� � �G¨I¨3���Ï±T���Ð�����Ñ���¥)���G�G�G�$�Ò± � �k�����!�!� ® �8�k¡Ó¯[Ô���¨I�G�w�k� ² µ � ���&�G�w�k� ² µ�Õf� � ��� ® �k�G� ² µrÇv��� Ö
�w×k� � �!����� � �k�½� ³-: ÈÊ��£����«±T���¶�k¡�^�Ø�w����������!�¶Â«��� � ¨Ã�k�G�^×k¡!¨3���k� :
©��G�d¥¦�����8Ù ÚVÛwÜ]Ý-Þ-ß0à�á¢áãâ^äkà�á�Ý-Û��w�k£���� � ���G����"�k£�����G¡ � �P�M� � �$������� � ���ÃÔ�¡!�G�G�!¡!� �T� µ$���v�&����� � �T¡!�
¿M¡!�å���-¾�!� � �����°�!����± � �k�½� Î ���æ��������!¿8���ç���G��è���G�!� ® ���G�»�G� � �����!��� � ������£w�k�Á¯[é¦��� : ÙXêt��¨I���-Ö�^� � ¡!��� � �k�½�I�G� ◦ ¹ ³-:�ë Ý-ÞVì;í�áÜ[ÛîKâ^âVäkà�á�Ý-ÛÁ���G��ÒÕf� � ��� ® �k�G��� � �k�����«¨I� � �k£�����G¡ � ��¨ïÔ�¡!�G�G�!¡!� �;�¡!��Á�T¡!�����?��� � � ® ���ÒÂ���ð?¥)��� � ���Å¯[é	��� : Ù!êi��¨I�����^� � ¡!��� � �k�½�3�G� ¼ ¯[��� ® �G� ³�³-:

<&: �����ñ�P���G�$����!�òêi�k£����G���ò¿8���G� � �&���òé	���� � ¡!�!�Ï�!���Òó�·ô§m± � � � ��� � � � ¡ :2@ �k�!�����^����G�!�G�����&Ö
� ��� � � � � : � : Õ]�&� : ª ® ��¨ @ ± <?7?7kõ Í > ¯¢�T¡!���&���Ã���?��� � � ® ���çÔ�� � ��� ³ µi�k¡&�[�$�M�����!�Gö���^��� � �w���^��!���Òó�· ² º+��� � �����+Ù

j$} q�� ÷�ø pr�ù } �8} ú ø ûù � �^� ø-| �^| |ù ø � }�û �^ø �ù � { �^� �Vz zù z � }�� �^| }-}
¯P� ³Øü �����^�!����ñ±T�����[ö!���&����È��M�^�k¨ � £����� � ¡!�!�"���G�Øé2�k� � ��� ² ¡!��Á���G� ¼ ���������&�½�k�?�^�k¨I¨ :
¯¢£ ³Øü �����^�!����Æ±T���3�¢ö!���&���Ãé	���� � ¡!�!�$���ý�!����ó�· ² º+��� � ���þé2�k� � ����&�½�k�?�^�k¨I¨3� :  2��� � ���±T����£������!���	���k��� � ���G�G¡!�!����k�^�k¡&��µ&��kð��&�������½�k�?�^�k¨I¨3��¨I� � ���G�w�k��!��� ® �����?�������^�d£w�k�

���G���¡!�� � ��¨I¨3��� � ���������ò±T���å�����·����$��£!�!��� :
������é	�������!�������Êÿ ²ÃC £���¿M����������������Ø�k¡&�i�!���Á�Ê� � ����^� � ¿��������	��
��	��������Ò¯ ® �?� : Ä ² ©���¨3���w�k�$� ³ µ�!���Ò ��!�d�k£���� ¿M¡ ¼�¤ ������� � ��¨I�����^� � ¡!� ¯���
����
�����������
�� ◦ ��� Î x◦ � = 5(x − 32)/9◦

¹ ³ ¡!��´�¡!����!¡!���Ê¯������ ±;���!�½×k�$���!���þÂÒ�G�T¡ � � � ³ ® ��� 6 ÿ 7 ¯¢�$�M��¡!��!��� ³ � ������������Á£������!���������iÈ��M�����!���M�^� � �¯"!	
����	
�� ³ ��� � �w×k� �8: ± � ¡�!��� � �G�!����Ï£�� � �^����� � ���À�!���Æêi���G���� � ����^� � ¿Ø�[ö!�#!	
��	�	
���$�%ç¡!��Ï± � ¡&Ö�!��� � ���Ò�!���Ø�¢ö!�&!�
�����
��	$�' :
ÿ :�ü �����^�!����ñ±T�����[ö!�������Â���� � ¨Ã�k�(��
����
�����������
3�&���Ê��¨I�!�G����������¶Çv��� � ���G�G¡!�!�$� �[¡!� �T� ����� :
õ: ·���� � ���G�����"±T���¦�¢ö!������vÂ���� � ¨Ã�k�����¶���G�3©���� � ���?�^�k¨I¨��!���������½� � � ® ���Ã©�×k¡&¾� � ��� � ��� : Ô����&Ö

¨3����±T���Ê��k¿M¡�×�Ìd¡!���&��� � �k� � � ¼ �½�����^���Ò�!����é¦����� � � > ® ��� >?> £!���*) 7&:
>&: ·���� � ���G�����ý±T���þ�[ö!�å����¶Â���� � ¨Ã�k�+��
����
�����������
Á���G�°������� � ���!��� � ���?�^�k¨I¨ : Ô����!¨3���ý±T���

��k¿M¡«×�ÌT¡!���&��� � �k� � � ¼ �½���������Ø�!����é)����� � � 7&:=> ® ����) C £!���*)�) :=> £!¿M¥ :t687&6?:
©��G�d¥¦�����8Ù ·��G� ������� � ���!��� � ���?�^�k¨I¨A¯P�k¡�^�Æ§-,�×��^���� � ����¡�M�mª�©���� � ���?�^�k¨I¨ �$���w�k�!� �V³ ��� ����G�Ò©���� � ���?�^�k¨I¨Øµ�!�M�^����� � �½×�����å�?�������^� 6 ��� �8:

C&: ·���� � ���G�����«±T���å�k¡&�ré2�������	�!��� ¼ �½������������G� � ���G�G¡!�!� ® ���Øé	���&Ö õ £!¿M¥ : é¦���&Ö > ����¬±T¡!¨I¨3���&Ö�����/.T�$�����[ö!�&���Ã£!¿M¥ : ��
��	�
�����������
 :



º ¤ ��¡!�!�$���Ò¿M¡!¨ <&: é¦�½� ���
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ONPQPSRUT VWV�XFXFX�Y Z[P]\^PS_=Z[PS_=`?Y PSaNX+_=b cdY \^e-Y \^PfV�gih[j5akbml?V
n bmoSckbfoiprqrgtsvuwg x;b yHY=T$z^{-{-|8}f~k}�|��W�^� <?>&:����U�8:<?7?7?>j5R0o�Y=T5��_daUY5����}W}f~k}�� bf~���\W_=yHT n Y pra5oS`�bmof�iPSaNX+_=b cUY \WeWY \�P

6?:��������;���k�!�����
a � �� b

�)�����!����� �&�S� �H�H�H��� �J�H�r� � ��¡¢^�U�����$����£i� �¤ �!���+¥¦���!�$�
{1, 2, 3, . . . , k}� �¤ �$��� � �!�H�8:

�Q�$£"@§���!�
k = 20 ¨ �J�H�2�)����¢^������[�-©�k�U������£)@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� ¤ �H�� a � �� b

�����«�k���H¬
 ���H�®� �����H����� � �����3�w£�¯

° � ±�£�²����J�H�������H�´³U���¦���H����µ� ! ��¶8©;�H�·�k���H¬$���¹¸ �¤ �&� � ¢^�º� �!��¢��U�»±������N¢^�!�����£ � ¡!���&��� ¤ �@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� ¨ �)���!�
k

���H����?��¶½¼$�·� �w�k��¡!���H��¢^��5£¾���k�!�+� ¤ �8:!@ª� ¤ �����?�H±!� ¤ ��¢��� ¡!� k → ∞
¯

<&:�¿	���+���H����ÁÀ+¶½�����������Â�J�H��Ãd7?7?7?7JÀ+¶ ¤ ���Ä�?�H±!�Á� ¤ �&�����+�?��¶½¼$��Å¾���2�H�!��?:
�Q�$£�¿	� ¤ ���H�J�3���Æ³U���Ç�&����@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� ¨ �J�H�	�!���2�·�k�»� � �J�H��!� ¤ �����H����»�?��¶½¼$���Å¾���2�H�!�  ��¶Ä687?7?7JÀ+¶ ¤ ���»±����$¶½�J�Â�8:

° � ±�£"@È���	¬U�������ÁÀ+¶ ¤ �	�Â¡!¼?���Á�·�k�3�?� �&� ��� ¨ ��k�J�H�É�&���	@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢��!�$���H�2���H�� ¤ �?��¶½¼$���Å¾���2�H�!� ¤ � � �J�H��!� ¤ � 0.5
� ¤ �W¯

Ê&:Ë�Q�$£Ä�����H�$���¦³U���Â�&����ÌÁÍ5Í½ÎHÏwÐ ÑNÒ-Ó&ÏÆÔtÕ;Ö½ÎHÏ�×[Ò-ÓUØUÕUÖ$Ù

W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

≤
n
∑

i=1

W (Ei)

� ±�£Ä�����H�$���¦³U���Â�&����ÌÁÍ?Õ8ÚNÏ�ÛWÛ�Í½Õ×8Ð ÑNÒ-Ó&ÏÜÔtÕ;Ö½ÎHÏ�×[Ò-ÓUØUÕUÖ$Ù

W

(

n
⋂

i=1

Ei

)

≥ 1 −
n
∑

i=1

W (Ei)

Ã:�Ýf�Þ�!��� � ¶½�H�$����!���»¿���¡¢��$��� ¤ ¢��w�k�H� � �!� ¤ �H��"�&����ßv����±!�H�� � �!�$���ª� � �w�k±!� � �!�?�H��¬$¶½����H�w�k�&à�!���W£2�J�H���?������¢��U±!�����H±�����!���¾@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� p
�
0 ≤ p ≤ 1

£��H�d�^�k�;�8:wá�����³;¢^�w�k�H� � �!�� ¤ �2�H�U�^�k�U� ¨ �)���!�â³U����¶½��¬$¶½�
A

�w�½¢^�
B ã ����¼$���Ä�½�k�!�+:

1 2

3

5

4

A B

E ¤ ������ ¤ ²v�����H�?�!� ¤8¨ ��k¼3�&����³;¢��w�k�H� � �!�Þ�H�d�^�k�;�2� ¤ � ¨;� �� Vi
�� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ ��k¼Jßv����±!�H�&à� � �!� i

�H�U�^�k�U��� ¤ �Â�
i = 1, . . . , 5

£-:
�Q�$£"@È���·�«� � �����J���H�  � ¤�¤ ����!���J¥¦�����U�·�k�H�^� � �Þ¯»@ä���·� � ¼?� ¤ ��¢�� Vi

� �&� ¿	� ¤ � ¤ �&��� ¤ � ¤¥¦�����U�·�k�H�^� � � ¤ � �¤ �&��¡¢��$����¯
� ±�£�á���¡¢��$���å³U���

E
�J�H�Áæ��H� � �¾¬$¶½�

Vi ¨ i = 1, . . . , 5 ¨ � �¤ :



�[¢5£�¿	���d¡!���8���Ä³U�����&����áÇ�k� ¤ �����H� � �!�Â¬$¶½�â� ±�£ � � W (E)
�J�H�)æÁ�H� � ���!� ¤ ¸2�!�&�H����¶½� ¤ ����N¶kà����� ¤ � � ±������N¢��!����+:

° �[�w£�¿	�����N¢��!����Ü³U���
W (E)

�J�H��æ��H� � �Á�!� ¤ ³&�k���8� ¤ ¬$¶½���!���É¬$¶½�H� ¤ � � ��&�H�$����@ª�k�!� ¤ ¢^����H�&à�H��¢��!�$���H� ¨ �H��!��� ³U���3� � ��¢^� �!��� ³U�^�k� �¤ � �H�d�^�k�;� � �!� � ���U�W£�¬$¶½�§ßv����±!�H�� � �!�å>�±��-à�&�H�!�$���+:
>&:�²��H�����¬$¶½�Ä�N�����t¿	��� � �H�������Ü�J�H�������)���H� ¤ 687�� � �$���H�Ü���d��� � �H�����H��¾�·�k���U����������� � �$���S:² ¤� ¤ ��±����½�k�!�U� ¨ ��k¼ ¤ ��¢�� �&���3�·�k���;����������� � �$�����J�H�Â@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� 2/3

�H�®��� ¤ �����¿	��� � �H�����Ç±��	���!���8:t³U����±����$¶½�J�3���§�&���J¥�
½�?�H��¢^�!�$���H� ¨ �!�H�d���������H�w�k��!����<?7�� � �$���H�å�J�H�� � ��¡¢��;�����$�����w�½¢��»¿	���H����±����»� �¤ �!����¿	��� � �H��������� � �N��������+:U@ä�����$������Ä³U���Á¬$¶½� ¨ �)���!�³U���Ç�&���Ç�·�k���;���������� � �$���+�J�H�2��
½�?�H��¢�� ¤ �Á�¶½�����@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H�����!���Ä��
;¢��d������¯
�Q�$£�¸Á�!�$���¶½�J�3��� ¨ ³U�������U� ¤ ¢�������!��� ¤ ��¢��Æ�� � ¡!� ¨ 687�� � �$���H�¦� �¤ �!��� ��� ¤ ����� � ��ª687

� � �$���H�Ü� �¤ �!��� �N�����H�����Ü¿	��� � �H�����	� � �N��������+:!¥Æ�H���)����¢�����Á@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H����!���¦³U�����&���Ç�·�k���;���������� � �$���L¯° � ±�£"@ä���¾�«� � �������&���Ç¶  ���H�·�k���Â¸ �&� �����H� � �!�Þ�!����������� � �!�$����¯
C&:�¸Á�!�$���¶½�J�3��� ¨ ¬$¶½� 687?7·ß�Àr³;Ý����)�!�  ¤Ç¤ �H��Æ�H� á � ��¢�� ¤ ¢^�!�!�H���ÂÊ·�!� � ���U�8:�²��H�§� � ��¶½�·�0à��� ¤ ¢�������t� ¤ �Á�����$���!�U�����H����Ü� � �������)�!�  �H���?7�� �!����� � �H��� ¨!� ��Ü���H����Ü�!� � ���;�������)�!� �H���?>�� �!����� � �H���Â�k� ¤�¤ ¶½��¢�����+:

�Q�$£"@ä���¾�?��¶½¼J� ¤ �	�&���¾@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢��!�$���H� ¨ ��k¼3���H�Ü�k� ¤ � � �������?�k�!�d�������)�!�  �^�k� ¤^� ¢��&à�H��¢��Ä� � �Á� ¤ �W¯� ±�£"@ä��� �?��¶½¼»� ¤ ���&��� @ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H� ¨ ��k¼Ä���H� �k� ¤ �!� � ���;�������½�k�!�U�������)�!�  �^�k� à
¤^� ¢��!�H��¢^� �!� � ���U� � ¤ �W¯ÆÅ¾��±���� ³U���»���H��»²����;� � � � �!� � ¡!� �&���§� � ������	�k�������W¯0£ �U�����H��@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H�8:

¿	��� ¤  �����]� �����H�L£m�Â�J�H�Â� ° £��)�����!���Æ�H���Á¶½�U¬$��� ¤ �k��¶½��� � � ±����w�k��!���H�8:

<
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6?:Ë�Q�$£�á¾���·¥¦�����U�·�k�H�^� � � �!� ¤ ßv��� ¤�� ¢^� ¤ � ¤ � M = {(x, y) : x, y = 1, 2, . . . , 20} � ���±�� ¤ �����d��� �¤ m = 202 = 400
²v�����3���d�����+:������������k�!����� ¤ �H��»�����«�k���H¬  ���H� ¨ �)���!�

¤ ���	�$���H����$���3���H� ¤ �k�3��� �i���H�����É�w�k±���� � ��k±����w�½�k�!�3�·�k� ¤ ��¢��Þ� �&� �&���������H�J�5�k�!������;�����H����)�?������¢^�Ä<?7�±�� ¤ ¢��!� � �!�$���+:&á����Ç���k�!���!�����?¡!� ¤ ���H�$����ßv��� ¤�� ¢�� ¤ � �¤ � � �!�$��� � ¼?�¤ ��¢^�È� � ��¢^� ���H� � �½¢^�� ¤ ¸Á±!� � �!�����µ¶U�!����� ���f��� ¤»¤ ¢^�!����H����� � �J�H��æÁ�H� � �Ü�!� ¤ Ýf� �
� ��§²�©;�;� �¤ ��¶½� ¤ �$� ¤ �����8� ¤ � ¬U�?�S:tÀ 
 ¤�� �!�Ü� �

G��
���

E
	
¨ ¿	���3����� � �!�U£Ç±�� ¤ ���H�J�3���+:¿	���8����¢��!������·�k�Ä�J�H�

Ep
�� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ ��k¼J±������!�����k�!�����Ü� � ��¢^� p

�����H�H±w�k� ¤ �H�� ¨¤ ¶ �?�H�H�Á�J�H�
I = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}

Ù

∣

∣

∣

⋃

p∈I

Ep

∣

∣

∣
=
∑

p∈I

|Ep| − |E2 ∩ E3| − |E2 ∩ E5| − |E2 ∩ E7| − |E3 ∩ E5|

= 100 + 36 + 16 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1 − 9 − 4 − 1 − 1

= 145

¥â�k�Þ±��8�½¢��U��� ¨ ��k¼ �k�H�����!��¢^�d�2�!�H�!�$� ¤ ¢^�!������±�������  �?�k������� ¤ ���Äá � ��¢�� ¤ ¢^�!�!�H����� � ���k�H����á � ��¢^� ¤ ¢��!�!�H������� 
½��������������&� � �!�"���N��� ¤ �H��F:á����Â�$� ¤�� ¢��U���Â@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��&à�$���H��� ¤ �Á�k� ¤ ¶ �$���$��±����Æ� � ��¢��+Ù
g

m
=

400 − 145

400
=

255

400
=

51

80
= 0.6375

° � ±�£�Ý ¤ � p1, p2, . . .
�&�����¶½�H�$�Þ�!���������H�J�5�k�!����� ¨i¤ ¶�� ¤ �����H� � ! ��¶N©&�H�·�k���H¬$����¸ �¤ �&� � ¢^�� ¡!���&���Ç�$� ¤�� ¢^�d����@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢��!�$���H� � ¡!�2�?��¶½¼$� ¤ k

�$���$��±����Ü� � ��¢��+Ù
∏

pi≤k

[

1 −

(

k/pi

k

)2
]

=
∏

pi≤k

(

1 −
1

p2
i

)

�r¡!�
k → ∞

�?�H�H�8Ù

lim
k→∞

∏

pi≤k

(

1 −
1

p2
i

)

=

∞
∏

i=1

(

1 −
1

p2
i

)

=
6

π2

.
= 0.6079

¿	���Ä:HÙ ¸��H�H�$���3���H������?�H�H�8Ù
∞
∏

i=1

(

1 −
1

ps
i

)

=
1

ζ(s)

áÇ�k±����F� ¤ � ζ(s)
�&������×SÏ���½ÕÕFÐ ÑNÒ-Ó&Ï��rÏ��������FØUÕ����[×[Í?ÕwÙ

ζ(s) =

∞
∑

i=0

1

is

³U���Ç�$¶½�U¬$�����?������� � ¡!� s > 1 � � ¡!� s = 2
�?�H�H�8Ù

ζ(2) =
∞
∑

i=0

1

i2
=

π2

6

Ê



<&:Ë�Q�$£ÄÅ��H±!�·� ¤ N
��� Ãd7?7?7?7$£3À+¶ ¤ � � �� k

��� Ê$£��?��¶½¼$�âÅ¾���2�H�!�� ¨É¤ ¶â� ¤ �·�&���»@ª�k�!� à
¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H� ¨ ±����

n
��� 687?7?7$£2������� � �!�$���Ü� � �J�H��!� ¤ �Á���H����»�?��¶½¼$���ÆÅ¾���2�H�!�»� �±����$¶½�J�3��� ¨ �$���$��±����Æ� � ��¢��+Ù

p = 1 −
N − k

N
·
N − k − 1

N − 1
· · ·

N − k − n + 1

N − n + 1
= 1 −

(N − k)! (N − n)!

N ! (N − k − n)!

áÇ�
k

�H� ßv�����?������¢��3� � N ¤ ���!���;�����H��� ¤ � ¨ � � ¼?� ¤ ��¢^�J�&��� ¤ ����¸ �¤ �&� � ¢^��� ! ��¶8©;�H�·�k���H¬� � ¢��Ä�2��� � ¶½�H�?� ¤ ¢��!�����H±����+Ù

p ≈ 1 −

(

N − n

N

)k

�Á¶½�!�;�����������?�H±!� ¤ ��¢��+Ù

p ≈ 1 −

(

39

40

)3

= 0.0731

° � ±�£�áÇ� � ¡!�2� � ¼·�$���H�����+Ù

1

2
≥

(

N − n

N

)k

=⇒ n ≥ N

[

1 −

(

1

2

)1/k
]

�Á¶½�!�;�����������?�H±!� ¤ ��¢��+Ù

n ≥ 40000

[

1 −

(

1

2

)1/3
]

.
= 8252

Ê&:Ë�Q�$£�á�����ßv�������H�!�H� � �!�Æ�!���¾¥¦���!�$���
Ei ¨ i = 1, . . . , n ¨ � � ¼?� ¤ ��¢��§�k� ¤ ßv�������H�!�H� � �!�»¬$¶½��  �?�k���)��� ¤ �5£��&� ¤ � � �!�U�����Ü¥¦���!�$���Ü��k� ¤ �����H�����+Ù

n
⋃

i=1

Ei =

n
⋃

i=1



Ei ∩
i−1
⋂

j=1

Ej





áÇ�k�J�H� � ¶½�H�?���&���Â¿����w� �  � � �!�Ù

W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

=

n
∑

i=1

W



Ei ∩
i−1
⋂

j=1

Ej



 ≤
n
∑

i=1

W (Ei)

á������Á�!�?������¢^� � �!�Þ�?�H�H���)���$���
A ⊆ B =⇒ W (A) ≤ W (B)

:
� ±�£����½¢^�Ü�!���Üá¾�N¥¦¶½���d�k��� ¤ ¢�����	�Á���$���H�»�?�H�H�8Ù

n
⋂

i=1

Ei =

(

n
⋃

i=1

Ei

)

áÇ�k�^� �¤2� ¶½�H�?�2�J�H�
W (A) = 1 − W (A) � ��ª�Q�$£	�&���Â¿����w� �  � � �!�Ù

W

(

n
⋂

i=1

Ei

)

= 1 − W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

≥ 1 −
n
∑

i=1

W (Ei)

Ã



Ã:Ë�Q�$£ ��¶U�&�������¾�·�k�¦�J�H�
0/1

���H����!� � ���U��� � �H�U�^�k�U����ßv����±!�H�� � �!� ¨�¤ ¶Þ� ¤ �����H�¦�$�N���H�?��������¥¦�����U�·�k�H�^� � ���$���$��±����Ü� � ��¢^�+Ù

M =
{

(x1, x2, x3, x4, x5) |xi = 0, 1; i = 1, . . . , 5
}

�r¡!���� ¤ ²v�����H�?�!� ¤ Vi
�����=ßv����±!�H�� � �!� i

� ¤ �2�H�U�^�k�U��� £��?�H�H����k�!�+Ù

Vi =
{

(x1, x2, x3, x4, x5) |xi = 1, xj = 0, 1, j 6= i
}

⊆ M

� ±�£�áÇ� ¤ � � �¤ �k�J�3���!�$� ¤ �����N���5£�²������H�?�!� ¤ E
�����m³U����¶½� ã ����¼?� ¬$¶½�

A
�w�½¢^�

B
� £¾� � ¼?�¤ ��¢^�Æ� �&� ¿	� ¤ � ¤ �!����²������H�?�!� ¤�¤ � Vi

�2��� � ¶½�H�?�Á� �¤ �&��¡¢��$���+Ù

E =
(

V1 ∩ V2

)

∪
(

V3 ∩ V4

)

∪
(

V1 ∩ V4 ∩ V5

)

∪
(

V2 ∩ V3 ∩ V5

)

�[¢5£�¥Æ�H���!��� ¸2�!�&�H����¶½� ¤ ����N¶½����� � ¶½�H�?�Â�[�&���Ç²������H�?�!� ¤^¤ � Vi ¤ �H����w�½¢^�Äßv¶½�^� �¤�¤ ����� � �!�� �w�k±!� � �!�?�H�U£-Ù

W (E) = 2p2 + 2p3 − 5p4 − p5 + 4p5 − p5 = 2p2 + 2p3 − 5p4 + 2p5

° �[�w£�¿	�N�&�H�!�$��� � � ��¢�� �!��� ³U�^�k� �¤ ¬$¶½� ßv����±!�H�� � �!�ª> �S³&�k����¬$¶½� �!��� ¬$¶½�H� ¤ � � ��&�H�$���@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H�W£-Ù

W (E) = W (E|V5)W (V5) + W (E|V 5)W (V 5)

= W
(

(V1 ∪ V3) ∩ (V2 ∪ V4)
)

W (V5) + W
(

(V1 ∩ V2) ∪ (V3 ∩ V4)
)

W (V 5)

= [2p − p2]2p + [2p2 − p4](1 − p)

= 2p2 + 2p3 − 5p4 + 2p5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

p

W
(E

)

>



>&:Ë�Q�$£�¿	���8����¢��!����
H1

�� ¤ ²v�����H�?�!� ¤8¨ ��k¼3�&���¾�·�k���;���������� � �$���+�H� ��� ¤ �����Ä¿	��� � �H������� ¤ � ¨� �� H2

�� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ ��k¼ ¤ ���Â�H���N�����H�����Æ� ¤ � ¨� ��Ä� ¤ � A
�� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ ��k¼ ¤ ����$� � � ��!�����2�H��� ¨5¤ ¶��?�H�H�t�J�H�i�!��� ³&�k���É¬$¶½�Â�!���i¬$¶½�H� ¤ � � ��&�H�$����@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H�8Ù

W (A) = W (A|H1)W (H1) + W (A|H2)W (H2)

=

[

1 −

(

9

10

)10
]

2

3
+

[

1 −

(

9

10

)10
]

1

3

= 1 −

(

9

10

)10

= 0.6513

° � ±�£�¿	���8����¢��!����å�2�H���k�H�H�$���3���H����Ç�J�H�
p

�&����@ª�k�!� ¤ ¢^����H�!�H��¢��!�$���H� ¨ ��k¼��&���Â�·�k���;���������
� � �$���	�H� ��� ¤ ����� ¿	��� � �H�����J� ¤ � ¨i� �� �·�½¢����� �2�H� �H� ¤ �$� ¤ �k�Â�

n
������� � �!�$��� �J�H�� � ��¡¢��;�����$���µ�

m
� �¤ �!���®��� ¤ ����� ¿	��� � �H����� ¨ n − m

� �¤ �!���Ë�N�����H������£ ¨i¤ ¶»�?�H�H��k�w�k��¶½�3� � �Q�$£-Ù

W (A) =

[

1 −

(

9

10

)m]

p +

[

1 −

(

9

10

)n−m
]

(1 − p)

�r¡!���$¶½�!�;��������@§��������¬$¶½�
n � �� p

� � ¼?� ¤ ��¢��â�� ¤ ¶  ���H�·�k���
m

� � ��¢^� �v��¶½±!���������
���!���Ü¶;�!���Á� � ��¢��Ü�&��� � ¶½�H�$����!����±���������� � �!�Æ�

dax/dx = ax lna
£-Ù

dW (A)

dm
= −p

(

9

10

)m

ln

(

9

10

)

+ (1 − p)

(

9

10

)n−m

ln

(

9

10

)

³;�����N���·�k�Ü�&����¸�±!�����H� � �!�3�?������¢^� � � �H� ¨!¤ ¶J�����?�H±!� ¤ ��¢^�+Ù
(

9

10

)2m−n

=
1 − p

p
=⇒ m =

n

2
+

ln
[

(1 − p)/p
]

2 ln(9/10)

Ý]��¬$¶½���H�����$����!��� ���k�H�i�����?�H±!� ¤ ��¢�� m = 13.23 � �&����¶  ���H�·�k���Â¸ �&� �����H� � �!�"� ¤ ���k� ¤ ¶68ÊJ� �¤ �!������� ¤ �����Ä¿	��� � �H����� � ��Ü9 � �¤ �!��� �N�)���H�����+:�á����¾@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H� ¨��k¼·�&���¾�·�k���;��������� � � �$���+�$� �[� ��!���Ä�2�H��� ¨ ±������ � �?�Á��k�!�
0.6711

:
C&:�¿	���8����¢��!������·�k�·�J�H�

C
�� ¤ ²������H�?�!� ¤5¨ ��k¼����H� �)�!�  � � �É� ¤ � ¨?� ��3�J�H�

G
�� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨��k¼·�!�����t� ¤ �Á�!�����)�!�  �k� ¤ � � ��� �¤ �)��� ¤ � ¨w¤ ¶ �?�H�H���«� � �Á¸��!�d�k±��?Ù

W (C) = 0.97, W (G|C) = 0.9, W (G|C) = 0.95

á����Ç@ª�k�!� ¤ ¢�����H�!�H��¢^�!�$���H�����â±�� ¤ ���H�J�����·�k�Ä� � �Ä�J�H������� ¤ ¿2���$� ¤ � ¤ ¢�������¶½���3���SÙ
�Q�$£

W (C|G) =
W (G|C)W (C)

W (G|C)W (C) + W (G|C)W (C)

=
0.9 · 0.97

0.9 · 0.97 + 0.05 · 0.03
= 0.9983

� ±�£
W (C|G) =

0.95 · 0.03

0.95 · 0.03 + 0.1 · 0.97
= 0.2271

C
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NMOPORQTS UVU�WXWXW�Y Z[O]\^OR_=Z[OR_=`?Y ORaMW+_=b cdY \^e-Y \^OfU�gih[j5akbml?U
n bmoRckbfoiprqrgtsvuwg x;b yGY=S$z^{-{-|8}f~k}�|��V�^� �&:���5��:<?7?7?>j5Q0o�Y=S5��_daTY5����}V}f~k}�� bf~���\V_=yGS n Y pra5oR`�bmof�iORaMW+_=b cTY \VeVY \�O

6?:����G�3�	���w�k�G���������T���w�k�G�����k�������I�I�G���k�&�[�$�M�&��� �¡;�����¢�£�!�I�3�����¢�$�¤�
1, 2, . . . , 50

:$�v¥��?�G¦!�
i
���k�������"�I�G�§�!���§���!�I�3���

i
�[¨!�

i = 1, 2, . . . , 50
:&©£¦!�$�M¥^������ª�$�¤�"�!���	�k�&�[�$�M�&��� �¡;�����

���!�I�3���v¥��G��«�&�¬�2���k�������I�¬�!���d���¬¥� ^�+:$��¤ ��I�?�!�����v®��!�� ��!�I�¬¥� ^�d�!�!���!�M¥��§���w�k�G������¥v¯2�G���
���G������k������°M�&�P�k�G�G�G�¢���T����¤�I�3���±�!��

X
¥����+�&�¬�����!�I�3�����k�&���&�¬�M¥��������k�����?:

² �$³��	�M¥����G�I�3���µ´T�¬�¶�&�¬�¸·v���������G�G�!�!�¹�$�¤�
X º �X: �+:2�����I�G�������G�»´T�¬�

W{X = k}
�[¨!�

k ∈ MX = {1, 2, . . . , 50}
:

² ¦�³��	�����M ��!����¶´T�¬�
W{X ≤ 25}

:
²  5³������I�G�������G�3´T�¬�§���G�����©��¥��&��� �¡�[¨!�i�&�¬��·v���������G�G�!�!�$¥ �¼�!�!¡;���¬�¤���$�¤�

X
�!��½����¥������G�¬���

´T�¬�����G��½´T¡;�G°M°8�5¾?¿����¬ ��!�T�!�!�:
<&:��	�����^�¤ ��T�����¶´T�¬�À�&�¬�À�[�¤�G�$����!��Á�!�!¡T���¬�¤� ²

c
�¬¥������G������M���G�¬���£�¤�¥��^�k�T���5³-Â

F (x) =







c e x �¼¨!�
x < 0

1 − c e−x �¼¨!�
x ≥ 0

² �$³�Ár¨!�2¯)���¬ ^��½@Ã���������$�¤�
c

�¬¥����&�¬��Á!�!�!¡;���¬�¤�±���G��À·v���������G�G�!�!�$¥ �[�!�!¡T���¬�¤��Ä
² ¦�³�Ár¨!��¯)���¬ ^��	@Ã�������	�$�¤�

c
�¬¥����&�¬�)·v���������G�G�!�!�$¥��¼�!�!¡;���¬�¤� ² 65³i�&�¬¥�¡T����� º ² <$³i¥��������G�À�;�!���

²PÅ ³§�$���I�¬¥^ ��d�VÄ
²  5³"@Æ�¬��¬¥��

c
°M�Ç¯§�k�!�¬��� º ¥��T��kÈ

W{X = 0} = 0.25
Ä

É _=cMW�b _=Z S uoRZ[ORbmyÊy=b c½j8_=b�j5`8_=Ë Ë b c¤U-Ì?b _=efN0c5a0ckÍVb cTY
Å :����G��¥�Î;�I�3�������¬¥� ^���ÏÐ¨!�!°8��¯2�G���

n
Ï¸�k���!�w�k¦!�w�k�!�?�G�I�$��¯)�¤� �P��� º �!��¢°M¯	�k�

k
ÏÑ�k���$�¤�

Ò ����¥��¤�±©µ�!��
n − k

Ï¸�k�X�$�¤� Ò ����¥��¤�¸�:
² �$³�ÏÐ�G�i¯§���¬ �����v@Ó�k�!��¥^ �����G�!�G�¬ ��!¡$���G�)¯)��� �P���3©Ô�!��«�Ó�&�¬�M¥����G¦��	©£�!°5�k�!�&�$�¤�I�£Õ¤Ö&�P����Ä
² ¦�³×¿����G�$���¶´T�¬� º ��kÈ¢�&�¬�M¥���@Ó�k�!��¥� �����G�!�G�¬ ^�!¡$���G�À�?�¬���¬ ��±�?���¤Èª�¬¥���¯2�¬���&�¬�½@Ó�k�!��¥� �����G�&Ø

�G�¬ ^�!¡$���G� º �G�¥��$�M¥^�k���
k

�£Õ¤Ö&�P�À°M�Ç¯§��� �[���+:
Ù :������I�G�������G�Ú´T�¬���[¨!�À���G���Ö��¤�¬¥�¥��¤�T�$���������G�G���3¥����; ��w�¤¥����¬¥^ ���3Û���Õ¤È$�

X ∼ Pµ
�&�¬�I´T�����G�¬� ² ��³

�?��Õ¤È?������@Ó�k�!��¥^ �����G�!�G�¬ ��!¡$���G� ²RÜ Ï¸�;��k�G¯)�������5³-:
É _=cMW�b _=Z S Ý�bmOPo]\Ve]NMORb c�j8_Êb+Þ5b c2ßra0�VOR_=b cMORb c)ËmW�b _=bmo�\Va5àáb _=ck\Vc¤Þ5bmowàá�-y=ÍVb c¤Þ5bmo�âakc0`MO¼WX\^N0oRZPe]Nkb _=c0yÊ_=e]Nk`�bm_=ORbmc
pk+1/pk

�2_ãO
pk = W{X = k}

Y
>&:����G��Iä+�¬�-�[�����!�!�Ç�$�¤�Ó<?>"�2�k�!�����G�¬���¶¯2�G���Ã�k�&�§�&�¬���P�¤�G�$����!�«@Ã���¬¥��«�$��Ö!��¨&�¼�8ÂX�v�G��I����¥����

´T���¬ ^�!Ö!���¤¦��À�$�¤�æå��«�R�k�!�I>�¯2�G���¢çª�¤�!��½¿��!��¨ ^¡T�¬���$����ç3�$��°8�¤�$���+:èm¥��	��M�$�¤�×�I�G��!�M¥�Ø
�����¥«���G�êét���G�2�!�-�[��¡;� º ¯2�G���ê�&�¬�"äX�¬�-�P�����!�!�¶�k¦!�$���¬���!�T�8:�©£��!�����&�R�k�G�¬¥�¯2�G���Ú���G��ª°M¯)���G���
´T���¬ ^�!Ö!���¤¦����!�M¥£å��«�P�k�!�$¥�687�çª�¤�!���¿��!��¨ �¡;�¬���$���×ç"�k�¥��!���Ð<?7��$����¦!�G�¬��¦�������Ðét���G�¬���
�$��°8�¤�$���+:)®��¬�Çä+�¬�-�[�����!�!�Ú¯2�G���ë�k¦!�$���¬���!�d� º ¯)���!�ì��8�$�¤�ë�I�G��!�M¥������¥ª���G�¹ét���G���!�-�[��¡;�
�¬¥��8:;�	�M¥����G�I�3���×´T�¬���&�¬��@Ó�k�!��¥� ^����G�!�G�¬ ��!¡$���G�£��0�[¨!� º ��kÈ«���G��äX�¬�-�P�����!�!�I�k�!�$����¤�I�3���
¯2�G��� º �&�¬� ² �$³)°M¯)���i�!�-�P��¡;���À�	�k�!�����G�¬�?í ² ¦�³§�T�¬�����!�-�P��¡;�����2�k�!�����G�¬�����d���w�k�G�8:



C&:�¿����G�$���Ú´T�¬�?ÂXÁr¨!� ² 65³��&�¬�«�§�G��¤�I� �k�G�$���������G�G�!�!�
Bn,p º ² <$³��&�¬���$�M�¤�3�������¬¥� ^��I·v���������G�G�!�!�

Gp
�!�� ²PÅ ³	�&�¬� Ò �¤�¬¥�¥��¤�T�$���������G�G�!�!�

Pµ
�G�¬���$���±�&�¬�À@Ã�������À�$�¤�+Â

g(x) =
xW{X = x}

W{X = x − 1}
, x = 1, 2, . . .

�k�&�����G����Û���^�¤�!���
g(x) = a + bx

�!���¦��M¥����G�I�3���¸´T�¬�
a

�!��
b
: ²�� Û�G�G�£��¤¥£�k� ��×�¼¨!�

�&�¬�£�TÎTÖ������$�M�¤�3�������¬¥� ^���·v���������G�G�!�!�TÄk³)ät�kÈ?�	¥��¬ ����k����k��¢�!����Û���^�¤�!��������¡$���!���� º �!�¯)���¬ ^��½�&�¬�M¥�����·v���������G�G�!�!�$���¸�M¥�¥��¬ ^�×�w�k��!���G�VÄ
� ©£�T¯)����&�!�!�Â ®��¬�×�¤¦!�G�$�±�v�G�$���¥� ��w�0�[�ª¡?�k�!�Ô�[¨!�¢�&�¬�±�	�M¥����G�I���!�!� ���G��M¥¢Öw�¤¥�¥�����!���
�&�¬¥�¡;���������¶·v���������G�G�!�!�$¥��3�T�!���G�¬¥��k�¥��$���d¨!��°M�½¯)�����!���+:+®À�k°M�Ñ°8���¬ ��!������¢�k�Ã�&�¬� Ò �!�!¡T���
(

x, x ·Hx/Hx−1

) ²
Hx

�¬¥��	�&�¬�À�k¦¥��¤�G�!�������k����?¡$���G�2�$�¤�
x
³v�G�Ç���G�Ç®�� �k�?�^�k�I� ���G���!��

���d��¥� ^����¬�!����¥��¬ ��Ð�k����k��×�!��� ² ���$���T������G�K³�����¡$���!�T¦w�k�����¶Û���^�¤�!��� ² ©£�¥��?�¬���¬ ^�¥��$���^�¤�!�
���G�!°8���¬ ��!�����³£�[¨!�����G�ÐÖw�¤¥�¥�����!�M¥�ÏÐ�;�!���G�R:�Ár¨!�!�����Ã´T�¬�½�&�¬�M¥�¡$�¤�!¡T�������[¨!���&�¬�½�[�¤�G�$����!���
®À�k�����±�&�!�� ��+Â
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ä+Õ?¥��!�!�$���Ð°M�!� Ù :�§� �k���

6?: ² �$³��v¥�?�G¦!� ∑

50

i=1
i = (51 × 50)/2 = 1275

���k�������¶�G� �	���w�k�G�����8íX�&�¬�«@Ó�k�!��¥� ^����G�&Ø
�G�¬ ^�!¡$���G��¥ �¼�!�!¡;���¬�¤�±�¬¥�����k������$���$��¦����Ð�&�!�� ��+Â

p(x) = W{X = x} =
x

1275
, x = 1, 2, . . . , 50

² ¦�³

W{X ≤ 25} =
1

1275

25
∑

i=1

i =
(26 × 25)/2

1275
=

325

1275
=

13

51
= 0.2549

²  5³

F (x) = W{X ≤ x} =
1

1275

bxc
∑

i=1

i =
bxc(bxc + 1)

2550
, 0 ≤ x ≤ 50
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Verteilungsfunktion von X
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F
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)

<&: ² �$³����G��¢·v���������G�G�!�!�$¥ �[�!�!¡T���¬�¤�Ú�¬¥����3�¤��¤���¤�Ó¯	�¤ ��¥�����Ú�!��Ã�M¥½�?�G�G�
0 ≤ F (x) ≤ 1

í
��k����£¥��G��"�¼¨!�

c
�d�!�£@Ã�������½�k�¥£�!���æèf�d�������?�k�G�

[0, 0.5]
°M�!� �¤¥�¥��G�:

�	���×:GÂ ©£�G�¬�ê�k��!�����������G�$���¥� ^�w�0�¼����� ²�� �M ��T��¥�¥��������G�?¡$���G�8í
limx→−∞ F (x) = 0

í
limx→∞ F (x) = 1

³)�P�¤�G�$���Ð�k�¥��!���£®�3��!�G���¬�¤�±�!���£Á�!�!¡T���¬�¤�+:
² ¦�³ ² 65³

c = 0
²
F

�¬¥������G���é+����Ö!Ö����&�¼�!�!¡;���¬�¤��³
² <$³

c = 0.5
²
F

�w�k�£¡$���G����¸´TÖ!���!�!�T³
²PÅ ³

c ∈ (0, 0.5)
²
F

�w�k�£���G����Ñ´TÖ!���!�!� º �¬¥��£�k¦����2¡$���G���é+����Ö!Ö����&�¼�!�!¡;���¬�¤��³
²  5³�®��¬�½´TÖ!���!�!�?�Õ¤��«�k�×�!����´T�����G�¬�½7��½�!Èª�?�¬���¬ ��Ð7&:=<?>3¥����G�+Â

W{X = 0} = F (0) − F (0−) = (1 − c) − c = 1 − 2c

1 − 2c = 0.25 =⇒ c = 0.375

Å
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c=0.375: W{X=0}=0.25

x

F
(x

)

Å : ² �$³
XA

²
XB

³)¦���°8���¬ ^�!��½�&�¬�À©��!°5�k�!�t�!�����$�¤�±© ² ��³)�$��¯)�¤� �P������Ð�£Õ¤Ö&�P�?Â

W{XA = XB} =
∑

i

W{XA = i, XB = i}

=
∑

i

W{XA = i}W{XB = i}
² ©»�+:!�Æ¯)��� �P���×�!�w�k¦!�+:Ê³

=
∑

i

(

k

i

)(

1

2

)k (

n − k

i

)(

1

2

)n−k ² �§�G��¤�I� �k�G�$�����8:Ê³

=

(

1

2

)n
∑

i

(

k

i

)(

n − k

i

)

�	���×:GÂ (

a
b

)

= 0
�[¨!�

b > a
²
a, b ∈ N0

³-:
² ¦�³��v¥2�?�G�G� (

a
b

)

=
(

a
a−b

) í!��k�I�G�2�P�¤�G�?�8Â

W{XA = XB} =

(

1

2

)n
∑

i

(

k

i

)(

n − k

i

)

=

(

1

2

)n
∑

i

(

k

k − i

)(

n − k

i

)
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a, b ∈ N0

²����������
	
���������� �������������
����������� ³-Â
n

∑

i=0

(

a

i

)(

b

n − i

)

=

(

a + b

n

)

©��!�$��¯)����!����k�&���&�¬���¤¦!�G�$��´T�!�I�3�������?�G¦!��¥��¬ ^�+Â

W{XA = XB} =

(

n

k

)(

1

2

)n

®��¬�M¥	�¬¥����k¦����	�&�¬��@Ó�k�!��¥� ^����G�!�G�¬ ��!¡$���G� º ¦����
n

@ì¨!� �P���Ç�I�G�2���G����	�P�k�G�����ÇÏÐ¨!�!°8�
k��Õ¤Ö&�[��°M�¢¯§��� �[��� ²RÜ @Ó�k�!��¥� ^����G�!�G�¬ ��!¡$���G�2¦����

n
@Æ¨!� �[���ª�I�G�)���G����)�P�k�G�����"Ï±¨!�!°8�

k
¿��k�!�¬���±°M�Ç¯§��� �[����³-:

�	���×:GÂ Ï±�G� ���G�á�[�"���G��M¥I���]¯	�¤¥3�k��!�������¹©£���?�!�3���T��¥I� �kÈ?�I¥��¬ ��ê�&�¬�M¥3�k� ��Ô�&�G����¡;�
°8���G�$���+:&�	�������G����§�R�k�G�����"ÏÐ¨!�!°8���¬¥��)�&�¬��@Ó�k�!��¥� ^����G�!�G�¬ ��!¡$���G�2�[¨!�	�£�¤Ö&� ² �½³v�?�¬���¬ ��
�?���¤È3¯2�¬�À�¼¨!��¿��k�!� ² ¿X³-í!��k������?�G�G�8Â

W{ � ���$�¤�±© Ü � ���$�¤�×�
} = W{ � ¿Ð�$�¤�Ð© Ü � � �$�¤�Ð�

}

= W{k
ç � � �$�¤�×© Ü � � �$�¤�×�

}

= W{ � � �$�¤�±© � � ���$�¤�±� Ü
k}

= W{ � � �G�¥��$�M¥^�k�½� Ü
k}

=

(

n

k

)(

1

2

)n

² ®��¬�M¥2�¬¥��2�?�¬���¬ ^�!°8���G���G�"���G�Ð�§��¯§���¬¥2�[¨!���&�¬�·��k��!�����3�¤��!��!ã¥� ���«èm�!���d���G�^�k�8:Ê³
Ù :�Ár¨!���!���#"���¤���¬���T�����Ð�$�¤�Ç°M¯§���r�k�&�P���G�w�k��!��� �[�¤�G�$����!���¸@Ó�k�!��¥� �����G�!�G�¬ ^�!¡$���G�����Ñ�?�G�G�8Â

W{X = k + 1}

W{X = k}
=

µk+1 e−µ/(k + 1)!

µk e−µ/k!
=

µ

k + 1
, k = 0, 1, 2, . . .

®À�¤¥�¡T�¬���G�¥����
k

�I�G�
k + 1 > µ

�¬¥����!���«ÏÐ�;��k�G¯)�����8ír�¬¥��
µ

�d�k�!°M°5�k�!�G�G� º �?�G¦!�«�M¥�°M¯§���
Ï¸�T��k�G¯§������� º µ − 1

�!��
µ
Â

ÏÐ�;��k�G¯)�����
=







bµc
�P�k�G�¬¥

µ 6∈ N

µ − 1, µ
�P�k�G�¬¥

µ ∈ N

>&:�®À�3�&�¬�«¿��¬���d�!�!�$���Ñ�¤�!��«¿��!��¨ ^¡T�¬���$���Ñ��� �P�¤�G�$��� º ¡$�¤�I�����&�¬�½�dÎ;Ö������$�M�¤�3�������¬¥� ^���·v��� Ø
�����G�G�!�!�3°M�!��©£�T¯)����&�d�!�!�:�èm¥��

A
�&�¬��¿��k�!�i�!���£�!�-�[��¡;�����×�2�k�!�����G�¬���G�æä+�?¥ º ¥��«�?�G�G�8Â

W{
©£�!�w�k�!�3�

} =

(

A

0

)(

25 − A

5

)

(

25

5

) ×

(

A

0

)(

20 − A

10

)

(

20

10

) =

(

A

0

)(

25 − A

15

)

(

25

15

)

A W{
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}7 6?:=7?7?7?7
6 7&: Ù 7?7?7
< 7&:G68>?7?7
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Ù 7&:=7&68C?C

A W{
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C&: ² 65³��§�G��¤�I� �k�G�$���������G�G�!�!�
Bn,p

Â

g(x) =

x

(

n

x

)

px(1 − p)n−x

(

n

x − 1

)

px−1(1 − p)n−x+1

= (n + x + 1)
p

1 − p

=
(n + 1)p

1 − p
︸ ︷︷ ︸

a (+)

+x
−p

1 − p
︸ ︷︷ ︸

b (−)

, x = 1, 2, . . . , n

² <$³×Û�M�¤�3�������¬¥� ^���·v���������G�G�!�!�
Gp

Â

g(x) =
x(1 − p)x−1 p

(1 − p)x−2 p
= x (1 − p)

︸ ︷︷ ︸

b (+)

, x = 2, 3, . . .

²PÅ ³ Ò �¤�¬¥^¥��¤�d�$���������G�G�!�!�
Pµ

Â

g(x) =
xµxe−µ/x!

µx−1e−µ/(x − 1)!
= µ

︸︷︷︸

a (+)

, x = 1, 2, . . .

�T² Ù ³��£Î;Ö������$�M�¤�3�������¬¥� ���½·v���������G�G�!�!�
HN,A,n

Â

g(x) =
(A − x + 1)(n − x + 1)

N − A − n + x
(
¡$���G��«Û���^�¤�!�

)

� ©£�T¯)����&�!�!�Â ét�^�k�?�§�¢�k�Ç�&�¬� Ò �!�!¡;��� (

x, xHx/Hx−1

) �G�����G���� ®�� �k�?�^�k�I�æ�k�&�+�!��
�¬���?���&�!�� ^� ¥��¬�¢���G��"©£�¥��?�¬���¬ ^�¥��$���^�¤�!� ² ��¬���G�¥����-Ø "��w�¤�&�^�k���Vç&Û���^�¤�!�5³ º ¥^�±�����?�G¦!�«¥��¬ ��
��¤¥	�P�¤�G�$����!���§�G�¬�XÂ
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®��¬���	�M�¤¦w�¤ ^�d���!�!�$���Ð¥��^�k�I�3��� ² �$�����½�!���G�¬ ���³��k�¥2���G���� Ò �¤�¬¥�¥��¤�T�$���������G�G�!�!�¢�I�G�
µ ≈ 3
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6?:��v�i�����?�������k�!�T�8�5��k�������
n � �w�k�!�w�k�!�?�G�$�������!���T������������I� �G����¡��w�k���G�T�$��¡�� � ��������G����$�M�^�k¢£�

k ¤ ��¡ ¥P���G�$�V¦§�$��¡��$���$��¢I¢3���¨���G��X:
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¥P���G�?¡���������´
µT© ��ª�«¬�G�	)���������¡ © ���M�&�G�!�?������ª)@®�k�!¡����^����G�!�G�����!�$���G��¶�k¡����¸·M¶���X���M�����G¢I¢����¹²v��¡�� � ������¡ ¥P���G�?¡���������´ © ²v�8:Gº

k ≥ 2
ª

<&:��v�§2�G¡��»���G��¼�w�����
P10

�$��¡������G�G���3� �!·5�k�!���$��� ©[½ ������¡�¡8:¾ª¼6-³]�v¿�À�Á�ÂT«±Ã!�!·8���Ä�$��¶��¡ ¥[���
� �� X

�������&���±� �!·5�k�!���!��¡Å�$��)��¡ ¥P������ ¤ «¬��·5�k¡��m¦V:¶Æ	�M�����G¢I¢3���ÈÇT���¬�&���É²v��¡������G� � �!��$���
X

���X: �+:w���M�����G¢I¢3���ÄÇT���
W{X = k}

¥[Ã!¡
k ∈ N0

: ©fµ @Ê�����Ë�k�?�������^�¨����¹À �M� � �G�^�k��$��¡^�k�G�G�$��¢3���G���¡���´kª
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p
³må � �k�T���G�R�w��Ù���·M�����G�+�!���±«¨�M�&�Ë�k�+:

µT© �wªÉæ����G�$���¨ÇT���£�&���¹¥[���G�$����!�£���G�$��������w�0¥[�2¥[Ã!¡
X ∼ Exτ

º

W{X > s + t |X > s} = W{X > t}, ∀ s, t > 0

@®���2���M�!� � �����°�&���M���£���G�$��������w�0¥[�°�G¢çØ ���d���-Ú&� �!�M� Æ¶������Ù!�������V´
è :�Æ	�M�����G¢I¢3���¨ÇT���¯¥éÃ!¡��&���§ä����^�d���£���G���¡ � ��¡�¢Þ�k�G�$��¡������G� � �!� N(µ, σ2)

º
© �$ª��&���¯@Ä����!��Ù � �!�;���?ßµT© ��ª��&����Ç;�^�!�!�G����Ù � �!�T�����!��¡�@Ä����!���^�k�!�$���d�����¨¢I�G�°�!��¡

x
ÂT�2������?:

>&:�êrÃ!¡Þ���G��¸���¡�¢Þ�k�G�$��¡������G�G���¨�Vë¼�
X ∼ N(µ, σ2)

�v�$���G���?ºìä¹��¡3«¬�M�&�Ë�k�à�����Þí?Ý � ��â����
<?>$î§Â&å � �k�T���G�i�����

75.5
:

© �$ª�Æ	�M�����G¢I¢3���¨ÇT���
µ � �� σ

:
© ��ª�Æ	�M�����G¢I¢3���¨ÇT���£���� 9�>$î§Â � ��É����°Ý?7$î§Â&å � �k�T���G�R:
© �5ª�Æ	��¡��M���!����»ÇT���?º

W{X ≤ 100}
�
W{X > 80}

�
W{|X − µ| > 10}

:
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Ex12

�$��¡������G�G���¹@®�k¡�����·8���G� © ���G�!����G�8º
«±�G� � ������ª-:wÆ	�M�����G¢I¢3���¨ÇT���?º
© �$ª��&���¯²v��¡������G� � �!�$� ¥ � �!�T�������¨�!��¡2@®�k¡�����·8���G� ©�� ÇT�;�G·M·8���?æ��������!� � �!�Tª-ß© ��ª��!���±«¨�M�&�Ë�k�±�!��¡2@®�k¡�����·8���G�8ß
© �5ª��&���¯@®�k�!¡����^����G�!�G�����!�$���G�¹��T�^�É¢I�G��!�M��������°)���G����¡��Þ687¼«¬�G� � �����¬¶�k¡������¬· � ¢£Ã� ³

�����+�&)���!�¬¢Þ�k�É����¡����G���§687I«¬�G� � �����É�$��	�k¡������°�w�k�8:

Æ	������Ù!����� © �����G�Kªm�£¢I�G� ©fµ ª¶)��¡��!���¬�G¢çØ°���T�$��¡��^�k����¡�� � ¢ �����w�k��!���G�8:
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Û ½ � � �!�$���¬· � ¢�>&:Æ¶�Ë�k���

6?: © �$ª��m���
X

�&���°� �!·5�k�!���!��¡¶��¡ ¥[���G�$� © �����
n

²v��¡�� � �^�����ª � ��Þ����·8�����^�!����
Ei

����)�v¡����G��³
�!���8�d�����G¢

i
³R�����"²v��¡�� � ���¸���G�������¡ ¥[���G��· � ��¡�·M���������+�;�^�§�?�G�G�¶�w�������!��¡¶Æ2���$�M���Ñ��������

ê��¡�¢3���Rº

W (Ei|X = k) =
W (X = k|Ei)W (Ei)

W (X = k)

=

(

n − 1

k − 1

)

pk−1(1 − p)n−k p

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=

(

n − 1

k − 1

)

(

n

k

)

=
(n − 1)! k! (n − k)!

(k − 1)! (n − k)!n!
=

k

n

µT© ��ª����G��§�d�k�!·��k�w�k�����$��� ����¡������ � �!�Å·8���G�?� ©
i 6= j

ª-º

W (Ei ∩ Ej|X = k) =
W (X = k|Ei ∩ Ej)W (Ei ∩ Ej)

W (X = k)

=

(

n − 2

k − 2

)

pk−2(1 − p)n−k p2

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k

=

(

n − 2

k − 2

)

(

n

k

)

=
(n − 2)! k! (n − k)!

(k − 2)! (n − k)!n!
=

k (k − 1)

n (n − 1)

<&:��m���
Z

�&���v�°�!·5�k�!�T�!��¡t«±Ã!�!·8���+�0���	�?�G�G�+�w���^���!��¢ Ç&�k��·)��:M�X:M�$���G�����8:M@®�k�!¡���������G�!�G���^�!�$���G�8º

W{X = k} =
∞
∑

j=k

W{X = k|Z = j}W{Z = j}

=
∞
∑

j=k

(

j

k

)(

1

2

)j 10je−10

j!

=
1

k!

(

1

2

)k

10k e−10

∞
∑

j=k

(

1

2

)j−k 10j−k

(j − k)!

=
5ke−10

k!

∞
∑

j=k

5j−k

(j − k)!
︸ ︷︷ ︸

= e5

=
5ke−5

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

ä¼: �+:G���k�
X

�w�����
P5

�$��¡������G�G�°�����8:
µ ²v��¡^�k�G�G�$��¢3���G���¡ � �!�º êrÃ!¡

Z ∼ Pµ � �� X|Z = j ∼ Bj,p
�?�G�G�8º

X ∼ Pµp : W{X = k} =
(µp)ke−µp

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

×
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F (x) = W{X ≤ x} = 1 − e−x/τ , x > 0

ä¯�k¡^� � �2¥P���G�?�8º

W{X > 1000} = e−1000/τ =
[

e−500/τ
]2

=
[

W{X > 500}
]2

= 0.92 = 0.81

W{X > 5000} =
[

e−500/τ
]10

= 0.910 = 0.3487

© ��ª
W{X > 500} = e−500/τ = 0.9 =⇒ τ = −

500

ln(0.9)
= 4745.6 � ���
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© �5ª�ä¯���
p
³må � �k�d���G�

xp
�������&���¯Û ½ � � �!�Þ�$���

F (xp) = p
º

1 − e−xp/τ = p =⇒ xp = −τ ln(1 − p)

êrÃ!¡°�!���É«¬�M�&�Ë�k� ©
p = 0.5

ª���¡��?�G�!�°�����^�+º

x̃ = x0.5 = −τ ln(0.5) = 0.6931τ = 3289.4 � ���
µT© �wª�ä����M���������d�°¢Þ�k�É2���¹¥P���G�?�8º

W{X > s + t |X > s} =
W{X > s + t, X > s}

W{X > s}
=

W{X > s + t}

W{X > s}

=
e−(s+t)/τ

e−s/τ
= e−t/τ = W{X > t}

è



�f�d����¡�Ù!¡����^�k�������+º ä¯���+���M�!� � �����t�G��@Ä��¡������+�5��k� ���G��)�!��¡^�k¡����G�$�)Ø ��¢IÙ�������T���¶�!�����d�
�k�G����¡�� © �����^� �k����¡¼� � �^� �!�����d�I�$��¡�� Ã!�!�?�Vª-ßr�G�����M�!��¢ «¬��¢3���T�8��· � �!��¢ �����Å��T�^�
¥ � �!�T�������!����¡��8�;�����¶���������£� � �¶2��� �� � :;ä����M��� ���G�$������^�w�0¥é� © ¤ ë¹�M������T���!�������?���G�?�$���G�m¦ ª
�����¸�^�w�k¡^�k�T����¡����������^��� ¥[Ã!¡¸�&���»��Ú&Ù�������T���Ë�k�G�$��¡������G� � �!� © �X: �+:G�������¬�����É�&���»���G�!·M�G�$�
�!���^�d������d�k���G�$� � ������������G�$�)²v��¡������G� � �!��¢I�G���&���M����¡����G�$������^�w�0¥é�Vª-ß � ¢I�$���$���!¡����?�k�!�
¢Þ�k� ��k���¡�� � ���Ê�^�k�$���+�v��k�ã�&���±Û+��������^�� � ��¡Þ�$��� Ø ��¢IÙ�������T�����+�¶�&���±���G���¡
� �G����¡ � �!�Þ�;�!��¡��°�!�TÃ!��· � �!� � �d����¡��G�����$���+���!�����T� �-Ú&Ù�������T�������G�t�$��¡������G�G�°�^���G�É���k�!�+:

è : © �$ª��v�¹�$���TÃ!�?�8�+�&���Iä������T���
ϕ(x)

�!��¡
N(0, 1)

Âd²v��¡������G� � �!�¬· � �k�w�k� �&������¡����+ßX�G�!¡��I� �&³
�����G� � �!�$���¨���G����$���$�������±2���¹¥[���G�?�8º

ϕ(x) =
e−x2/2

√
2π

, ϕ′(x) = −
xe−x2/2

√
2π

, ϕ′′(x) =
e−x2/2(x2 − 1)

√
2π

ä����¼@Ä����!��Ù � �!�;���I�G�����$���®�k�Ä�!���®ÇT�����G�����Ä¢I�G�
ϕ′′(x) = 0

�X�X: �+:+�k�Ä�!���ãÇT�����G�����
x = ∓1

ß
ϕ

�w�k� �!��¡��°�!���¸@Ä��¡��
e−1/2/

√
2π

º

@Ä����!��Ù � �!�T���?º P1 =

(

−1,
e−1/2

√
2π

)

, P2 =

(

1,
e−1/2

√
2π

)

êrÃ!¡����G��
N(µ, σ2)

Âd²v��¡������G� � �!�Å�?�G�G�8º

@Ä����!��Ù � �!�T���?º P1 =

(

µ − σ,
e−1/2

σ
√

2π

)

, P2 =

(

µ + σ,
e−1/2

σ
√

2π

)

µT© ��ª�êrÃ!¡��&���§� �!�����G� � �!�3�$���
ϕ(x)

�k�±�!���±@Ä����!��Ù � �!�T�����¬�?�G�G�8º

ϕ′(∓1) = ±
e−1/2

√
2π

ä����¹@Ä����!���^�k�!�$���d�����»���G��É�k���^�I�$���$�������±2����¥[���G�?�8º

P1 : g1(x) =
e−1/2(x + 2)

√
2π

�k�G�G�:Gº
g1(x) =

e−1/2(x − µ + 2σ)

σ2
√

2π

P2 : g2(x) =
e−1/2(2 − x)

√
2π

�k�G�G�:Gº
g2(x) =

e−1/2(µ + 2σ − x)

σ2
√

2π

ä����¹@Ä����!���^�k�!�$���d�����»���^�!������!���¬�&���
x
ÂT�2�^������k�É�!��� ÇT�����G�����

µ ∓ 2σ
:

>



Wendepunkte  u.  −tangenten

µ − 3σ µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ + 2σ µ + 3σ

0

1 σ 2π

P1 P2

>&: © �$ª�Æ	���w���G���¡ì����¡�¢Þ�k�G�$��¡������G� � �!�£�����v�!��¡ì«¨�M�&�Ë�k�3�?�������^� © �!��¢ «¬�G�������G)��¡��Vª
µ
ßk¥[Ã!¡v����

p
Â&å � �k�d���G�

xp
���G���¡°����¡�¢Þ�k�G�$��¡������G� � �!�Þ�?�G�G� ©

up � p
Â&å � �k�T���G�t�!��¡

N(0, 1)
ª-º

F (xp) = W{X ≤ xp} = Φ

(

xp − µ

σ

)

= p

=⇒
xp − µ

σ
= up =⇒ xp = µ + upσ

ä¹��¡°ár�k¡^�k¢3������¡
σ

© ÇT�^�k���k¡���k�d¶������� � �!�ßrÇT��¡�� �!� �!�Tª	��¡��?�G�!� �����^�±�k�����I· � º

x0.25 = µ + u0.25σ =⇒ σ =
x0.25 − µ

u0.25

=
75.5 − 89

−0.6745
= 20.02

©�� �k�����G���?º
u0.25 = −u0.75 = −0.6745

ª
© ��ªÉ9�>$î§Â&å � �k�d���G�Rº

x0.75 = µ + u0.75σ = 102.5

Æ	��¢É:Gº � � ��Ç �T¢I¢3����¡������?¡�Ã!��!���¨�?�G�G�2�!����¡
x0.75 = µ + (µ − 75.5) = 102.5

:
Ý?7$î§Â&å � �k�d���G�Rº

x0.90 = µ + u0.90
︸︷︷︸

1.2816

σ = 114.65

C



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

x
0.25

 x
0.50

=µ 

x
0.75

 

x
0.90

 

© �5ª�ä�����@®�k�!¡���������G�!�G���^�!�$���G�����®¶��¡��!���Ä� � ¡����ãÇT�^�k���k¡��&��������¡ � �!�¬� � ¥¶�&���IÇT�^�k���k¡��;³
���¡�¢Þ�k�G�$��¡������G� � �!�"· � ¡�Ã���;�$�-¥éÃ!�!¡�� ©

Φ �
²v��¡������G� � �!�$� ¥ � �!�T�������¨�!��¡

N(0, 1)
ª-º

W{X ≤ 100} = Φ

(

100 − µ

σ

)

= Φ(0.5496) = 0.7087

W{X > 80} = 1 − W{X ≤ 80} = 1 − Φ

(

80 − µ

σ

)

= 1 − Φ(−0.4497) =

= 1 −
[

1 − Φ(0.4497)
]

= Φ(0.4497) = 0.6735

W{|X − µ| > 10} = 1 − W{|X − µ| ≤ 10}

= 1 − W{µ − 10 ≤ X ≤ µ + 10} =

= 1 −

[

Φ

(

µ + 10 − µ

σ

)

− Φ

(

µ − 10 − µ

σ

)]

=

= 1 −

[

Φ

(

10

σ

)

− Φ

(

−10

σ

)]

= 2

[

1 − Φ

(

10

σ

)]

=

= 2
[

1 − Φ(0.4996)
]

= 2 [1 − 0.6913] = 0.6173

Æ	��¢É:Gº
Φ(−x) = 1 − Φ(x)

:

9
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F (x) =











0 x < 0

1 −
3

4
e−x/12 x ≥ 0
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x0.5

© ��ª
F (x0.5) =

1

2
=⇒ x0.5 = −12 ln

(

2

3

)

= 4.87 [
«¬�G�

]

© �5ª
W{X > 20|X > 10} =

W{X > 20}

W{X > 10}
=

e−20/12

e−10/12
= e−5/6 = 0.435

Æ	��¢É:Gº �]¢ ë¯���$����^�k��·§· �
F��

�
D�E�� �?�G�G�2�!����¡8º

W{X > 10} =
3

4
e−5/6 < e−5/6

ä¼: �+:G� © �&���¯²v��¡������G� � �!�Þ�$����ª
X

�w�k�°���G� ¤ ë¯�M������d���!��� ¦V:

í
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X

�$�� G¯®8°
± E¥² :&§v�����)����!���³�U���µ´¥¶!���&����§©�k���ª�k�!«N¤������N�^�!�d !�!¡·�!���·§v����¢����!����¤! !�!¡$¢^¢^�k��«$:

<&:¹¸U�Q�$�»º����H¡$���»�U���?¼d½m¢��
X

���H��µ�k &´F�!���"�!�����U�����¡d�k���H�$���·¡d�k�!«8���·º��k�!¾������&��¢�¿;�����©�$���������H¾H���
¢W¬ÁÀJ�H�2§v���������H¾H !�!¡$¢ ´¥ !�!¿;������

F (x) Â ¢��¯¡?�H¾H�8¼

E(X) =
∞
∑

x=0

[

1 − F (x)
]

�¥¤����	�����N���!����Ã�U����ÀJ�H�ÅÄÅ�H¾Æ´[�Ç�$��È�Q�$���!���É�v���¹�k���� !�!¡$¢��¹���������H����Å¡$�N�À3��������¢��^�Ê�$��� Ë
�����H¾H�����Ì¢-¬ Â X ∼ Gp Â ÀJ�H��@Ã�k�!��¢��^����H�!¾H�����!¿$���H��¢ ´[ !�!¿U������+¼

pX(x) = p (1 − p)x−1, x = 1, 2, 3, . . .

Í&:�Îµ���¯ÏÅ��&�H ¢
X

���H��N¢JÐµ������¢��N¢¯¢����	���H��"¢-¬ÑÀJ�H�¯Î������U���
f(x) = e−x ´¥¶!�

x > 0
 !��

f(x) = 0
¢^��¢��8:

�Q�$�»º����H¡$���É�U����«N !�wÒ���¢�� Â ��kÓ
E(Xk) = k!

´[¶!�
k = 1, 2, 3, . . .

:
�¥¤����	�����N���!����·�U���2ÀJ�H�©ÄÅ�H¾Æ´[�2�!�N¢�Ôm�&�k��«8�N¢v�$�À� !�U¤����2 !Ó?�����·�U�^�k����¢����H¿$���mÕÖ�!���¨�����¹�k� Ë

�� !�!¡$¢��¹�����Å�!����Ðµ������¢ ×�Ò�^��
A = X2π

:
�[�5���	�����N���!����³�U�����&���µ§©�k���ª�k�!«��!���ÅÐµ������¢ ×�Ò����?:

Ø :��	�N¢����HÀJÀ3���Ù�U���J´¥¶!�Ç���H��3����À¨�k¾H�$���������H¾H���Ú¢W¬ Â X ∼ N(µ, σ2) Â �!���������¹�k���� !�!¡$¢��¹�����
�$��

|X − µ|
:

>&:��	�����N���!������U�����Q�$�Ö�!���É�����	�k���� !�!¡$¢��)������ !��Ù�¥¤��Ö�&���J�U������ ! !�!¡³�SÛÝÜ��?¢��H���H�$��@³ !��«8��¾
�k ¢��!���Ö§©�k���ª�k�!«0��´[¶!�Ö�&���Ç@Ã�k������«8���H���$�� G�®5°ßÞFE�D :§v�����¹����!���Ã�U���¦´[¶!�Å�&����§©�k���ª�k�!«�Ë
¤������N���!�U !�!¡"�!���·§v����¢��^�!����¤! !�!¡$¢�¢^�k��«$:

C&:����H�Ì@à¶!� ´Q��¾+�2�H���»«N�¹���HÀ¨�k¾t !�w�k¤!�wÒk�!¡?�H¡"¡$���)�� ´Q���Ì !��
Z = |X1 − X2|

¢����i�!���ÖáÖ¤¢^�kË
¾H !��¤������^�k¡»�!���¦ÎÅ�ÆâF�������!«J�!���¦¡$���)�� ´Q������ãáÖ !¡$���!«5�k�!¾����

X1 Â X2

:��	�N¢����HÀJÀ3�����U���·�Q�$�
�!���Ìä��H������¾H�)�����Å !��É¸U�¥¤��	�&���¦§©�k���ª�k�!«��$��

Z
:

�	����¢�Ü!����¾]�¥�����H¾L�m�¦ÀJ�H���f¸k�¹�¹�����!���Ì�HÀÑÐÅ��d�$����¢^�k������H !Àå¤����w�k��!��¾H�8:



��� ¢� !�!¡$���Ì«N !À�C&:�¹¾ª�k���

6?: �Q�$��áÖ¾H¾H¡$��À3���H�Ì¡?�H¾H�8¼
n

∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
, n = 1, 2, 3, . . .

Î¦�kÀJ�H�2´[�¾H¡?�8¼

E(X) =

50
∑

x=1

x2

1275
=

50 · 51 · 101

6 · 1275
=

101

3
= 33.6̇

�¥¤���áÖ¾H¾H¡$��À3���H�Ì¡?�H¾H�8¼
n

∑

k=1

k3 =

[

n(n + 1)

2

]2

, n = 1, 2, 3, . . .

Î¦�kÀJ�H�2´[�¾H¡?�8¼

E(X2) =
50
∑

x=1

x3

1275
=

1

1275

[

50 · 51

2

]2

= 1275

����^�Ì�!��ÀÑ§v����¢��^�!����¤! !�!¡$¢�¢^�k��«�¡?�H¾H�8¼

§©�k�
(X) = E(X2) − E

2(X) = 1275 −

(

101

3

)2

=
1274

9
= 141.5̇

<&:¹¸U�Q�$��ÏÖ���H��µ !À3����&����+¼

E(X) =

∞
∑

x=0

xp(x) =

∞
∑

x=0

∞
∑

k=x+1

p(k) =

∞
∑

x=0

W{X > x} =

∞
∑

x=0

[

1 − F (x)
]

�	��À»:H¼ @ã��¡$�����!���	�¥�$��^�k ¢�¡$�N¢�����«N�������������
	���������¦ÐÖ��U�$����¡$���!«	�$�� ∑

x xp(x)
�[�F: �+:

∑

x |x|p(x) < ∞
�)��¢����&�����¤!�H¡$��ÏÖ���H����U !À3����&�d !�!¡�«N !¾ªÒ¢�¢��H¡:

�¥¤����r¶!�Ö�&���µ§v���������H¾H !�!¡$¢ ´[ !�!¿U������É�!���
Gp �

§v���������H¾H !�!¡¨¡?�H¾H�8¼

F (x) = 1 − W{X > x} = 1 − (1 − p)x, x = 0, 1, 2, . . .

Î¦�kÀJ�H�2´[�¾H¡?�8¼

E(X) =

∞
∑

x=0

[

1 − F (x)
]

=

∞
∑

x=0

(1 − p)x =
1

1 − (1 − p)
=

1

p

<



Í&: �Q�$��Î����N¢J«8���H¡?�ÚÀ¨�k��ÀJ�H������¾�¢��¥�2���N�!������¾H�����W�3Üw�k��������¾H¾����Ú½f�d����¡?�^�k������ �U�!���3���H�&´S�������
�2���µ´Q�¾H¡?�8¼

E(Xk) =

∞
∫

0

xk e−x dx =

∞
∫

0

x(k+1)−1 e−x dx = Γ(k + 1) = k!

�¥¤����µ����Ì�!��Àå�&�k��«��$�À  !�d¤����2 !Ó?�����³�U�^�k����¢����H¿$����¡?�H¾H�8¼

E(A) = E(X2π) = π

∫ ∞

0

x2 e−x dx = 2!π = 2π

�[�5���µ����Ì�!��À�§v����¢����!����¤! !�!¡$¢�¢W�k��«Ç¡?�H¾H�8¼

§©�k�
(A) = E(A2) − E

2(A) = π2
E(X4) − 4π2 = 4!π2 − 4π2 = 20π2

Ø :Å�&�k��«��$�À� !�d¤����2 !Ó?�����Ê�U�^�k����¢����H¿$���8¼

E(|X − µ|) =

∞
∫

−∞

|x − µ|

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

dx
�
f(x)

¢��UÀJÀ3��������¢��^�» !À
µ
�

= 2

∞
∫

µ

x − µ

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

dx

( �U !¤¢��8:H¼
z =

x − µ

σ

)

= 2σ

∞
∫

0

z
√

2π
e−z2/2 dz

=
−2σ
√

2π
e−z2/2

∣

∣

∣

∣

∣

∞

0

= σ

√

2

π

>&:�Î����µ@Ã�k������«8���H�Ö�w�k�Å���H��¦¡$��ÀJ��¢����U����§v���������H¾H !�!¡ÚÀJ�H�8¼

p(0) =
1

4
; f∗(x) = F

′

(x) =
1

16
e−x/12I[0,∞)(x)

�Q�$�

E(X) = 0 · p(0) +

∞
∫

0

x

16
e−x/12 dx =

3

4

∞
∫

0

x

12
e−x/12 dx

︸ ︷︷ ︸

= 12

= 9 � äÌ�H���

Í



�¥¤��

E(X2) = 02 · p(0) +

∞
∫

0

x2

16
e−x/12 dx =

3

4

∞
∫

0

x2

12
e−x/12 dx

︸ ︷︷ ︸

= 2·122=288

= 216

§©�k�
(X) = 216 − 81 = 135;

�U������ ! !�!¡
=

√
135

.
= 11.62 � äÌ�H���

�	��À»:H¼ �r¶!�����H������;Ü������d���ª�k¾H�$���������H¾H����¢W¬
X ∼ Exτ

¡?�H¾H�8¼

E(X) = τ, E(X2) = 2τ2,
§©�k�

(X) = τ 2

C&: �Q�$��Î¦�¢	´[�¾H¡$����!���;�����À¨�J«8���H¡?�Å�&���¦@ã�������¦�$��
|X1 − X2|

¼

X1\X2

6 < Í Ø > C
6 7 6 < Í Ø >
< 6 7 6 < Í Ø
Í < 6 7 6 < Í
Ø Í < 6 7 6 <
> Ø Í < 6 7 6
C > Ø Í < 6 7

E(|X1 − X2|) =
∑

x1, x2

|x1 − x2| p(x1, x2)
︸ ︷︷ ︸

1/36

=
2 (5 · 1 + 4 · 2 + 3 · 3 + 2 · 4 + 1 · 5)

36

=
35

18
= 1.94̇

¸U�¥¤��

E
(

(X1 − X2)
2
)

=
∑

x1, x2

(x1 − x2)
2p(x1, x2)

=
2 (5 · 12 + 4 · 22 + 3 · 32 + 2 · 42 + 1 · 52)

36

=
35

6
= 5.83̇

=⇒
§©�k�

(|X1 − X2|) =
35

6
−

(

35

18

)2

=
665

324

.
= 2.052

Ø
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6?:����������!�5�k�!�
Nt �$� ���]�������G�?�!�����^���;�����$: �¡:�¢i�����-£ � �w�k�!��¤&£P�?¥��¦¤&£[§��^¨k�$���k�©���G����©����¤ª�«$���

�;¬ ����;��� � ���8¥X��§�ª?:¯®��G°²±����G§��G�d§���� � �k�G� (0, t]
�����v���G��³�w�´ª^�

Pλt � ����§����G�G§��3�-µ�¤!� ¬ Tr
�����

¬ ����±����G§���¶w�k�!��¸·!���2�M¤!°���¤&£�§�����§���� ¬ �M� r ¹ §����º�������G�?�!�������M�8:
�P�$®��	�M��§��G°I°3���©T��� ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!� �$� � T1

:
¼ _=cMW�b _=Z S ½$bm_¯¾Vb c�j5_=b�¿makc´À^efN0Z[O

W{T1 > x} = W{Nx = 0}
Y

Á ��·�®��	�M��§��G°I°3���©T��� ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!� �$� � Tr
£[Â!�

r > 1
:

<&:
X

�^���¡���G��Ã�w�´ª^�
χ2

n � ����§����G�G§��Ä�Vµ³ÅÆ·��M��§��G°I°3���ÇT��� ¬ ���È����ª^�d§�� �$� � Y =
√

X/n
:»v����ÉÆ��� ¬ ���ÃT��� ¬ �k�M¤ ¬ ���º¢+�^�k�� £ � ��°Ê�k§�� � ����^�k§���£�Â!������ª��T§����+:

Ë&:��������Vµ
X

�^���i��§���§��G��¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§Í�k¤&£ ¬ ��°ÏÎf�d§���� � �k�G� [−π/2, π/2] Ð ����°I�G§�§����G�ÄT���£[Â!�
Y = cos(X) Ð

�P�$® ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!�$��£�¤!�!«;§�� � �Ñ�RÒÓT«;�G�M�8�5Ô?±�����ª��!�T¤!�!�T®-Å
��·�® ¬ ���Í����ª^�d§��-£[¤!�!«T§�� � �Õ�RÒ�T«T�G�M�8�5Ô?±�����ª^�!�d¤!�!�T®-Å
�[ª5® ¬ ���×Öº�G§�§����GÉ)����§8Å

Á � ¬ ® ¬ ���¸»Ø�k���Ù�k�!�$:
Ú :

X
�����	���G�����§���§��G�$���VµÛ°I�G§I����ª��T§��

f(x)
¥
x ∈ R

:i����°I�G§�§����G�ÜT�������G����Ý�k�G�G�$��°3���G������¤� ¬ ��¤ª�«Í£�Â!� ¬ ���)����ª^�d§�� �$� � Z = X2
:0Þ�·�����¶!��Â&£[���3T��� ¬ ���2µ�Â!�G§��G�?«$���G§ ¬ �M���¦¤� ¬ ��¤ª�«&��k��ß¡�k� ¬�¬ �M���	������¶!���������k¤� ¬ ����» � �����M��¤!�!�3°I�G§

X ∼ N(0, 1)
:

>&:à�P�$®"@á���¦«?�k�!��°Ê�k�â�Æ� � ·w�´ª^�d§�¤!�!�$���©���G����	��§ � ª^�w�´��§�����ª�����ºµ¡��ã´ä$��°I�G§ ¬ ���Æ£ � �G�$��� ¬ �������ª��T§������G°�¤!�G����������å

f(x) =
α xα

0

xα+1
, x ≥ x0; α, x0 > 0

µ¡������ÃT��� �$� �æ�P�k¤&£
(0, 1)

®	¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§����È±�¤&£P�k�G�����5�k�!�����©�k¤�8:
Á ��·�®�Îf°I¶!����°3���d§����������©T��� ¬ ��� � ·!�G�$�ÍT�G°�¤!�Ù�k§�� � �º�k���¡ç ¹Tè ¤!�!«T§�� � �+:!Þ�·�����¶!��Â&£[���×T��� ¬ ���è ¤!�!«;§�� � �é�?�^�k¶!�!���^ª��+¥+�G� ¬ ��°êT���3���G�Ü�[����ª��T§�� ¹ ®Íß�����§ � �?�^�k°I° �$� � n = 1000

� ������8��¤!�?§����Ü±��k�!�����ë°I�G§ ¬ ���I����ª��d§��
f(x)

Â!·������Ù�k�$�����+:�ì����!°3���íT���"« � �!«T����§����K®
α = 1

¥
x0 = 0.5

¤!� ¬ ���G�K®
α = 3

¥
x0 = 1

:
C&:à�P�$®������IÖ©��§�� �T¬ � ¬ ���ÍÎf� � ������� � � ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!�$��£�¤!�!«;§�� � �é�M¤!��T�G°�¤!�Ù�k§�� � � �$� �é�	�-î

� ·w�´ª^�d§�¤!�!�$��� �$� �â�Vµ��"�Ù¨kä?§	����ª����k¤ª���·���� ¬ ����«T����§����Ä� �;¬ ���)�$��°I����ª^�d§�����®�µ¡��ã´ä$����k�TÉ)��� ¬ ���+:Æ�¡�k·����¦��§�Â!§��M§Ê°Ê�k�Ü����ª^�Ü�k¤&£Í���G�� � ���^�k�G�G�$��°3���G�����§��º�¡�-ï�!�G§�� � � ¬ ���Îf� � ���������º���G�����»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � Ð
F−1(u) := inf{x : F (x) ≥ u}, 0 < u < 1

�����Ù¨k¤!§������ÈT���¸�?�^�k¶!�!����ª^�+¥ÉÆ�´� ¬ ���M���Í�¡�-ï�!�G§�� � ��·�� ¬ ��¤!§���§8:



��·�®����G�Ã�¦�G� � ���G§��!°�¤���M¤!�������8��¤!�?¤!�!� �$� �º¶ � ����� � � � ����§����G�G§����©�	� � ·w�´ª^�d§�¤!�!�$���+¥
X ∼

Pµ
¥&�Ù�k¤!§���§�É2���¡£ � �G�?§ Ð

� 65®â�����8��¤!�$�Í���G��Ê�P�k¤&£
(0, 1)

®2¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§���±��k�!�
U

Å
�P<$®×;��§��8�

i = 0
¥
α = e−µ ¥

F = α
Å

�PË$®�@Ä���!�
U ≤ F

¥!����§��8�
X = i

¥��§ � ¶+Å
� Ú ®×;��§��8�

α =
µα

i + 1

¥
F = F + α

¥
i = i + 1

Å
�P>$®×µ¡����¡�M¤æ�PË$®-:

±����G�$����T���?¥ ¬ �kä ¬ ���M�����Ø���G� � ���G§��!°�¤�)§^�k§��^¨´ª��!�G��ª^�"�	� � ·w�´ª^�d§�¤!�!�$���â���G������ � ����� � �&î� ����§����G�G¤!�!�Ê°I�G§ ¬ ��°��r�k�^�k°3��§����³��� Ö×�G§�§����GÉÆ����§V®
µ

�$�������������§8:
Á �[ª5®"@Ü��� � £[§¸É2�G� ¬ �PË$®��G°àÖº�G§�§������M¤!�������8��¤!�?¤!�!�����
	����� � ����� � � ¹ �	� � ·w�´ª^�d§�¤!�!�Ä�k¤&£Kî�$����¤&£[����å

�	������¶!�����]��§����G�K®m��°I�G§�� Á ®ÆÉ)��� ¬ ���º�G°�� � � � �����^�k§ � ���G¤!° ·����w�k� ¬ ���G§8:

<



� ã?��¤!�!�$���º�M¤!° 9;:�Æ�Ù�k§�§

6?:à�P�$®������¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � T1

·��M��§��G°I°�§�°Ê�k��É2���¡£ � �G�?§��
x > 0

® Ð

FT1
(x) = W{T1 ≤ x} = 1 − W{T1 > x} = 1 − W{Nx = 0} = 1 − e−λx

�����¸����ª��T§��Í·���« � °I°�§¦°Ê�k� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð
fT1

(x) = F
′

T1
(x) = λe−λx, x > 0

����� � �?�G�G§ Ð T1 ∼ Ex1/λ

:
Á ��·�®������¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Tr

�Ù¨kä?§¦����ª��º�k¤&£v�k�w�k� � �$�Í@Ä�������¡·��M��§��G°I°3��� Ð

FTr
(x) = 1 − W{Tr > x} = 1 − W{Nx ≤ r − 1} = 1 −

r−1
∑

k=0

(λx)ke−λx

k!

�����¸����ª��T§��Í·���« � °I°�§¦°Ê�k� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð

fTr
(x) = F

′

Tr
(x) = −

r−1
∑

k=0

k(λx)k−1λe−λx − (λx)kλe−λx

k!

= λ

[

r−1
∑

k=0

(λx)ke−λx

k!
−

r−1
∑

k=1

(λx)k−1e−λx

(k − 1)!

]

= λ
(λx)r−1e−λx

(r − 1)!

=
xr−1λre−λx

(r − 1)!
, x > 0

Tr
����§¦�k��� � �d�k°I°Ê� � ����§����G�G§ Ð Tr ∼ Gam(r, 1/λ)

:
�	��°�: Ð ���G��Êµ¸�k°I°Ê� � ����§����G�G¤!�!� ¬ ��� � ·!�G�$���Ä����§3� ¬ : �+:G¥ ¬ ���Í������§�� �r�k�^�k°3��§���������§���G��¸�w�k§�Â!���G��ª^���±��k�!�K®Æ����!�T§¦°Ê�k�º�k¤ª^��� ����� 	��
	 ����� ������ 	��?:

<&:��������¦°I«$���!�^�k·!·!�G� ¬ ¤!�!� �$� � y =
√

x/n
����§��$���$��·���� ¬ ¤!��ª�� x = ny2

ÅÆ�w�´ª^� ¬ ��°¢t�^�k�� £ � ��°Ê�k§�� � ��^�^�k§��Í£[Â!������ª��d§����º�?�G�G§ Ð

fY (y) = fX(ny2)

∣

∣

∣

∣

dx

dy

∣

∣

∣

∣

=
(ny2)n/2−1e−ny2/2

Γ(n/2) 2n/2
· (2ny)

=
2(n/2)n/2yn−1e−ny2/2

Γ(n/2)
, y > 0

�	��°�: Ð �����M�2����§ ¬ ��������ª^�d§������G����
χ ��� ����� ������ 	��Í°I�G§

n è �����G����G§����?�^� ¬ ���+:

Ë



Ë&:������¸»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � X
����§2�$���$��·�����É2���¡£ � �G�?§ Ð

FX(x) =
2x + π

2π
, −

π

2
≤ x ≤

π

2

�P�$®"»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Y = cos(X) Ð
FY (x) = W{cos(X) ≤ x} = 1 − W{cos(X) > x}

= 1 − W{− arccos(x) ≤ X ≤ arccos(x)}

= 1 −

[

2 arccos(x) + π

2π
−

−2 arccos(x) + π

2π

]

= 1 −
2 arccos(x)

π
, 0 ≤ x ≤ 1
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VF von Y = cos(X)
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��·�®������Í����ª��d§��������?�G·!§¦����ª^� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð
fY (x) = F

′

Y (x) =
2

π
√

1 − x2
, 0 ≤ x < 1

�[ª5®��¡���Ü����É	�k��§�¤!�!�$��É)����§ �$� � Y
·������Mª��!���§"°Ê�k�á�k° ���G�&£P�´ª^���§����í°I�G§ ¬ ��° &�k§��

�$� ° ¤!�d·���É2¤!ä?§����ÃT§^�k§�����§��G«$�����
fX(x) = 1/π

¥
−π/2 ≤ x ≤ π/2

® Ð

E(Y ) =

π/2
∫

−π/2

cos(x)
1

π
dx =

sin(x)

π

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

−π/2

=
2

π

Ú



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
1

2
3

4
5

Dichte von Y = cos(X)

x

 

2

π

Á � ¬ ® è Â!� ¬ ���Í�	�����Mª��!�T¤!�!� ¬ ���¦»Ø�k���Ù�k�!�Í�d¤!§��M§�°Ê�k� ¬ ���¸�	���M�����d¤!�!� Ð
2 cos2(x) = 1 + cos(2x)

�¸�k°I�G§2£ � �G�?§ Ð

E(Y 2) =

π/2
∫

−π/2

cos2(x)
1

π
dx =

π/2
∫

−π/2

1 + cos(2x)

2π
dx

=
x + sin(2x)/2

2π

∣

∣

∣

∣

∣

π/2

−π/2

=
1

2

=⇒
»Ø�k�

(Y ) =
1

2
−

4

π2
=

π2 − 8

2π2

Ú :�±�¤!�w¨´ª^���§�����°I�G§�§����G§�°Ê�k� ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Z = X2 Ð

FZ(x) = W{Z ≤ x} = W{X2 ≤ x}

= W{−
√

x ≤ X ≤
√

x}

= FX(
√

x) − FX(−
√

x), x ≥ 0

>



�����Í����ª��d§��������?�G·!§¦����ª^� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð
fZ(x) = F

′

Z(x) =
1

2
√

x

[

fX(
√

x) + fX(−
√

x)
]

, x > 0

� � ����� � �����
X ∼ N(0, 1)

fZ(x) =
1

2
√

x

[

1
√

2π
e−x/2 +

1
√

2π
e−x/2

]

=
1

√
2πx

e−x/2 =
x1/2−1 e−x/2

√
π 21/2

, x > 0

�����M�2����§ ¬ ���Í����ª��T§������G����
χ2

1 ¹ »v����§����G�G¤!�!�:
>&:à�P�$®��	���+»v����É)��� ¬ ¤!�!� ¬ ���¦Ö©��§�� �T¬ �¸�]Î]� � ������� � � ¬ ����»v����§����G�G¤!�!�$��£�¤!�!«;§�� � �;��·��M��§��G°I°�§°Ê�k���M¤!�w¨´ª����§ ¬ ���¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � Ð

F (x) =

x
∫

x0

αxα
0

uα+1
du = −

xα
0

uα

∣

∣

∣

∣

∣

x

x0

= 1 −
(x0

x

)α

, x ≥ x0

F (x)
�Ù¨kä?§¦����ª��×���G�&£R�´ª����G� � ����§���������� Ð

F−1(u) = x0 (1 − u)−1/α, 0 < u < 1

Îf��§
u

���G����P�k¤&£
(0, 1)

®�¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§��Ê±�¤&£R�k�G�����5�k�!�R¥X� � ����§
F−1(u)

���G��³�w�´ª^�
f(x) � ����§����G�G§���±�¤&£R�k�G�����5�k�!� Ð

u 7−→ x0 (1 − u)−1/α

�	��°3����«T¤!�!�$��� Ð� 65®"@Ä���$���
U ∼ U(0,1) ⇒ 1 − U ∼ U(0,1)

«?�k�!�Ã°Ê�k�Ä�k���§����G��� �$� � 1 − u
�G°

� ·!�G�$���×��¤� ¬ ��¤ª�«��k¤ª��
u

����!°3���+:
�P<$®����G���»v����§����G�G¤!�!��°I�G§ ¬ ��� � ·!�G�$���"����ª��T§�������!�d§	°Ê�k��� � � � �
	 ��� ����� ������ 	��?Å!�����É2�G� ¬ ¤+:=�&:5·���� ¬ ���rÖ �;¬ ���G�G������¤!�!� �$� ��� � �¦îm±����G§���� �$� ��·����G����·!�G�$��� ��� � �8�M�������+¥

¬ ����µ���ã´ä$� �$� �×@Ä��· ¹Tè �G���M���k¤&£�Îf�d§��������§ ¹ ;��� � ����� �;¬ ��� ¬ ���	�]ì��´ª^� ¬ ���!«T�8���G§m��$� ��@Ä��·&î]�Æ� � É��������Ã�k�!�$��É)��� ¬ ��§8:
Á ��·�®������Í£ � �G�$��� ¬ ���Ñç ¹Tè ¤!�!«;§�� � ����Ã·������Mª^�!���� ¬ ����@Ä����§�� ¬ ��������ª��T§���·!�MÉÍ:w�����8��¤!�$���±�¤&£P�k�G�����5�k�!�����×���G���� ���k����§ � îR»v����§����G�G¤!�!� Ð

���������������������� ����!��"�$#&%('&%�)*'+��,"��-.� /�0
��,"��-.�.12#&%�)�3���,"��-.� /�4�%�35#+��,"��-.��687�/:9

����������������������� ����!��"�$#��;'&%�)*'+��,"��-.� /�0
�$<=�>�.�?����� !��(#��@/
%�).1��(<=�832#A��7"4���,"��-�� /B9

C



�¡����Öº�G§�§����GÉ)����§����G���� �r�k�^�k§�� � ¹ »v����§����G�G¤!�!�����&����§�������§2�d¤!��£�Â!�
α > 1 Ð

E(X) =

∞
∫

x0

x
αxα

0

xα+1
dx =

∞
∫

x0

αxα
0

xα
dx < ∞

£�Â!�
α > 1

�����¡»Ø�k���Ù�k�!�����&����§�������§2�T¤!��£[Â!�
α > 2 Ð

E(X2) =

∞
∫

x0

x2 αxα
0

xα+1
dx =

∞
∫

x0

α xα
0

xα−1
dx < ∞

£[Â!�
α > 2

�����M�ÍÉ2�G��«;§�����ª^�é¤+:=�&: ¬ �k�!�G�!�$������ ¬ �k¤�8¥ ¬ �kä×£�Â!�
α ≤ 2

�����!���?� � ä$�I@Ä����§��3°I�G§¶ � ���G§�� � ���Æ@é�k�!����ª�����G�!�G��ª^�!«$���G§ �$� ��« � °I°3���â«$ã´�!����+:&�����M�^�M�����w¨k� � °3���â�Ù¨kä?§	����ª^��k¤ª^�"·���� ¬ ��� � ·����â�k�!�$�-£�Â!�!��§����â�	������¶!����������·�� � ·w�´ª^�d§����+¥ ¬ ��·���� ¬ ���M���������dÉ)���&î
¬ ¤!�!�$��� α

°3������§ ¬ ��¤!§��G��ª^�í«;�����G���� �k���Ê<Ã����§×���$: ��:v�G�����?§3·���� ¬ ��� ì��´ª^� ¬ ���!«T�8���G§���G��M�2@Ä��· ¹ �Æ� � É��������
α

§��;¶!����ª^�����É)���������MÉ2����ª�����©7&:=C³¤!� ¬ 7&:��$®-:
Îf° ������§���� è �k�G����°I�G§

α = 1
¤!� ¬ x0 = 0.5

®vÉÆ�k� ¬ ���¦�?��ã´ä?§��¡±�¤&£R�k�G�����5�k�!����§]ÉÆ� Ú C?7&Å�k¤� ¬ ���M����°�µ���¤!� ¬ É2�G� ¬Ñ¬ ���"�¸�k����§����G�G¤!�!�Ä�k¤&£ ¬ ���ë�Æ��������ª^�
[x0, x0 · 0.05−1/α]���G�!�$�M��ª^�!�^¨k�!«T§×�

x0 · 0.05−1/α ����§ ¬ �´���?>�� ¹
	 ¤w�k�d§��G� ¬ ���³»v����§����G�G¤!�!�Å � �?�R:2�P�$®�®-: � ��ª^��¸�]��¤�������Gä$���m�¡�?�G·!§��M�2�G° �MÉ)���G§���� è �k�G�)��°I�G§
α = 3

¤!� ¬ x0 = 1
®Æ�!��ª��T§8:

(α, x0) = (1, 0.5)
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(α, x0) = (3, 1)
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�	��°�: Ð �����¸�¦·!·!�G� ¬ ¤!�!�$���ºÉ2¤!� ¬ ���×°I�G§ ¬ ���â£ � �G�$��� ¬ ���éç ¹ � � °I°Ê�k� ¬ ��������§����G�G§ Ð
��,"��-�� ��� 7�� %�)B����)(<���� 7 <��	�
� <
����,"��-�� �.���� %�)����B7���� <��	�
� <
�:���B7 )�)�)
���,���� ���?)(<����
%����?���.�������.�2#��;'&%�)*'+��,"��-.� /
-:��� -8!����(#&%('��������������������(# %�) '��8��%(#&%8/"6 7@'�������)(<A7�/5' ���.� �!��"	#�$�%$' � ,�������&
�	'!(�% /
��,�!)� ���?������*��*#+) ' -,+��������!����(' ��,"��-.��4�%�) /
- !
���(#&% '��.�������,�	������� #&%�) '�� ��%(#&%8/ 687@'����
��)(<A7�/5' �.�.� �!�	"�#�$�%$'
%.,�!)�����2#+) '
���.!�,�! ��*(#&%�).15# 7�� ���,���� /�35#A�.7"4���,���-�� /�/�/ '-�.,�!)���	�.,�!)� '.�.,����!�0/21�!�� -.����/ '
�8�.! �!��� �
�����.!����.���*#�*��.�"���;#3/ #3/8' ,�!
��� #+�.,"��-��(' %54 )�6 / ')/�/!/�/ �
�	*��.�"���;#7/8#3/ '
,�!
�"�(# � '��@/5')/�/�/�/5'
,�!
���(#&�
����,"��-�� '��!��%�) /�/�/

%87 ���8���	�(#&%�) ' ���.!�,�! ��*(#&%�)�12# 7�� ���,���� /�32#A��7"4���,"��- � /�/ '-������) <A7�/
,�! �����2# % 7@' ����������.�*# % 7@'&%�)*'+��,"��-.� / '?,��
���87@' , 9������/
,�! �����2# �2#&%�) ' %�) / ' �2#+) '&��,"��-���4�%�) / ' ,���������/

T���¸ï� ¬ ��� ¬ ���M���I±����G�����Õ��¤!� ¬º¬ ����·���� ¬ ��� � ·!�G�$��� è ¤!�!«;§�� � �����®�¤!�T§�����:;=<?>A@��k¤&£
¬ ���¦Þ�·!¤!�!�$� ¹ ß � °3��¶w�k�$�?:

C&:à�P�$®�Ö×�G§
X ∼ pX(x)

¥
x ∈ Z

¥&¤!� ¬ U ∼ U(0,1)

�?�G�G§��w�´ª^�º�¡�-ï�!�G§�� � � �$� � F−1

X (u) Ð
W

{

F−1

X (U) = k
}

= W
{

FX(k − 1) < U ≤ FX(k)
}

= FX(k) − FX(k − 1)

= W{X = k}, k ∈ Z

�¦° ���G��×�	� � ·w�´ª��T§�¤!�!� �$� � X
�M¤Ü�$����������������+¥Ø�!�G°I°�§ °Ê�k� �k��� �Ä¬ ����«;�����G���§���d�k�!�8�³±��k�!�

k
¥w� �;¬ �kä FX(k) ≥ u

¥&£�Â!�����G�� �$� ��������$�������������§���¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§��
B



±�¤&£R�k�G�����5�k�!�
u
:´�����M������§����!��°I¶!�Ù�k������ª��3�G� ¬ ����£ � �G�$��� ¬ ���3�¦·!·!�G� ¬ ¤!�!�Í£�Â!�����G��

P3.5 ¹»v����§����G�G¤!�!�¡¤!� ¬ Ë2�$�������������§���±�¤&£P�k�G�����5�k�!����� ¬ �k���$�M��§����G�G§8:!�[ß������i�Ù�k¤!§���� ¬ ���2±��k�!�����+¥�G� ¬ ���������G����&£ � �G�$�Í�G�!�����¦�����8��¤!�?¤!�!�¥ Ú ¥�>&¥<&:¯®
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VF und generierte Zufallszahlen

x

F
(x

)

u1

x1

u2

x2

u3

x3

��·�®��¡���Í�k�!�$���$��·�����Ê�¦�G� � ���G§��!°�¤�Í���8�k�G����������§ ¬ ��� � ·!�G�$� ��� � �8� ¬ ¤!�¸£[Â!�¸���G��³¶ � ���^� � �&î� ����§����G�G§����Vµ³:w±�¤!���^ª��!����G���������º�	�����Mª^�!�d¤!�!� �$� � FX
É2�G� ¬º¬ �k·����t���G����¦��«;¤!����� � �� ����ÉÆ��� ¬ ��§����¦��«;¤!����� � ��^�k�&£R�k�!� Ð W{X = 0} = e−µ ® Ð

W{X = i + 1} =
µi+1e−µ

(i + 1)!
=

µ

i + 1
·
µie−µ

i!
=

µ

i + 1
W{X = i}

Á �[ª5®����G�G�$��°3���G�ÃÉ2�G� ¬ ;ª^�!���G§�§I�PË$®��$���w�k¤ ¬ �k�!� k
Ö©�k���k¤&£��$����¤&£P���+¥�É)���!�

U
�MÉ2����ª�����

FX(k − 2)
¤!� ¬ FX(k − 1)

�G�����?§8Å ¬ ����@é�k�!����ª^����G�!�G��ª��!«$���G§ ¬ �0£[Â!������§
pX(k − 1)

:�¡��������É	�k��§�¤!�!�$��É)����§�£[Â!� ¬ ���Í�¦�!�5�k�!�
Y ¬ ���¦��¤&£���¤&£P� �$� �æ�PË$®Æ����§¦�k��� � Ð

E(Y ) =

∞
∑

k=1

k pX(k − 1) =

∞
∑

k=0

(k + 1) pX(k)

=

∞
∑

k=0

kpX(k)

︸ ︷︷ ︸

= E(X)

+

∞
∑

k=0

pX(k)

︸ ︷︷ ︸

=1

= E(X) + 1

è Â!�����G��
Pµ ¹ »v����§����G�G¤!�!� �?�G�G§ Ð E(Y ) = µ + 1

:

�
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ONPQPSRUT VWV�XFXFX�Y Z[P]\^PS_=Z[PS_=`?Y PSaNX+_=b cdY \^e-Y \^PfV�gih[j5akbml?V
n bmoSckbfoiprqrgtsvuwg x;b yHY=T$z^{-{-|8}f~k}�|��W�^� 68�&:�����$:<?7?7?>j5R0o�Y=T5��_daUY5����}W}f~k}�� bf~���\W_=yHT n Y pra5oS`�bmof�iPSaNX+_=b cUY \WeWY \�P

6?:��Q�$�������H�$�����U�����[�!�����H����!�����U �����d�k ��H¡$�£¢� �¤;���w�¥¢� ���¢^����§¦���¨¥©$��ªJ�H 
µ = E(X) « ���¬�?®^¯k°�±³² ´�µ�¶&·¹¸tºU»?¼H·-½Qµ-¶d¾;ºU»?¿

W{X ≥ a} ≤
µ

a
, a > 0

À _=cNX�b _=Z T Á�ÂWyHY?j8_ÃbvÄ5b c�Å�bmX�b _=ZiÄ0bmoix;ZQe]Okbml8Æ5ZQe]OkbmÇ+È ZQe]Okb cÉqrc0Â-y=b _=efO8a0ckÂ0YÊ �ÌË��"@Í�����[¤¥ÎH�? ��kÏ¢ « ���ÉÐ��k��Ñ$¤kÒÉÓÔ¢������� « ���ÖÕi¢������ËU×;¢^����-ÒÉÓÔ¢��^���ØÙ�!�?Î��������UÏ!�!�UÚ
<&:��Q�$�"Ûv�����?Î������^����Ü�U�����Ì���N�^�!�������¢�����Ý0�?�^�kÞ!�!��¢��^���ß�Ì�!�à���H��3�w�¥���

N(µ, σ2)
¡$���� ����HÎH ��3¢W¦

X « ����@£�k�!��¢�������H�!ÎH���^�!Ñ$���H ���� ¿

Q(x) := W{|X − µ| ≥ xσ}, x ≥ 0ªJ�H  « ���á�kÏ¢ « ����Õt¢��^���Ëd×&¢�����-ÒÉÓÔ¢^�������ØÉ�!�?Î������^�dÏ!�!�"���N¢�Ï!ÎH ���������� « ���á@³���� ����+:
Ê �ÌË��"@Í��� « �����¤¥Î������U���3�Q�$�)�[�!�����H��Ö�w�¥�^�

Exτ
¡$���� ����HÎH ���¢W¦â:

�&:��������$��ª3���H�¢^�kª3���Ù���^�d ��ß¡$¤¥�
X

Ï!� « Y
¢����F�$���$��Ë�����ã2�����Q¤¥ÎH�?  ¿

f(x, y) =







x + y 0 < x < 1, 0 < y < 1

0
¢^¤¥�¢� 

�Q�$��ä	�N¢� ��HªJª3�����U��� « ���àåÙ�k� «!« ���^�d ����á¡$¤¥�
X

Ï!� « Y
:

�ÌË����U�H� « X
Ï!� « Y

�[¢� �¤U�^�w�¥¢� ���¢������2Ï!�w�kË!�wæk�!�?�H�UÚ
�[�5��ä	�����N���!����ç�U���

W{X + Y ≤ 1}
:

è :�é¤¥�� �¢^�� ��NÏ!�!�ê¡$¤¥� Gâë8ìÍí ¿
�Q�$��ä	�����N���!����ç�U����îï¤8¡

(X,Y )
:

�ÌË��"@Í�����?��¤¥©3��¢�  « ���àðÙ¤¥������Îñ�k ���¤¥�
ρXY

Ú
Ê �[�5��ò���ªJ�H � ���ÎH�³�U��� « ���ßåÉ���?���N¢^¢���¤¥�¢ �[Ï!�!ÑU ���¤¥����¹¡$¤¥�

Y
Ë����N�!�?ÎH���^�

X
Ï!� « ¡$¤¥�

X
Ë��-ó�N�!�?ÎH���^�

Y
Ï!� « ¢� ���ÎHÎ����¹�U���ÖË���� « �Ö�?�^�kÞ!�!��¢���� « �k�8:

>&:
X

Ï!� « Y
¢��������ôË!�H¡¥�k���ñ�k ��¤¥��ªê�kÎH¡$���� ����HÎH áªJ�H  « ���öõ��k�^�kª3�� ������

µ1 = 3 ÷ µ2 = 1 ÷
σ2

1 = 16 ÷ σ2
2 = 25

Ï!� « ρ = 3

5

:!ä	�N¢� ��HªJª3�����U��� « �����Q¤¥ÎH�$��� « ����@£�k�!��¢��^����H�!ÎH�����!Ñ$���H ���� ¿
�Q�$�

W{3 < Y < 8}�ÌË��
W{3 < Y < 8 |X = 7}�[�5�
W{−3 < X < 3}� « �
W{−3 < X < 3 |Y = −4}

C&:
X

Ï!� « Y
¢��������øË!�H¡?�k���ñ�k ê�¤¥��ªê�kÎH¡$���� ����HÎH "ªJ�H  « ���Íõr�k�^�kª3�� ������

µ1 = 5 ÷ µ2 = 10 ÷
σ2

1 = 1 ÷ σ2
2 = 25

Ï!� « ρ > 0
:�@³���!�

W{4 < Y < 16|X = 5} = 0.954 ÷ ã2�����?��¤¥©���¢� 
« �k�!� ρ

Ú
ä	����¢�Þ!����Î]�Ì ����HÎL�m�ÖªJ�H �� Ê �ïãï��� « ���á�HªùðÙ¤¥�d¡$����¢^�k �¤¥���HÏ!ªúË����w�k� « ��ÎH 8:



� ¨?¢�Ï!�!�$���á�NÏ!ª��&:äïÎñ�k � 

6?:��Q�$��ä	��ã)����¢à�UÏ!�Ö�[�!�à���H��3¢� ��� ��H�$�J¢W¦ ªJ�H à�����^�d ��
f

�Ì�Hª « ��¢�Ñ;���� ����³¤ « ���à�$��ªJ��¢����U ����éw�kÎHÎi�k���?Ï!ª3���U ������� Ùªê�k�¹�k�w�kÎ�¤¥�U� ¿

E(X) =

∞
∫

0

x f(x) dx =

∫

0<x<a

x f(x) dx

︸ ︷︷ ︸

≥0

+

∫

x≥a

x f(x) dx

≥

∫

x≥a

x f(x) dx ≥ a

∫

x≥a

f(x) dx = aW{X ≥ a}

Ê �ÌË����f¢� 
X

���H��ê�ÌË���ÎH����Ë!�H�$�5�É¢� �¤U�^�w�¥¢� ���¢��^���¦���¨¥©$�ÖªJ�H 
E(X) = µ

Ï!� « Û �k�
(X) = σ2 ÷¢�¤â�?�HÎH ��w�¥�^� « ���ÉÐ��k��Ñ$¤kÒÉÓÔ¢�������áØÙ�!�?Î��������UÏ!�!���

ε > 0
� ¿

W
{

|X − µ| ≥ ε
}

= W
{

(X − µ)2 ≥ ε2
}

≤
E
[

(X − µ)2
]

ε2
=

Û �k�
(X)

ε2

�����N¢2��¢� É�kË���� « ���ÖÕt¢��^���Ëd×&¢�����-ÒÉÓÔ¢^�����ØÉ�!�?Î������^�dÏ!�!�:
<&:��ÉÎHÎH�$��ª3���H�á�?�HÎH 2�Ì�!�

X ∼ F
Ï!� « x ≥ 0

¿

W
{

|X − µ| ≥ xσ
}

= 1 − W
{

|X − µ| < xσ
}

= 1 − W{µ − xσ < X < µ + xσ}

= 1 −
[

F
(

(µ + xσ) −
)

− F (µ − xσ)
]

ä	��ª�: ¿
F (x−)

��¢�  « ���ÖÎH�H�!Ñ;¢�¢^���H ��H�$� � �Hª3�N¢Ö¡$¤¥�
F

�k� « ���à�U ���ÎHÎ��
x � �[�!�Ö¢� ��� ��H�$�N¢

X
��¢� 

F (x−) = F (x)
:

�Q�$�
X ∼ N(µ, σ2)

¿
E(X) = µ ÷ Û �k�

(X) = σ2
:

W
{

|X − µ| ≥ xσ
}

= 1 −
[

F (µ + xσ) − F (µ − xσ)
]

= 1 −
[

Φ(x) − Φ(−x)
]

= 1 −
[

2Φ(x) − 1
]

= 2
[

1 − Φ(x)
]

, x ≥ 0

�����àÕt¢��^���Ëd×&¢�����-Ò	�&�;���!�^�k�!Ñ$����¢� 
1/x2 � ¢�������¢� 2�UÏ!�2�[�!�

x > 1
�H�&�Q¤¥��ªê�k ��H¡�:

x Q(x) 1/x27&:=7 6?:=7?7?7?7
∞7&:=> 7&:=C&659;6 è :=7?7?7?76?:=7 7&:=�&659¥� 6?:=7?7?7?76?:=> 7&:H68�?�?C 7&: è?è?è?è<&:=7 7&:=7 è >?> 7&:=<?>?7?7<&:=> 7&:=7&68< è 7&:H68C?7?7�&:=7 7&:=7?7?<$9 7&:H6?6?6?6�&:=> 7&:=7?7?7?> 7&:=7
�&68Cè :=7 7&:=7?7?7&6 7&:=7?C?<?>

<



Ê �ÌË��
X ∼ Exτ

¿
E(X) = τ ÷ Û �k�

(X) = τ 2
:

W
{

|X − τ | ≥ xτ
}

= 1 −
[

F
(

τ(1 + x)
)

− F
(

τ(1 − x)
)]

ér�!� « ���ÖÛv���� ����HÎHÏ!�!�$¢ �[Ï!�!Ñ; ���¤¥�¹���H����
Exτ

�dÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê�?�HÎH  ¿

F (x) =
(

1 − e−x/τ
)

I[0,∞)(x)

�Ö�kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

W
{

|X − τ | ≥ xτ
}

=







1 + e−(1+x) − e−(1−x) 0 ≤ x < 1

e−(1+x) x ≥ 1

x Q(x) 1/x27&:=7 6?:=7?7?7?7
∞7&:=> 7&:=C&68C?C è :=7?7?7?76?:=7 7&:H68�?>?� 6?:=7?7?7?76?:=> 7&:=7
�?<&6 7&: è?è?è?è<&:=7 7&:=7 è�� � 7&:=<?>?7?7<&:=> 7&:=7?�?7?< 7&:H68C?7?7�&:=7 7&:=7&6 �?� 7&:H6?6?6?6�&:=> 7&:=7&6?6?6 7&:=7
�&68Cè :=7 7&:=7?7?C$9 7&:=7?C?<?>
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Dichte von (X,Y)

�Q�$�������àåÙ�k� «!« ���^�d ��à¡$¤¥�
X

Ë��N¢� ��HªJªß �ªê�k� « Ï!���^� �f�d ����?�^�k ���¤¥�¹�w�¥���
y
¿

f1(x) =

1
∫

0

(x + y) dy = x +
1

2
, 0 < x < 1

�É�w�kÎ�¤¥�êË��N¢� ��HªJª� �ªê�k� « ���àå��k� «!« �����U ��à¡$¤¥�
Y

¿

f2(y) =

1
∫

0

(x + y) dx = y +
1

2
, 0 < y < 1

�ÌË��"@³���$���
f(x, y) 6= f1(x) f2(y)

¢��H� « X
Ï!� « Y

�!���^�d ÉÏ!�w�kË!�wæk�!�?�H�:
�[�5�

W{X + Y ≤ 1} =

1
∫

0

1−x
∫

0

(x + y) dy dx =

1
∫

0

[

x(1 − x) +
(1 − x)2

2

]

dx

=

1
∫

0

(

1

2
−

x2

2

)

dx =
1

3

è



è :��Q�$����Ï!�wæ¥�^�¢� ÉË��N¢� ��HªJªß Éªê�k� « ���áò���ã	�k�� �Ï!�!�$¢�ã)���� �¡$¤¥�
X

¿

E(X) =

1
∫

0

x

(

x +
1

2

)

dx =
7

12

�ÙÏ¢Ù�U×;ªJª3�� ��������?���!� « ���¹�?�HÎH 
E(Y ) = E(X)

:

E(XY ) =

1
∫

0

1
∫

0

xy(x + y) dx dy =

1
∫

0

1
∫

0

(

x2y + xy2
)

dx dy

=

1
∫

0

(

y

3
+

y2

2

)

dy =
1

3

Ð¹�H  « ��ªùÛv����¢��^�!����Ë!Ï!�!�$¢�¢^�k ��à�[�!��ðÉ¤5¡¥�k���ñ�k�!�8���¹�Q¤¥ÎH�? ��dÏ!� ¿
îï¤5¡

(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
1

3
−

49

144
= −

1

144

�ÌË���ér�!� « ���ÖÛ �k���ñ�k�!��¡$¤¥�
X

����Û �k���ñ�k�!�ß¡$¤¥�
Y

�)�?�HÎH  ¿

E(X2) =

1
∫

0

x2

(

x +
1

2

)

dx =
5

12
=⇒

Û �k�
(X) =

5

12
−

49

144
=

11

144

�Ö�kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

ρXY =

îï¤8¡
(X,Y )

√ Û �k�
(X)

Û �k�
(Y )

=
−1/144

√

11/144 · 11/144
= −

1

11

Ê �[�5�������Ö�������U ��à¡$¤¥�
Y

Ë�� « �H�!�?  « Ï!���^� X = x
��¢� 2�$���$��Ë�����ã2�����Q¤¥ÎH�?  ¿

f(y|x) =
f(x, y)

f1(x)
=

x + y

x + 1/2
, 0 < y < 1

����� åÙ���?���N¢�¢���¤¥�¢ �[Ï!�!Ñ; ���¤¥��¡$¤¥�
Y

Ë����N�!�?ÎH���^�
X

��¢�  « ���iË�� « �H�!�? ��ïò���ãï�k�� �Ï!�!�$¢�ãï����  ¿

E(Y |X = x) =

1
∫

0

yf(y|x) dy =

1
∫

0

y(x + y)

x + 1/2
dy =

3x + 2

6x + 3
, 0 < x < 1

�Ù�w�kÎ�¤¥�3Ë��N¢� ��HªJªß �ªê�k� « ���àåÉ���?���N¢�¢���¤¥�¢ �ÌÏ!�!Ñ; ���¤¥� ¡$¤¥�
X

Ë����N�!�?ÎH�����
Y

¿

E(X|Y = y) =
3y + 2

6y + 3
, 0 < y < 1

>
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Regressionsfunktionen

x

y

E(Y|X=x)

E(X|Y=y)

>&:��Q�$��ér�!� « ���ÖåÙ�k� « ¡$���� ����HÎHÏ!�!� ¡$¤¥�
Y

�?�HÎH 
Y ∼ N(1, 25) ��« �kªJ�H ��[¤¥ÎH�?  ¿

W{3 < Y < 8} = Φ

(

8 − 1

5

)

− Φ

(

3 − 1

5

)

= 0.2638

�ÌË���ér�!� « ����Ë�� « �H�!�? ��àÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê¡$¤¥�
Y |X = 7

�?�HÎH  ¿

Y |X = 7 ∼ N

(

1 +
3

5
·
5

4
· (7 − 3),

(

1 −
9

25

)

· 25

)

= N(4, 16)

�Ö�kªJ�H 2�[¤¥ÎH�?  ¿

W{3 < Y < 8|X = 7} = Φ

(

8 − 4

4

)

− Φ

(

3 − 4

4

)

= 0.4401

�[�5��ér�!� « ���ÖåÙ�k� « ¡$���� ����HÎHÏ!�!� ¡$¤¥�
X

�?�HÎH 
X ∼ N(3, 16) ��« �kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

W{−3 < X < 3} = Φ

(

3 − 3

4

)

− Φ

(

−3 − 3

4

)

= 0.4332

� « ��ér�!� « ����Ë�� « �H�!�? ��àÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê¡$¤¥�
X|Y = −4

�?�HÎH  ¿

X|Y = −4 ∼ N

(

3 +
3

5
·
4

5
· (−4 − 1),

(

1 −
9

25

)

· 16

)

= N

(

3

5
,

(

16

5

)2
)

�Ö�kªJ�H 2�[¤¥ÎH�?  ¿

W{−3 < X < 3|Y = −4} = Φ

(

3 − 3/5

16/5

)

− Φ

(

−3 − 3/5

16/5

)

= 0.6431

C
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�r_Ãb�bm_Ãc0Â-b��mb _=efO0ckbmPSb cÖprbmo]\-Ä5b c�ZQ_=c¥ÄÙÄ0_=b�gibmÂWoSb ZQZQ_=�-c0Z�� a0ck`NPS_=�-ckbmcUY

C&: � �kÏ!  �É�!�d�kË��Ö�?�HÎH  ¿

E(Y |X = 5) = 10 + ρ
5

1
(5 − 5) = 10;

Û �k�
(Y |X = 5) = (1 − ρ2) · 25

=⇒ W (4 < Y < 16|X = 5) = 2Φ

(

6

5
√

1 − ρ2

)

− 1 = 0.954

�Ö�k�^�kÏ¢2�Q¤¥ÎH�?  ¿
6

5
√

1 − ρ2
= u(1+0.954)/2 = u0.977 ≈ 2 =⇒ ρ ≈

4

5

9
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���������
 ���!���"��#$��%&��#$� ')(+*-,$. /0/213*-4$. /5/
687$9;:=<?>&6 @A<?7?7?>B C DFEHGJILK&MNM

ONPQPSRUT VWV�XFXFX�Y Z[P]\^PS_=Z[PS_=`?Y PSaNX+_=b cdY \^e-Y \^PfV�gih[j5akbml?V
n bmoSckbfoiprqrgtsvuwg x;b yHY=T$z^{-{-|8}f~k}�|��W�^� 687&:!�d�k�+:�<?7?7?Cj5R0o�Y=T5��_daUY5����}W}f~k}�� bf~���\W_=yHT n Y pra5oS`�bmof�iPSaNX+_=b cUY \WeWY \�P

6?:������J�]�!�!�!�
Λ

���H��N�J�������?�^�k�J�3�����������H��"�d�k�J���8�$���������H�H�����W ��J�H�J¡!���¢���k�^�k�3���������
α

�!�¡
β £ Λ ∼ Gam(α, β)

:¥¤��N¡&�H�!�?��¡&�!��¦^§
Λ = λ

�¨����¡&�¨�ª©«�� ¬[!§!���!�!�$��®8���H��¡!�N��������?�^�k�J�3�����H��¯�d�k�J���8�$���������H�H�����W °�J�H��¡!���±�r�k�^�k�3���������
k

�!�¡
1/λ ²

X|Λ = λ ∼ Gam(k, 1/λ)

³ ���J�H�������H�µ´U�¨�¶¡&�¨�¯���¨¦�§U���·¡!���¥©«�� ¬[!§!���!�!�$��®8���H�
X

¡!�N�¥�������?�^�k�J�3�8:@¸���¥�����?�H¹!�¥���¨¦�§������®N�¨���H��¬[!�
k = 1 £ ¡F: §+:;¬º!�

X|Λ = λ ∼ Ex1/λ »¼ _=cNX�b _=Z T ½�b Z[PS_=�2�2b c¾j8_¿b«À akbfoSZ[P¥Á0_=b�ÂWb �2b _=ckZS\^�2b���_=e]O8PSb
f(x, λ) Ã �-c (X, Λ) ÄÅÇÆ O5oSb c"j5_=b�Á0\WZ2À al?bmoSb e]Okc0b c�Á5b�hºcNPSb Â^o]\Wy

fX(x) =

∫

∞

0
f(x, λ) dλ

\Wa Å Á0_=bÈp�\W�2��\ Å a0ck`NPS_=�-c¥À a0o Æ ef`?Y<&:����¨���¨���?�¨�^¦�§�¯´U�����!ÉU���!�	���H��N�	´UÊ&�������3�)¹��N������§���¡¾�k���¡&������Ë«���J��������U�������^���w�$���$��¹����
Ì �¨��¬Q���H�?� ²

K1 K2

K3

���¨�¶Í+��¹������¡�k������Î¡!���¥Ë¥���J��������d�����µ�����¨���±�!�w�k¹!§w�k�!�?�H�¾�!�¡±�¨¡!���d���¨��¦^§Ï�$���������H�H�«�J�H����¨¦�§U���
f(x) = e−x I(0,∞)(x)

:�¤	�N�����H�J�3���ª´U�¨�¶¡&�¨���«�¨¦^§d����¡!���¥Í+��¹������¡�k����«¡!�N��´UÊ;� Ð�����3�2�!�¡±¡!�������±Ñ±�H������� Ì �����8:
¼ _=cNX�b _=Z T uoS�2_ÒPQPSb y=c�j5_=b�À akbfoSZ[PrÁ5_=b�Ó�bmoQPSbm_¿y=a0ckÂ-Z Å akc0`8PS_=�WcUYÔ&:����¨��Í+��¹�����^¡�k����

X
���H�����Ë¥���J��������d����¬Q���H�$�����H������!�!�Ç¬Q�����3���ªÕv���������H�H�!�!�±�k�&¬È¡!����f�d�������?�k�H�

(0, 3)
:!Ö��k�H�H��¡&�¨��Ë¥���J��������d���¶�k�� £ Ì �H��¡"���¨�¥���k¬Q�����	¡&�!��¦�§×���H��«Ø«�N�������$��É$���ÙÐ��������d���¯�J�H���k�&¬�¡!�����f�d�������?�k�H�

(0, 5)
�!�!�Ç¬Q�����Ú�$���������H�H�����«Í+��¹������¡�k����

Y
����������®N�8:

Û �$Ü�¤	�N�����H�J�3��� Û �!�¡Ý®8���¨¦�§!�����ÜÙ´U�¨�¾¡&�¨�3���¨¦�§d����¡!���� ¯�N�^�k�·���¨��¹������¡�k���� £ ¡F: §+:+¹��-Ð�����H�J�3���Î´U�¨�¶¡&�¨�¯���¨¦�§d���·�$���
S = X + Y

:
¼ _=cNX�b _=Z T Þ�\WyÒPSa0ckÂ Ä �WoS_=b cNPS_=bmoSb c¯j5_=b�ZQ_=efO¯\^�ß½�b _=ZQRk_=b y;Á0bmotÓw�WoSy=b ZQa0ckÂ0Y

Û ¹�Ü ³ ���J�H�������H�µ´U�¨�¶ÑÏ�H������� Ì �����¥�!�¡±´U�������!�!�!�¾�$���
S

:
à : ³ �H�á�������?�^�k�J�â¹��N������§�Ý�k��

n = 100
´;���H�����äã��U¡!�Î�!�¡

Xi
�����¶¡&�¨�µ©«�!®5�k§!�¶¡!���Ö��§!�¨�����k�&¬�¡!���

iå �����ª´;���H���?:w©¥�!�$������J�3��� £ ¡&�¨�
Xi æ �2���H�¡��!�w�k¹!§w�k�!�?�H���!�¡×�¨¡!���U���¨��¦�§�����¨�������U�$���������H�H�±�J�H�±ÑÏ�H�������

µ = 0.8
:�@Ý���!�

Y =
∑n

i=1
Xi

¡&�¨�¸ ¯�N�^�k�·��®5�k§!��¡!���Ö��§!�¨���¾�¨��� £ ¹��N�����H�J�3���ç´U�¨�×�J�H�¾è¥�H�Ç¬Q��¡!�N�¾é����U���^�k�¨���ê ������!®N�$���������H�H�!�!�$�^�^�k��®8�N�����H�����k�!�!���8ë;�H���k���H�$���ì@Ý�����¯¬[!�
W{75 < Y < 85}

:tÕv��� Ì ���¡!���í´U�¨�J¹����v¡!���·¤	�����N¦^§!�d�!�!�¡&�¨��´U�������H�?É$���H����É$��������ÉU���!�8:
>&: ³ �H�µè���¹!¹dÊ;�!§�������?�^�k�!§Ýî�¡!����§���^�k�� £ ¡�kï Û ¹����r�?��ð�ï?���3ð��?�H�¨¦^§����©«�&ñwð?���!�!���!�¡ª�$�-Ð���H�!�$�������	Ë¥���J�!���N�^���¨����Ü)�����H��«���H�?�H�^�k�H¹!�H�¨¡!���	�H�ò�«�!��¦^§��¦�§!�!�H���¶6?:=ó?<�Ñª¤í�?����ï����H�¡ £ ¹�������H�����´U�������!�!�!�¾�$���±7&: à <?>JÑª¤�:



Û �$Ü�Ñ±�H� Ì ���¨¦^§����@¸�k§!����¦�§���H�!�H�¨¦^§!É$���H�È�w�����^���Ù�k�&¬����H���68<��«ÑÏ¤¢´U�����¨¦^§����É��k�����	®N�!�J�H�&Ð¡!�N���iC&6)¤)�H�¨¡!��� Û �w��¦�§�è«�����������H�¨���^�k�!�d�k¹������!�d�����i¡!�����$���$��¹��������¤	�N¡&�H�!�?�!�!�$����¡!���´U�^�k�¡�k��¡ Ì �����WÜ »Û ¹�Ü"@ �¨���;�¨���¨�3¤��H�¨¡!���¶�w�����^���µ�J�H�·���H����¶@¸�k§!����¦^§���H�!�H�¨¦�§!É$���H�Ù�$���Ý®N�!�J�H�¡!�N���
0.5

�k�&¬¡&�¨��´U�����¨¦�§����É?�k����� » @ç�¨���;�¨���¨�¯�J�H�¥���H�����@¸�k§!����¦^§���H�!�H�¨¦�§!É$���H���$���
0.95 »

¼ _¿cNX�b _=Z T �?b cNPQo]\Wy=bmorpioSb c0À Ã bmoQPSb _=y=akc0Â-ZQZS\�PSÀ-Y
C&:�Ör!��¡&�¨�2 ���������¨�����!�!�¯�$��� Û �k�!�!���Në&�H���k���H�Üi�w��¦�§

N(0, 1)
�$���������H�H�����¾é��&¬S�k�H�¨��®5�k§!�¨���Ù�?�H¹!��N���k�¦�§ ¡&�¨�Ï¬Q���H�$���¡!�ÝÑª����§�U¡!� ² ÑÎ�k� �$��������¨�����¸68< �!�!�Ç¬[����� Û �k�&¬

(0, 1)
Ü×�$���������H�H���é��&¬Q�k�H�¨��®5�k§!�¨���

Ui
�!�¡×¹!�H�¨¡!��� ²

12
∑

i=1

Ui − 6

���¨�N�¯�H�¨�-¬[�����¶���H��
N(0, 1)å �$���������H�H���×é��&¬S�k�H�¨��®5�k§!����¬[!��¡&�¨�� ¯��������¨�����!�!�Ï���H���� Ì ���H����������!�H�J�·�Ù���k� Ì �¨�N¡!���×68< Û �����5Ü·�!�!�Ç¬Q����� �$���������H�H���±é��&¬S�k�H�¨��®5�k§!�¨��� £ ¹!�H�¨¡!����¡!���í��¹!�H�$���©¥��^¡&���¦�É £ �� Ì :

Û �$Ü� ���¹����Ï´U�¨�¶���H�� ³ ��É;� �k���!�!�3¬[!��¡&�¨�N���¯Ñª����§�U¡!�?: Û����	��
� ���¨�N���¶Ñª����§�;¡!��É$���J�·���§!��×¡&�¨���]�U�$�������¨�����!�!�¸¡!���ÙÕv���������H�H�!�!�$� ¬º�!�!É;���¨��� �k������k�H�¨����¡&�H�!�$�J¹!�^�k�¦^§d�3���k�¬º!��¡&�¨� ³ ��®8���!�?�!�!� �	����	� ��������k�H�$���������H�H�����Ýé��k§!�v68<Ù�!�!�Ç¬Q�����Ú�$���������H�H����é��k§!�¨���+:¿Ü
�UÛ ¹�Ü ³ ��®8���!�$���3´U�¨�v�w��¦�§���¹!�H�$���rÑª����§�;¡!�)>?7?7	��������k�H�$���������H�H����é��&¬S�k�H�¨��®5�k§!�¨�����J�H�rÑ±�H� Ð����� Ì �����«<��!�¡±´U�������!�!�!�¾7&: à �!�¡×�������H�¨���Ï´U�¨��¡��� ³ ���$��¹!�!�¨�¥�H�×Ö�����Ú���H��N�����¨¦�§&Ð����§!�¨�������?�^�k�J�3��¡�k� Û �J�H�¥¡�k��!¹����¥�$��®8���¨¦�§!�����������§�N���������¨��¦�§�����«�¨¦^§d���5Ü-:

¤	���¨���!�¨��� Û �����H�LÜm�·�J�H� Û�� Ü Ì ����¡!���Ï�H�ÚË¥���U�$�����^�k�������H�!� ¹���§w�k�¡!���H�8:

<



Í+ð?���!�!�$���Ï®N�!��ó&:¤�� �k���
6?:�Ít�k�!�«©¥�!�d�k¹��¯�?�H�H� ²

fΛ(λ) =
λα−1e−λ/β

Γ(α)βα
, λ > 0

�!�¡

f(x|Λ = λ) = f(x|λ) =
λkxk−1e−λx

Γ(k)
, x > 0

Ör!��¡&�¨�¯�$���3���H��^�k�3�����¨¦�§d���·�$���
(X,Λ)

¬[���H�?�¥¡�k§��� ²

f(x, λ) = f(x|λ) fΛ(λ) =
xk−1λα+k−1e−λ(1+βx)/β

Γ(α)Γ(k)βα
, x > 0, λ > 0

���¨� Û Ø«�k�¡ å Ü2�«�¨¦^§d���·�$���
X

�����?�H¹!�¥���¨¦�§±¡&�!��¦^§±�]�U�����?�^�k���¨���±�w��¦^§
λ ²

fX(x) =

∞
∫

0

f(x, λ) dλ =
xk−1

Γ(α)Γ(k)βα

∞
∫

0

λα+k−1e−λ(1+βx)/β dλ

���¨�N���N���f�d�����?�^�k�t� �kï?�¥���¨¦�§ª�k�&¬�¡&�¨�� ¶�k�J���0¬º�!�!É;���¨����®N�!��¦�ÉU¬[!§!����� ²
λ(1 + xβ)

β
= u −→ dλ =

β

1 + xβ
du

�¯�k�J�H�2¬Q���H�?� ²

fX(x) =
βkxk−1

Γ(α)Γ(k)(1 + xβ)α+k

∞
∫

0

uα+k−1e−u du

=
Γ(α + k)βkxk−1

Γ(α)Γ(k)(1 + xβ)α+k
, x > 0

Ör!�
k = 1

�����?�H¹!�«���¨¦�§ ²
fX(x) =

αβ

(1 + βx)α+1
, x > 0

¤	����: ² ³ �H���Õv���������H�H�!�!�J�J�H�2¡!���2��¹!�H�$���±�k�H�H�$���3���H������«�¨¦^§d��������!�U�2���k��� �	��������� �	���	�
	
��� ��� ���� � ��������� �	��� �	�
��� ���ÏÛ �¨���¶�k�¦�§µ���H���Õv���^�k�H�H�$���3���H������!�!�Ï¡!���

F å Õv���������H�H�!�!�UÜ	��¬[!�
k = 1

�����?�H¹!�����¨¦^§"¡&�¨����¦^§���¾¹���É��k�!�U��� Û ���H�&¬S��¦�§�5Ü ���� ��������� �	��� �	����� ���3Û �;�?�S: G���� ��E"! Ü-:���¨�N���±Õv���������H�H�!�!�$���ê§w�k¹���� ��¦�§ Ì ���������µ©«���� �k�&¬Q�����k�¨�"¡&�¨�±�!�����!��!�!�?�H�¨¦�§� Û ¹��N¡&�H�!�?���5Ü ¯�k�J���8�$���������H�H�!�!�:
<&:�¤	��®8���¨¦�§!����

Xi
¡&�¨��Í+��¹������¡�k�����¡!���

iå ������Ë¥���J��������d�����!�¡
Fi

¡&�¨�¥®N�!�$��§ð����H�$��Õv��� Ð�����H�H�!�!�$� ¬[�!�!É;���¨��� £ ���Ù�?�H�H�2� �k�!�¥©«�!�d�k¹�� ²
Fi(x) = 1 − e−x, x > 0

Ô



�¯�k�J�H�2¬[���H�?�	¬[!�¥¡&�¨��Õv���������H�H�!�!�$� ¬[�!�!É;���¨���Ï¡!���¥Í+��¹������¡�k����
X

¡!�N�«´UÊ&�������3� ²

FX(x) = W (X ≤ x) = W
(

max
{

min{X1, X2}, X3

}

≤ x
)

=
[

1 −
(

1 − F1(x)
)(

1 − F2(x)
)]

F3(x)

=
(

1 − e−2x
)(

1 − e−x
)

= 1 − e−x − e−2x + e−3x, x > 0

���¨�¶���¨¦�§d���·¹���É$���J�������k�±¡&�!��¦^§Ï©«¹!�¨���H����� ²
fX(x) = F

′

X(x) = e−x + 2e−2x − 3e−3x, x > 0
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Dichte von X

x

f

Ñ±�H������� Ì �����¥�$���
X ²

E(X) =

∞
∫

0

xfX(x) dx =

∞
∫

0

x
[

e−x + 2e−2x − 3e−3x
]

dx = 1 +
1

2
−

1

3
=

7

6

¤	����: ² ¤	���+¡!���¥¤	�����N¦�§!�d�!�!��¡!�N��ÑÏ�H������� Ì ������� Ì �!��¡!� Ì �¨�N¡!����§���H�¥�$��� Ì ���¡!��� £ ¡�kï ²
∞
∫

0

xλe−λx dx =
1

λ
(=

ÑÏ�H������� Ì ���������H����
Ex1/λ å Õv���������H�H�!�!�

)

à



Ô&: Û �$Ü����¨�¯���¨¦�§U���¶�$���
S = X + Y

�����?�H¹!�«���¨¦�§±¡&�!��¦^§ÏÖw�k�H���!�!���$���
fX

�!�¡
fY ²

fX(x) =
1

3
I(0,3)(x), fY (y) =

1

5
I(0,5)(y)

fS(z) =

∞
∫

−∞

fX(z − t) fY (t) dt =
1

15

∞
∫

−∞

I(0,3)(z − t) I(0,5)(t) dt

�����	�]�U�����?�^�k�¡��¨�����d�!�	¡�k�!�"�!�!�?�¨���¨¦�§��¥�!�H� £ Ì ���!�
0 < z − t < 3

�!�¡
0 < t < 5

:���¨�����������¥¤	�N¡&�H�!�?�!�!�Ù�¨���2���d�!�H�?�k�¨���d�	®N�
z − 3 < t < z

�d¹����¨¡!��¤	�N¡&�H�!�?�!�!�$�������H�¡�k�¨���Ù�U�!�¥¡�k�!�±��� ¬[!�H�H� £ Ì ���!� ²
max{0, z − 3} < t < min{5, z}

Öw�k�H�H�!�U��������¦�§���¨¡&�!�!� Û
fS(z) = 0

¬[!�
z ≤ 0

�!�¡
z > 8

Ü ²
Û 65Ü

0 < z ≤ 3 ² max{0, z − 3} = 0, min{5, z} = z

fS(z) =
1

15

z
∫

0

dt =
z

15Û <$Ü
3 < z ≤ 5 ² max{0, z − 3} = z − 3, min{5, z} = z

fS(z) =
1

15

z
∫

z−3

dt =
1

5

Û Ô$Ü
5 < z ≤ 8 ² max{0, z − 3} = z − 3, min{5, z} = 5

fS(z) =
1

15

5
∫

z−3

dt =
8 − z

15
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Û ¹�Ü������¥Ñ±�H������� Ì �����«���H����«´U�!�J�3�·�¨����¡&�¨��´U�!�J�3�¶¡!���¥ÑÏ�H������� Ì ������� ²
E(S) = E(X) + E(Y ) = 1.5 + 2.5 = 4

@Ý���$���±¡!�����«�w�k¹!§w�k�!�?�H�?É$���H�¥�$���
X

�!�¡
Y

�?�H�H� ²
ÕÈ�k�

(S) =
ÕÈ�k�

(X) +
ÕÈ�k�

(Y ) =
9

12
+

25

12
=

34

12

¤	����: ² Ör!�·¡&�¨�� �!�H���H�?É$���H��¡!������¹!�H�$���¸¤	��®N�¨��§d�!�!�±�$���U!�?��¡&�¨���«�!É$���������H�¨������§���H��$���
X

�!�¡
Y

:
���¨��´U�������!�!�!�3�¨����¡&�¨� Û ���?���H���H�$�5Ü�@µ�!��®8���r�k���¡!����ÕÈ�k��� �k�!® ²

´U�������!�!�!�
(S) =

√

34

12

.
= 1.683

à :�©¥�&¬v¤2�����¨��¡!�N�¯é����d���^�k�¨���Ý ������!®N�$���������H�H�!�!�$���W�k��®8�N� Û éF �Õ¯´!Ü��?�H�H� Û
±0.5

�¨���¥¡&�¨�Ù´U�������H��ÐÉ$���H����É$��������É;���!�WÜ ²

W{75 < Y < 85} = W{76 ≤ Y ≤ 84} =
84
∑

i=76

W{Y = i}

≈ Φ

(

84.5 − 100 · 0.8
√

100 · 0.8

)

− Φ

(

75.5 − 100 · 0.8
√

100 · 0.8

)

= Φ

(

84.5 − 80
√

80

)

− Φ

(

75.5 − 80
√

80

)

= 2Φ(0.5031) − 1

= 0.3851

¤	����: ² ����¦^§±¡!����©2¡!¡&�H���¨�������§�N��������¬º!� Û �!�w�k¹!§w�k�!�?�H�$�5Ü2�r���¨�������d�$���������H�H�!�!�$���Î�?�H�H� ²

Y =

100
∑

i=1

Xi ∼ P100×0.8 = P80

�����¥�-ë!�kÉ;����@Ý�����2¬[!��¡&�¨�¯�$�N���¦^§d���¶@¸�k§!���^¦�§���H�!�H�¨¦�§!É$���H���¨��� Û ¹������N¦�§!����«�J�H����Ü ²

W{76 ≤ Y ≤ 84} =

84
∑

i=76

80ie−80

i!
= 0.3850

>&: Û �$Ü��f���
N

¡&�¨��©«�!®5�k§!��¡!���J�k�&¬¥¡&�¨�×´U�����¨¦^§����É��k�����¾�w���������¡!���¢¤��H�¨¡!��� £ �!�¡ì���H�¡
Xi¡&�¨�� ���ð�ï$���±¡!�������H�!®8���H����ª¤��H�¨¡!��� £ ���Ù�?�H�H���w��¦^§±¡!��� éF �Õ¶´ ²

W{N ≥ 61} = W

{

61
∑

i=1

Xi ≤ 128

}

≈ Φ

(

128 − 61 · 1.92
√

61 · 0.425

)

= Φ(3.2777)
.
= 0.9995

C



Û ¹�Ü��f��¡&�¨�N������Öw�k�H�t�¨����¡���2�?��ð�ï?���
n

®N��¹��N�����H�J�3��� £ ���;¡�kï ²
W{N ≥ n} = W

{

n
∑

i=1

Xi ≤ 128

}

≈ Φ

(

128 − n · 1.92
√

n · 0.425

)

≥ 0.5

ÑÎ�k��î�¡!���¥��¦^§!����H�t§���^�k�� £ ¡�kï ²
W{N ≥ 67}

.
= 0.4270 W{N ≥ 66}

.
= 0.6446�Ù: §+: £ �H�Ï¦8�&:�C à�� ¡!����Ö��k�H�¨�¶¹!���H�!�?�¯¡!����Öw�������?�^�0¬ Û �!�d�����¯¡!���ª�$���$��¹�������Î¤	�N¡&�H�&Ð�?�!�!�$����Ü�®N�!�J�H�¡!�N����C?CÙ¤��H�¨¡!�����!�d�����8: ³ ¹�������J�?�H�H� ²

W{N ≥ 64}
.
= 0.9340 W{N ≥ 63}

.
= 0.9816�Ù: §+: £ �H��¦8�&:wó�� � ¡!����Ö��k�H�¨�¶¹!���H�!�?�¥����®N�!�J�H�¡!�N���«C?Ô3¤)�H�¨¡!���¥�!�d�����8:

C&: Û �$Ü����¨��¤	���?��!�¡&�!�!�Ý�H�¨���?�J�H� éF �Õ¶´��t¬[!�3¡!��� ³ � Ì �k�����!�!�$� Ì �����"�!�¡í¡&�¨��ÕÈ�k��� �k�!®���H������w��¦^§
U(0,1)

�$���������H�H�����ª�W 
U

�?�H�H� ²
E(U) =

1

2
,

ÕÈ�k�
(U) =

1

12Ör!��¡&�¨�¥´U�!�J�3�	�$���×68<¥�!�w�k¹!§w�k�!�?�H�$���
U(0,1) å �$���������H�H�����" ���ð�ï$���

Ui
¬Q���H�?��¡�k§��� ²

E

(

12
∑

i=1

Ui

)

= 6,
ÕÈ�k� ( 12

∑

i=1

Ui

)

= 1

����¦�§±¡!��� éF �Õ¯´¾�?�H�H� ²
12
∑

i=1

Ui − 6 ∼̇ N(0, 1)

¤	����: ² ©«�&¬+ ����!�¡3¡!���)´UÊU�J�3�������¨�«¡!���È©«����d�k�!�$���$���������H�H�!�!� Û
U(0,1)

Ür�¨���v¡&�¨� ����� Ð���k� �k�!�!���8ë;�H���k���¨���Ï¹��������H���)¬[!�	¡!��������� �k���H�¾ÉU�¨���H����±´U���¨¦�§!�!����¹����d�!�Ù¬S�k�!�
n = 12����§!�2�?�!�8:

�UÛ ¹�Ü����¨�¥¬[���H�$���¡!� � å Ö!�!�!ÉU���¨���×����®8���!�?�	��������k�H�$���������H�H����é��&¬S�k�H�¨��®5�k§!�¨�����w��¦�§×¡!���	��¹!�ÇÐ�$���JÑª����§�U¡!���?�����H�!¡!����ÑÏ�H������� Ì �������?�¨���¨¦�§
µ

�!�¡J¡&�¨��ÕÈ�k��� �k�!®2�?�¨���¨¦�§
σ2

�����H� £ ���!ï���k�3¡&�¨�N���¥é��k§!�¨������U¦^§J�J�H�
σ

���!�H���H�!�H�H®N�¨���������!�¡
µ

��¡!¡&�¨�������+: Û����	��
� � å ´UÉU���H�!��!�U�������������
	×�k�&¬�¡!����� å è����3���w�k�$�?:¿Ü
����������������������� !��"�#�$%�&��'(�*)+�, �)
-!$�.&���/10

�2���3���4�! ��65%�,$!"�'(�7/
�����8'
$9$��:'<;>=+�7/!/90
���� 3�,���� !�6$&�2'<;&?�/
�����A@B$�CD���E-F ��A'B���+ 7/!�&GDH

�2���3���I�, �J%���+�6K!-!$�.��6DH
�, 3�,�L?NMO-%$�.&�6P�,�LQ2�SR2M��3���LT�Q!Q
��5,-9��������������������A'(�*)+�� *)
-!$�.��6�/
#&�,U*��V6$!-�#D�,�WV6$!-�#�'B��5,-�)�U�X!��#�Y�Z![%\�]�^6/
#&�,U*�S��5��6-_�,�����������A'+�, *)`�65!���YF�, *)
-��!Y,-!$�.&���/
a��`��%b1���4��%b2'B#&��Uc��V6$!-&#,d���5���-!$�#!a2)S#&�,Uc�S�!5��6-,/
V6$!-&#2'B��5,-e)(f,��5!&g6-�Y,-�5�h2'+�, 7�FR�K!-!$�.��66��;7)+�� ,J%R�K!-�$�.��6�J6;7)iX�5��,.!#�V�Y%���& !���2'
-&h!��#2'(�7/�/�J6;%/>)

U,�,�&f,Y%j%k%l�^2)Bb,X%�f,Ynm!mn)Ba�X%�f�Ynm%mn)+�6,$&�,Y�U�,-�#�5N'Fm<o�$�#!#!5,X%Ynmn)��, �)Fmp]�#!�!5� ! !�,.!Ynmn)
-!$�.&���)Fmq��Y6mn)(�7/>)Sa,X�$<�6Y�"�'rQ�)Ba2�`�6%b6/%/

b1���L-�5%h2'`�, 7��R�K%-!$�.&�6N)+�, �J%R,K!-!$�.&���)iX%5���.%#�V�Y6;&Q!Q�/
X�$��,5,-�'Bb2)S�������&�c'Bb2)+�, �)
-!$�.&���/>)iX�#%a�Yn;7)iX�s,�!Y�?N)
"!�!X�YnmF��5%�7m�/
�� ,.�'B��5,-,/
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���¨�¥©«¹!¹!�H�¨¡&�!�!��®8���H�?�����H� Û ���¨¦�§U��� å ÜÈè«�¨�������?�^�k�J� �$���">?7?7¶�^�·����®8���!�?������é��&¬Q�k�H�¨� Ð®5�k§!�¨��� ���H����
N(2, 0.16)å Õv���������H�H�!�!� Û �J�H�·¡�k��!¹����·�$��®8���¨¦^§!�������� ���������k�¨¡&�¨¦�§U����!�¡����H������]Ø¥�!�?�!�¨����� Ü ²

Mittel= 2   Streuung= 0.4   n= 500
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POQRQTSVU WXW�YGYGY�Z [\Q^]_QT`=[\QT`=a?Z QTbOY+`=c deZ ]_f-Z ]_QgW�hji\k5blcnm?W
o cnpTdlcgpjqsrshutwvxh y;c zIZ=U${_|-|-}8~g�l~�}��X�_� 659;:!�e�l�+:�<?7?7?Ck5S0p�Z=U5��`ebVZ5����~X~g�l~�� cg����]X`=zIU o Z qsb5pTa�cnpg�jQTbOY+`=c dVZ ]XfXZ ]�Q

6?:
X1, . . . , Xn �_���x��� � ���V�����_�!�!���������l������ � �����w���������I�I� �! �¡ �I��¢£�I�������I¤)����� µ � �¥ ���l���¦� �!§
σ2 ¨ Xn ����� ¥ ���©�V�����_�!�!������� �!¡ �I�������I¤�������� �¥ S2

n

¥ �����V�������!�!������� �eª �l���¦� �!§$:« �$¬®����   � � �V��� «°¯ �w���������!�����!� �!  ���X�l� §-± ¬-²
n

∑

i=1

(Xi − c)2 =

n
∑

i=1

(

Xi − Xn

)2
+ n

(

X − c
)2

, c ∈ R

« ��¬®����   � � �V��� ¡ �I�´³´�I�¶µR� ª � � « �$¬-· ¥ �l¸ S2
n ��� � � �eª ��� § �����������¹�;��� � � § ���´µMº!� σ2 ����� :» `=dOY�c `=[ U ��`=c�ts�Xdl[\Q^]XdOQTc

c
a-]_dld´m?c z=`¼cnml`=½	½-cgYG¾XP0z¿QjY�cnp^À0c deÁla8z¼]_pTcgpRY�c `=[Rc�Y+`¿p^À���]Xd´[R`=cw]Xm?cnpu[R�YG¾_Plz=c dVÂlÀl]�Ã�À0`=cwv!pRYG]�pRQTbldl½X[\Y�cnpRQTc�À5cnpuÄjb0[TÀ5pTÅlf^a�cjÆ��-d�Ç�]�È�c `=d0É¶]Xf^PËÊ bËm?c [\QT`=�2�2c d´[R`=d�À$Z

<&:�Ì ����µR���   � �¥ �3Íj�l�����I���K����� ¥ ���Î���_� ¡K¡ � � µT������� �!  ��� � �����V�������!�!������� ¥ �O�¹Ï ¡ µR� �!  � 50�l������ � ���©Ðj�������_� �eª ���������I�I� �!  Pµ ²
x

} ~ � Ñ � { Ò» ¾Xb0Ól½-a�cn`=Q Ñ | ~�Ô Ô � � �
« �$¬�Õ	�O����� ¡K¡ � � �V��� ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;�_� � � § ��� ª � � µ

:« ��¬�Ön��� ¥ ���2�!�¦�l����I�!�����;�_� � � § ���©� �Vª ��� § �������´� �¥Ø× � � ��������� � �XÙ« �5¬�Õ	�O����� ¡K¡ � � �V��� ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;�_� � � § ¤)����� ª � � µ
:ÚV« ¥ ¬�Õ	�O����� ¡K¡ � � �V��� ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;�_� � � § ¤)����� ª � � W (X ≥ 2)

:
Û&:�Ì ����µR���   � �¥ � �ÜÌ �l��� � ��� �¥ ����I��� � « Õ	������������������ �¥ � � ¬G�!��� § � ¡ÞÝ �� µT�l�I�V��� � �O�j���O����� ¡K¡Üß

��� � Í�àV�� ª � � Í+�_� � ������������� � «\á � � ����I��â 103 �V��� �¥ � � ¬-²
ã!ägå�æ;ç�ã&äMèlå?ç�æ;äMã�é&ç�æ;äMé-ê!ç�ë!äMæ-ã&çËë!ä°ëOæ;çËë!äMì-é&ç¹ì&äMã-í&ç�ì&äMî0å?ç�ì&äMé-ã&çî!ä\ì-ë&ç�í&äMã-ê!çËí&äMí�ë&çËé&ägå�í&çÜå�å?ä\ìXê!ç�å�æ&äMëOì

« �$¬ á � ¡ �I������� � � �¥Ø§ ������� � � � �V��� ¥ ����� ¡ �!�I�������_��¹�w���������I�I� �!  � µ\� �!× ����� �+:ï�ð°ñò)ó�ð¦ô µ\º!�öõ ß Ï©�_���8²!÷©��� ¡ � � �V��� ¥ ����ø!� �!× ����� �úù&ûlüeý « Ð���� × �   �?²Gþlÿ��?ÿþ?¬ :« ��¬ á � ¡ �I������� � �V����� � ����� ¥ ��� Ý©�!� �l� ¡ �?· ¥ �l¸"�O�´�����_�®� ¡ ��� � ���V�������!�!���������l��©��� � ����w���������I�I� �!  ¡ �I� ¥ ��� Ì �����e���?²
f(x) = λ e−λ x, x > 0

�x� �¥ ���I�8· ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;��� � � § ��� ª � � λ
:�� �������!��º&µR� � �V���?·s��� ¥ ���   �-µM� �¥ � � ��;�_� � � § ���´�_�l��� � �_�!�I����� ¥ ��� « ���   �l���I��� ¡ ���������5¬�Ð��¦�l����I�!�I�I�I� � ��� µM� �!× ����� � ¡ ���&� ¡ ������� :« �5¬�Õ	�O����� ¡K¡ � � �V��� ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;�_� � � § ¤)����� ª � � λ

:ÚV« ¥ ¬®������_� � � � �V����º!����� ¥ ���)� ¡ �!�I�����_����)�w���������I�I� �!  � µM� �!× ����� �K¥ ���)�l�&µxÕ2������� ª � � « �5¬   � ß���_� � � § ���	�w���������I�I� �!  � µ\� �!× ����� �+: Õ	�O����� ¡K¡ � � �V���   �_�l�!�!�����_�3� �¥�� � ¥ �������O�_� � ������������V�����I����� �¥	� ��
�¸$� ¥ �O� ¡ ���;� ¡ �l��� �®Ý ����_� �¥ � § ¤2�������� �®¥ � � ����� ¥ � � ø!� �!× ����� � � �+:



� :
X1, . . . , Xn �����+��� � ���V�������!�!���������l��´��� � ��� Ý �I����� � �l��� ª;ª ���������I�I� �!  Ap ²ÚV« �$¬�Õ	�   ��º �¥ � � �V���?·!¤	�l��� ¡�¥ ���ËµR���   � �¥ �¹� � ��� � �ö�l�!�!��� �;� ¡ �l��� ª ��Ð�� ª ���   ��
�¸$�¹����� :

Zn =
Xn − p

√

Xn(1 − Xn)/n
∼̇ N(0, 1)

« ��¬ á � �g¤2��� × ��� � �V���w�l�&µÕ2������� ª � � Zn ��� � �l�!�!��� �&� ¡ �l��� ª �O� (1−α) ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�µMº!� ¥ � � Ðs�l�_� ¡ ������� p
:« �5¬�Õ	���s��� � � ¡ ��&µR�l�I���_� �;������� ¡ � � �8·������ ¥ � ¡ n = 100 � � �¶µR��� ¡ ª ���������I�I����Ð�� �!× ����� ¡� �x� ¥ �_�l� [0, 1] × [0, 1] ��� § ���   ��¤)��� ¥ � � ·��I���   � � k = 81 � �!� �����x�l�I� ¥ �O� á � � ����I��� ß× �������_�O� : á � ¡ �I������� � �V���ö��� ���?>
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I��µ\º!� π

:
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n =  100

>&:
X1, . . . , Xn �����+��� � ���V�������!�!������� ª � � X ∼ Exτ ²ÚV« �$¬®����   � � �V���?²

2nXn

τ
∼ χ2

2n« ��¬ á � �g¤2��� × ��� � �V�����l�&µ�Õ2������� ª � � « �$¬j��� � � � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�xµ\º!� τ
¡ �I� ��Ì2@

1−α
:« �5¬�Õ	�O����� ¡K¡ � � �V���w�l�&µÕ2������� ¥ ��� Ì �l��� �¹ª � � H����� ��� ���?7
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�&µMº!�¥ ��� ¡ �I����������� Ý �� µT�l�I� § ���I� ¥ ���O���O��Íu�_� � �������������^à;�� « �w� : ² á �&��� � � � ���¦�l� ª ���������I�I� �!  ¬ :C&: Õ	�O����� ¡K¡ � � �V��� �l�&µ"Õ2������� ¥ �O� Ì �l��� � �_�l� § �O���������&ÿ ù ����� ü ��ÿ « ª;  � : � � ³©� ¡ ���x�   �5¬-·¤��l�!�I¤���������µ\º!��� ù � ü&ù ���
� � ¥ ����� ù � ü;ù ���
� ²« �$¬���� ���?>
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�sµ\º!� ¥ ��� ¡ �I����������� � 
������������ ¡ �����_�l���!� :« ��¬���� ���?7
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�sµ\º!� ¥ ���ö�V�������!� �!  ¥ ��� � 
������������ ¡ �����_�l���!� :

� ���� � �V��� ¥ �l����� ª � � � ��� ¡ �l� ª ���������I�I��� � Õ	�O���x�����V��� �!  � � �l�� :! �O�_� � � � �V��� § ��������¥ ��� Ý´�!  �l��� �úª � � o øx�l�!��� � ����I�¹� � o " �������I���� ¡®: «gÚ @ �������� Ý ���¤2�I� × � �!  � � �x�l� ¥ ���O���Ï ¡ ���O�_� � � �!  �l�&µ ¥ ��� � � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I���5Ùl¬

Õ	�������!����� « �����I�°¬n� ¡ �I� «gÚ ¬�¤)��� ¥ � � � ¡ � � �Vª �����_�l�������I� ¡ �����x� �¥ ���I� :
<



�

?��� �!  � � § � ¡ 687&: Õ��¦�l���

6?: « �$¬ Ì ���O� § ���   � ¡ � �£¥ �!����� á � � µMº   � � � �¥ Ý � § ������ �®ª � � Xn ²
n

∑

i=1

(Xi − c)2 =

n
∑

i=1

(

Xi − Xn + Xn − c
)2

=
n

∑

i=1

(

Xi − Xn

)2
+

n
∑

i=1

(

Xn − c
)2

+ 2
(

Xn − c
)

n
∑

i=1

(

Xi − Xn

)

︸ ︷︷ ︸

= 0

=

n
∑

i=1

(

Xi − Xn

)2
+ n

(

Xn − c
)2

« ��¬®�V��� § �����I�Gµ\º!� c = µ = E(X) ���   �I�!�´�����_�+²
n

∑

i=1

(

Xi − Xn

)2
=

n
∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(Xn − µ)2

Ì �l�_�l��2µR���   �8²

E

[

n
∑

i=1

(Xi − Xn)2

]

=
n

∑

i=1

E(Xi − µ)2
︸ ︷︷ ︸���l� (Xi)=σ2

− n E(Xn − µ)2
︸ ︷︷ ︸���l� (Xn)=σ2/n

= nσ2 − σ2

= (n − 1)σ2

Ì � ¡ �I�2µR���   � ¥ ���¹Õ	���x�l�!�!��� �!  ²
E(S2

n) =
1

n − 1
E

[

n
∑

i=1

(Xi − Xn)2

]

= σ2

<&: « �$¬®�� �x� �_����´���O����� ¡K¡ � ¡ � � ¥ ����Ð��¦�l����I�!�I�I�I� � ��� µ\� �!× ����� � ²

L(µ;
Ì �l��� � ) =

n
∏

i=1

µxi e−µ

(xi)!
=

[

n
∏

i=1

1

(xi)!

]

︸ ︷︷ ︸

=C

µ
∑

n

i=1
xi e−nµ = C µnxn e−nµ

Ì �!����� � �   �l���I��� ¡ ������� � ���   �I�!��������� ¥ ��� � �   � Ð��¦�l����I�!�I�I�I� � ��� µ\� �!× ����� � ²
l(µ;

Ì �l��� � ) = lnL(µ;
Ì �l��� � ) = lnC + nxn lnµ − nµ

÷©� � ���O����� ¡K¡ � ¡ � �®¥ �����V�����I��� ¥ �O��¢ ���;� ¡ � ¡ �8²
d l(µ;

Ì �l��� � )

dµ
=

nxn

µ
− n = 0 −→ µ̂ = xn

Ì ���2�!�¦�l����I�!���Ü�;��� � � § ��� ª � � µ �����´�l���_� µ̂ = Xn
:

Û



« ��¬ Ì �����;��� � � § ���©�����2� �eª ��� § �������8²
E(µ̂) = E(Xn) = E(X) = µ

Ì ��� � � � ��������� �!§ µ\���   �´�l�� ¥ � ¡ � �  « â � �O����� §ö¥ ���   ����¸$� � ��l�!��� � ¬-²
Xn

W
−→ E(X) = µ

« �5¬ Ì �����!�¦�l����I�!�����;�_� � � § ¤)����� ª � � µ �����   �   ����� �£¥ �!�����+²
µ̂ = x =

0 · 3 + 1 · 8 + · · · + 6 · 2

50
=

123

50
= 2.46

ÚV« ¥ ¬®��!�¹Õ	�O����� ¡K¡ � �! ®¥ �O�Ë�!�¦�l����I�!��� � �;��� � � § �����¹��� � ���¹ø!� �!× ����� � g(θ)
¥ �O��Ð��l�_� ¡ � ß������� θ

«°¯   ���_� � ����� ± Ð��l�_� ¡ �������X¬-· × � �!� ¡ � � ������� ¥ ����� ñ������-ð	��ñ�
 ¥ �O���!�¦�l����I�!��� ��;��� � � § ����� § � � �!� § � ¡ ������ � · ¥G: � : µ\º!� ¥ � � �!�¦�l����I�!��� � �;��� � � § ��� ª � � g(θ)
  �I�I�

̂g(θ) = g(̂θ)
: Ö �®¥ ��� ª �����I���   � �¥ � � �V�I���x�l����� �®  �I�I�8²

g(µ) = W{X ≥ 2} = 1 − W{X ≤ 1} = 1 − e−µ − µe−µ

Ì �����!�¦�l����I�!�����;�_� � � § ��� ª � � W{X ≥ 2} �����´�l���_�!²
̂g(µ) = 1 − e−Xn − Xne−Xn

Ì �����!�¦�l����I�!�����;�_� � � § ¤)�����������   �   ����� �£¥ �!�����+²
1 − e−x − xe−x = 1 − e−2.46 − 2.46 e−2.46 = 0.7044

Û&: « �$¬ Ì ���Î� ¡ �!�I�������_�� �w���������I�I� �!  ��µM� �!× ����� � ��������� � � Í+�����!��� � µM� �!× ����� � ¡ �I�Ü�V�!��º �!  � �� � ¥ � � �V�����I��� �ú¥ ��� «   �O��� ¥&� ����� � ¬��V�����_�!�!������� ¨ ¥ ���K�V�!��� �!  � 
���Ü������� �l  �����¤)���I���
1/n ¨ ����� ¡ ���!������� � � ¥ � � �����_���� � Õ	�O���x�����V��� �!  � � « �!����� � ���_�e� ¥ ���Üøx�l�I�°¬ö���!��� �!  ������Ë� ¡�¥ ����� � �����!���O���� �¥ ���������¶µR���_�� ª � � 1/n

:
« ��¬�Ð��¦�l����I�!�I�I�I� � ��� µ\� �!× ����� � ²

L(λ;
Ì �l��� � ) =

n
∏

i=1

λe−λ xi = λne−λ
∑

n

i=1
xi = λne−λnxn

� �   � Ð��¦�l����I�!�I�I�I� � ����µM� �!× ����� � ²
l(λ;

Ì �l��� � ) = lnL(λ;
Ì �l��� � ) = n lnλ − λnxn

Õ	�O����� ¡K¡ � �! "¥ �O��¢ ���&� ¡ � ¡ �5²
d l(λ;

Ì �l��� � )

dλ
=

n

λ
− nxn = 0 −→ ̂λ =

1

xn

� �������!��º&µ\� �!  �l�&µ « ��� ×�: ¬	¢ ���;� ¡ � ¡ ²
d2 l(λ;

Ì �l��� � )

dλ2

∣

∣

∣

∣

λ=λ̂

= −nx2
n < 0

�



Ð��¦�l����I�!�����Ë�;��� � � § ���8²
̂λ =

1

Xn

« �5¬�Ð��¦�l����I�!�����Ë�;��� � � § ¤������8²
̂λ =

16

0.12 + 0.61 + · · · + 12.35
=

16

90.03
= 0.1777

ÚV« ¥ ¬ Ì �����!�¦�l����I�����   �O���_� � � § ���ö�w���������I�I� �!  ��µM� �!× ����� � �����   �   ����� � ¥ �!����� « ª;  � :¥ ��� �


ß

��� �! Kª � � H����������� ¬-²
̂F (x) = 1 − e−λ̂x, x > 0

Ì ���ö¢ ���&� ¡ � ¡ «   � � �l����8²��V�!�!��� ¡ � ¡ ¬ D
¥ �O� Ý ����_� �¥ � § ¤2���_���� � Fn(x) � �¥

̂F (x)
× � �!��� �!�´� � ��� � ���´�V�!��� �!  �������I��� ª � � Fn(x) �l�&µM��������� � ¨ �!�����   �I�I� D ≈ 0.22����� x(4) = 2.94

:
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F
n(x

)

F̂

D= 0.2195   x= 2.94

Õ	� ¡®: ² Ì ��� õ � � × ���I�!� § �!� á � § ���   � �!  ¥ �������!�   � � Ý �!�!�I� ¥ � �!  « � �¥ ¥ ��� ¥ � § ��

����   � � Õ	�����O�_� � � �!  � � ¬ ��¥ ���´�����_�®� � �����	��
��� � ���l�&µ ¥ ��� � � ³�� ¡ ���x�   � :

� : ÚV« �$¬ Ì ���ÎÕ	�   ��º �¥ � �!  ¥ �0µMº!�8· ¥ �l¸ Zn ��� � ���l�!�!��� �&� ¡ �l��� ª ��Ð�� ª ���   ��
�¸$� �����8·+�I���   ��� ¡§ � � ���_�l��� �	� ��� �!§Oª ���������I�I� �!  ���_�l� § ·;� �¥ ¥ �l��� � · ¥ �l¸ Xn(1−Xn)/n ��� � × � � ��������� �&ß�������;�_� � � § ��� ª � � p(1 − p)/n
« âÞ���l���¦� �!§öª � � Xn ¬)����� :

>



« ��¬ á � � ���_�!�I����¸$� ��ª � � Zn � �¹§ ¤����$�x������� �¥ � � �x� � ���I��� ¥ ���uÐw� ª ��� ª ���������I�I� �!  « â N(0, 1) ¬-²
−z1−α/2 ≤

Xn − p
√

Xn(1 − Xn)/n
≤ z1−α/2

Ý ����
?�_� � ¥ ��� Ì ���!�����I� �!  �������_�e� �! �� ����� p ²

Xn − z1−α/2

√

Xn(1 − Xn)

n
≤ p ≤ Xn + z1−α/2

√

Xn(1 − Xn)

n

« �5¬®�V� �¥ U1 · U2

§ ¤)���� � �l�!� �l�!  �   � U(0,1) � ª ���������I�I���©� ��� ·?��������� ¥ ��� @ �l�!���������� � �I���_� ß× ���I�8· ¥ �l¸ (U1, U2) � �!� �����x�l�I� ¥ �O� á � � ����I��� × ���������O���I���   �8·   ��������� π/4
:?Ì ����µR���   � �¥ �Ö �¥ � × �l����� ª �l���¦�l�!���?²

X =







1 U2
1 + U2

2 < 1

0 ��� � ���
����� ¥ �l���� Ap � ª ���������I�I� ¡ �I� p = π/4

: «�� ó����	�
π ¤2�I� ¥ �!�������l���	� � ��� × � �!� ������Ðs�l�_� ß¡ ��������� � �������!������������� : ¬ á � � �;�_� � � § ¤)�����©µMº!� π �����´�l�����   �   ����� �£¥ �!�����+²

π̂ = 4x = 4 ·
81

100
= 3.24«�� ó����	� Ì ���O���������l���� ¥ ���Ë�!�¦�l����I�!���3�;��� � � § ¤������ ª � � π

: ¬ Ì ��� �?>
	 ��� � ���x¥ � �!§�ß� � ����� ª �l�I�+µ\º!� p �����   �   ����� � ¥ �!�����+²
0.81 ∓ z0.975

︸ ︷︷ ︸

1.96

√

0.81 · 0.19

100
= [0.7331, 0.8869]

Ì �!�����Î¢£�!�I���I�!�I� × �l����� � ¡ �I� � ��� × � ¡K¡ � ¡ � �3¥ ��� �?>
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I��µMº!� π ²
[2.9324, 3.5476]

>&: ÚV« �$¬�÷����_� ¥ � ¡ Ý2¥!¥ �I����� � ������O����� ¡ µ\º!� « � � �l�!� �l�!  �   �5¬ � � ¡K¡ � ª ���������I�I� �!  � �£  �I�I� § � ß�x� ������ «�� ó
���	�
Exτ ≡ Gam(1, τ) ¬-²

Sn =

n
∑

i=1

Xi ∼ Gam(n, τ)

Ì ��� Ì �����e��� ¥ ���O����� � � ¡K¡ � ª ���������I�I� �!  �����   �   ����� � ¥ �!���_�+²
fSn

(s) =
sn−1 e−s/τ

(n − 1)! τn
, s > 0

÷����_� ¥ � ¡ Í+�_� � � µR��� ¡ �l����� � ���_�l� § µMº!� Ì �����V��� �   �I�I�ËµMº!� Z := 2nXn/τ = 2Sn/τ«
s = τz/2 · ds/dz = τ/2 ¬-²

fZ(z) = fSn

(τz

2

)

∣

∣

∣

∣

ds

dz

∣

∣

∣

∣

=
τn−1 zn−1 e−z/2

(n − 1)! 2n−1 τn
·
τ

2
=

zn−1 e−z/2

(n − 1)! 2n
, z > 0

Ì ���O������� ¥ ��� Ì �����V���Î��� � ��� χ2 � �w���������I�I� �! £¡ �I� 2n ø!�����I����I���   �_� ¥ � �+:uÌ ������� § �������� � ¡ � �   � � �X�l� §ö§ �!���w���������I�I� �! "ª � � Sn � � �����V� ª � � τ �l�!� �l�!  �8·��� ¥ ���!����� ¥ ���O�� � �����O��� �¥ �����?· ¥ �l¸ 2nXn/τ ��� � �¹Ð�� ª ���   ��
�¸$�ö����� :
C



« ��¬ Ý �&µ�Õ2������� ¥ ���©Ð�� ª ���   ��
�¸$� ª � � « �$¬�µ\���   �8²
W

{

χ2

2n; α/2
≤

2nXn

τ
≤ χ2

2n; 1−α/2

}

= 1 − α

Ì �!����� Ý ����
?��� �Ø¥ ��� Ì ���!�����I� �!  ���������V� �! Î� ����� τ
«°¯

τ � �Ø¥ ���©¢£�I����� ± ¬)����� � �I� ¡ � ���� � 100(1 − α)
	 � � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�sµ\º!� τ ²

[

2nX

χ2

2n; 1−α/2

,
2nX

χ2

2n;α/2

]

« �5¬ Ý �&µËÕ2������� ¥ ��� Ì �l��� � ª � � H��� � ���   �I�!�Î�����_� �l��� � � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�©µ\º!� ¥ ���¡ �I����������� Ý �� µT�l�I� § ���I� «
x = 5.627 · χ2

32; 0.05 = 20.07 · χ2
32; 0.95 = 46.19 ¬-²

[

32 · 5.627

46.19
,

32 · 5.627

20.07

]

= [3.898, 8.971]

C&: « �$¬ á � � (1 − α)��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I��µMº!� ¥ � � ¢ �I�������I¤������©�����   �   ����� � ¥ �!����� « �V�����_� ß�!�������ö�l���÷���� ¡ �l� ª ���������I�I� �!  ¬-²
Xn − tn−1; 1−α/2

Sn√
n
≤ µ ≤ Xn + tn−1; 1−α/2

Sn√
n

Ï ¡ ���O��� � � � ¥ ���´Íu� ¡ �����_�l���!��� � � � ◦ " ²
x[◦ ø ] =

5(x − 32)

9
[◦ " ]

�?>
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I� «
µ ¬

n xn sn tn−1; 0.975 � � ������� � ��� �!§ � ��������� � ��� �!§ �¢ C?>
36.72 0.3882 1.998 36.63 36.82@ C?>
36.89 0.4130 1.998 36.78 36.99

Õ	� ¡®: ² Ì ���2Ö � ����� ª �l�I���2µMº!� ◦ ø � �¥ ◦ " �������� � � �3¥ ���������I��� � Õ	� § �����e� �! ö§ ���� � � �¥ ���¤2��� ¥ ����Íj� ¡ �����_�l���!��� �+:
« ��¬ á � � (1−α)��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I�xµ\º!� ¥ �����V�������!� �!  �����   �   ����� �Ü¥ �!����� « �V�������!�!��������l���÷���� ¡ �l� ª ���������I�I� �!  ¬-²

[
√

(n − 1)S2
n

χ2
n−1; 1−α/2

,

√

(n − 1)S2
n

χ2
n−1;α/2

]

¢£�I� χ2
64; 0.05 = 46.595 � �¥ χ2

64; 0.95 = 83.675 ���   �I�!�´�������+²
�?7
	 ��� � ���x¥ � �!§ � � ����� ª �l�I� «

σ ¬� � ������� � ��� �!§ � ��������� � ��� �!§ �¢ 0.3395 0.4550@
0.3612 0.4841

Õ	� ¡®: ² Ì ���©Ö � ����� ª �l�I���©µMº!� ◦ ø � �¥ ◦ " �������� � � ��¥ ����Õ	� § �����V� �!  I(C) = 5/9 · I(F )§ ���� � � �¥ ��� :
9
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6?:������&�Q�����U�����J�H����������@��U�������¡ l¢&�¤£2 ¥������¦!�N��§¨ l������_ l���8�N��©&ª?«?¬&&®0¬&¯)°g±;²¥´³LµU¶?�S:2·��
¸�¹ �3��ºF l¶$�5»-¼e½	 l¾!�H½)�������¿�\�!�)ÀeÁUÂ?Ã ¹ ¦!���)ÀeÁeÂ$Ä�¼ ¹¥Å ¦&���¿Æ�Ç¥��º����������Jº����_ l��¢!���������H����È� ¹ � É
�Ê l�Hµ$���������H�H¢!�!¶Ë� ¹ �H¶$���+:	Ìu���H�������U����¦ l�N¢Í¦&����§¨ l�����Î�N¢!�F�¥Ï_¾�����H�ÐÆÑ�Ò ¥�������Ð���H��³L�$:Ó£Ñ:
(96.0, 96.5]

¼�:N:N:NÔ	µU¶?�S:2 l¢Ï�¾ G¤Õ8ÖØ×�EÒÙ »3¢!�¦Î���_ l¶$�����U���Ú¦&���ÜÛ;¢!�Ý¢!�H�����������Í�����Ò l���Hµ$���
ÆÑ�Ò ¥���_���!¾F�l¢&Þ¶?Û$���H�����Ú l�Ü¦!���ß���NÏ_¾e�����ÚÆÑ�Ò ¥�������!¶?�����!�8���Ü�H�à�����������H�+:s³L@á���ÝÛ¥ l�!�â�Ê l�
�Ê�H�ãº ¹ ���H���Hµ$���ßä� l�H���å¦!�������������;Ï�¾F�l���N½)�������Ý�\�!�

µ
¢!�¦

σ
���e�����¾!�3����æl»

ç `=dNX�c `=[ T ès�_pS��]Wy=dlcnPSéncsé b0�Ëêjb0[Së5pSblf^a�c d�ìW`ím5P+c [+]Wb5î!ë5cnp+ïu~ ç �-�2cnR¥]WìWcsb0d¥ë¿]WdÑ]_d¥ë5cnpSc d¨kNPSc y=y=c d�`=�
iLdNPScnpSd0cnP�ðeñl~Nrs[Qcgpjd0c Ol�2cnd¿ò-òWó0ôWõ�ö¤÷Hb0d¥ë�ò-ò8øNù�ó5ú�ûYb0d¥ë�ë0`=c�bld0a5yí]_[Q[Q`ícgpQPSc dýüjpS`=ì-`=d¥]_yíël]_PScndUZ

<&:�þw�¨�_��� Å ��Û¥ l�!�U�8¼Y¦ lÿ����H� �U�H¶?�F l�sµ ¹ �Ø@ �����
µ
¼�¦ ¥�Ñµ ¹ � � �F ¥Ï�¾ £�� Å �������_ l¶$���Ú½2�H��¦Y¼

�H� £ � ¹ ���Ê l�Hµ$���������H�H�������2�J�H���â�H�������
µ

¢!�¦ß�U������¢!¢!�!¶"<&:
³Q $»��g� £´µ$�����Ý¢!�����Ý�Ê l�+¼u¦ lÿ�¾��¢!���

µ = 8
� Å �������_ l¶$���¡½2�H��¦Y:��u�lÿ?�Ý����Ï�¾¡¦&���N���Ê£È�-É

¾F l¢!º!��¢!�!¶�µ$���������������+¼�½)���!�Ë¦&���å�\�!�&�L�Ê l�H�H¶$�Ú³L¢!�F  Å ¾F�l�!¶?�H¶$�5»�@Î���N¦!����¾ ¹ �H¢!�!¶ ¦!�N�
�U�H¶?�F l�������H�ß�U����Ï_¾!º!� ¹¥Å ���!�J�H�������jµ ¹ �

X = 9.5
����¶?� Å �WæýÌj�N�������â�U�����J�H�����H�����ä��¾&É

������½	 l¾!����Ï�¾���H�!�H��Ï_¾!Û$���H�36?: � ���2µ ¹ �â>	�":
³ Å »"@Î���Ý¶?� ¹ ÿ������ Å ���H� Ìj�N���Ñµ ¹ � ³Q $»�¦&����@¡ l¾!����Ï_¾���H�!�H��Ï�¾!Û$���H�����H��N�Ñä��¾!�������ý<&: � ���8¼

½È���!�ß¦ ¥��� Å �������_ l¶$������U�H¶?�F l�u�_ l���W�¥Ï�¾!�H��Ï�¾Ü¦!��� @ �����
µ = 10

¾F l�Wæ

&:�§���� Å ����¦!����� ¹ �H¶$���¦!�����â��ÿ?�����H¾���Ü���_ l�J�3���â l¢�Ý³L¢!�F  Å ¾+:í»�� ¹ ���Ê l�Hµ$���������H�H¢!�!¶$����

X
T }��-� }���� }�{8} }���� �8}�z }�{8} }��_{

Y
TA}���� }��_� }��_� }�{-� }��W{ }�{�� }���� }��8} }��5} }��W{ } {�z }��-|

Ìj�N�������Ü�U���¨�J�H�
α = 10%

¼ ¹¥Å ¦&�����  l���Ò l�!�8���â¶?������Ï�¾â���H�¦Y¼!¦Y: ¾+:!���N�������Ü�U�����

H0 : σ2
X = σ2

Y

¶$��¶$���
H1 : σ2

X 6= σ2
Y

�:�ä ¹ �����_�����N¢!�!¶�µ ¹ � G¤Õ8Ö�� �5þ����J�H�������H�3�U���È���H���?>	�ý�UÆ ¹ �&ÞF¦!���!�N�H�U������µ¥ l�H�F�L�!�s¦&��� §����Y�������!�
∆ = µX − µY

¦!�����ß�H�������H½È�������?:�@á����Û¥ l�!�Ü�Ê l�  l¢&�È£2 ¥������¦&���N���N���^�U������µ¥ l�H���Ñ���N�������+¼
¹¥Å ¦&��� Å ����¦!�����â�H�������H½)�������Ý¶?������Ï�¾â���H�¦Fæ
ç `=dNX�c `=[ T vF`=d0c�c dNPS[QR0pSc f^Olc dlë0c! `#"��WPSì_p%$�&-cwX+b5p^ë0c�`=d¨ë5cnp'jü�]Wd0ì-c ìWc m?c dUZ

>&:�äs�!�&��³\Ç?���������8:í»�6-É^þ)(+*-,��.�â�!�!�8���ß½È����¦!���ß¶?������Ï_¾!�8���H���H¶"<?7?7/�� l�Y¶$��½ ¹ � �Q��� ¢!�¦/0��N¦!�N� É
�Ê l�u¦&���21� l¾!�

X
¦!����¶$��½ ¹ � �\�������34� ¹ �5 l���65¨¶$���5�l¾!�H�8¼�J�H�¿¦!��� � ¹ �H¶$���¦!���âþw��¶$� Å �!���7�

X
7 6 < 
 � >

¸ �l¢&Þ¶?Û$���H� > 
�8 �98 9;6 
?< C
�����&�Q���"�U���	�J�H���������;:)¾!�=<e¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥����¢!�!¶$�����N����³L�J�H�

α = 5%
»-¼ ¹¥Å ¦&����£	� ¹¥Å  ¥Ï�¾U��¢!�&É

¶$���ß���H�����£)�H� ¹ �J�Ò l�Hµ$���������H�H¢!�!¶"�J�H�
n = 5

¢!�¦
p = 1/2

� ¹ �H¶$���+:



C&:�£	�����_ ¥Ï�¾e����� �U���¨¦&���Ñ� ¹ �H¶$���¦!��� ³L¶$� ¹ ��¦&���������»¿£È� ¹¥Å  ¥Ï_¾e��¢!�!¶$����
�������������	�
��������������
�������������
�������
���������������
�������
���������������������	�������������������������������������	����������������
�������������	������� ��������!���	�

³Q $»������&�Q���¤�U���w�J�H���������	³\���H�&�S ¥Ï�¾���å» :)¾!�=<e¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥����¢!�!¶$�����N���	³L�J�H�
α = 5%

»-¼ ¹¥Å
¦&���Ý§¨ l�����Ú l¢�¿���H����Ñþ#";º ¹ ����e���Ò l�Hµ$���������H�H¢!�!¶��J�H�+�ß�H�������H½È�����J6Ý���_ l�J�3���+:�����¾&É
�3�����U����¦ l�N¢ Å ������º!��������½È�������Ý¦&���ý� ¹ �H¶$���¦!��ÆÑ�Ò ¥����������H�U�����H�H¢!�!¶Ú³

xp $ p
��%�¢F l�U���H�

¦!���
Ex1

�9�w���������H�H¢!�!¶U» �

[0, x0.2), [x0.2, x0.4), [x0.4, x0.6), [x0.6, x0.8), [x0.8,∞)

³ Å »������&�Q�����U���ý�J�H��������� :)¾!�=<U¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥�_��¢!�!¶$�����N���J³L�J�H�
α = 5%

»-¼ ¹¥Å ¦&���Ý§¨ l�����
 l¢�����H����¿þ#"&º ¹ ����e���Ò l�Hµ$���������H�H¢!�!¶����_ l�J�3���+¼¦Y: ¾+:!���N�������Ü�U�����

H0 : X ∼ Exτ
¶$��¶$���

H1 : X 6∼ Exτ

ç `ídNX�c `=[ T &?bl[S]_�2�2c dlìWc [QcnPSénPScgp
χ2

~Nêjd0R¥]W[Q[Qb0dlìW[\PSc [\P�ðsm?cn[\PS`í�2�2cndßk5`=c¤é b0cnpS[\PÝë0c dßRlyí]_bl[Q`=mly=c d
k8fgO('_PSénX�cnpQP "��-d

τ
Z ç ]_y=PScndýk5`=c�[Q`=f^OÑm?c `Uë0cnp+t�yí]W[Q[Qcndlc `=dNPSc `=y=bldlì�]_d¨ë0cnd+'F�WpS[Qf^Olyí]Wì;"-�-d�÷�]-ûgZ

<



�+Ç?��¢!�!¶$���ß�N¢!� 6?6?:!£È�Ò l���

6?:�����Ç¥ÿ$�����¡§Ñ l������W�l���8��³\���^½	 
n > 30

»"Û¥ l�!� �Ê l�Ðµ ¹ �ßþ��H�e���_ l¶?¢!�!¶á�H���@��U������� �H�
ÆÑ�Ò ¥���_��� ���H�e�����H������

� '_dld0cnp
t�yí]W[Q[Qc

Hi hi

∑

i

j=1
hi

(96.0, 96.5]
}

0.015 0.015
(96.5, 97.0]

�
0.046 0.062

(97.0, 97.5]
}-}

0.169 0.231
(97.5, 98.0]

}��
0.246 0.477

(98.0, 98.5]
} �

0.215 0.692
(98.5, 99.0]

}�z
0.231 0.923

(99.0, 99.5]
z

0.077 1.000��z
1.000

� p^]Wblcnd
t�y ]_[Q[Qc

Hi hi

∑

i

j=1
hi

(96.0, 96.5]
}

0.015 0.015
(96.5, 97.0]

�
0.031 0.046

(97.0, 97.5]
�

0.046 0.092
(97.5, 98.0]

} �
0.215 0.308

(98.0, 98.5]
}��

0.246 0.554
(98.5, 99.0]

�W|
0.308 0.862

(99.0, 99.5]
�

0.092 0.954
(99.5, 100.0]

�
0.031 0.985

(100.0, 100.5]
|

0.000 0.985
(100.5, 101.0]

}
0.015 1.000��z
1.000

��¢!�����_�l¶?�2�Ê l�
Φ−1

(∑i
j=1

hj

) ³ Å ���Yµ ¹ ��¶$�-�\�������H¶?�����ß�������8��� ∑i
j=1

hj

¹ ¦!��� Å ���+���H����
��� ¹ �8���U����Û? l�Ò 

100
( ∑i

j=1
hj

) �J»w¶$��¶$����¦&��� ¹¥Å ��������ÆÑ�Ò ¥�������!¶?�����!�8���   Å ¢!�¦åµ$������¢Ï�¾e�8¼
¦&���ý�w¢!�!ÛU���ý¦&¢!��Ï_¾ß���H����Ñ���_ ¥¦!�� l¢���N¢!¶?������Ï�¾���+:�äs�!��ÀeÁeÂ$Ãå¶$���H�H�!¶?��¦&���N�2���NÏ�¾U�¿¶?¢!�8¼&�\�!�
ÀUÁeÂ?Ä����H�¦�0��N¦ ¹ Ï_¾��Ê�H�� Å �N� ¹ �¦!�����Ý l� ¹¥Å �������ßþ��¦!��� � Å ½È����Ï�¾U¢!�!¶$���Ü�N¢â����Û$���!����+:
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þ��^½	 ¥��ÛU�Ò l�����ý½2�H��¦ ¦&���å�U�H��¢F l��� ¹ �+¼+½È���!� �Ê l�  l¢&�2¦&���3¢!�!ÛU�Ò ¥��������������� §¨ l�����¡�N¢!���Ï_ÛeÉ
¶?����� �L�8: �g�Ê¦&���N����� äF l�H�����_�l¶?�È�Ê l�"  Å ���È� Å �H��Ï�¾����½)�����_���!��Ï_¾e�2¦&������¢!�!ÛU��� (

x(i), i/n
) �H�

�������ý���H�+¼F� ¹ �¦!������

(
x(i),

i − 0.5

n

)
, i = 1, . . . , n

þ��H� ��� Å ���� ����Û;�å¦&���N�_��� � ¹ ��¶e l�!¶$��½È������� Å �N������¾U�"¦ l���H�+¼È¦ lÿ  l¢&�Ý¦&���N�_� @ �������� l¢Ï�¾
¦!���Ý�������N���"��¢!�!Û;�

x(n)

���H�!¶$�����_ l¶$��� ½È����¦!��� Û? l�!�Î³L½	�l���"� ¹ ����Ý½È��¶$���
Φ−1(1) = ∞�!��Ï�¾U�Ê�3Ç¥¶?�H��Ï�¾�»-:È§�����¶?¢!��� � �!ºF ¥����¢!�!¶Ú�\�!�3ÀeÁUÂ?Ã Å �N���_�l���H¶?�å����Ï�¾�³Q l�H������¦&�H�!¶$�å������Ï�¾U���N�

3 � ¢���L�_ l������ 5  l� ¹¥Å �������Ýþ��¦!�5»-Ô8�L�!�+ÀUÁeÂ$ÄÑ¦!��¢!�����s¦&���wä ¹ ����¦!��� � Å ½)����Ï�¾U¢!�!¶$���J¦ l�_ l¢&�
¾!�H�+¼j¦ lÿ�¦&��� �w���������H�H¢!�!¶ Å �N� ¹ �¦!�����¤ l� ¹¥Å ������� þ��¦!�å���g½È ¥�J��Ï_¾e½È�������Ê l��� Å ���)���H����
� ¹ ���Ê l�Hµ$���������H�H¢!�!¶"�����8:
þ��H���� �;Ï_¾F�l���N½)�������L�!�

µ
Û? l�!� �Ê l� Å ���H� �;Ï_¾!�!�H����º!¢!�!ÛU�¤¦!����>?7	�ý� ³ Å �N½ý:s75�&»��Y�H�!���

�J�H�ý¦!���ý���H�!¶$���8����Ï�¾!�������� �Ñ���_ ¥¦!���¡���U�����¾!�3���+ÔY�\�!�ÑÀUÁeÂ$Ãâ����¶?� Å �Ý����Ï_¾
µ̂ ≈ 98.1

:+þ��H�
�;Ï�¾F�l���N½È����� �\�!�

σ
����¶?� Å �)����Ï_¾å l���w§����Y�������!�¿�N½2����Ï_¾���å¦!��� �;Ï_¾!�!�H����º!¢!�!ÛU�	¦!��� 8l�:H67
	�ý�

³ Å �N½ý:&6W�&»�Y�H�!���)�J�H��¦!���s���H�!¶$���8����Ï_¾!�������� �Ñ���_ ¥¦!���¤¢!�¦�¦!���w�;Ï�¾F�l���N¢!�!¶Ñ�\�!�
µ

³ ¹ ¦!���� l���
§������������!�3�N½2���_Ï�¾���¡¦!��� ���U����º!���NÏ�¾���¦!��� �;Ï�¾!�!�H����º!¢!�!Û;��¦!���å68>&:#8$9��ý� ³ Å �N½ý:

(−1)
�&»

�Y�H�!���¨¢!�¦ ¦!���Ñ�;Ï�¾F�l���N¢!�!¶3�\�!�
µ
»-Ô&�\�!��ÀeÁeÂ$Ã"����¶?� Å �¿����Ï�¾

σ̂ ≈ 98.8 − 98.1 = 0.7
:

£	��� : � §���� Å ����¦!�����������N����� � Å!Å �H��¦&¢!�!¶$���Ú½2¢!��¦!���Ú�J�H�����H����¨���H¶$������ � �Uä!¢!�!ÛU��� ¹ �Ú��� É
�������H�H�8Ô��U����Þ�¦!���Ü¦&���N���¨ä!¢!�!Û;��� ¹ �ß¢!�e�����¿©&®¥È°S©!ª¥«?¬F²��w°S«" l¢&��¦!���¿·�� ¸�¹ �3��ºF l¶$�?:

�
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<&: ³Q $»�§Ñ����Ìj�N����µ$����½2�H� �\�Ñ¦&������¢!�H¾��;º ¹ ��¾�N�_�
H0 : µ = 8

³L�N¢!¶?¢!���������µ ¹ �
H1 : µ 6= 8

»
�J�H�¿���H����¿ä��¾!������½	 l¾!����Ï�¾���H�!�H��Ï_¾!Û$���H�36?: � ���2µ ¹ �

α = 0.05
¼&�S l�H���7�

√
n|Xn − 8|

2
> z1−α/2 = z0.975 = 1.96

äs�!�
n = 5

¢!�¦
X = 9.5

¾F l�È¦&���ÑÌu�N�������_ l���������HÛå¦!���"@ �����
1.68

Ô!¦&����£	��¾F l¢!º!��¢!�!¶
½2�H��¦ß l��� ¹ �!��Ï_¾e�¿µ$����½ ¹ � �\���+:

³ Å »"@á�H��¦ß�_ l���_�¥Ï�¾!�H��Ï_¾
µ = 10

� Å �������_ l¶$���+¼ Å �����_�l¶?�Ñ¦&���ý@¡ l¾!���_Ï�¾���H�!�H��Ï�¾!Û$���H�8¼Y�Q�l����Ï_¾&É
�H��Ï�¾����½È�������

H0

�!��Ï�¾e���N¢�µ$����½)��� �Q��� ³\¦Y: ¾+:&�\�!�����H����ßä��¾!�����Ñ<&: � ���W» �

β(10) = W

{√
5|X5 − 8|

2
≤ 1.96

∣∣∣∣µ = 10

}

äs�!�
µ = 10

¶?�H�H�
X5 ∼ N(10, 4/5) = N(10, 0.8)

Ô�¦&��� ¹¥Å �H¶$�¨@¡ l¾!���_Ï�¾���H�!�H��Ï�¾!Û$���H�
�����¿ l��� ¹ ½2���Ñ� ¹ �H¶?���N¢ Å �����NÏ�¾!�����

β(10) = W

{
8 −

2
√

5
1.96

︸ ︷︷ ︸
6.247

≤ X5 ≤ 8 +
2
√

5
1.96

︸ ︷︷ ︸
9.753

}

= Φ

(
9.753 − 10

√
0.8

)
− Φ

(
6.247 − 10

√
0.8

)

= Φ(−0.276) − Φ(−4.196)

= Φ(4.196) − Φ(0.276)

= 0.391


&:�§Ñ���
F

�UÌu�N���¿µ$����½2�H� �L�¿¦&��� �Ñ������Ï�¾!¾���H��¦!�����  l���Ò l�!�8���+¼!�S l�H���7�

S2
X

S2
Y

/∈
[
FnX−1,nY −1;α/2, FnX−1,nY −1; 1−α/2

]

¸ �����2¶?�H�H�7�

S2
X

S2
Y

=
174.629

119.356
= 1.463

F6,11; 0.05 =
1

F11,6; 0.95

=
1

4.027
= 0.248, F6,11; 0.95 = 3.095

§�������������Ï�¾!¾���H��¦!���-�  l���Ò l�!�8���ß½2�H��¦��!��Ï_¾e��µ$����½ ¹ � �Q���+:

£	��� : � §¨ ��N� ¹ ���������Ï�¾e���H��Ï_¾ �!��Ï_¾e��¦ l�_ l¢&�� l�!Û ¹ �J���8¼u½È����Ï�¾���U����Ï�¾!º!� ¹¥Å ���eµ? l���Ò l�!�"�H�
1��l¾!������¢!�¦â½)����Ï_¾�¤�H� �����!����Ñ������¾e�8¼�½2�H��¦ß�Ê l��¦&����¶?��Ç¥ÿ$����� �  l���Ò l�!���H��¦!��� 1��l¾!�����
¶$� Å ���+:U§Ñ��� %�¢ ¹ �������U�)�����È¦ l�!�å¶?��Ç¥ÿ$���2 l����6�¢!�¦Ê�N�)�Ý¢!ÿ��e¢!�	¦&��� ¹¥Å �������g�e������µ? l�H�H¶?�����&É
�8�"� Å ����º!���&�\�¤½)����¦!���+Ôw� ¹ ������ºF l���¤�Ê l� ����Ï_¾ ¦&����£	�N�����H�J��¢!�!¶ ¦!���J¢!�e��������� �������!�8�?:
� �H������¦&�H�!¶$�)�����	 l¢&�Y¦&��� *¿���H¾���&� ¹ �H¶$��¦!���Èä!�����H¾���H����¶?�_ ¥¦!���N¢" ¥Ï_¾e����� ³ 6?:eä!�����H¾���H����¶?�_ ¥¦

=̂1��l¾!�����8ÔF<&:ä!�����H¾���H����¶?�_ ¥¦
=̂

�����!����W»-:

C



�:�§����ÚÆ ¹ �������¢!ÛU��� ¹ �´���H��N� Æ ¹ �&ÞF¦!���!�N�H�U������µ¥ l�H���Ü�\�!�
∆ = µX − µY

Å ����¢!¾U�â l¢&�J¦!���
� ¹ �H¶$���¦!���ß���Hµ ¹ ��¶?��Ç¥ÿ$�"³ �w���+: �!� ¹ ���Ê l�Hµ$���������H�H����£È� ¹¥Å  ¥Ï_¾e��¢!�!¶$���+¼ �  l���Ò l�!�8��� ¶?������Ï_¾�» �

Z =
X − Y − ∆

Sg

√
1

nX

+
1

nY

∼ tnX+nY −2

�J�H�
S2

g :=
(nX − 1)S2

X + (nY − 1)S2
Y

nX + nY − 2

þ��H��_Ï�¾!�H����ÿ$���Üµ ¹ �
Z

�H� �N½È���+ºF ¥�������¦!�
t
��%�¢F l�U���H���å³\·�@

$ 1 − α
»È¢!�¦ � ¢��FÇ?����� ¦!���

§ ¹ º!º����H¢!�!¶?������Ï�¾e¢!�!¶��F ¥Ï_¾
∆
�

X − Y ∓ tnX+nY −2; 1−α/2 Sg

√
1

nX

+
1

nY

¸ ������¶?�H�H�
X = 188.43

¼
Y = 181.92

¢!�¦
t17; 0.975 = 2.11

Ô!�\�!�¿¦&����3�¶$��º ¹U¹ �H����5 �  l���Ò l�!�
S2

g

����¶?� Å ������Ï�¾�

S2
g =

6 · 174.629 + 11 · 119.356

17
= 156.153

§¨ ¥���?>	�ý�UÆ ¹ �&ÞF¦!���!�N�H�e������µ? l�H���L�!��¦&���¨§����Y�������!�Ý¦!�����â�H�������H½)�������ý�����2¶$��¶$� Å ���ß¦&¢!��Ï_¾�

∆ : [−5.312, 18.336]

£	��� : � � ¢&��£	 ¥�����"¦!�N� ¹¥Å �H¶$��� �g�e������µ? l�H����Û¥ l�!� �Ê l�Í l¢Ï�¾
H0 : µX = µY

³L¶$��¶$���
H1 : µX 6= µY

»¨���N�������Î³L�J�H�¤ä��¾!������½	 l¾!����Ï�¾���H�!�H��Ï_¾!Û$���H�â6?: � ���
α
»-Ôj¦ l�N¢ �������e¢!�Ý�N¢

º!���&�Q���+¼ ¹¥Å
∆ = 0

���H��þ������3���U�¿¦!�N�;�^�U������µ¥ l�H���2�����8:U§¨ �¦&���N�	¾!�����2¦!���	ä� l�H�������8¼U½2�H��¦�¦&���
��������Ï_¾!¾���H��¦!�����â�H�������H½)�������Ý�!��Ï�¾U�¿µ$����½ ¹ � �Q���+:

>&:�§¨ å¦&������¢!�H�H¾��;º ¹ ��¾�N����µ ¹ �H�����_�l�¦&�H¶ ��º����N� Þ�N�������������8¼�¾F l�¦!���H�¨�N�Ñ����Ï_¾Ü¢!�Ø���H����Ú���H�&�S 0É
Ï_¾����:)¾!�=<e¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥����¢!�!¶$�����N���¿µ ¹ ��

H0 : X ∼ B5,1/2

¶$��¶$���
H1 : X 6∼ B5,1/2

§����3³\ÆÑ�Ò ¥�������;�&»	@¡ l¾!����Ï�¾���H�!�H��Ï_¾!Û$���H�����Ú¢!�e�����
H0

���H�¦�¶$��¶$� Å ���â¦&¢!��Ï�¾�

wi = W{X = i |H0} =

(
5

i

)(
1

2

)5

, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5

§��������H�!�8���H������;Ï�¾!���H�������N¢!�)£È�����NÏ_¾!�e¢!�!¶¤¦!���
χ2

�UÌj�N�������_ l���������HÛ��S lÿ?�w�Ê l�3� Å ��������Ï�¾U���H��Ï�¾
�H� ���H����¿Ìs  Å ���H���Ý�N¢�_ l�J�3����

t�yí]W[Q[Qc
Yi wi nwi

(Yi−nwi)
2

nwi| z |8Z |��5}��-z �5Z �Wz |5Z �-z_|} �W{ |8Zí}�z��-�-z �5}-Z �Wz }-Z �Nz_{� �-{ |8Z �8}��WzW| ���8Z z_| �5Z � �_�
� �N} |8Z �8}��WzW| ���8Z z_| }-Z=}�z��� �-� |8Zí}�z��-�-z �5}-Z �Wz |5Z |5} {z � |8Z |��5}��-z �5Z �Wz |5Z |5} |k5b0�2�2c �W|W| }WZ |W|-|W|-| �_|-|8Z |W| �5Z �-z��

@ ��¶$���
χ2

r−1; 0.95 = χ2
6−1; 0.95 = χ2

5; 0.95 = 11.07 > 6.256
½2�H��¦ ¦&���"�¿¢!�H�H¾ �Uº ¹ ��¾�N���

�!��Ï_¾e�¿µ$����½ ¹ � �\���+:
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C&: ³Q $»�þ��H�&�S ¥Ï�¾����:)¾!�=<U¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥����¢!�!¶$�����N����µ ¹ ��

H0 : X ∼ Ex1

¶$��¶$���
H1 : X 6∼ Ex1

§���� %�¢F l�e���H����¦!���
Ex1

���H�¦�¶$��¶$� Å ���ß½2����� ¹ �H¶?�7�

F (xp) = 1 − e−xp = p −→ xp = − ln(1 − p)

t�yí]W[Q[Qc
Yi wi nwi

(Yi−nwi)
2

nwi

[0, 0.223)
� |8Z � z |5Z �

[0.223, 0.511)
� |8Z � z }-Z {

[0.511, 0.916)
� |8Z � z |5Z {

[0.916, 1.610)
{ |8Z � z }-Z {

[1.610, ∞)

� |8Z � z |5Z �k5b0�2�2c �-z }-Z | �Wz �5Z {
@ ��¶$���

χ2
r−1; 0.95 = χ2

5−1; 0.95 = χ2
4; 0.95 = 9.488 > 4.8

½2�H��¦Î¦&���
H0

�!��Ï_¾e�
µ$����½ ¹ � �Q�����+:
£	��� : � �� l� Å �8 ¥Ï�¾U���?¼�¦ lÿ ¦&¢!��Ï�¾ ¦&��� ¶$��½È�l¾!�H��� ÆÑ�Ò ¥����������H�U�����H�H¢!�!¶ ¦&��� *¿��¶$���
nwi ≥ 5

 l¢!� ¹ �Ê l������Ï�¾ ��� �L�!�H�H�Ê�����8Ô��3��¾!�å l���">�ÆÑ�Ò ¥�����������H�¦ �F ¥Ï�¾á¦&���N�_��� *¿�-É
¶$���w�!��Ï�¾U���N¢!�Ò�¥�_���H¶:�n���ý� ¹ Ï�¾¡���H� �s l�_ l�3���������N¢¡��Ï_¾F�l���8��� ³Lµ;¶?�S: ³ Å »�»-¼+�����¨½)��¶$���
r − s − 1 ≥ 1

¦&���Ñ�J�H�!�H�Ê l��� � �!�5 l¾!�+µ ¹ �âÆÑ�Ò ¥������� ¦&�����S:
³ Å » 1�¢�_ l�J�3���!¶$�N�������N����� :)¾!�=<e¢F ¥¦&�_ l�n� � �!ºF ¥����¢!�!¶$�����N���¿µ ¹ ��

H0 : X ∼ Exτ
¶$��¶$���

H1 : X 6∼ Exτ

1�¢�������ý�����ý¦!�����s l�_ l�3�������
τ

³Lº!�Ò l¢��� Å ��� »��N¢¡��Ï_¾F�l���8���+Ôu���H��Ê l�F l� ¹ ¶$� *¿�NÏ�¾!�U¢!�!¶
½2�����H� G¤Õ8ÖàD��YE=� ³LµU¶?�S:w l¢Ï_¾�¦&�����H� ¦!��� �+Ç?��¢!�!¶ �N¢ G¤Õ8Ö�D��YEÒ×������ ����½È�l¾!�U���
34�^�Uµ¥ l���Ò l�!� 5Ý¦!���������&�;Ï_¾F�l���N¢!�!¶U»�����¶?� Å �7�

τ̂ = x = 1.1232

§���� %�¢F l�e���H�������H�¦��e¢!� ¶$��¶$� Å ��� ½2���Ñ� ¹ �H¶?�7�

F̂ (xp) = 1 − e−xp/τ̂ = p −→ x̂p = −τ̂ ln(1 − p)

t�yí]W[Q[Qc
Yi ŵi nŵi

(Yi−nŵi)
2

nŵi

[0, 0.251)
� |8Z � z |5Z �

[0.251, 0.574)
� |8Z � z |5Z {

[0.574, 1.029)
� |8Z � z |5Z �

[1.029, 1.808)
{ |8Z � z }-Z {

[1.808, ∞)

� |8Z � z |5Z �k5b0�2�2c �-z }-Z | �Wz �8Z �
@ ��¶$���

χ2
r−s−1; 0.95 = χ2

5−1−1; 0.95 = χ2
3; 0.95 = 7.815 > 3.2

½2�H��¦�¦&���
H0

�!��Ï_¾e�
µ$����½ ¹ � �Q�����+:
£	��� : � �g� ¸ �H� Å �H��Ï�Û" l¢&�s¦ ¥�Èþw��¶$� Å �!���2µ ¹ ��³Q $» Û$Ç¥�!�U�����Ê l��¦!��� � ¢ �Y ¥����¢!�!¶������H�+¼
¦ lÿ�¦ ¥�¨þ���¶$� Å �!���¨µ ¹ ��³ Å » <e¢F ¥�������H�� 3^ä ¹ �H¶$����¢!�!¶ 5å l¢�3³Q $»¿�����8:�§¨ ¥�Ñ����� 0 �N¦ ¹ Ï�¾
�!��Ï�¾U��¦!���	ä� l�H�SÔ!�N�)�����È�!��Ï_¾e����Ï_¾e½2�������H¶¼§¨ l������_�l���8�Ñ�N¢åÞ�¦!���¡³L�N¢�Û ¹ �������¢!����������»-¼
�L�!��¦&����¦&������¢!�H�H¾��;º ¹ ��¾�N����µ ¹ �Ë³Q $»2�!��Ï_¾e�Ñµ$����½ ¹ � �Q����½2�H��¦Y¼�½ ¹ ¾!��  Å ���Ñ¦&���60 ���!�H¶$�
µ ¹ � ³ Å »-:
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