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Kapitel 1

Fehlerbetrachtungen

Da fiir komplexe Problemstellungen eine exakte Losung meist {iberhaupt nicht oder nur mit grolem
Aufwand gefunden werden kann, ist oft die einzige Alternative die Ermittlung einer Niherungs-
16sung mit Hilfe eines numerischen Verfahrens. Fiir die meisten Anwendungen ist die Kennt-
nis einer exakten Losung ohnehin oft nicht notwendig, oft reicht eine entsprechend genaue nume-
rische Naherung. In dieser Vorlesung werden die wichtigsten Konzepte und Eigenschaften solcher
algorithmisch-numerischer Losungsmethoden diskutiert und auf Schwachstellen aufmerksam
gemacht.

Durch den Einsatz von numerischen Methoden ist die zu ermittelnde Lésung normalerweise mit
unvermeidlichen Fehlern behaftet. Diese Fehlerarten werden in der Numerik in vier Gruppen zusam-
mengefasst:

Modellfehler, Datenfehler, Verfahrensfehler und Rechenfehler

Eine numerische Methode beinhaltet nicht nur ein Rechenverfahren, also einen Algorithmus, zur
Ermittlung der Naherungslosung sondern auch eine zuverlassige Schéitzung fiir den Fehler dieser
Néherungslosung, um zu iiberpriifen, ob die erzielte Genauigkeit fiir den Anwendungszweck ausrei-
chend ist.

Aber was heifit Genauigkeit soll fiir einen bestimmten Anwendungszweck ausreichend sein?

Beispiel 1.0.1. Landung einer Weltraumkapsel, siche Abb. 1.1

Abbildung 1.1: Landung einer Weltraumkapsel
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Aus technischen Griinden kann die Kapsel nicht landen sondern nur wassern. Der beabsichtigte
Punkt der Wasserung liegt mitten im Golf von Mexiko. Die geringste Entfernung von diesem Punkt
zur Kiiste ist a, daher ist die Genauigkeitsforderung, also die Toleanz, bei der Berechnung des
Landemanovers: Toleranz = a. Falls dariiber hinaus die Kapsel z.B. innerhalb einer Stunde nach der
Wasserung geborgen werden muss, und falls die Bergungsschiffe in einer Stunde einen Weg von der
Lénge b zuriicklegen kénnen: Toleranz = min(a, b).

1.1 Modellfehler

Es gibt kein mathematisches Modell eines realen Vorganges, das die Realitét voll erfasst. Zu einem
realen Vorgang gibt es i.a. eine ganze Schar mehr oder weniger feiner mathematischer Modelle, bei
denen mehr oder weniger Aspekte dieses Vorganges erfasst werden.

Beispiel 1.1.1. Landung (Wasserung) einer Weltraumkapsel.

Meistens: Modellierung der Kapsel als Massenpunkt, d.h. die ganze Masse denkt man sich in einem
Punkt vereinigt.

Feinere Modellierung: Modellierung der Kapsel als starren Korper, ermoglicht die Erfassung von
Rotations- und Schlingerbewegungen.

Noch feinere Modellierung: Modellierug als elastischer Korper, der unter dem Einflul von Kraf-
ten verformbar oder sogar zerstorbar ist — beim Wiedereintritt in die Erdatmosphére ist die
Kapsel aufgrund ihrer hohen Geschwindigkeit sehr starken Reibungskriften ausgesetzt und es
sollte untersucht werden, ob sie diesen Belastungen standhélt.

Noch feineres Modell: Beriicksichtigung von thermodynamischen Effekten; in der Erdatmosphére
werden Reibungskrifte teilweise in Warme umgewandelt, d.h. es ergibt sich eine starke Hitze-
entwicklung und es kommt zum Verglithen des Hitzeschildes.

Ein wie feines Modell der Raumkapsel bendétigt wird, hingt vom Anwendungszweck ab: z.B. bei
der Berechnung der Landebahn und Ermittlung des Wasserungspunktes geniigt i.a. die Modellierung
als Massenpunkt. Die dabei gemachten Modellfehler sind die Vernachléssigung der Ausdehnung
und geometrischen Form der Kapsel der Elastizitatseigenschaften, der thermodynamischen Effekte,
...und es muss untersucht werden, ob die Effekte dieser Modellfehler so klein sind, dass die Genau-
igkeitstoleranz, die GréBen a oder b oder min(a, b), sieche Abb. 1.1, nicht gefihrdet erscheint.

= Mathematisches Modell des Landemandvers: Massenpunkt, der sich unter dem EinfluB von
Kriften (Gravitation, Luftwiderstand) bewegt, die Bahn kann durch Losen eines Systems ge-
wohnlicher Differentialgleichungen — eines Anfangswertproblems — ermittelt werden. Dabei miis-
sen die Krifte in jedem Raumpunkt gegeben sein.

= FKEin mathematisches Modell des Gravitationsfeldes und der Erdatmosphére wird bendttigt.
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Modell der Gravitation: Gesetz von Newton:

Gmlmg

Fo= T

F = Gravitationskraft (genauer: Betrag des Kraftvektors)

G Gravitationskonstante

r Abstand

my = Masse der Kapsel

my; = Massenelement von der Erde oder eventuell vom Mond,

von der Sonne, von anderen Planeten

Die Gesamtgravitationskraft, die auf die Kapsel wirkt, ergibt sich durch Aufsummation (Integration)
iiber alle Massenelemente.

Gravitationsmodelle: Vernachlissigung von Gravitationswirkungen des Mondes, der Sonne, der
anderen Planeten und Himmelskorper, nur Gravitationswirkungen der Erde werden beriick-
sichtigt. Vernachlédssigung ungleichméfliger Massenverteilungen im Erdinneren und der zeitab-
hiangigen Wasserverteilung auf der Erde (Ebbe-Flut) usw.

Wieder muss versucht werden, die Auswirkungen dieser Modellfehler bei der Modellierung des Gra-
vitationsfeldes auf die Berechnung der Bahn der Kapsel einzuschiitzen. Ahnliche Betrachtungen sind
beziigliche der Modellierung der Erdatmosphére zur Berechnung der Reibungskréfte (Luftwiderstand)
notwendig, usw.

Oft kénnen Auswirkungen von Modellfehler durch Interpretation als Datenfehler abgeschétzt
werden. Abschéatzung von Datenfehlereffekten sind fiir zahlreiche mathematische Problemstellungen
bekannt.

Aber nicht alle Modellfehler lassen sich als Datenfehler interpretieren: Z.B. dass die Raumkapsel als
Massenpunkt oder als starrer Korper modelliert wurde, obwohl sie in Wirklichkeit ein elastisches
Gebilde ist. Wollte man die Auswirkungen der Elastizitdt miterfassen, miisste man den Bereich der
gewoOhnlichen Differentialgleichungen verlassen. Die Elastizitédtstheorie wird in der Physik durch par-
tielle Differentialgleichungen dargestellt. Die Auswirkungen solcher Modellfehler miissten mit Kon-
ditionsabschétzungen partieller Differentialgleichungen untersucht werden — soferne man solche Ab-
schéitzungen iiberhaupt in der mathematischen Literatur findet. In der Praxis verzichtet man jedoch
auf solche Untersuchungen, man geht davon aus, dass die Einfliisse von elastischen Verformungen auf
die Bahn der Kapsel so gering sind, dass sie ohne jede praktische Relevanz sind.

1.2 Datenfehler

Daten ... Groflen, die schon vor der Rechnung bekannt und verfiighar sind.

z.B. Masse der Raumkapsel, Gravitationsfeld der Erde (Gravitationskraftvektor als Funktion
des Ortes), Dichte der Atmosphére in Abhéngigkeit von der Hohe zur Zeit der Landung, ...

Daten konnen sein: Zahlen (z.B. die Masse der Raumkapsel), Vektoren (z.B. Anfangslage (Ortsvektor)
und Anfangsgeschwindigkeit der Kapsel am Beginn des Landemandévers), Matrizen, Tensoren oder
auch Funktionen (z.B. Dichte der Atmosphire als Funktion der Hohe = p(h) ist eine Abbildung vom
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Typ p : R = R, oder der Gravitationsvektor als Funktion des Ortes ist eine Vektorfunktion vom Typ
R? — R® bzw. wenn man den Gravitationsvektor als zeitlich verinderlich ansicht, wegen der zeitlich
veranderlichen Massenverteilungen, bedingt durch Ebbe und Flut, dann ist das Gravitationsfeld vom
Typ R* — R?, usw.) Also es kommen beliebige mathematische Objekte als Daten in Betracht.

Haufige Ursachen fiir Datenfehler:

Messfehler, z.B. bei der Bestimmung der Masse der Raumkapsel — falls diese direkt durch Wagung
ermittelt wurde oder falls sie berechnet wurde aufgrund ihrer Materialzusammensetzung, aber
mit messfehlerbehafteten spezifischen Gewichten der Materialien

Modellfehler, die man als Datenfehler interpretiert

1.2.1 Kondition

Wie die Losung eines mathematischen Problems auf Datenédnderungen reagiert, wird durch die Kon-
dition beschrieben, siche Abb. 1.2.

Lésungsraum
Lpp-mmmm
/ 3
/ |
bt~ |
B . Datenraum

w wahrer Datensatz, mit dem man hétte rechnen sollen

f durch Datenfehler verfialschter Datensatz

L wahre Losung, die sich mit dem wahren Datensatz ergeben hétte
Ly verfilschte Losung, die man aufgrund des verfiigharen

verfalschten Datensatzes erhalt

Abbildung 1.2: Datenraum — Losungsraum, einem konkreten Datensatz (z.B. w oder f) aus dem
Datenraum entspricht eine konkrete Losung ([, oder [f) aus dem Lésungsraum

Gute Kondition: (siehe Abb. 1.3) falls sich die Losung nur wenig dndert, wenn die Daten des
Problems verédndert werden, z.B. die Losung éndert sich etwa so stark wie die Daten selbst

Schlechte Kondition: (siche Abb. 1.3) falls sich die Lésung bei geringer Anderung der Daten
extrem verandert, dh. Datenfehler haben katastrophale Auswirkungen

Man sollte sich stets vorab Informationen iiber die Kondition des vorliegenden Problems verschaffen,
um die Auswirkungen der stets unvermeidlichen Datenfehler auf die Genauigkeit der Losung ein-
schitzen zu konnen. Auch jene Modellfehler, die sich als Datenfehler interpretieren lassen, konnen
dann mit Konditionsabschétzungen fiir das gegebene Problem abgedeckt werden.

Beispiel 1.2.1. Lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
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Abbildung 1.3: Gute Kondition Schlechte Kondition

1.253672417x; + 1.247798111zy, = 3.654199872
—2.672344812x1 + 2.695328007xy = 2.479981003

Losung:

r1 = 1.006128817...
ro = 1.917653108...

verfilschtes System:

1.253672000z; + 1.247798000z, = 3.654199000
—2.672344000x; + 2.695328000xy = 2.479981000

verfalschte Losung:

r1 = 1.006128871...
ro = 1.917652862...

Verfilschung der Losung in derselben Groflenordnung wie die Verfialschung der Daten = gut
konditioniertes Problem!
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1.743681226z, — 0.5287326143x2 = 2.666771987
4.3592030652, —  1.321302803z, = 6.667195145

Losung:
ry = 1.682330907...
ry = 0.5043710646. ..
verfilschtes System:

1.743681000z; — 0.5287326000xy, = 2.666771000
4.359203000z; —  1.321302000z, = 6.667195000

verfalschte Losung:

1 = 1.68209869...
Ty = 0.5036052756. ..

Verfilschung der Losung um Faktor 10000 gréfler wie die Verfialschung der Daten. = sehr
schlecht konditioniertes Problem!

Zwei verschiedene Probleme aus derselben Problemklasse (lineares Gleichungssystem mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbakannten) kénnen je nach Datensatz sehr verschieden konditioniert sein.

In der mathematischen Literatur finden sich zahlreiche Konditionsabschétzungen fiir verschiedene
Problemklassen.

Beispiel 1.2.2. Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen:
Ungestortes Problem:
yt) = fty)  f:0T]xR-R
y(0) = o y:[0,7] - R, yo € R
Problem mit verfélschten Daten:
() = [t 2(t) + At 2(1))
2(0) = yo+ Az
Es gelte:
1. f... Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L € RY, || f(¢,v1) — f(¢,v2)|| < Llly1 — v
2. und fiir die Stérungen: ||A(¢, z(¢))|| < A und ||Az|| < Ag

Dann gilt die Konditionsabschétzung (ohne Beweis):
Lt _ 1
L

Kritischer Fall L > 0, falls die Konditionsabschétzung realistisch ist, liegt dann schlechte Kondition
des Anfangswertproblems vor:

e

ly(t) — ()] < e Ao+ A

zB. L=100 t=1 e ~2.7x10%
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Mit solchen Konditionsabschidtzungen aus der mathematischen Literatur léasst sich die Kondition
eines gegebenen Problems aus der entsprechenden Klasse abschédtzen. Wenn man z.B. fiir ein gege-
benes Anfangswertproblem Schranken Ay und A fiir die Datenstorungen hat und L kennt, kommt
man mit obiger Abschétzung zu einer zahlenméssigen Abschétzung fiir ||y(t) — z(¢)||. Etwa bei dem
Landemanover der Raumkapsel benotigt man Schranken Ay fiir die Messgenauigkeiten beziiglich des
Anfangszustandes (Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit), weiters wird eine Schranke A fiir die
Ungenauigkeiten der rechten Seite f(¢,y) der Differentialgleichung benétigt, also in diesem Fall fiir die
Modellfehler bei der Modellierung des Gravitationsfeldes und der Erdatmosphére (Reibungskrifte).

Konditionsabschétzungen fiir konkrete Problemklassen werden wir spéter kennenlernen.

1.3 Verfahrensfehler

Die meisten mathematischen Probleme sind nicht exakt losbar!

Beispiel 1.3.1. Integration einer Funktion f(¢)

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung:
f :la,b] = R stetig, F' Stammfunktion von f

Va,be R /bf(t)dt — F(b) - Fla) (1.1)

Damit die Aufgabenstellung fab f(t)dt iiberhaupt einen Sinn hat, muss f(¢) etwa im Sinn von Riemann
integrierbar sein. Damit das Integral geméfl (1.1) berechnet werden kann, muss f eine Stammfunk-
tion F' besitzen. Die meisten in den Anwendungen auftretenden Funktionen sind integrierbar und
besitzen eine Stammfunktion. Z.B. sind alle auf [a, b] stetigen Funktionen integrierbar und besitzen
eine Stammfunktion. Dennoch kann man in der Praxis sehr oft Integrale nicht geméf (1.1) berechnen.
Der entscheidende Punkt ist, dass sich sehr viele Funktionen nicht geschlossen darstellen lassen, d.h.
man muss unterscheiden zwischen

1. Existenz von Funktionen im mathematischen Sinn und

2. der Tatsache, dass sich gewisse Funktionen als Formelausdruck darstellen lassen, d.h. auf endli-
che Weise aus den 4 Grundrechenarten + — * -, aus a und aus den elementaren Funktionen
sin, cos, tan, exp, arcsin, arccos, arctan, In, ...aufgebaut sind.

Z.B. ist die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] viel umfassender als die Menge
der auf [0, 1] stetigen, geschlossen darstellbaren Funktionen. Sehr oft liegt die Situation vor, dass
der Integrand f(¢) geschlossen darstellbar ist, dass die Stammfunktion zwar existiert, aber nicht
geschlossen darstellbar ist, z.B.
exp(t)  sin(t) 1
t 7t 7 In()

sind solche Beispiele. Man kann beweisen, dass die Stammfunktionen zu diesen Integralen nicht
geschlossen darstellbar sind. Fiir solche Integrale scheidet der Weg tiber (1.1) zur Berechnung aus und
man ist auf numerische Ndaherungsverfahren angewiesen. In anderen Féllen ist es einfach bequemer,
das Integral iiber ein Néherungsverfahren zur berechnen, und zwar dann, wenn die Stammfunktion
geschlossen dargestellt werden kann, die Berechnung der Stammfunktion aber sehr miithsam ist.
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Analoge Situation beziiglich Differentialgleichungsproblemen (gewohnliche und partielle Differenti-
algleichungen, Anfangs-Randwertaufgaben), Integralgleichungen, Integrodifferentialgleichungen, ...
fast immer kénnen die Losungen nicht geschlossen dargestellt werden und miissen mit numerischen
Néaherungsverfahren berechnet werden

—> Verfahrensfehler := Numerische N&dherung — exakte Losung (1.2)

Beispiel 1.3.2. Numerische Differentiation

Wenn f geschlossen darstellbar ist, ist auch f’ geschlossen darstellbar und kann mit Hilfe von Ab-
leitungsregeln berechnet werden. So gesehen kénnte man auf numerische Differentiation vollig ver-
zichten. Aber numerische Differentiation ist oft bequemer. Z.B. Newtonverfahren zur Loésung von
F(z) = 0, wobei F' eine hochdimensionale Vektorfunktion ist; fiir dieses Verfahren benotigt man die
Jacobimatrix

Ox1  Oxa Oxn,
OF, OF, .. OFn
81'1 8$2 azn

deren geschlossene Darstellung sehr miithsam sein kann.

Numerische Niherungsformel:

Differenzenquotient : f'(x) ~ f(x + h]i - f( )
Verfahrensfehler : flz+h) - f(z) F(z) (13)
h S~~~

(& J/

e kter Wert
num. Nidherungsausdruck oxaxter yver

Taylorreihenentwicklung:

f<$+h})l_f<x) — f'(x) =
- % Kf(x) +hf'(x) + %f”(ﬁ)) = f(w)} — fl(x) =
_ gf"(e) 6 (v,0+h) (1.4)

Verfahrensfehlerschranke (a-priori Schranke)

My, M, ,
< Zp=2p 1.5
< 5 5 (1.5)

fath) -~ i),
B0

M, ... Schranke fiir f” in einer geeigneten Umgebung von x

Die a-priori Schranke (1.5) wird nicht zahlenméBig ausgewertet: Wenn man f’(z) nicht kennt sondern
numerisch berechnet, kennt man erst recht nicht f” in einer Umgebung von x und daher kennt man
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auch nicht M. %h kann also nicht zahlenméssig berechnet werden und daher nicht zur konkreten
Abschétzung verwendet werden. Die Bedeutung von (1.5) liegt in der mathematischen Information,
(1.5) ist ein Konvergenzresultat:
Falls f zweimal stetig differenzierbar ist konvergiert fiir h — 0 der numerische N&herungsausdruck
fla+h)—f(z) /

- gegen f'(z).

Besseres Verfahren:

Zentraler Differenzenquotient : f(z) ~ (1.6)

Verfahrensfehler :

Taylorreihenentwicklung:

fle+h)— flz—h)

W)y -
= (@ nre + e+ o) -
- (f@ - @) + 2w - L prien)] - 1)
= ?—;f”’(%) + iL—;f"'(Gg) 0, € (x,x+h),05 € (x — h, ) (1.8)

= Verfahrensfehlerschranke (a-priori)

My Mg\ ,, Ms,
< (Z2+2)2=23h 1.
= <12+12) 6 (1.9)

(1.9) ist wieder ein Konvergenzuresultat, fiir o — 0 geht der Verfahrensfehler wie h? gegen Null,
d.h. bei Halbierung der Schrittweite geht die Fehlerschranke auf %1 zuriick. Das zeigt die Uberlegen-
heit des zentralen Differenzenquotienten fiir kleine h-Werte, natiirlich nur wenn f dreimal stetig
differenzierbar ist.

Man bezeichnet die Hochzahl von h in den Darstellungen (1.5) und (1.9) als die Ordnung des Ver-
fahrens.

Léangere Taylorreihenentwicklung in (1.8) — wieder fiir hinreichend oft differenzierbares f:

fx+h)— flz—h)

IR -
= L)+ hr @) + )+ )+ e ) + ) -
() = mr) ) = pry  E ) - p00)] - 0 =
= ey + 2 00+ 0 (1.10)
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= Verfahrensfehlerdarstellung (asymptotische Entwicklung)

f(x+h>2_hf(x_h) — fllz) = %Qf/’/(x)+R (1.11)
mit |R| < 41%2(5)

Zwei Anwendungen asymptotischer Entwicklungen:
(i) Zahlenmafige Fehlerschétzungen (a-posteriori Schéitzung) fiir den Verfahrensfehler

(ii) Konstruktion besserer Verfahren

Bei der numerischen Differentiation ist alles sehr einfach und transparent, aber durchaus typisch.
Auch bei viel komplizierteren numerischen Algorithmen treten dhnliche Erscheinungen beziiglich des
Verfahrensfehlers auf wie Konvergenz, Konvergenz verschiedener Ordnung, a-priori Schranken, a-
posteriori Schdtzungen, asymptotische Entwicklungen, Konstruktion genauerer Verfahren aufgrund
von asymptotischen Entwicklungen des Verfahrensfehlers, ...nur ist alles viel schwerer zu bewei-
sen. Der einzig untypische Punkt bei der numerischen Differentiation ist, dass beim Grenziibergang
h — 0 (Fehler — 0) keine Steigerung des Rechenaufwandes erfolgt. Um einen Differenzenquotienten
zu berechnen muss man fiir jeden Wert von h den selben Rechenaufwand leisten. Das ist bei anderen
Situationen (numerische Integration, Differentialgleichungsalgorithmen, ... ) anders, wo man den klei-
ner und kleiner werdenden Verfahrensfehler i.a. mit einer entsprechenden Rechenaufwandssteigerung
erkaufen muss.

Beispiel 1.3.3. Numerische Integration mit der Trapezregel (siehe Abb. 1.4)
/ "\f‘
/ N

<—h—>

a T T2 T3 b
Abbildung 1.4: Trapezregel
Als Néherung fiir fab f(x)dx wird die Summe der Fliacheninhalte der eingeschriebenen Trapeze ge-
nommen. Die Fléiche eines Trapezes ist 2[f(z;) + f(2:41)]-

Naherungswert:

1

Ti(f) = h[ef@)+ f@) 4t fa) + 5 70) (1.12)
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Abbildung 1.5: Fliche eines Trapezes

bh—
x;=a+th, i=0,1,... n; a:h, (xo = a, x, =)
n

Verfahrensfehler der Trapezregel:

Th(f)—/ f(z)dz (1.13)

Zunéchst: Fehler bei einem Trapez, sieche Abb. 1.6

Abbildung 1.6: Fehler bei einem Trapez

Es gilt (vgl. Kapitel iiber den Interpolationsfehler, siehe (4.23)):

£@) — o) = PO 0o )

fiir die von z abhéngige Grofie 0(x) gilt x; < 0(z) < x;41 und g(x) die Gerade durch die Punkte
(i, f(x;)) und (2441, f(zi41)). Also Fehler bei einem Trapez:

[ Dy i <

M. Tit1
< 72 | / (x = 2;)(x — Tis1)d] (1.14)
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M, ... Schranke fir f"(z), © € [z;, z;11], i1 —x; =hund ( =z — x; — %
Tt B h h
[ e mae = [ (e g g)ie =
% h2 53 h2 %
— 2 - — P —=
B /_h<5 4)d’5 <3 ’54>h
2 2
3 3
(%_ﬁs_(:% 23.__E
3 8 3 8 6
daraus folgt
M, | [7 M,
P e < on
Aufsummation iiber alle n = Z’_T“ Intervalle:
b
Mgb—a3 Mg(b—a) 2
T; — d < == h’ = h 1.15
mn- [ sl < - (1.15)

Bemerkungen:

1. Der Verfahrensfehler der Trapezregel konvergiert fiir h — 0 wie h? gegen Null. Fiir kleiner

werdendes h hat man jedoch im Intervall mehr Gitterpunkte (n = %), man muss mehr
Funktionswerte f(z;) berechnen. Die wachsende Genauigkeit fiir h — 0 wird also durch héheren

Rechenaufwand erkauft.

2. Der Verfahrensfehler der Trapezregel besitzt auch eine asymptotische Entwicklung (wie der

Verfahrensfehler der numerischen Differentiation) und zwar eine Entwicklung nach geraden h-

Potenzen (wie der zentrale Differenzenquotient W), siehe Kapitel iiber Numerische

Quadratur (Euler-Maclaurinsche Summenformel, Romberg-Integration).

Konkretes Zahlenbeispiel zur Illustration:
1
/ e’dr = e—1 = 1.718281828. ..
0
h = i liefert die Naherung

Ti(f) = h[5FO)+ Fn) + fles) + fla) + 57(1)] =
= 1[LaOJreiJreé+ei+lel =
412 2
= 1.727221905. ..

Fehler: Ty (f) — [y e"dax = 8.94...107%
h = % ergibt
Tu(f) = 1.720518592. ..

Fehler: Ty, (f) — fol edr = 2.23...107% also Riickgang des Fehlers auf ; des Fehlers fiir b = 1
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Zusammenfassende Diskussion:
A-priori Schranken fiir den Verfahrensfehler:
a) Dfferenzenquotient

Het 1) g < Moy

(siche (1.5))

b) Zentraler Differenzenquotient
Jath) = flw=h
2h

= ['@)] < —h
(siehe (1.9))
c) Trapezregel

b
Ms(b—a
1) - [ fwael < H2G= e
(siche (1.15))
d) Lt
et —1 MQ
v Zfz/ S _h
I = y(t)| T
ist eine Verfahrensfehlerschranke fiir das explizite Eulerverfahren (Polygonzugmethode) zur
Losung von Anfangswertproblemen
y'(t) = flty@®)
y(0) = o

wobei

t€0,7] ... Integrationsintervall

y(t ... gesuchte (exakte) Losung

t,=vh v=0,1,...,n ... Gitterpunkte

h = % ... Schrittweite

My ... numerische N#herung fiir y(t,)

M, ... Schranke fiir y”(t) fiir ¢t € [0, T

L ... Lipschitzkonstante von f beziiglich Argument y

Bemerkungen:

1) a)-d) sind theoretische, mathematische Aussagen, die fiir konkrete mathematische Probleme
nicht zahlenmissig ausgewertet werden. Bei a) und b) wére so eine explizite Auswertung der
Fehlerschranken in der Praxis gar nicht moglich: Um M, oder M3 zu ermitteln, miisste man f”
oder f” in einer geeigneten Umgebung von x kennen. Wenn man aber f formelméfig zweimal
oder dreimal differenziert, kennt man auch f’ als Formelausdruck und eine numerische nihe-
rungsweise Berechnung von f’(z) wére nicht notwendig, siche S. 12 nach (1.5). Ebenso ldsst sich
d) in konkreten Féllen nicht zahlenméBig auswerten, denn man wird kaum a-priori eine Schran-
ke M, fiir y” zur Verfiigung haben, ohne die Losung y(t) selbst zu kennen. Beziiglich c) liegt eine
etwas andere Situation vor: Die Differentiation ist i.a. viel einfacher wie die Bestimmung von
Stammfunktionen und auch in Féllen formelmanipulativ moglich, wo sich die Stammfunktion
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R™ 4
y(t)
A"\
\&\ I /_
'\»\1 H//0/4
y(0)
y(tu)| v
0 ty T -t

Abbildung 1.7: Polygonzugmethode

nicht geschlossen darstellen ldsst und man zu numerischer Integration gezwungen ist. Es er-
scheint daher vertretbar zuerst den Integranden f zweimal zu differenzieren und M, und damit
die a-priori Schranke als Ausdruck in h zu ermitteln, das Integral selbst aber durch numerische
Integration mit der Trapezregel ndherungsweise zu berechnen. Dennoch geschieht dies in der
Praxis eher selten.

Bedeutung der a-priori Schranken: Mathematische Rechtfertigung fiir die betrachteten Néhe-
rungsverfahren; die Konstruktion von numerischen Methoden beruht zunéchst nur auf heuristi-
schen Uberlegungen, erst a-priori Schranken weisen die entsprechenden Verfahren als verniinftig
aus. Die stets auftretenden Faktoren h oder h? oder allgemein AP stellen die Konvergenz der
Verfahren sicher (siche Konvergenzresultat auf S. 13), d.h. fiir A — 0 geht die Fehlerschranke
(und damit auch der tatséchliche Verfahrensfehler) wie h (bzw. wie h?) gegen Null. p bezeichnet
man als die Ordnung des Verfahrens. Bei unseren Beispielen sind a) und d) von der Ordnung 1
und b) und c) von der Ordnung 2. Die a-priori Schranke stellt sicher, dass man durch entspre-
chende Wahl der Schrittweite h den Fehler beliebig klein machen kann und dass mit h — 0 der
Fehler umso rascher gegen Null geht, je hoher die Ordnung des Verfahrens ist.

A-priori Schranken ermoglichen auch Effizienzbetrachtungen fiir Software-Entwicklungen:

Beispiel 1.3.4. Wir vergleichen zwei Verfahren, eines der Ordnung 1 und eines der Ordnung
2 und nehmen an, dass bei dem Verfahren der Ordnung 2 pro Schritt ein doppelt so hoher
Aufwand noétig ist wie bei dem Verfahren der Ordnung 1.

So eine Situation wire z.B. gegeben, wenn man Anfangswertprobleme gewchnlicher Differen-
tialgleichungen mit dem Eulerverfahren (p = 1) oder mit der sogenannten Methode von Heun
(p = 2) (ein Runge-Kutta-Verfahren mit 2 Funktionsauswertungen pro Schritt) l6sen wollte.

Die Bilder Abb. 1.8 und Abb. 1.9 bestitigen die bekannte Faustformel: Verfahren hoher
Ordnung lohnen sich nur bei strengen Genauigkeitsniveau.
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[Fehier (Schranke)

Fehlerniveau~

Abbildung 1.8: Bei ungenauem Fehlerniveau ist die Ersparnis bei der Anzahl der Schritte so gering,
dass sich das Verfahren mit p = 1 sogar als effizienter erweist. Bei dem Verfahren mit p = 2 hat man
etwa 80% der Schritte im Vergleich mit p = 1, aber pro Schritt einen doppelt so hohen Aufwand.

[Fehier (Schranke)

p=2
I
| p=1

F ehlerm’veaq

I 'h

Abbildung 1.9: Bei hoher Genauigkeit ist das Verfahren mit p = 2 viel effizienter, etwa nur 10% der
Schritte verglichen mit p = 1 aber pro Schritt nur der doppelte Aufwand.

3) A-priori Schranken vom Typ a)-d) sind in der numerischen Mathematik fiir sehr viele Nihe-
rungsverfahren bekannt. Trotzdem gibt es noch zahlreiche mathematische Problemklassen und
zugehorige Néaherungsverfahren, fiir die es bisher noch nicht gelungen ist, solche Schranken
zu beweisen. (Beispiel aus dem Bereich der Anfangswertprobleme gewohnlicher Differential-
gleichungen: fiir grofle Klassen nichtlinearer steifer Differentialgleichungen und numerischen
Néherungsverfahren, von denen man aus der Praxis weif}, dass sie effizient funktionieren, fehlen
entsprechende Konvergenzresultate.)

Es gibt in der Numerik sogar noch kritischere Situationen: Es gibt Klassen mathematischer Pro-
bleme, fiir die noch keine effizienten numerischen Néherungsverfahren bekannt sind (Beispiel aus
dem Bereich der partiellen Differentialgleichungen: Hier gibt es Rand-Anfangswertprobleme mit
sogenannten schockwellenbehafteten Losungen, bei denen die naheliegenden numerischen N&-
herungsverfahren zu falschen Schockwellengeschwindigkeiten fithren. Erst auf so feinen Gittern,
die aus Griinden der Rechenzeit nicht vertretbar sind, wiirde sich die korrekte Schockwellen-
geschwindigkeit ergeben. Praktische Probleme dieser Art ergeben sich bei der mathematisch-
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physikalischen Modellierung von Klopfvorgéingen in den Zylindern von Verbrennungsmotoren.)

4) Typischerweise steigt fiir kleiner werdende Schrittweiten h der Aufwand der numerischen Né&-
herungsverfahren. D.h. es liegt meist eine Situation wie bei ¢) und d) vor. Die Fille a) und b)
sind extrem untypische Ausnahmen, da bei der Berechnung von Differenzenquotienten die An-
zahl der Funktionsauswertungen unabhéingig von h ist, siche Bemerkung auf S. 14. Bei diesen
beiden Fillen scheint das Verfahren b) (p = 2) gegeniiber a) (p = 1) keinen Vorteil aufzuweisen,
da man mit beiden Verfahren durch entsprechende Wahl von der Schrittweite h ein beliebiges
Genauigkeitsniveau des Verfahrensfehlers erreichen kann und dariiber hinaus bei beiden Ver-
fahren zwei Funktionsauswertungen benotigt, bei a) f(z + h), f(x) und bei b) f(z + h), f(z — h)
benotigt. Wenn man jedoch auch Rundungsfehler einkalkuliert, erweist sich b) als iiberlegen,
man kann beim Verfahren der Ordnung 2 mit grofleren Schrittweiten ein sehr gutes Niveau des
Verfahrensfehlers erreichen und diese gréfleren Schrittweiten sind noch nicht so problematisch
fiir das Rundungsfehlerniveau, sieche Kap. 1.4.

5) Bei élteren Aussagen iiber a-priori Schranken vom Typ

Ausdruck(M;, L,...) h?

-~

Ausdruck in problemcharakterisierenden Parametern

stand die Ordnung p im Vordergrund der Betrachtungen und die Tatsache, dass so eine Schran-
ke gleichméBig fiir h — 0 gilt, dass also hier Gitter mit beliebig vielen Gitterpunkten abgedeckt
sind, war die nichttriviale mathematische Aussage. Bei moderneren Betrachtungen diskutiert
man auch eingehender die Struktur des Ausdruckes in den problemcharakterisierenden Para-
metern, der als Faktor neben AP in der a-priori Schranke auftritt.

1.4 Rechen- bzw. Rundungsfehler

Oft ergeben sich Probleme bei der numerischen Berechnung fiir kleine h-Werte. Fiir h = 10~ ist der
zentrale Differenzenquotient der Funktion f(z) = e*

flx+h)— f(x—h) pLH1074 _ j1-10-

2h n 2.104

Der kritische Punkt ist hier die Differenzbildung 107 _ 171071y B auf einem 10-stelligen Ta-
schenrechner ergibt sich:

e =107 = 2.718010014 | ... *)
e IO _ 11070 = (.000543656 | ... *)

*) in der 10-stelligen Arithmetik verlorene Stellen

e — 9718553670 | ... %)

14104 1-10—%

Aufgrund der verlorenen Stellen von e und e ist das Ergebnis der Substraktion nur mehr
6-stellig! Die letzten 4 Stellen, die man fiir eine 10-stellige Arithmetik benotigen wiirde, sind verloren!

Diese Ausloschung liegt vor, bei der Differenzbildung von anndhernd gleich groflien verfilschten
Zahlen.
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3.67253748913 (o) 3.6725 (=)
—3.67231866741 —3.6723
0.00021882172 0.0002 <« Ergebnis exakt

Vergleich von der exakten Rechnung (¢) mit ((J), wo schon vor der Differenzbildung auf die 5 stellige
Arithmetik gerundet wurde: bei ([J) hat man nur mehr eine (!) Stelle.

Die Differenzbildung etwa gleicher Zahlen ist harmlos, wenn man exakte Gréflen die in der gegebenen
Arithmetik exakt dargestellt werden kénnen zur Verfiigung hat. Hat man aber z.B. durch Rundung
verfilschte Zahlen, ergibt sich aufgrund der Ausloschung ein katastrophaler Genauigkeitsverlust. Es
wird zwar bei der Differenzbildung kein neuer Fehler generiert, aber die Fehlerfortpflanzung beziiglich
der vorhergehenden Rundung der beiden Operanden ist i.a. katastrophal, und zwar wird dadurch nicht
das absolute sondern das relative Fehlerniveau betroffen.

Um Rundungsfehler systematisch untersuchen und abschétzen zu kénnen, benotigen wir einige In-
formationen iiber Computerarithmetik.

1.4.1 Computerarithmetik

Basis der Zahlendarstellung beim menschlichen Rechnen ist 10. Die Stelle, wo eine Ziffer steht, gibt
an, mit welcher 10-er Potenz die Ziffer zu multiplizieren ist,". z.B.

36522 = 3-10°+6-10"+5-10°+2-107" +2- 1072
Im Computer werden i.a. andere Basisgrofien als 10 verwendet, meist 2, 8, 16.
Z.B. Bindrarithmetik (Basis 2): mogliche Ziffern 0, 1

11001.11 = 1-2*4+1-2240-2240-2'41-2041-27'4+1-272 = 25.75
) )

Bindrpunkt Dezimalpunkt

Oktalarithmetik (Basis 8): mogliche Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7

Hezxadezimalarithmetik (Basis 16): mogliche Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, a, b, ¢, d, e, f (die
Buchstaben a - f stehen fiir die Zahlen 10 - 15)

Gleitkommadarstellung: Schreibweise mit Exponenten, z.B.

365.22 = 3.6522-10%> = 0.36522- 103
/l\

normalisierte Gleitkommadarstellung

1) Diese sehr vorteilhafte und intelligente Art, Zahlen zu codieren erscheint uns heute ganz selbstverstindlich;

trotzdem waren frither ungeeignetere Systeme zur Codierung von Zahlen in Verwendung, z.B. schrieben die Rémer
365 in der Form CCCLXV. Das System der romischen Zahlen unterscheidet sich von unserem System nicht nur durch
die Ziffernsymbolik sondern ganz grundsétzlich. Um den Vorteil unseres Systems zu erkennen, iiberlege man etwa, wie
kompliziert bei den Romern Multiplikationsalgorithmen zu formulieren wiren. Auflerdem erscheint die Basis 10 fiir
das menschliche Rechnen ein idealer Kompromiss. Bindrarithmetik wére fiir den Menschen ungeeignet, da die Zahlen
lang und uniibersichtlich wéren, wenn auch das kleine Einmaleins bei der Bindrarithmetik sehr einfach zu lernen wére:
0x0=0,0x1=0,1x0=0,1x1=1
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Normalisierte Gleitkommadarstellung: Konvention, die fithrende nicht verschwindende Stelle
unmittelbar hinter dem Dezimalpunkt oder hinter dem Binsrpunkt, ...zu schreiben.?) (Die
Ziffer 0, wo es keine nichtverschwindenden Stellen gibt, hat eine Sonderdarstellung.)

—0.0027653 = —0.27653 - 102

wird codiert als

Vorzeichen | Mantisse Vorzeichen Exponent
der Mantisse des Exponenten
- | 27653 | - 2

Als Mantisse bezeichnet man die Ziffernstellen einer Gleitkommazahl.

Die tatséchliche interne Zahlendarstellung ist bei den verschiedenen Rechnern noch etwas an-
ders realisiert. Hiufig gelingt es, das Vorzeichen des Exponenten zu ersparen. Bei einer Binéra-
rithmetik wére es redundant, die fithrende Stelle, die 1 sein muss, zu codieren, was daher meist
unterbleibt (verstecktes Bit).

Eine Computerarithmetik ist also durch folgende Parameter festgelegt:

b ... Basis

[ ... Anzahl der Mantissenstellen, also Anzahl der Stellen nach dem Komma
e; ... Kkleinster Exponent

es ... grofiter Exponent

Schreibweise fiir die Menge der Maschinenzahlen:

M(b, 1, e1,e3) ... Symbol fiir die Menge aller normalisierten Gleitkommazahlen zur Basis b mit
[ Mantissenstellen und einem Exponenten E mit e; < F < ey. Auf jedem Computer stehen nur
endlich viele Maschinenzahlen zur Verfiigung.

Beispiel 1.4.1. Artifizielles Beispiel einer Maschinenarithmetik M(2, 3, —3, +3)

verfiigbare Mantissen verfiighare Exponenten
100 = 1-1 -3,-2,-1,0,1,2,3
_ 1 1
101 = 1-5+1-3
_ 1 1
110 = 1-5+1-3
_ 1 1 1
nm = 1-54+1-34+1-g
Z.B. —101 — 2 ist die Darstellung von
0625272 = — - — _0.15625
.5 1 =5 =0
-3 L

Darstellung aller positven Maschinezahlen dieses artifiziellen Beispiels, siche Abb. 1.10.
Grofite Maschinenzahl:
1 1

1 )
111 + 3 entspricht (= +-+4+-)-2% =7
+ + 3 entspric (2+4+8)

2) Oft versteht man unter Normalisierung auch die Konvention, den Dezimalpunkt unmittelbar hinter der fiihrenden
Stelle zu schreiben, also z.B. —2.7653 - 1073 statt —0.27653 - 10~2, etwa im Taschenrechner.
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0 1 1.5 | :
Lot LI [ 1]

Abbildung 1.10: Positive Maschinenzahlen von M(2, 3, —3, +3)

Kleinste positive Maschinenzahl:

1
+ 100 — 3 entspricht 5 273 = 274
Vergroferung der Umgebung der Null, siehe Abb. 1.11.
-0.5 0.5

Nl 9wl

Abbildung 1.11: Umgebung der Null in M(2, 3, —3, +3)

Unmittelbare Umgebung der Null: Es ergibt sich ein Loch weil nur normalisierte Zahlen zugelas-
sen sind. Ausfiillen dieses Lochs wére moglich, wenn sogenannte subnormale Zahlen zugelassen
wiirden, d.h. Mantissen, wo auch die fiihrende Stelle 0 sein darf, z.B. 4001 — 3 entspricht
2.273.273 = 276, Heutzutage gibt es in vielen Standardarithmetiken (z.B. im IEEE-Standard)
subnormale Zahlen.

Typische Taschenrechnerarithmetik: M(10, 10, —98, +100)?) also Basis 10, 10 Mantissenstel-
len, Exponentialbereich von —98 bis +100.

IEEE Standard (single Format): M(2, 24, —125, 128)

IEEE Standard (double Format): M(2, 53, —1021, 1024)

Bemerkungen.

Eine Variable vom Typ single wird nach IEEE 754-Standard in 4 Bytes = 32 Bits wie folgt gespeichert:
Ein Bit speichert das Vorzeichen.

Die Mantisse fiir eine normalisierte Gleitpunktzahl bendtigt 23 Bit bei 24 Stellen, da die erste
Ziffer 1 ist und nicht gespeichert werden muss.

Der Exponent wird in den restlichen 8 Bits gepeichert.

Um Rundungsfehleranalysen durchzufiithren, muss noch klar sein, ob vom Rechner gerundet oder
abgeschnitten wird.

3) Tatséichlich werden am Taschenrechner typischerweise 10-stellige Dezimalzahlen so dargestellt, dass im Gegensatz

zu normalisierten Zahlen die fithrende Stelle vor dem Komma steht. Der 2-stellige Exponent lduft von —99 bis +99.
Da aber M immer das Symbol fiir normalisierte Maschinenzahlen ist mit fithrender Stelle hinter dem Komma muss in
der Schreibweise M(10, 10, —98, +100) zum Ausgleich der Exponent von —98 bis +100 laufen.
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Runden einer Zahl: Man nimmt die néchstgelegene Maschinenzahl. Liegt eine Zahl genau zwi-
schen zwei Maschinenzahlen, so lautet die iibliche Konvention, dass man zur betragsgréfieren
Zahl rundet. Oft wird in diesem Fall aber zur néchstgelegenen geraden Maschinenzahl gerundet
(round to even).

Abschneiden: Man nimmt die erste Maschinenzahl auf die man trifft, wenn man sich in Richtung
zur Null bewegt.

Z.B. Runden in M(10, 8 ...): 987.562438 — 987.56244
Abschneiden in M(10, 8, ...): 987.562438 — 987.56243

Rundungs- oder Abschneidefehler bei einem einzigen Rundungs- oder Abschneidevorgang:

absoluter Fehler | relativer Fehler

exakte Zahl | gerundete / abgeschnittene
Zahl aus M

o : e | =

Maximaler absoluter Abschneidefehler ist der Abstand von zwei benachbarten Maschinenzahlen in
der Umgebung von z, siche Abb. 1.12.

<
@<

Maschinenzahlen

~—— Richtung zur Null
Abbildung 1.12: Abschneidefehler

Maximaler absoluter Rundungsfehler ist der halbe Abstand von zwei benachbarten Maschinenzahlen,
siehe Abb. 1.13.

Aufrunden

Abrunden

X
| 1 Py |

\/

Maschinenzahlen

Abbildung 1.13: Rundungsfehler

Abstand von zwei normalisierten benachbarten Maschinenzahlen, mit e; < e < esundd; i =1,2,...1
aus der Menge der in dieser Arithmetik zulédssigen Ziffern

(di-b7' 4 -+ dp-b7") - b
— (0 e (A= 1)) b = b

= Schranke fiir absoluten Abschneidefehler von o = (dy - b=! +...) - b¢ ist b=! - b°
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= Schranke fiir absoluten Rundungsfehler ist $b~'b°

Schranke fir relativen Fehler:

T—x| T2 < Schranke fiir absoluten Fehler
r | |z T 1-b-1-0be
Da stets gilt |z| = [db™ + dob™2 + .. .| - b°, ist tatséchlich 157! - b¢ eine untere Schranke fiir |z|

= relativer Abschneidefehler:

r—Xx

=b-b! 1.16
x = bbb (1.16)
= ralativer Rundungsfehler:
ol o L (1.17)
T -2 '
Eine triviale aber wichtige Identitét fiir den relativen Fehler € := mx;x ist:
T =zxz(l+¢) (1.18)

Zusammengefasst: Wenn z eine exakte Zahl ist und 7 die durch Abschneiden oder Runden in die
Arithmetik M(b,[,...) entstehende GroBe ist, so gilt

T = z(l+e)
mit |¢] < b-b7! (Abschneiden) (1.19)
bzw. lef < 1-b-b7! (Runden)

(1.19) ermdglicht nun in bequemer Weise Rundungsfehlerabschétzungen. Der entscheidende Gedanke
ist, dass man sich bei einem Algorithmus klar macht, was nach und nach in der Maschine wirklich
aufgrund von Rundungsprozessen passiert, und dabei bei jedem Rundungsvorgang die Beziehung
(1.19) beniitzt.

Beispiel 1.4.2. Ausloschung
Berechnung des zentralen Differenzenquotienten

—4 _10—4
el 107 _ J1-10

2104

= D(h) (1.20)

auf einem Taschenrechner mit der Arithmetik M(10, 10, —98, +100) und Abschneiden, d.h. der re-
lative Abschneidefehler € bei einem Abschneidevorgang erfiillt wegen (1.19) die Relation

el < 10-1071=10"" (1.21)
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Die Gréflen 14 107% = 1.0001 und 1 — 10~% = 0.9999 sind in unserer Arithmetik exakt dargestellt.
Ebenso der Nenner 2 - 107* von (1.20). Statt den Gréfien

10 = exp(14+107Y) und ' = exp(1—107Y)
entstehen im Rechner Ndherungsausdriicke
exp(1+107%) und exp(l—107*),
die aufgrund von (1.19) den folgenden Relationen geniigen:

exp(1+107%) = exp(1+1074) - (1 +¢)
exp(l1 —107%) = exp(1 —107%) - (1 + &) (1.22)

wobei wegen (1.21) gilt
ler| < 1072 und |ey] < 1077

Dabei wird angenommen dass die Standardfunktion exp am Rechner von so guter Qualitét ist, dass
bei der Auswertung der Exponentialfunktion maximal ein elementarer Rundungsfehler wie bei einer
Abschneideoperation gemacht wird, d.h. dass stets gilt:

exp(Maschinenzahl) = exp(Maschinenzahl)(1 +¢) mit |e] < 1077,

Bei der Berechnung des Zéhlers von (1.20) wird die Differenz der beiden verfélschten Groen exp(1+
107*) und exp(1 — 10™*) exakt gebildet, d.h. bei dieser Differenzbildung wird kein neuer Abschnei-
defehler generiert.*) Im Taschenrechner entsteht also als Zihler des Quotienten in (1.20) die Grofe:

exp(1+107%) —exp(l — 107%) =
= exp(14+107%) - (1 +¢) —exp(l —107%) - (1 + €2) (1.23)

Bei der Division wird allerdings wieder ein Abschneidefehler gemacht®), es entsteht also im Taschen-
rechner der rechenfehlerbehaftete Quotient

B €1+1(r4 1+ _61710*4 1+¢
D(h) = ( 21) = ( 2)(1+63) (1.24)

wobei €3 der relative Abschneidefehler der Division ist und und natiirlich auch der Beziehung |es| <
1079 geniigt. Bei der nun folgenden Umformung von D(h) werden Produkte ¢; - € vernachliissigt, da
die ¢; in der Gréfenordnung 107 sind und diese Produkte daher in der Gréfienordnung 10718,

eI 4e)(14€5) — e 10 (14 6)(1 + &)

D(h) = 5 101 ~~
14104 _ _J1-10~* 1410~ _,1-107*
e e L€ (e1+¢€3) —e (€2 + €3) (1.25)
T 2-10 . 2104 ) '
D(h) exakt Abschneidefehler

4) Vgl. Seite 21 (0): Bei der Differenz von zwei Zahlen aus demselben Exponentialbereich wird kein neuer Runde-
oder Abschneidefehler generiert.
5) Nur wenn zufiillig die letzte Stelle des Zéhlers gerade wiire, wire die Division durch 2 exakt.
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woraus sich die Fehlerabschitzung®

exp(1+107%)-4-107°
2104

ergibt. Ganz analog hiitte man fiir h = 107 erhalten:

exp(l+107%)-4-107°
21077

was deutliche zeigt, wie die Fehlerschranke fiir den Abschneidefehler fiir h — 0 explodiert.

|D(h) — D(h)| < 272-2-107° (1.26)

|D(h) — D(h)| < 2722 (1.27)

Betrachtet man den Verfahrensfehler (konvergiert wie h? gegen Null) und den Rechenfehler gemein-
sam, ergibt sich etwa das Bild aus Abb. 1.14.

\\ Gesamtfehler

\
AN
AN
AN

Verfahrensfehler

erreichbares

Rech hl
Genauigkeitsnivea /ec enfehler

O ‘h

Abbildung 1.14: Gesamtfehler bei numerischer Differentiation

Diese Technik der Rundungsfehleranalysen (bei jedem Rundungs — oder Abschneideprozess einen
(14 ¢)-Faktor anzuhédngen) kann im Prinzip auf verschiedenste Algorithmen angewendet werden.
Fiir umfangreiche Algorithmen mit vielen Rechenoperationen wird sie jedoch schnell uniibersichtlich
und fithrt nur in Ausnahmefillen zum Erfolg. Auflerdem sind die sich ergebenden Schranken fiir
umfangreiche Algorithmen in der Praxis meist zu pessimistisch. Die garantierte Schranke, die fiir alle
denkbaren Datenkonstellationen des Algorithmus stimmen muss, muss immer vom ungiinstigsten
Fall ausgehen, z.B. bei der Betragsabschiatzung von dem Fall, dass sich alle einzelnen Rundungs-
oder Abschneidefehler aufaddieren oder akkumulieren, wihrend in den meisten Féllen eine gewisse
Kompensation und Ausléschung der einzelnen Rundungsfehler eintreten wird. In der Praxis bevorzugt
man bei umfangreichen Algorithmen daher andere Techniken zur Rundungsfehleranalyse.

1.4.2 Rundungsfehleranalysetechniken

Statistische Schitzungen der Rundungsfehler

A-posteriori (Ab)schitzungen, die zwar nicht den Charakter einer mathematischen Aussage
fiir alle denkbaren Anwendungsfille des untersuchten Algorithmus haben, aber dafiir in kon-
kreten Féllen unter Einbeziehung des rundungsfehlerbehaften Resultates zu einer a-posteriori
Schétzung des Rundungfehlers fiihren.

. R . . 1 -4 _10-4 . -4 .
6) Eine schirfere Abschiitzung wire méglich, wenn man e'710 "¢ — e =107 "¢3 nicht durch 2e' 19 "¢3 abschiitzen
wiirde.
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Experimentielle Rundungsfehlerschitzungen: Durch kiinstliche (mit Zufallsgenerator erzeug-
te) Storungen bei den einzelnen Rechenschritten eines Algorithmus wird die Rundungsfehler-
sensitivitat des Algorithmus beziiglich der gegebenen Problemdaten experimentiell erprobt.

(1+¢€) - Technik: Die oben in Beispiel 1.4.2 beschriebene (1+¢)-Technik wird i.a. nur zur Analyse

von kleineren Programmstiicken eingesetzt etwa innerhalb eines Algorithmus soll vz + 1 —+/x
berechnet werden, wobei x ein Zwischenergebnis ist, das sich aufgrund von fritheren Manipu-
lationen ergibt. Wegen

ol VL= R T+ ) 1

Vi+1+yz CVr+l+yz

hat man die Wahl, ob man direkt vz + 1 — /x oder statt dessen m berechnet. L.a. wird
wegen der zusétzlichen Division der zweite Weg ungiinstiger sein, aber fiir z > 0 ist wegen der
Ausloschung bei a + 1 — /2 der zweite Weg weit iiberlegen.
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Numerische L6sung linearer
Gleichungssysteme

2.1 Grundlagen aus der linearen Algebra

m X n- Matrix A: m Zeilen, n Spalten, d.h. A € R™*"

aip o Qip
A = (2.1)
Am1 Qmn
Vektoren in R": n-Tupel reeller Zahlen
T
T = : e R"
Ty,

Spaltenvektoren (d.h. n x 1-Matrizen)

AZ ... Algebraische Schreibweise einer linearen Abbildung R" — R™:

a1 - Qip x1 ap1rr + 0+ ATy
= : : (2.2)
Am1 *° Amn Tn Am1T1 + - + Amndn
Z T Vekt;rre RrR™
AZ ist tatséchlich eine lineare Abbildung, denn die Linearitéitsaxiome sind erfiillt:
A(fl + Lfg) = Afl -+ Afg \V/.fl, fz € Rn
A\T) = MNAT AeR, Ve e R” (2.3)

29
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Bedeutung der Spalten von A: Wir betrachten die Standardbasis des R" (kanonische Basis):

1 0 0
51: 0 ,52: 0 , - ’e_;: 1 (—i,...,gnz 0 , (24)
: : 0 0
0 0 : 1
dann ist die i-te Spalte (i = 1(1)n) von A das Bild von €;, wegen
0
aip -0 Qi ot Qip 0 ayi
AG, = 1| = (2.5)
m1 *° Qmg " Gmp 0 Qs
0

Umkehrung von (2.2): Jede lineare Abb. ¢ : R™ — R™ lésst sich als ¢(Z) = A7 schreiben, wobei die
Spalten von A die Bilder ¢(¢é;) der Basisvektoren €;, i = 1,2, ..., n sind:

n
Z beliebig € R" T = ingi
i=1

n n n ay;
O(F) = o) wi) =Y wid(@) = Y wi | =
i=1 i=1 i=1 Ui
a1 + .. —+ A1nTn
Am1T1 + - + An Ly
Transponierte Matrix A’ € R™™ zu A € R™",
a1 0 Aml @11 - Qip
AT = : : falls A = : : . (2.7)
T Amn Am1 - Amn

Ein Spaltenvektor Z € R™ kann durch Z' = (1, 29, ..., 2,) als Zeilenvektor geschrieben wer-
T1
den, d.h. aus der einspaltigen Matrix : wird durch Transposition die einzeilige Matrix
Tn
(X1, .oy Tp).
Bemerkung: Die Bedeutung der linearen Algebra liegt vor allem auch in den Anwendungen: Losung
linearer Gleichungssysteme, Verstédndnis der Struktur linearer Abbildungen, ... Die wichtigen
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Begriffe linear abhdngig und linear unabhdngig sind auf die Lésungstheorie linearer Gleichungs-
systeme zugeschnitten. Geometrische Deutung eines 3 x 3 linearen Gleichungssystems AZ = b
(A e R¥? becR?, den Vektor

ail a12 ais

b = a1 | T1+ | Q2 | T2+ | a3 | 73
a31 a32 ass
beziiglich der Basis
a1 12 a3
21 ) 22 ) Q23
as1 a3z a33

also den Spaltenvektoren von A darstellen.

Dabei erkennt man sofort mogliche Entartungsfille, etwa wenn die drei Vektoren ay, ds, ds in
einer Ebene liegen, also gar keine Basis bilden, dann lésst sich b i.a. nicht so darstellen, (aufler
wenn b in der Ebene liegt, wobei in diesem Fall die eindeutige Darstellung von 5, also die
eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems verloren geht). In diesem Entartungsfall ist jeder
der Vektoren @ eine Linearkombination der anderen beiden. Durch diese Uberlegungen wird
man in ganz natiirlicher Weise zu den nachfolgenden Begriffshildungen gefiihrt:

Lineare Abhingigkeit, lineare Unabhéngigkeit von Vektoren im R™

1. n Vektoren dj,...,d, aus dem R™ heiflen linear abhingig (1.a.), falls es n Konstanten
c1,...,C, € R gibt, die nicht alle gleichzeitig 0 sind, sodass die folgende Beziehung gilt:

ey 44 cpdy, = 0 (2.8)
2. Falls jedoch aus (2.8) notwendig ¢; = ¢o = - -+ = ¢, = 0 folgt, heilen die n Vektoren linear
unabhdngig (l.ua.).
Wir betrachten jetzt n linear unabhéngige Vektoren dy, ..., d, € R™ und die Menge aller Linearkom-
binationen dieser Vektoren:
a = cd+-+epd, Cly...,cp ER (2.9)

Diese Vektoren @ bilden einen linearen Unterraum des R™ (denn mit @ = cia; + - -+ + ¢,d, und
mit @ = ¢,d;, + -+ + Cpdy liegt auch @+ @ = (c; + ¢)a@ + -+ + (¢n + €n)@, in dieser Menge der
Linearkombinationen und ebenso A\@ = (Ac1)d@; + - - - + (A¢,)@, fir A € R). Im Spezialfall n = m fallt
dieser Unterraum mit dem ganzen R™ zusammen, n > m ist nicht moglich, da dann die Vektoren nicht
L.ua. sein konnen (im R? kann es z.B. nicht drei Lua. Vektoren geben, da drei Vektoren in einer Ebene
stets La. sind). Jeder Vektor @ aus diesen Unterraum ist durch die Koordinaten ¢i,...,¢, € R
eindeutig charakterisiert, denn indirekt angenommen

a = 0151 + -+ cnc?n und (210)
i = didy+ -+ doiy

und wegen der linearen Unabhénigkeit der Vektoren dy, ..., a, folgt ¢ = dy,...,c, = d,.
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Der Unterraum ist n-dimensional (bringt zum Ausdruck, dass jeder Vektor aus diesem Unterraum
durch n Koordinaten eindeutig festgelegt ist, in den Féllen n = 1, 2, 3 deckt sich diese Sprechweise
mit der iiblichen anschaulichen Bedeutung des Begriffes Dimension) heifit

die n l.ua. Vektoren day,...,d, bilden eine Basis dieses Unterraumes oder die Vektoren ay,...,d,
spannen diesen Unterraum auf.

Rang einer Matrix A € R"™" oder einer durch A reprisentierten linearen Abbildung: Falls der
Vektor & den R™ durchléuft, dann durchlduft die Menge aller Bilder AZ =: y eine Teilmenge
des R™ insbesondere einen linearen Teilraum des R™. Dieser Teilraum ist der Bildraum der
betrachteten linearen Abbildung und wird als das Bild von A Bild(A) bezeichnet:

Bild(A) = {yeR™: y= Az, ¥ € R"} (2.12)
die Dimension dieses Bildraumes dim(Bild(A)) heiit der Rang von A:
r = Rang(A) = dim(Bild(A)) (2.13)

Alternative Moglichkeiten, den Rang zu definieren:

i) Spaltenrang: Wir betrachten die Menge aller Spaltenvektoren von A:

a1 a12 A1n

~ 21 . 22 . (2n

a; = . , g = . y ey Ap = A (214)
Am1 Am2 Amn

Die maximale Anzahl r linear unabhéngiger Spaltenvektoren heifit der Spaltenrang von
A. Es gilt, Spaltenrang = dim(Bild(A)):

a11ry + o+ A1aTy
Ar = : =
Am1T1 + -+ AmnTn
aiq Q1n
Am1 Qmn
= x161++xnan
Also wenn & den R" durchlauft, durchlauft AZ den durch die Spaltenvektoren ay,...,d,
aufgespannten Unterraum des R™. Dieser Unterraum ist der Bildraum Bild(A) und seine
Dimension ist durch die Maximalzahl der l.ua. Spaltenvektoren festgelegt. O

ii) Zeilenrang: Wir betrachten die Menge aller Zeilenvektoren von A:

(an, a2, .-, a1n)

a a Ce a

( 21, 2‘27 ) Qn) (215)
(amla Am2, -, amn)

Die maximale Anzahl r linear unabhéngiger Zeilenvektoren heifit der Zeilenrang von A.
Es gilt auch jetzt wieder: Zeilenrang = dim(Bild(A))
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Zusammenfassung: Die drei Mdglichkeiten, den Rang zu definieren, als Zeilenrang, oder als
Spaltenrang oder als dim(Bild(A)) sind dquivalent.

e Kern einer linearen Abbildung ist Menge aller # € R", fiir die gilt AZ = 0:
Kern(A) = {#: A7=0,7cR"} (2.16)

Der Kern ist ein linearer Unterraum des R". Seine Dimension ist wichtig im Zusammenhang
mit der Losungstheorie von linearen Gleichungsystemen Ax = b, siche Abschnitt 2.2.

2.2 Losungstheorie fiir lineare Gleichungssysteme

Lineares Gleichungssystem: gegebene Daten sind A € R™*", be R™, m,n beliebig aus N, gesucht
ist ein Vektor # € R", sodass

anry + apry + -+ apr, = b
agl‘:r;l +  agpry + -+ agﬁxn = b3 (2.17)
Am1T1 + QpaZe + 0 A GpnTn, = by
oder in Matrix-Vektor-Notation:
AT = b mit (2.18)
ail @iz ... Qp T by
A 21 A22 ... Q2 2 o) [;: 5‘2
Ami Ama -+ Gmn T b,

Die Matrix A = (a;;) heifit Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Der Spaltenvektor b
wird als Inhomogenitit oder rechte Seite bezeichnet. Das System heift homogen, falls b = 0.

Lineare Gleichungssysteme treten in sehr vielen Anwendungen auf. Manchmal fiihrt ein einfacher ma-
thematischer Modellierungsprozess unmittelbar zu einem linearen Gleichungssystem. Sehr haufig liegt
aber auch eine etwas andere Situation vor: Zunéchst fithrt der mathematische Modellbildungsprozess
auf ein anders geartetes mathematisches Problem, und erst ein allfilliger numerischer Algorithmus
zur Losung dieses Problems resultiert schlielich in einem (oder mehreren) linearen Gleichungssys-
tem(en).

Zwei Losungsbegriffe:

(i) Losung & € R™ gesucht, sodass das Gleichungssystem AZ = b erfiillt ist.

(i) Losung im Ausgleichssinn : Falls ein & das AZ = b im Sinne von (i) 16st nicht existiert sind die
Gleichungen widerspriichlich. Dann wenigstens ¥ so bestimmen, dass 7 in das Gleichungssystem
so gut wie moglich hineinpasst. D.h. 7 ist dann dadurch festgelegt, dass

|AZ — bl|s ... min! (2.19)

wobei || - ||z die Euklidische Norm , also die Lange eines Vektors ist, siche (2.49).
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Eine wesentliche Rolle bei der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme spielt die erweiterte Matrix:

a1 a2 ... Qipn bl

-, as1 Q22 ... Qgn b2
(Alb) =

Am1 Qm2 -+ Qmp | b

FEin lineares inhomogenes Gleichungssystem AZ = b ist genau dann lésbar, wenn

Rang(A) = Rang(A|b).

Fiir den Spezialfall Rang(A) = m hat das Gleichungssystem immer eine Losung. (Da die Spalten

—, —,

von A und von (A|b) Elemente von R™ sind, gilt m = Rang(A) < Rang((Alb)) < m.)

Fiir m = n = Rang(A) ist das lineare Gleichungssystem A% = b fiir beliebige rechte Seiten beR™ =
R" eindeutig ldsbar. Die l.u.a. Spalten dy, ds, ..., d, von A bilden eine Basis des R", d.h. jeder Vektor
b € R" lisst sich eindeutig schreiben als Linearkombination b = r1a; + - -+ + x,d,. Die eindeutig
durch b festgelegten Gewichte sind somit offenbar die eindeutige Losung von Ax = b.

2.3 Konditionsabschitzungen

Modellfehler, Datenfehler und Rechenfehler beim Einlesevorgang der Koeffizienten verfélschen ein
lineares Gleichungssystem. Statt des “wahren” Systems

A =b (2.20)

hat man i.a. das verfilschte System
AT = b (2.21)

im Rechner. Es miissen daher die Auswirkungen der Datenstéorungen auf das Ergebnis, also der
absolute Fehler

oder der relative Fehler

abgeschétzt werden.

—

2.3.1 Konditionsabschitzungen beziiglich Stérungen von b

Ungestortes Problem: A% = b, (A...regulér)

Gestortes Problem: A
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— D) = ATAb =

8y

= AT —1) = Ab = AT = (

Az = |Z—-a < A7) (A (2.22)

absolute Konditionsabschéitzung

Um eine relative Konditionsabschétzung zu erhalten, werden alle absoluten FehlergréBen durch rela-

tive FehlergroBen ersetzt, z.B. ||Ab]| durch HHAbﬁ” oder ||AZ|| durch ”@gﬁ”:

IAZ| < AT |Ab) Vel (222) =

[AZ] 1A] [ A~Y]| 1 Ab) 1Ab]
TR IR < Al AT === (2.23)
gl ALl 1]
relative Konditionsabschitzung
Dabei wurde beniitzt: [|A|| ||Z] > ||AZ]| = H5||
Diese Abschéatzung ist also vom Typ:
| relative Stérung des Ergebnisses Z || < Faktor - || relative Stérung von b ||
mit dem Faktor
K(A) = [|A]l 1A~ (2.24)

der sogenannten Konditionszahl. Man kann zeigen, dass die Abschitzungen (2.22) und (2.23) scharf
sind in folgendem Sinn: Zu jedem A gibt es ein b und ein Ab, sodass das Gleichheitszeichen ange-
nommen wird.

2.3.2 Konditionsabschitzungen beziiglich Storungen von A

!

Ungestortes Problem: Az = (A... regulér)

—» —

Gestortes Problem: Af =b= (A+AA)Z=0b (A=A+AA... regulir)

-

= AT = (A+AA) T+ A7) = b =
Ax + AAx + AAz + AAAx = b =

AAT = —AA(FT +AT) = —AAT =
A7 = —AT'AAT =
1Azl < A7 E] 1A (2.25)

absolute Konditionsabschitzung beziiglich Storungen von A

|AZ]| |AA]

== < ANA N S (2.26)
1] 1Al

relative Konditionsabschitzung beziiglich Stérungen von A
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Wieder tritt als Faktor die Konditionszahl x(A) auf. Beim relativen Fehler % ist allerdings nicht
|Z|| sondern ||Z|| der Vergleichswert. Will man eine relative Abschétzung bez. H” T'H so kann man so
vorgehen:

(A+AA)(z+Az) = b =
Ax 4+ AAx + AAx + AAAz = b =
S ——

AAz
AN = —AArx =
Ar = —A'AAr =
laz] L 1A4]
< A A (2.27)
ep < ANATI T

Die Konditionszahl ist jetzt || A|| [|A~"|), hier ist also die Regularitéit von A, wesentlich. Man kann
eine relative Konditionsabschétzung ganz ohne gestorte Groflen folgender Form herleiten:

Al w(A)  [|AA]

- 1_ IAA]
[l = 1= w(A)BA A

unter der Voraussetzung, dass ||AA| so klein ist, dass k(A 1241 4 gilt).
[A]

2.4 Gauflelimination

Im Folgenden sei A € R™™, b € R” und Rang(A) = n. Die Losung erfolgt mit einem Eliminations-
verfahren, meist mit der sogenannten Gauflelimination. Dh.

AT = b, (2.28)

ist (bis auf Rundungsfehler) exakt losbar, es tritt kein Verfahrensfehler auf. Es konnen aber
Datenfehler auftreten, wenn man aufgrund der Modellierung oder eventuell auf Grund von Messfeh-
lern verfilschte Koeffizienten in A oder ein verfilschtes b hat, und Rundungsfehlerm wenn man den
Losungsalgorithmus auf einem Computer mit einer bestimmten Arithmetik ablaufen l&sst.

Beschreibung der Gauflelimination: 1. Besonders leicht zu lésendes Systeme sind die soge-
nannten gestaffelte Systeme

a11r1 + a2 + -+ A p-1Tp-1 + a1 Ty = by
ATy + -+ + a2n-1Tn-1 + ag Ty = by
(2.29)
Gp—1n—1Tn—1 + p—1nTn = bn—l
ApnTn = bn
bn bn—l an—l,n_n
= Ip=—, Tp_1= dnno L (2.30)
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2. Die Grundidee der Gauflelimination ist ein allgemeines System vom Typ (2.28) in die Form
(2.29) bringen, um anschlieend die Losung geméB (2.30) zu berechnen.

Ausgangspunkt ist das volle System

a11T1 + 199 + - + Apnty = bl
anT1 + Gery + - 4+ agT, = b

(2.31)
Ap1T1 + Q2o + -+ AppT, = bn

Multiplikation der ersten Gleichung mit £2* und anschlieBende Subtraktion von der zweiten
Gleichung lésst in der zweiten Zeile folgendes entstehen:

a1 a21
(a1 — —an1) x1 + (agg — —aga) o + - - +
air . aii
VvV TV
0 aby
21 21
+ (a2n - _aln) Ty = b2 - _bl (232)
a1 a1
N————— N——
ay, by

Multiplikation der ersten Zeile mit 22 und anschlieBende Subtraktion von der dritten
Gleichung lésst in der dritten Zeile folgendes entstehen:

a a
(a3 — i6111) x1 + (ase — ﬂCL12) To+ -+

R an R an

Ve Vv

0 a3y
asy asy

+ (as, — —ai,) @, = by ——0b; (2.33)

a1 a1

~—_————— ——

az, by

u.s.w. Durch diese Manipulationen wird (2.31) in ein dquivalentes System (d.h. ein System
mit derselben Losung) von folgender Gestalt umgeformt:

annry + apry + o+ AT, = b
a’22':c2 + e+ ah,T, : b, (2.34)
ar,re + oo+ oa,x, = b,
Wenn man nun die analoge Vorgangsweise auf das (n — 1) x (n — 1)-Teilsystem
ayoTy + -+ + ahyx, = b
a;;xz + o+ oax, = b
von (2.34) anwendet, erhilt man
anr + aiprz + airy + 0+ awT, = b
ATy + ahsxs + -+ abx, = b
agsrs + oo+ ag,w, = by (2.35)

1 " . //
a, ;T3 a, Tn = by
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u.s.w. Es entstehen durch diese Vorgangsweise nach und nach Matrizen mit der Form wie
in Abb. 2.1

0
00

—

00

Abbildung 2.1: Reduktion auf Dreiecksgestalt

Am Schluss erhélt man ein gestaffeltes System, das dquivalent zum urspriinglichen System
ist, und wo man die Losung gemé$ (2.30) berechnen kann.

Die eben beschriebene Vorgangsweise ist ein systematischer Algorithmus und kann leicht program-
miert werden.

Frage: Fiihrt dieser Algorithmus immer zum Ziel? Sei

A =

o = O

11
11
1 3

dh. a;; = 0 und die Multiplikatoren % und Z—ﬁ, mit denen die erste Zeile multipliziert wird
bevor sie von der zweiten bzw. dritten Zeile abgezogen wird konnen nicht gebildet werden.

D.h. in diesem Fall muss, bevor der Eliminationsalgorithmus anlduft, die erste Zeile mit der
zweiten oder dritten Zeile vertauscht werden. Genau dieselbe Situation tritt ein, wenn spéter
wahrend des Eliminationsvorganges in der Hauptdiagonale eine Null entsteht, sodass der ent-
sprechende Multiplikator wegen Division durch 0 nicht gebildet werden kann. Dann muss die
i-te Zeile mit einer weiter unten stehenden Zeile (j-te Zeile mit j > i) vertauscht werden, bei
der ein nicht verschwindendes Element in der i-ten Spalte steht. (Vgl. Abb. 2.2)

i-te Zeile

j-te Zeile )

Element # 0

i-te Spalte

Abbildung 2.2: Vertauschung zweier Zeilen

Nach diesem Vertauschungsprozess kann der Eliminationsvorgang fortgesetzt werden.

Ein echter Zusammenbruch wiirde nur in folgender Situation entstehen: man kann die i-te Zeile
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i-te Zeile

0
0

i-te Spalte

Abbildung 2.3: Zusammenbruch der Gauflelimination

mit der Null in der Hauptdiagonalen nicht wegtauschen, da auch unterhalb der Hauptdiagonalen
in der i-ten Spalte lauter Nullen stehen. (Vgl. Abb. 2.3)

Man kann leicht zeigen, dass so ein Fall genau dann eintritt, wenn A singulér ist, also Rang(A) <
n oder det A = 0 vorliegt.

Numerische Problematik: bei rundungsfehlerfreiem exakten Rechnen muss nur dann weggetauscht
werden, wenn eine Null in der Hauptdiagonalen enstanden ist, sodass der entsprechende Multi-
plikator nicht gebildet werdem kann. Beim Rechnen in einer Maschinenarithmetik kann jedoch
aufgrund der Rundungsfehler so eine Null verfdlscht werden, sodass statt der Null eine sehr
kleine Zahl an dieser Stelle in der Hauptdiagonalen steht. Mit dieser nicht verschwindenden
Grosse konnte man den entsprechenden Multiplikator berechnen und im Prinzip den Elimi-
nationsvorgang fortsetzen, wiirde dann jedoch offenbar etwas vollig Unsinniges rechnen. D.h.
vom Standpunkt der Numerik aus sollte man nicht nur Nullen sondern auch kleine Elemente
wegtauschen. In diesem Sinn hat sich folgende Strategie bewihrt:

Vor dem weiteren Eliminationschritt sucht man das betragsgroite Element aus der i-ten Spalte,
aber nur bez. jener Elemente die in und unterhalb der Hauptdiagonalen stehen (vgl. Abb. 2.4).

*
*
*
*
i-te Spalte

Abbildung 2.4: Suche nach dem betragsgrofiten Element

Wenn dieses Element in der j-ten Zeile steht, dann wird die i-te mit der j-ten Zeile vertauscht.
Erst anschliefend wird der Eliminationsvorgang fortgesetzt (vgl. Abb. 2.5). Diese Vorgangsweise
heiffit Spaltenpivotsuche mit Zeilentausch.

Diese Vorgangsweise léasst sich auch noch anders begriinden: Beziigl. der Rundungsfehler ist es
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i

betragsmax.
Element

Abbildung 2.5: Spaltenpivotstrategie

i.a. ungiinstig, wenn die Koeffizienten von A von stark unterschiedlicher Groflenordnung sind;

z.B. fiir
0.730 0.683

0.730 |21.6 0.432
0.246 0.611 0.0723

geht bei der Differenzbildung 21.6 — 0.274 = 21.3 (auf 3 Stellen gerundet) die Information
der beiden hinteren Stellen von 0.2|74 verloren. Wenn nun eine Matrix A Koeffizienten unter-
schiedlicher Gréfenordnung besitzt, so muss man damit leben, aber man wird vermeiden, dass
wiahrend dem Eliminationsvorgang die Groéflenordnung der Koeffizienten von A noch zusétz-
lich auseinandergezogen wird, beachten Sie: Spaltenpivotsuche mit anschlieBendem Zeilentausch
stellt sicher, dass alle Multiplikationen betragsméssig < 1 sind und vermeidet so dieses zusatzli-
che Auseinanderziehen der Koeffizienten von A; weiters beachten Sie, dass ohne diese Strategie
einige harmlos erscheinende Multiplikatoren der Groflenordnung 10 ungiinstigen Effekt machen
konnen, wenn sie sich (was im Laufe der Gaufielimination vorkommen kann) ungiinstig zusam-
menmultiplizieren (z.B. konnen 5 aufeinanderfolgende 10-er einen Effekt der GoBenordnung
10° erzielen). Daher ist fiir die Praxis, insbesonders wenn man Systeme groferer Dimension im
Auge hat, wo sich sehr viele harmlose Multiplikatoren zusammenmultiplizieren konnen, diese
Pivotstrategie unerlésslich und man sieht nur Gaufleliminationsalgorithmen mit entsprechen-
den Pivotstrategien als numerisch stabile Algorithmen an.

Die Spaltenpivotsuche mit anschlieBendem Zeilentausch wird noch mit der sogenannten Ska-
lierung kombiniert. Sie wird anhand von folgendem Beispiel erklért:

Beispiel

00051’1 + X9 = 0.5

ZE1+CL’2:1

(2.36)
Die exakte Losung ist
500 495
= — =0.50251... = —
go5 VUL 2 =g

Zunéchst Rechnung in M(10, 2,...) ohne Spaltenpivotsuche, erste Zeile mit
und von der zweiten Zeile abgeziehen; exakte Rechnung

0.005z1 + 25 = 0.5
(1-200)z, = (1—200-0.5)
N——

~—_—
—199 —-99

— 0.49748 . .. (2.37)

X1

_1

5oos multiplizieren



Kapitel 2. Numerische Losung linearer Gleichungssysteme 41

und Rundung auf 2 Stellen ergibt
0.00521 + 22 = 0.5

—200z2, = —99
= 29 = 0495 < exaktes Divisionsergebnis
= 0.50 < auf 2 Stellen gerundet

2, = 0.
Rechnung wieder zweistellig, aber mit Spaltenpivotsuche, vor der Elimination werden die Zeilen
vertauscht

T1+1xy = 1
0.00521 + 2o = 0.5

Multiplikation der ersten Zeile mit 0.005 (statt mit ——) und Subtraktion von der zweite Zeile

0.005
liefert
T+ T2 = 1
(1 —0.005)zy = (0.5—0.005)
—_—— —_—
0.995 0.495
und Rundung auf 2 Stellen
T14+3, = 1
2%2 = 05
= Ty = 0.5, 7 = 0.5

Rundet man das exakte Ergebnis (vgl. (2.37)) auf zwei Stellen, so erhilt man ebenso &, = 0.5,
Zo = 0.5. Man erkennt also tatséchlich die Uberlegenheit der Variante mit Spaltenpivotsuche.

Diese vorteilhafte Wirkung der Spaltenpivotsuche kann aber sehr leicht zerstort werden, wenn
man die erste Zeile von (2.36) mit einer hinreichend groBlen Zahl, etwa 400 multipliziert:

- vy = 1 (2.38)

Wenn durch irgendeinen Zufall das System statt in der Form (2.36) in der (dazu dquivalenten)
Form (2.38) gegeben wire, wiirde trotz Spaltenpivotsuche wegen 2 > 1 kein Zeilentausch erfol-
gen und daher die Elimination rundungsfehlerméssig in der unverteilhaften Variante ablaufen.

Abhilfe, die solche Effekte vermeidet ist die Zeilenskalierung, vor Beginn des Eliminations-
prozesses wird jede Zeile mit einem Faktor d; multipliziert, sodass die maximalen Elemente
aller Zeilen dieselbe Groflenordnung haben,
1 1
z.B. dj= ———— oder d; =

maxi <j<n || > it lai]
oder etwas Ahnliches. Die so skalierte Version von (2.38) ist dann

0.005z; + o = 0.5

Losung von (2.39) in zweistelliger Arithmetik liefert wieder 1 = 0.5, 5 = 0.5.
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2.5 Rundungsfehler bei der Gauf3elimination

Satz 2.5.1 (v. Wilkinson). Gegeben sei A7 = b (A € R™", regulér) mit der exakten (d.h. run-
dungsfehlerfreien) Losung Z. Weiters sei 7 die rundungsfehlerbehaftete Losung, die dadurch zustande
kommt, dass man A7 = b mit GauBelimination mit Spaltenpivotsuche 16st, und zwar in einer be-
stimmten Maschinenarithmetik. Dann lisst sich 7 interpretieren als die exakte, rundungsfehlerfreie
Losung eines gestorten Systems

(A+AAZ = b (2.40)
mit
AA
H < 1.01(n* + 3n?) yeps. (2.41)
Dabei bedeuten
1
ot (k)

wo die ag-c) die wihrend dem Eliminationsvorgang auftretenden Elemente

© _© . 0

aix a2 -+ Qip a% a1g a161
21 Qg2 - A2y _ aél) aél) ce aén) N erster El.
- : : Schritt
An1 Qna “+  Gpn aq(101) ag A
0 0 0
(0) _(0) (0) ag1) a§2) T agn)
a1y Qg cr Gy 0 . (1)
0 a(l) to a(l) 2.Schritt 122 2 a%g)
> n o 0 0 ag; eeoags | = usw
0 a¥ aq(@lyz ' ' :
n2 0o 0 o ... o

vgl. auch (2.31) bis (2.35), wo die ag) und az(?) mit a;; bzw. aj; bezeichnet werden.

Weiters ist eps aus (2.41) definiert als

eps = (Mantissenldnge—1) (2.43)

Basis—(l\/[antissenléinge—n ... Fall einer Abschneidearithm.
Fall einer Rundearithmetik.

% - Basis™
(vegl. 1.19).

Riickwéartsanalyse: Die Idee, die hinter dem Satz v. Wilkinson steht, namlich die Effekte von Run-
dungsfehlern als Datenfehlereffekte zu interpretieren (f soll das exakte Ergebnis eines gestorten
Systems mit der gestorten Matrix A + AA sein), wird als Riickwértsanalyse bezeichnet. Die
Konditionsabschétzung (2.26) ermoglicht nun sofort die Rundungsfehlerabschdtzung

|7 - 7 Ly 1a4)
< A A e <
EI e B

< K(A)1.01 (n® + 3n?) yeps (2.44)
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Das ist eine Schranke vom Typ

Konditionszahl - moderater Faktor - Anzahl der Rechenoperationen-

-Maschinengenauigkeit ‘eps’, (2.45)

(k

zumindest in den Féllen, wo wéhrend der Elimination keine sehr groflen Elemente aij) auftreten. Die

n?

Anzahl der Rechenoperationen bei der GauBelimination ist ~ %-.

= Gaufelimination mit Spaltenpivotsuche ist ein numerisch stabiler Algorithmus.

e Numerische Stabilitit ist gegeben, wenn eine Rundungsfehlerschranke vom Typ (2.45) existiert.
Dass in so einer Schranke die Maschinenarithmetik eps und die Anzahl der Rechenoperationen
von einem Algorithmus auftritt, ist ganz natiirlich. Dass weiters nur mehr ein moderater Faktor
und die Konditionszahl des Problems aufscheint besagt eben, dass die Rundungsfehlersensitivi-
tat nicht schlechter liegt wie die Datenfehlersensitivitét, d.h. dass sich die dauernden Storungen
wahrend dem Algorithmus, d.h. die Rechenfehler bei den einzelnen Rechenoperationen nicht
schlimmer auswirken wie Datenstorungen; das ist offensichtlich das Beste, was man fiir einem
Algorithmus, erhoffen darf.

(2.44) ist eine mathematische Aussage, die numerische Stabilitdt des GauBalgorithms mit Spalten-
pivotsuche sicherstellt. Sie gilt fiir alle denkbaren (reguléren) linearen Gleichungssysteme. In Ein-
zelféllen wird sie jedoch kaum herangezogen, um das Rundungsfehlerniveau in einem konkreten Fall
zahlenméssig abzuschétzen.

Die Schranke (2.44) ist in den meisten konkreten Féllen zu pessimistisch: Wenn man ein System mit
GauBelimination 16st, ergibt sich i.a. eine gewisse Kompensation der Rundungsfehler (wenn z.B. bei
einem Rechenschritt aufgerundet wird und beim néchsten Rechenschritt wieder abgerundet, heben
sich die entsprechenden Rundungsfehler teilweise weg). Die Schranke (2.44) hingegen, die durch eine
reine Betragsabschétzung zustande kommt muss sich an den extrem unwahrscheinlichen Fall orien-
tieren, (der aber in sehr sehr seltenen Fillen wirklich einmal eintreten kénnte) dass es keine solchen
Kompensationen gibt sondern dass alle einzelnen Rundungsfehler immer in dieselbe Richtung liegen
und eine vollige Akkumulation dieser Fehler eintritt.

Daher: wenn in einem konkretem Fall das rundungsfehlerbehaftete & vorliegt, kann man mit die-
sem & a-posteriori zu realistischen Abschétzungen des Rundungsfehlerniveaus gelangen. Z.B.
aufgrund von folgender Uberlegung:

f—z = AT'A@G@-2) =
b
~ =
|1z — | AT = Az ]
- < [lA7Y . =
edl 1]l
1 [Az =B
JANA™Y] S (2.46)
—— Al
K(A) f
) ist ein berechenbarer Ausdruck wenn I gegeben. Zdhler AZ — b ... Residuum, muss in

partieller doppelter Genauigkeit berechnet werden!

Ein weiterer wichtiger Begriff zur Theorie der linearen Gleichungssysteme:
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eNumerisch singuldr Wir betrachten jetzt wieder quadratische, n x n-Gleichungssysteme (2.18).
Sie sind bekanntlich eindeutig losbar, wenn die Matrix A vollen Rang besitzt, d.h. Rang(A) = n
gilt. In diesem Fall spricht man von einem regulidren Gleichungssystem.

Die erste Gleichung

1171 + a12T2 + a13r3 = by
2171 + A22%2 + ag3T3 = by
a3121 + azeTo + aszzrs = b3

stellt eine Ebene im R? dar, mit dem Normalvektor (@11, ai2, a13). Die zweite Gleichung stellt
cine andere Ebene im R? dar. Jene Punkte (z1, 25, 23)" € R?, die beide Gleichungen erfiillen,
bilden den Schnitt dieser beiden Ebenen und liegen auf einer Geraden g. Die dritte Gleichung
ist eine weitere Ebene. Jene Punkte (1,29, 23)" € R?, die alle drei Gleichungen erfiillen, die
schon auf g und auf der durch die dritte Gleichung dargestellten Ebene liegen, sind der im
reguldren Fall eindeutige Durchstopunkt von g mit der dritten Ebene.

Entartungsfille:

e Rangabfall um 1, d.h.
a1 a2 ais
A = G21 Q22 Q23
31 a3z ass

hat nur 2 linear unabhéngige Zeilen (Rang von A = 3 — 1 = 2): Der Normalvektor
(ag1, asa, ass) der dritten Ebene ist eine Linearkombination der ersten beiden Normalvek-
toren: d.h. alle drei Normalvektoren liegen in einer Ebene. Zwei Moglichkeiten:

a) Alle drei Ebenen schneiden sich in einer Geraden: Statt eindeutiger Losung liegt ein-
dimensionale Losungsschar vor: (Dimension der Losungschar:
n — Rang(A) =3 —-1=2;

e Rangabfall um 2, d.h. A hat den Rang 3 — 2 = 1. Der zweite und dritte Normalvektor
sind beides Vielfaches vom ersten Normalvektor. Alle drei Ebenen sind parallel. Es gibt
zwei Moglichkeiten:

a) Alle drei Ebenen fallen zusammen: Losungsschar ist die Menge aller Punkte dieser
Ebene. (Dimension der Losungsschar: n — Rang(A) =3 -2 =1).

b) Die parallelen Ebenen fallen nicht zusammen: es gibt keine Losungen des Systems.

In der reinen Mathematik ist der Begriff des Ranges einer Matrix ein scharfer Begriff. Die Zeilen
einer Matrix sind entweder linear unabhéngig und die Matrix hat Vollrang, oder sie sind linear
abhéngig, d.h. es gibt eine nichttriviale Linearkombination, der Zeilen, die verschwindet und
die Matrix hat einen Rangabfall. In der Numerik bleibt diese Schérfe jedoch nicht bestehen.
Wenn die Koeffizienten einer Matrix in einem Computer eingelesen weden, miissen sie in die
Maschinenarithmetik hinein gerundet werden. D.h. die Koeffizienten werden — abhéngig von
dem verwendeten Computer — verdndert und allfillige lineare Abhéngigkeiten konnen zerstort
werden bzw. aus linear unabhéngigen Zeilen kénnen durch den Rundungsprozess zufillig linear
abhéngige Zeilen entstehen.
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Beispiel 2.5.2.

% 5 3 0.4375 0.6 1.5

A= & 5 2 | = 021875 08 2
T 6 3 0875 1.2 3
8 5

Es gibt die nichttriviale Linearkombination

7 33 7 4

76
o(L 2 T (L E T L2 gy T = T
(167572) (72757 ) +( )(875’3) (07070)
d.h. A hat nicht den vollen Rang. Nach Rundung von A in M((10, 3, ...) ergibt sich die regulire

Matrix
0.438 0.6 1.5

A= 0219 08 2
0.875 1.2 3

Bei Rundung von A in M[(10,4,...) hingegen erhélt man

3 0.4375 0.6 1.5
A= 0.2188 0.8 2
087 1.2 3

und es gilt dieselbe nichttriviale Linearkombination wie bei A selbst, d.h. A hat in diesem Fall
auch keinen vollen Rang.

Man definiert daher:

e Eine in eine Arithmetik gerundete Matriz A heift numerisch regulir, wenn in der
Menge aller Matrizen A, die nach Rundung in die entsprechende Arithmetik A ergeben,
keine singuldre Matriz ist.

Nur im Fall einer numerisch reguliren Matrix A kann man sicher sein, dass die wahre Matrix
A auch regulér ist und dass das wahre Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt. Nur in
diesem Fall ist es sinnvoll, das Gleichungssystem am Computer zu l6sen. Ist A hingegen nicht
numerisch regulér, konnte das urspriingliche Gleichungssystem eine singulére Gleichungsmatrix
besitzen und daher nicht 16sbar sein. Ein numerischer Losungsversuch wire daher in diesem
Fall vollig sinnlos.

2.6 Lineares Ausgleichsproblem
Zunichst einige wichtige Begriffe, die fiir Ausgleichsprobleme beziiglich der || - ||o-Norm wesentlich
sind:

e Skalarprodukt von zwei Vektoren ¥ € R" und i € R™:

Ty = szyz (2.47)
i=1
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oder im Geiste der Matrixmultiplikation:

n n
Ty=ag= (v, w) | = Z%‘yl (2.48)
Un i=1

e Euklidische Norm (Lénge) eines Vektors:

(2.49)

7]y = V-7 =

—
9

e Orthogonalitit: zwei Vektoren 7 € R", ¢ € R" sind orthogonal (Schreibweise ©17), falls gilt:
Fg = 0 (2.50)

Beispiel 2.6.1. (vgl. Abb. 2.6)
= ( Ty COS ) cRY = ( ry(—sin @) ) cR?

Ty SIN @ Ty COS

Ty COS
cos @
sin Ty sin

—sing| cosy r,(—sing) | recosyp

Abbildung 2.6: Beispiel zur Orthogonalitét
Ty = ryrycosp(—sing)+r,ry, singpcosp = 0

e Orthogonales Komplement: Sei S ein linearer Unterraum des R", die Menge T aller Vektoren
t € R™, die orthogonal zu sémtlichen Vektoren § € S C R" sind, heifit das orthogonale Kom-
plement zu S. Wenn S die Dimension kg besitzt, so hat T" die Dimension k7 = n — kg, d.h. es

gilt
n = ks + kr; (2.51)

jedes ¥ € R" lésst sich in eindeutige Weise schreiben als

F=§+t §eS teT (2.52)
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wobei § die Projektion von # auf S und t die Projektion von & auf T heifit! Man schreibt

auch:
R*"=SaeT (2.53)

d.h. R" ist die direkte Summe der orthogonalen Teilraume S und 7.
Beweisskizze von (2.51), (2.52): Man dreht die Standardbasis (2.4) so, dass moglichst viele Basis-
vektoren in S liegen. Diese bilden dann eine Orthonormalbasis von S, die anderen gedrehten Ein-

heitsvektoren bilden eine Orthonormalbasis von T. Man erhélt dann sofort die Projektionen s und
t eines beliebigen Vektors # € R"™ (vgl. (2.52)). Zunéchst stellen wir den Vektor # in der gedrehten

Basis dar: .
T = Z T
i=1
wobei ¢ die verdrehten Einheitsvektoren sein sollen; sei die Basis von S durch {7, ..., ¢} gegeben
und die Basis von T durch { 4.46, ..., @}, so haben wir
ks n
§=) z6 t= T 6.
i=1 i=kg+1

Beispiel 2.6.2. n = 2: (vgl. Abb. 2.7)

Abbildung 2.7: Bsp. n = 2

Beispiel 2.6.3. n = 3: (vgl. Abb. 2.8)

e Lineares Ausgleichsproblem: Das lineare Gleichungssystem A7 = I;, A e R™", b e R™, ¥ €
R™ sei widerspriichlich (d.h. m > Rang(A), b ¢ Bild(A)). Dann wenigstens: jenes & (jene &)
suchen, das (die) die Gleichung so gut wie mdoglich 16st (1osen), d.h. die Forderung lautet

|AZ —bll, = min (2.54)

Frage nach der Existenz von Losungen, Eindeutigkeit von Losungen, Dimension von Losungsscharen
beim Ausgleichsproblem.

Zunéchst beweisen wir folgendes
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Abbildung 2.8: S ... Ebene durch den Ursprung S ... Gerade durch den Ursprung

Satz 2.6.4.

R™ = Bild(A) @ Kern(A") (2.55)
R" = Bild(A") @ Kern(A) (2.56

Beweis von (2.55): O sei das orthogonale Komplement von Kern(A"). Wir zeigen zunéichst: Bild(A) C
O. Es gilt fir

= ¢ L Zdh. Bild(A) Cc O. Es gilt: m = dim(Kern(A")) + Rang(A) = dim(Kern(A")) +
dim(Bild(A)) d.h. durch die beiden linearen Teilriume Kern(A") und Bild(A) wird der R™ aufge-
spannt und es gilt Bild(A) = O = (2.55).

Beweis von (2.56): Man betrachtet statt der durch A reprisentierten Abbildung, die durch A" re-
présentierte Abbildung von R™ in den R", dann geht (2.55) in (2.56) tiber. O

Satz 2.6.5. Das lineare Ausgleichsproblem (2.54) ist immer lsbar.

Beweis: (vgl. Abb. 2.9)

AZ—b = AZ—b — by
—— ~—
€Bild(A) €Kern(AT)
Wegen AT — by L by lisst sich der Satz von Pythagoras anwenden:
IAZ = bl3 = AT = ball3 + [[b2]12
T

unabhangig von 7 € R"

1) 7 € R™ gilt, da AT eine lineare Abbildung vom R in den R™ darstellt und die Elemente des Kerns stets im
Urbildraum liegen. (Vgl. Def. vom Kern S. 33)
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\
A\
A
A

A
A

Abbildung 2.9: Zerlegung von b gemés (2.55) und (2.52)

= ||AZ — b]|, ist genau dann minimal, wenn ||AZ — by ||, minimal ist. by € Bild(A) = AT = by ist
losbar; d.h. ||AZ—b;||2 kann zu Null gemacht werden = alle Z die das (stets losbare) Gleichungssystem
AZ = by 16sen, sind auch Losungen des Ausgleichsproblems. O

Aus dem Beweis folgt auch: Das lineare Ausgleichsproblem (2.54) ist genau dann eindeutig 16sbar,
wenn das losbare Gleichungssystem Ax = b; eindeutig l6sbar ist, d.h. wenn Rang(A) = n ist. Im Fall
Rang(A) < n bestimmt wieder n — Rang(A) die Dimension der Losungsschar von AZ = by, d.h. die
Dimension der Losungsschar des linearen Ausgleichsproblems.

e Gauflsche Normalgleichungen:

—

Residuum(T) := AT —b=1b, —b=—by € Kern(AT)

= AT(AZ—-b) =0 eR"
= AAz=ATb (2.57)

Man beachte: ATA € R, ATh € R™;

Im Falle Rang(A) = n gilt Rang(AT A) = n, d.h. (2.57) ist ein reguliires lineares Gleichungs-
system mit quadratischer Matrix; die eindeutig bestimmte Losung von (2.57) liefert dann die
eindeutig bestimmte Losung des linearen Ausgleichsproblems.

o Ausgleichsprobleme mit Rang(A) < n: Hier kann man zu eindeutig losbaren Ausgleichsproblem
durch eine Zusatzbedingung gelangen:

|AZ — bl|s = min |Z]|; = min (2.58)

Beschreibung der Abb. 2.10: ... Spezielle Losung des Ausgleichsproblems, also spezielle Lo-
sung von AT = b;. Die allgememe Losung von AT = b, erhilt man indem man zu Zo beliebige
Elemente des Kerns von A addiert. Z; sei nun jene Losung des Ausgleichsproblems, also von
AZ = by, die minimale euklidische Norm hat (||Z]|> = min als Zusatzforderung). Ist unabhéingig
davon, welches Element 7 aus der Losungsschar von A7 = b, man ausgewahlt hat.
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\ Bild(AT)

Lésungsschar

Kern(A)

Abbildung 2.10: Schematische Darstellung von R" = Bild(A") & Kern(A)
Satz 2.6.6. ||AZ — bl| = min  ||#]|; = min ist eindeutig l5sbar.

Beweis: 7, sei spezielle Losung von ||AZ — b||, = min, also von A7 = b; (vgl. nun Abb. 2.11)

\ Bild(AT)

Abbildung 2.11: Zerlegung von

—

Ty = To1 + Too mit Tp; € Kern(AT) und Tpp € Kern(A) d.h. Ty, L% 5. Es gilt

To+Tp = Toa +To2+ Tk
~— ———
€ Bild(AT) € Kern(A)

wobei 7, ein bel. Element aus Kern(A) bezeichnet. Weiters gilt offenbar ;L (Zo2 + Z%) und mit
dem Pythagoras
|1Zo + Zkllz = lIZo.ll2 + 1B,z + Zxll3

= Hfo + kaQ genau minimal fiir fk = —fo’g also fur fO,l = fo — .’fo’g O
Es ist klar, dass in der Praxis beim Ausgleichsproblem meist gilt: [|b; ]2 > ||ba||2 (vgl. Abb. 2.12)

Denn: Hétte man keine fehlerbehafteten Messgerite, so wiirde man bei redundanten Messungen
den Spezielfall b = by, € Bild(A),by = 0 erhalten, d.h. ein iiberbestimmtes (m > n) aber nicht
widerspriichliches (b € Bild(A)) Gleichungssystem (vgl. etwa Seite 53). Durch kleine Messfehler fillt
man mit b nur wenig aus Bild(A) heraus.
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Kern(AT) b

Abbildung 2.12: Verhéltnis 51 zZu 52

In vielen Féllen sind die Normalgleichungen starke Rundungsfehlersensitivitéat numerisch bedenklich.
Das Ausgleichsproblem kann dann besser mit dem sogenannten @QR-Algorithmus behandelt
werden, einem Eliminationsalgorithmus, der auf orthogonalen Eliminationsmatrizen aufgebaut
ist.

e Pseudoinverse (Verallgemeinerte Inverse): Das lineare Ausgleichsproblem

|AZ — b, = min Rang(A) =n
|AZ — b||2 = min ||Z]|s = min Rang(A) <n

ist stets eindeutig l6sbar; d.h. man kann zu vorgegebener Matrix A dann die Abbildung be-
trachten die jeder rechten Seite b die eindeutige Losung ¥ des Ausgleichsproblems zuordnet:
b — . Man kann zeigen: diese Abbildung ist linear wird also durch eine Matrix reprasentiert.

Bezeichnung: A* d.h. B
7= A*D (2.59)
Sonderfille:

o AcR™™ Rang(A) =n: ||AZ —b|); wird zu Null und liefert die Losung dieses reguliren
Falls: AT = A%

e A e R™" Rang(A) = n : eindeutige Losung des Ausgleichsproblems durch die Gauf3-
schen Normalgleichungen. (2.57) = AT = (ATA)"1AT

Die weiteren Falle sind:

o AT =1 ist 1osbar (d.h. ||[AT — b||; = 0) aber nicht eindeutig (wegen Rang(A) < n); dann
stellt ¥ = A™b jenes Element der Losungsschar dar, fiir das gilt |||l = min

o AT = b ist widerspriichlich mit Rang(A) < n und & = ATb ist die eindeutig bestimmte
Losung von ||AZ — b||2 = min und ||Z||2 = min

In den letzten beiden Fillen kann man A* mit Hilfe der sogenanten Singuldrwertzerlegung
darstellen.

Beispiel Interpolation. Angenommen, man weif}, dass eine Funktion f(z) die Gestalt
f(x) = co+ ez + coa?

hat (Polynom zweiten Grades). Die Parameter ¢y, ¢1, c2 (Koeffizienten) seien jedoch unbekannt.
Aus drei Messungen von f(x) kann man sie aus einem linearen Gleichungssystem berechnen:
f(zo), f(z1) und f(xs) seien die Messwerte beziigl. g, 1, und z5. Es ergibt sich:

Ty ... Co+cimo+erd = f(xo)

Ty ... cotem+er? = f(r)

To ... CO+C1£C2+C2~'U% = f(xQ)
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d.h. ein lineares Gleichungssystem der Form:

1z 2§ Co f(zo)
1z 22 . c = f(z1)
Iz m% C2 f(z2)
) ) )
Gleichungsmatrix Unbekannten- Vektor d.
(Vandermondematrix) Vektor rechten
Seite
Konkretes Zahlenbeispiel:
g = 0 f (o) £(0) 2
I = % / (1‘1) / (% ) %
Ty = 1 / (1‘2) / (1) 0

liefert das Gleichungssystem:

Co = 2
co + %01 + iCQ = % = ¢ = 2
o + + ¢ = 0
¢o = 2 in 2. und 3. Gleichung einsetzen:
%Cl + %LCQ = g -2 = %
C1 + = 0-2 = -2

%Cl + %LCQ = %
%CQ = —3
= 9 = —6, ¢; = 4 und somit die gesuchte Funktion
f(z) = 2+ 4z — 627 (2.60)

Man kann nun f(z) fir beliebige z-Werte auswerten; Interpolation! (vgl. Abb. 2.13)

Bemerkung: Fiir diese Art der Interpolation — ein Interpolationspolynom an die Interpolationsda-
ten (zo, f(z0)), (z1, f(x1)), ..., (@, f(z,)) (bei unserem Beispiel n = 2) anzupassen und das
Polynom an einer Stelle © # xq,x1,...,%, auszuwerten — gibt es effizientere numerische Al-
gorithmen (vgl. Kap. 4); der Weg, zuerst die Koeffizienten iiber ein lineares Gleichungssystem
zu bestimmen, und dann das so erhaltene Interpolationspolynom an der Stelle x auszuwer-
ten, ist zwar prinzipiell moglich, aber fiir wirkliche Berechnungen ein Umweg. Fiir theoretische
Fragestellungen sind jedoch die hinter einem linearen Interpolationsprozess stehenden linearen
Gleichungssysteme oft wichtig.

Redundante Daten bei der Interpolation: Bei obigem Zahlenbeispiel: zusédtzliche Messung fiir x3 = i:

21

flas) = f(i) =3 (2.61)
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. /&\«f{\

[ 4
Y
&

Abbildung 2.13: z ... “Zwischenstelle”; f(x) kann berechnet werden.

Ergébe das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem

Ty = 0: Co = 2
=11 ¢ + ta + 1o 2
Ty = 1: co + cp + Co 0
T3 = i Do+ icl + 1—1602 = %
(4 Gleichungen fiir 3 Unbekannte) Matrixschreibweise:

1 0 0 2

1 L 1 o 5

2 4 e | =1 2

11 1 0

1 1 L €2 21

416 8

mit einer Rechtecksmatrix von 4 Zeilen und 3 Spalten, d.h. A € R**?; der Losungsvektor
T = (co,c1,c9)" ist aus dem R®, die rechte Seite b= (2, g, 0, %)T aus dem R*. Man kann eine
beliebige von diesen 4 Gleichungen weglassen und kann aus den verbleibenden 3 Gleichungen
Co, €1, o bestimmen. Egal, welche der Gleichungen man weglésst, stets ergeben die restlichen 3
Gleichungen dasselbe Ergebnis ¢y = 2,¢; = 4, ¢, = —6. Das iiberbestimmte Gleichungssystem
ist eben redundant. Trotzdem wird in der Praxis oft dieser Fall (Anzahl der Gleichungen >
Anzahl Unbekannten) betrachtet. Und zwar muss man in der Praxis mit Messfehlern (beim

Aufstellen des Datensatzes (zo, f(z0)), (z1, f(x1)),...) rechnen. (Vgl. Abb. 2.14)

Also liegt aufgrund von Messfehlern, wenn man ein quadratisches Polynom aus mehr als 3 Daten-
punkten (zo, f(x0)), (x1, f(21)), (z2, f(x2)) festlegen mochte, kein redundantes, sondern ein
widerspriichliches, iiberbestimmtes Gleichungssystem vor. Z.B. durch einen Datensatz von 4
messfehlerbehafteten Datenpunkten kann man i.a. kein quadratisches Polynom (nur drei Koef-
fizienten!) festlegen.

Aber man kann versuchen, die Information, die in allen 4 (messfehlerbehafteten) Messungen
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f(x;) messfehlerbehaftete Daten

f(z) wahre Funktion

- T
i) Tl ) T3

— — — das quadratische Polynom, das durch die messfehlerbehafteten Daten (o, f(70)), (21, f(21)),
(9, f(x2)) festgelegt wird

— + — - — das quadratische Polynom, das durch die Daten (xo,f(aco)), (xl,f(xl)) und (wg,f(xg))
festgelegt ist.

Abbildung 2.14: Messfehlerbehaftete Daten

steckt, aus den Daten zu holen und hoffen, dass sich die Messfehler herausmitteln. “Bestimmung
des Ausgleichspolynoms. (Vgl. Abb. 2.15)

f(x) = co + c17 + cx? soll optimal an Daten (xq, f(xo)), ..., (v3, f(73)) angepasst werden,
z.B. durch die Forderung die cg, ¢, ¢o so festzulegen, dass

3
> (co+ 1w + o} — f(x))?

1=0

minimal wird.

Etwas allgemeiner: Datensatz: (o, f(20)), (21, f(21)), .., (@m, f(zm)) (vgl. Abb. 2.16)
quadratisches Polynom so festlegen (d.h. die Koeffizienten so bestimmen), dass
E(co,c1,09) = Zm:(co + 1z + con? — f(xy))? (2.62)
i=0
minimal wird. Eine notwendige Bedingung fiir das Minimum ist:

aE(CO,Cl,CQ) -0 6E(60a61762) -0 8E(CO,61,C2)

deg = Der = s =0. (2.63)
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®
//\
- - ®
-
o T T2 Z3
Abbildung 2.15: Ausgleichspolynom
OF - .
% = ; 2(co + 1w + 0237? — f(zi))
OF - -
% = ; 2(co + crx; + cow? — f(2)) - w4 (2.64)
OF - .
% ; 2(co + 1w + coxf — fxy)) - 7
d.h. das Minimum berechnet sich aus dem linearen Gleichungssystem
2 (co+ crwi + con — flaz) 0
i=0
2 Z(co + i + cox? — f(xy)) -z 0 (2.65)
i=0
2 Z(Co + a1 + ooy — f(w)) - @] 0,
i=0
das man offensichtlich auch so schreiben kann:
(m—{—l)Co—F(Z%Z)Cl—F(ZI'?) C2 Zf(xz)
=0 =0 i=0
(Z xl> -co + <Z :17?) ccy + <Z xf’) - Co lef(xz) (2.66)
i=0 i=0 i=0 i=0
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> T

g 1L I3 --- T,

f(x) = co + 1o + con?
Abbildung 2.16: Ausgleichspolynom zu allgemeinem Datensatz

Also: 3 lineare Gleichungen fiir die 3 Unbekannten cg, ¢1, ¢3. Die Gleichungsmatrix ist

m+1 Yz Y a?
PR DD (2.67)
Yai Yl i

und der Vektor der rechten Seite ist

(3 fw. Yowfw). Yo atfia)

Ein konkretes Zahlenbeispiel dazu: f(z) = 2 + 4z — 62%... und f soll jetzt nicht wie bei obigen
Beispiel durch den exakten, unverfilschten Datensatz

(0. Sw) = (0.2), (or, f@0)) = (52), (o f ) = (1,0)

festgelegt sein, sondern durch den messfehlerbehafteten Datensatz mit 5 Messpunkten:

(z1)) = (0.25,2.624)
(z3)) = (0.75,1.626) (2.68)

(z0, f(w0)) = (0,2.002) (21, f
(9, f(z2)) = (0.5,2.498) ,  (x3,f

(24, f(z4)) = (1,0.001) .

Wiirde man aus diesen 5 Messdaten die 3 Messdaten zu den Stellen xg = 0, o = 0.5, 74 = 1
auswihlen und aus den verfilschten Groflen f(zg), f(x2) und f(x4) ganz analog wie auf Seite 51 die
Groflen ¢, ¢1, ¢o berechnen, ergébe sich:

29g=0: Co = 2.002
ro=05: ¢ + 0.5¢ + 0.25¢, = 2.498 (2.69)
Ty = 1: 50 + 51 + 52 = 0.001

mit der Losung é, = 2.002, ¢, = 3.985, ¢, = —5.986; wertet man das verfilschte Polynom éy+¢,z+¢ax?

fiir x = 2 aus, so ergibt sich

f(2) = —13.972 statt des wahren Wertes f(2) = —14,
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also ein Fehler

f(2)—f(2) = 0.028 (2.70)
Nun Einbeziehung aller Daten ergibt fiir unseren Datensatz folgendes Gleichungssystem:
bep + 2.5¢c; + 1.875¢, = 8.751

2.5cg + 1.875c; + 1.5625¢c, = 3.1255
1.875¢p + 1.5625¢; + 1.3828125¢c, = 1.704125

mit der Losung

o = 2.001628568
g = 3.988571429 (2.71)
o = —H.98857142.
Ein Vergleich mit der exakten Losung von (2.69) zeigt eine (allerdings nur geringe) Verbesserung (et-
was néher zu der wahren Losung ¢y = 2, ¢; = 4, ¢z = —6). Berechnet man f(2) mit den Koeffizienten
aus (2.71) ergibt sich f(2) = —13.97551425 mit dem Fehler
F2) = f(2) = 0.02448575 (2.72)

Um hier eine groflere Genauigkeitssteigerung zu erreichen, hétte man noch deutlich mehr Messpunkte
einbeziehen miissen.

Bemerkung: Die eben beschriebene Vorgangsweise wurde zum ersten Mal von Carl Friedrich Gauf3
im Jahre 1801 angewendet. Von einem italienischen Astronomen ist im Jahr 1801 ein Plane-
toid entdeckt worden und seine Position an vielen Tagen gemessen worden (natiirlich immer
mit den iiblichen Messfehlern). Als er wegen zu grofer Sonnennéhe nicht mehr beobachtet
werden konnte, gelang es nachher nicht mehr, ihn wieder zu finden. Da die Planetoidenbahn
durch die Messungen festgelegt ist, hat man aus der groflen Zahl von Einzelbeobachtungen
auf verschiedene Weise drei Beobachtungsdaten herausgegriffen, anschliefend jeweils die ent-
sprechende Position berechnet und dann mit dem Fernrohr die Umgebung der so berechneten
Position abgesucht; aber aufgrund der Messfehler der einzelnen Beobachtungen war diese Vor-
gangsweise erfolglos. Erst als Gaufl entsprechend der oben beschriebenen Vorgangsweise die in
den einzelnen Messungen enthaltene Gesamtinformation ausniitzte, gelang es, den Planetoiden
wieder zu entdecken.

Das Gleichungssystem (2.66) kann man sich auch folgendermafien entstanden denken:

Zuerst das iiberbestimmte, widerspriichliche Gleichungssystem betrachten:

Tog ... Co+CiTo+crd = f (o)
T ... Cotemter? = ]i(xl)
To ... Cteima+cri = f(xo) (2.73)
T .. Co+C1Tm +x2 = f(xn);

die Matrix A des Systems ist gegeben geméafl

1 zg 3
1 oz 22

A= |1z a3 | (2.74)
1z, 22
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Betrachtet auch die transponierte Matrix

1 1 1 --- 1
AT = To T1 Ty 0 Ty , (2.75)
3 ozt xy - 1k

so entsteht (2.66) offenbar dadurch, dass (2.73) mit AT von links multipliziert wird, d.h. aus
(2.23) erhélt man sofort die GauBschen Normalgleichungen (2.66) in der Form

f (o)

Co f~(1'1)

ATA- | ¢ = AT | flx2)
Co :

F()



Kapitel 3

Nichtlineare (Gleichungssysteme

3.1 Einleitung und Problemstellung

In diesem Kapitel wird das Losen von nichtlinearen Gleichungen oder das sogenannte Nullstellen-
problem behandelt. Sei F :R™ — R" eine i.a. nichtlineare Funktion. Unter dem Nullstellenproblem
versteht man die Suche nach allen Losungen # € R” fiir die F (Z) = 0 gilt. Diese Losungen # € R"
werden als Nullstellen bezeichnet.

Existenz und Findeutigkeit dieser Nullstellen #: Nichtlineare Gleichungsysteme kénnen oft nur in
einem bestimmten Gebiet, also lokal eindeutig gelost werden.

Einen Spezialfall stellt die sogenannte affine Funktion F : R — R, F(z) = ax + b, a,b € R dar.
Eine eindeutige Losung existiert fiir a # 0. Fiir @ = 0 und b # 0 existiert keine Nullstelle und fiir
a=0b=0,also F(z) =0, ist die Losungsschar ganz R.

Fiir F : R" — R" sind verschiedene Glattheitsforderungen (F" stetig, F stetig differenzierbar, etc.)
denkbar, die die Existenz und die Anzahl von Loésungen beeinflussen, sieche Abb. 3.1 bis 3.6.

Definition 3.1.1. Eine Nullstelle Z heifit isoliert, wenn gilt

F(@)=0 und det(F'(Z)) #0

Bemerkungen.
1 Siehe Abbildung 3.7.

2. Im Spezialfall der skalaren Funktion F'(x) = az+b entspricht wegen F”'(x) = a die obige Definition
dem regulédren Fall a # 0.

3. In Abbildung 3.8 liegt eine Nullstelle vor, die nicht isoliert ist. Eine geringfiigige Stérung von F',
verdndert die Situation, sieche Abbildung 3.9. Dieses Problem ist schlecht konditioniert.

4. Unter der Voraussetzung einer isolierten Nullstelle ldsst sich lokale Eindeutigkeit zeigen.

29
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir keine Nullstelle

* *

i i

Abbildung 3.2: Beispiele fiir genau eine Nullstelle

o 5

Abbildung 3.3: Beispiele fiir endlich viele Nullstellen
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Haufungspunkt

Abbildung 3.4: Beispiel fiir unendlich viele Nullstellen mit Haufungspunkt

y

F periodisch auf (-

NN
VARV

Abbildung 3.5: Beispiel fiir unendlich viele Nullstellen ohne Haufungspunkt

S

Abbildung 3.6: Beispiel fiir ein Kontinuum von Nullstellen
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Abbildung 3.7: Beispiel fiir eine isolierte Nullstelle

F(x)
\ . )
\\ /
T *

A /
\ /
\ / \/
\ /

/

A\ ./;
\ ./ \ /keln x*
\ zwel x* /

Abbildung 3.9: Einfluss von Storungen einer Funktion auf die Anzahl von Nullstellen
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4

T[a, b]

Abbildung 3.10: Beweisidee von Satz 3.1.2

Im Folgenden werden dquivalente Formulierungen des Nullstellenproblems angegeben.

1. Sei R(Z) eine von & € R™ abhéngige, regulére n x n-Matrix, dann gilt:

F(@) =0 <+« R@F@&@)=0 (3.1)

2. Es gilt weiters
F@) =0 <« T@:=F-R@FD) =7 (3.2)
Diese dquivalente Formulierung wird als Fixpunktproblem bezeichnet. Die Menge der Null-

stellen von F : R® — R ist gleich der Menge der Fixpunkte von ? : R" — R", also alle
7 € R" mit T'() = 7.

Fiir viele Fragestellungen ist es einfacher statt dem Nullstellenproblem F (Z) = 0 das dazu dquivalente
Fixpunktproblem ?(f) = ¥ zu betrachten.

Fiir die Diskussion von Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ist der folgende Satz wichtig.
Satz 3.1.2. Sei I = [a,b] C Rund T": R — R stetig mit 7(/) C I. Dann hat T'(z) = x mindestens
eine Losung in 7, d.h. es existiert mindestens ein Fixpunkt von 7'(z).

Beweis. Das Bild T'(I) = T([a,b]) des Intervalls I unter der Abbildung 7T liegt ganz im Intervall
I, d.h. es gilt T(a) > a, also der Funktionswert T'(a) liegt oberhalb (genauer: nicht unterhalb) der
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Geraden y = x. Analog folgt aus T'(I) C I die Beziehung T'(b) < b.
Da T stetig ist, muss 7'(x) mindestens einmal die Gerade y = = schneiden, sieche Abb.3.10. O]

Die Verallgemeinerung dieses Satzes im R".

Satz 3.1.3 (Satz von Brouwer). Sei D C R" beschrinkt, abgeschlossen und konvex und sei T.Dc
R™ — R™ stetig mit ?(D) C D. Dann hat 7(9?) = Z mindestens eine Losung in D.

Beweis. Siehe Literatur. O

Bemerkung.

Eine Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes von Brower ist der Fixpunktsatz von Schauder.
Er ist fiir unendlichdimensionale Banachrdume formuliert. Im wesentlichen muss im Satz von
Brouwer nur die Eigenschaft beschréinkt durch kompakt ersetzt werden. Er wird in der Analysis
oft angewendet, um die Existenz von Losungen von Funktionalgleichungen (z.B. Differential-
gleichungsprobleme, Intergralgleichungen, etc.) nachzuweisen.

A

Abbildung 3.11: Zur Mehrdeutigkeit eines Fixpunktes

Will man nicht nur die Existenz von Fixpunkten nachweisen, sondern auch deren lokale Eindeutigkeit
zeigen, ist der Begriff der Kontraktion von Bedeutung.

In Abbildung 3.11 erkennt man, dass fiir 7' : R — R Eindeutigkeit bedeutet, das der Graph von
T : R — R flacher verlauft als die Gerade y = x, sonst kénnte es mehrere Schnittpunkte mit der
ersten Mediane, d.h. mehrere Fixpunkte geben, sieche Abbildung 3.11.
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Definition 3.1.4. Die Abbildung ? : D C R" — R” heifit kontrahierend auf D, falls ? Lip-

schitzstetig ist
|7 @) - T@)

mit Lipschitzkonstante L < 1.

<L ||fl — fg” Va:l,xg eD (33)

Satz 3.1.5. Sei T : D C R* — R” kontrahierend und ?(D) C D so besitzt ?(f) = ¥ genau einen
Fixpunkt in D.

Beweis. Siehe Literatur. O

3.2 Berechnung von Nullstellen und Fixpunkten

Im Spezialfall von linearen Gleichungssystemen erfolgt die Berechnung von Losungen bis auf Run-
dungsfehler exakt durch entsprechende Formelmanipulation, etwa durch Gaufelemination. Im Ge-
gensatz dazu konnen die Nullstellen nichtlinearer Gleichungen meist nur ndherungsweise durch soge-
nannte Iterationsverfahren berechnet werden.

Idee eines Iterationsverfahrens fiir das Auffinden von Loésungen von ?(f) = 7. Wahlen Sie einen
Startwert ¥y € D und berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

T (2) =:
?(fl) = _)2

(3.4)
T (#1) = T
Falls ? eine kontrahierende Abbildung ist erfolgt Konvergenz, d.h.
lim ?(:Z"k) =7 " Fixpunkt von T. (3.5)

k—o0

Beispiel 3.2.1. Sei F(z) = "2 — z. Es sollen die Nullstellen von F' bestimmt werden, also die
Gleichung F(z) = 0 oder fquivalent das Fixpunktproblem z = e*~2 =: T'(x) gelost werden. Als
Startwert wird hier zy = 0.25 gewéhlt.

2 = T(zg) = 0.1737739435 ...
2y = T(x;) = 0.1610201033 ...
x5 = T() = 0.158979519 ...
24 = T(z;3) = 0.158554386 ...
w5 = T(z) = 0.1586040298 ...
26 = T(x;) = 0.1585958764 ...
z: = T(xg) = 0.1585945833 ...
zs = T(z;) = 0.1585943782 ...
29 = T(zs) = 0.1585943457 ...
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Y ' x* X

Zo T(xo) =21 T(11) =1y WS.W.

Abbildung 3.12: Visualisierung der Fixpunktiteration fiir 7': R — R

T10
T11
T2
T13

Ab 15 andert sich die Iteration bis

zur zehnten

0.1585943405 ...
0.1585943397 . ..
0.1585943396 . ..
0.1585943396 . ..

Nachkommastelle nicht mehr. Die Iteration be-
rechnet Werte die im Intervall [z*, z¢] liegen. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist die

kleinsmégliche Lipschitzkonstante in diesem Intervall durch

gegeben.

Beispiel 3.2.2. Ein weiteres Beispiel mit einer betragsméflig kleineren Lipschitzkonstante ist durch

gegeben.

Lopt = T'(0) = %72 = 0,1737739435 . ...

F(r) =

Zo
T
T2
T3

+e 02 =0

. exflo —

0.5
0.5000748518 ...
0.5000748574 . ..
0.5000748574 ...
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Im Intervall [xg, x*] ist Loy durch Lo, = T'(x*) = 0,00007485743331 ... gegeben. Die Konvergenz
ist hier sehr viel schneller als in den anderen Beispielen.

Beispiel 3.2.3. Das Fixpunktproblem aus Beispiel 3.2.1 kann in ein dazu dquivalentes Fixpunkt-
problem der Form

T(x):=lnzx+2==x

umgeformt werden. Mit einem Startwert xq = 0.1586, welcher in der Nihe von z* liegt, erhélt man:

zo = 0.1586
z1 = T(zg) = 0.158600302 ...
2y = T(z;) = 0.1588199578 ...
z3 = T(z) = 0.1600121629 ...
x4 = T(z;3) = 0.1674945515 ...
x5 = T(z;) = 0.2131955434 ...

Die Lipschitzkonstante fir 7'(x) = Inz + 2 ist auf dem Intervall [z, 1] grofler 1.

/
/

/

/
/

/
/ Divergenz

// |

i 0000 )

Abbildung 3.13: Visualisierung der Fixpunktiteration bei Divergenz

Satz 3.2.4 (Kontraktionssatz). Sei T:DCR" =R und D abgeschlossen, beschriankt und konvex,
es gelte ?(D) C D und T sei kontrahierend auf D. Sei Ty € D ein beliebig gewahlter Startwert fiir

die Iteration &), = ?(fk,l) mit k=1,2,3,....
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Unter diesen Voraussetzungen liegt Konvergenz gegen z* vor, wobei

lim 7, = 2~ (3.6)
k—o00
gilt. Weiters gilt
|Z, — 2| < L||Zp—1 — & (3.7)
und
Lk
|17 = 2l € == I — Tl < 7= 13— Bl (33)
mit L < 1 einer Lipschitzkonstante von ? auf D.
Beweis. 1. Eindeutigkeit. Angenommen es gidbe zwei Fixpunkte 77, 25 mit 7 # 23. Die Rechnung
17 - @l = |7 @) - Ta)| < s -zl < 7 - )

zeigt einen Widerspruch. Die letzte Abschétzung wird durch L < 1 gerechtfertigt.

2. Ezistenz. Aus ?(D) C D folgt, dass zu jedem 7y € D die Folge @), existiert mit @) = ?(fk,l).
Dies gilt, da aus Zy € D folgt ¥1 = T (Zy) € D, daraus wieder Zy = ?(fl) € D, usw. Es sind
also samtliche ¥ € D. Aus der Rechnung

Zks = ll = || T (@) = T @) < L= Gl < L2 s — Buall < ..

I vl | Fr o |

folgt,
|Zhtr — Zoll = [(Trtr — Trrr—1) + (Tr—1 = Thpr—2) + -+ (T — Tp)|| <
r— — — 1 — —
S (1 + L + L2 + ...+ L 1) ka—i-l - Ik” < 1—17 ||l’k+1 - l’kH (39)
Lk
SI—LHfl_fOH VreN
Gleichung (3.9) mit & = 1 ergibt, dass sémtliche Elemente der Folge #; = 7(370), vy =
(Z1), ... in dem beschriankten, abgeschlossenen Bereich
—( . L N .
DnNnsS xl,EHxl—on s (310)

liegen, wobei S(%,,, r) die abgeschlossene Kugel {# € R" : ||Z — 7,,|| < r} mit Mittelpunkt 7,, €
R™ und dem Radius r € R bezeichnet.
Wendet man Gleichung (3.9) fiir beliebiges k € N an, so folgt wegen L* — 0 und L < 1,
dass die Folge %y, T1, T, . . . eine Chauchyfolge ist. Da eine Cauchyfolge in einem beschrankten,
abgeschlossenen Bereich in R™ stets gegen ihren Grenzwert konvergiert, ist die Existenz des
Grenzwertes ©* = limy_,, T} sichergestellt. Es gilt daher wegen der Stetigkeit von T’

7= lim & = lim T (F_1) = ?(kILm To) = T (7).

k—o0 k—o0

Der Grenzwert 2* ist der eindeutige Fixpunkt der Gleichung 7 = ?(i”)
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3. Abschdtzung. Es gilt
|7 = 7| = | T@e) = T@)|| < L17es - 71,
daraus folgt die Giiltigkeit von Gleichung (3.7). Weiters folgt aus Gleichung (3.9)

S L . S 1 S S
[Fksr = Tl < = s — @l = - || T (@) - T (@)|| <

1—-L
ST N P PN
Ty — Tr_ 1 — Dol .
S T I e 0
Fiir r — oo erhalt man
Lk:
|7 = 2l = 17 = 2 < 1= 18— Faa) < 7 11— ol

Bemerkung.
1. Gleichung (3.6) zeigt, dass die Konvergenz tatséchlich umso rascher eintritt, je kleiner L ist.

2. Gleichung (3.7) bietet die Moglichkeit, bei Kenntnis von Zo,#; und L die Qualitat der k-ten
Néherung 7 a-priori abzuschétzen.

3. Der Kontraktionssatz gilt nicht nur im Endlichdimensionalen, sondern er kann auch auf allgemeine
normierte Rdume iibertragen werden und ist somit auf unendlichdimensionale Funktionenrau-
me anwendbar. Er ist dann einer der zentralen Satze der konstruktiven Mathematik und dient
in dieser Form zum Nachweis der Existenz und der Eindeutigkeit von Losungen von Funktio-
nalgleichungen und Operatorgleichungen (Differentialgleichungsprobleme, etc.) und auch zur
Gewinnung von Iterationsverfahren zur ndherungsweisen Losung dieser Probleme.

Im Folgenden wird eine Modifikation des Kontraktionssatzes vorgestellt, wo auf die Implementierung
und Computerarithmetik Bezug genommen wird. Unter Beriicksichtigung, dass bei tatséchlichen
Implementierungen der Iteration # = T (Zx_1) auf einem Rechner der Ablauf durch die Compute-

rarithmetik beeinflusst wird, muss im Rechner statt Zy = T (Zx_1) die gestorte Version

Foi= T (o) (3.11)

betrachtet werden mit ? : M"™ — M", dabei M bezeichnet die Menge der Maschinenzahlen und M"™
ein n-Tuppel von Maschinenzahlen.

Satz 3.2.5. Die Abbildung ? : D C R" — R” geniige auf D den Voraussetzungen des Kontrakti-
To-7@

Fiir den Startwert #y = %0 e DNM" gilt

onssatzes und ? erfiille

<e, FeDNM". (3.12)

Y

1

5= (72 (L f -] +29)) < D

Dann gilt:
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1. Die Folge {:Ek} liegt ganz in der Kugel S.
2. Es gilt:

ak*;“%k—j*“g(s;: ﬁ b=k k41, (3.13)

3. Wenn ka_l o

> ¢ ist, gilt
o < [fes 7| 511

4. Weiters gilt die a-posteriori Fehlerabschitzung

el H%}c — %k—l
(3.15)

7. — || <
k H— 1—L

Beweis. Siehe Literatur. O]

Die a-posteriori Abschéitzung (3.15) liefert eine Abbruchbedingung fiir die Iteration. Wenn die
Genauigkeitsforderung

H%k _ fH < TOL,

wobei TOL die Toleranz bezeichnet, erfiillt werden soll, beobachtet man die Differenzen H%k — Tp_1
und bricht ab, sobald die Ungleichung

1
<

< 7 (TOL(1 - L) —¢)

7
erfillt ist. Aus (3.15) folgt:

=TOL

HN _,*H - e+ L1 (TOL(1 - L) —¢)
- 1—-L

3.3 Newtonverfahren

Aus der Kontraktioneigenschaft der Funktion ?(f) — ¥ — R(Z)F(&) folgt die Konvergenz des Ite-
rationsverfahrens. Die Geschwindigkeit der Konvergenz héngt jedoch von der Lipschitzkonstanten
L ab. Je ndher L bei 1 liegt, umso langsamer ist die Konvergenz, fiir 0 < L < 1 hat man rasche
Konvergenz. Eine naheliegende Idee ist nun, R(Z) so zu wihlen, dass 7'(Z) in einer Umgebung von
Z* moglichst klein wird, was dann in der Umgebung des Fixpunktes ©* eine kleine Lipschitzkonstante
und damit rasche Konvergenz zu #* zur Folge hat. Es wird R(%) in T (Z) = # — R(Z)F(Z) konkret
so gewdhlt, dass
g@*) = T/(&) = Opn (3.16)
gilt. Dies wird mit der Wahl von
R(@) = (F/(7)" (3.17)
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erreicht. Es folgt daher
T(#) =7 — (F(@) ' F(@). (3.18)

Dass (3.16) tatsdchlich gilt ist im Fall 7' : R — R leicht nachzuweisen:

T'(z) = (x - (F’(x))lF(x)) = 1— (F'(2)) " F'(2) +(F'(x)) "F"(2)F(z) (3.19)

=0

SchlieBlich ist T7"(z*) = 0 wegen F(z*) = 0. Im Falle des R", also fiir T .R* — R" gilt eine
analoge Uberlegung, es muss lediglich mit der vektorwertigen Funktion F und der Funktionalmatrix
argumentriert werden:

?'@):(f—(ﬁ'(f))‘lﬁ(f)) =1 - (F(@) ' F@)+(F@) F'@)(F@) F@ (320

R (%) ist eine Matrix. Das ist auch der Grund, warum der Aus-

Der Term (ﬁ’(f))flﬁ”(f) (ﬁ’(f))
druck sich von der Formulierung (3.19) unterscheidet. F(Z) ist ein Vektor, (ﬁ ! (31?))_1 ist die inverse
Funktionalmatrix, daher ist (]3’ (f))_lﬁ (Z) ebenfalls ein Vektor. F”(Z) ist ein bilinearer Operator,
der auf zwei Vektoren des R™ wirkt, also F” : R" x R® — R™. F”(Z) (ﬁ’(f))_lﬁ(f) ist eine Matrix.
Das Iterationsverfahren (3.4) wird mit (3.18) zum Newtonverfahren. Dies ist durch den Startvektor
Zo € R™ und der Iteration

-1 =

T = T (Thon) = Teos — (F'(Tan)) " Fl@ay) (3.21)

rekursiv definiert. Die geometrische Veranschaulichung fiir n = 1 ist in Abbildung 3.14 dargestellt.

Beispiel 3.3.1. Betrachte F/(z) = ¢*~2 — x. Fiir die Newtoniteration ergibt sich:

e — 1y

Tk = Tk—1 — oth1—2 _ |
ry = 0.1577418874. ..
ro = 0.1585942711...
rg = 0.1585943396. ..

Die raschere Konvergenz im Vergleich zu Beispiel 3.2.1 ist offensichtlich.

Die rasche Konvergenz des Newtonverfahrens ergibt sich fiir Startwerte, hinreichend nahe an der
gesuchten Nullstelle. Global gesehen, d.h. fiir beliebige Startwerte, muss das Verfahren aber nicht
konvergieren.

Im Folgenden betrachten wir die reelle Funktion F'(x) = arctan x. Es gilt F'(0) = 0. Der Graph dieser
Funktion und der Konvergenzbereich, also die Menge aller Startwerte, bei denen das Iterations-
verfahren konvergiert fnden sich in Abbildung 3.15.
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Abbildung 3.14: Geometrische Veranschaulichung des Newtonverfahrens
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Konvergenzbereich /

Abbildung 3.15: Konvergenzbereich von F(z) = arctanx

Die Abbildungen 3.16 und 3.17 zeigen Newtoniterationen zu verschiedenen Startwerten xy. Der Start-
werte im Inneren des Einzugsbereiches (Abb. 3.17) ergibt Konvergenz, aulerhalb des Einzugsberei-
ches (Abb. 3.16) alternierende Divergenz, |xo| < |z1] < |z2| <...und zg > 0,21 < 0,29 > 0,... Fir
Startwerte genau am Rand des Einzugsbereiches (Abb.3.15) ergibt sich die Folge

Zo,T1 = —Xg, X2 = Lo, T3 = —XQy---

Im Vergleich dazu untersuchen wir die Konvergenzbereiche einer quadratischen Funktion mit Min-
malstelle z und Nullstellen 27, 23, sieche Abbildung 3.18.

1. Startwert xy > T: Konvergenz gegen x7, der Einzugsbereich von z7 ist also (7, 00).
2. o < T: Konvergenz gegen x3, der Einzugsbereich von z3 ist also (—o0, T).
3. xp = T: Das Newtonverfahren lisst sich hier nicht durchfiihren, da F'(z) = 0.

Im Falle der Divergenz des Newtonverfahrens ergibt sich

|F(z0)| < |F(z1)| < |F(z2)] < ...

Dies liefert die Idee fiir das gedampfte Newtonverfahren.
Man vergleicht |F'(xy)| mit |F(zx—1)|. Wenn |F(zg)| > |F(xk—1)| gilt, so verkiirzt man den Newton-
schritt, d.h. statt

Tp = Tk—1 — (F/(ajkfl))_lF(xkfl)

betrachtet man X
l'](:) =T — )\(F/(l‘lg—l))i F(xk—l) A€ (O, ]_)

und untersucht, ob |F (x,(:))| < |F(zy_1)| gilt. Falls das nicht zutrifft, betrachtet man

A —
o) = wp — 5 (F'(wk)) F(w51)
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X1

x* X0

Divergenz

Abbildung 3.16: Divergenz von F'(x) = arctanx

usw., solange bis fiir ein j € N '

F ()] < [F ()]
gilt. Dann setzt man xj := x,(cj ) und setzt das Newtonverfahren fort. Durch diese Strategie kann man
die Konvergenzbereiche des Newtonverfahrens wesentlich vergréfiern.

Das geddmpfte Newtonverfahren im Falle F:R" — R" wird ident formuliert, an Stelle der Betrége

treten Normen, es werden die Normen Hﬁ (%) H kontrolliert.

Im Falle des R™ ist auBerdem zu beachten, dass die Giiltigkeit der Ungleichung Hﬁ (%) H < Hﬁ (Z-1)

von der Norm und der Skalierung von F abhéngt. Algorithmisch kann das eine Reihe von speziellen
Mafinahmen bedeuten.
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)

Konvergenz

X1

/”
x* X0

Abbildung 3.17: Konvergenz von F(x) = arctan

Abbildung 3.18: Konvergenzbereiche einer quadratischen Funktion
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Interpolation

4.1 Einleitende Betrachtungen

Bei einem Interpolationsproblem sind im einfachsten Fall Paare (zy,yx) k = 0,...n gegeben und
einfache Funktionen g(x) mit g(xy) = yx gesucht. Klassen einfacher Funktionen kénnen Polynome,
stiickweise Polynome (Splines) oder auch rationale Funktionen sein.

Verwandt ist das Thema Approximation. Gegeben sind dabei eine geeignete Norm || - || und eine
Funktion f. Gesucht ist wiederum eine einfache Funktion g, die jetzt im Sinne der Norm eine gute
Approximation sein soll, z.B. mit ||g — f|| minimal im Vergleich zu anderen einfachen Funktionen aus
einer gegebenen Klasse von Funktionen, siche weiterfithrende Literatur.

// \\

Abbildung 4.1: Trapezregel

Numerische Integration Trapezregel: Der Integrand f(z), dessen Stammfunktion F'(z) nicht ge-
schlossen darstellbar ist oder nicht bekannt ist wird durch einen interpolierenden Polygonzug
g(z) ersetzt. f; g(z) dz kann dann berechnet werden und ist eine Nidherung fiir fab f(x)dx, siehe
Kapitel 1, Seite 16 und Abb. 4.1.

Simpson Regel: Der Integrand wird stiickweise durch interpolierende quadratische Polynome

76
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e N

X

a=Xp X1 X2 X3 b=x,

Abbildung 4.2: Simpsonregel
ersetzt, in der Abbildung 4.2 etwa durch zwei Polynome, das erste c(()l) + cgl)x + cgl)xQ ist durch
die Punkte (zg,y0 = f(x0)), (1,11 = f(21)), (2, y2 = f(x2)) festgelegt, das zweite Polynom
céz) + c&mx + cgz)a:'2 durch die Punkte (xo, f(22)), (3, f(23)), (x4, f(z4)).

Darstellung von Standardfunktionen: Am Computer kénnen nur die 4 Grundrechnungsarten x,
/, +, — ausgefiihrt werden, d.h. es kénnen etwa Polynome bzw. rationale Funktionen, die in
endlicher Weise mit den Grundrechnungsarten aufgebaut sind, ausgewertet werden. Elementare
Funktionen oder Standardfunktionen wie z.B.

sinx, arcsinz, e“, Inz, ...
konnen nicht mit Hilfe der Grundrechenoperationen in endlicher Weise dargestellt werden.
Um diese Funktionen am Computer auswerten zu kénnen, muss man sie durch in endlich vie-
len Rechenschritten berechenbare Funktion (d.h. durch Polynome oder rationale Funktionen)

ersetzen. Etwa die Taylorreihenentwicklung e” = $°°° 2 kann durch ein (endliches) Taylorpo-

j=0 71
lynom e* =~ Z?:o % ersetzt werden, dieses Taylorpolynom stellt aber e® nicht exakt sondern
nur nidherungsweise dar.

Anforderungen an die Ersatzfunktionen: Je nach Anwendungsfall werden an diese einfachen
Funktionen oder Ersatzfunktionen verschiedene Anforderungen gestellt. Etwa bei der numeri-
schen Integration sollen die Programme immer wieder auf verschiedenste Integranden f ange-
wendet werden. Das Ersetzen von f(x) durch g(z) muss einfach und unproblematisch moglich
sein.

Hingegen bei der Implementierung von Standardfunktionen kann man bei der Aufstellung der
Ersatzfunktion einen sehr grofien Aufwand treiben. Da so ein Programm fiir eine Standard-
funktion dann immer wieder aufgerufen wird, ist hier die Effizienz besonders wichtig: einerseits
hat man strenge Genauigkeitsforderungen (meist wird verlangt, dass man bei der Auswer-
tung nicht mehr wie einen elementaren Rundungsfehler macht), anderseits mochte man dieses
Genauigkeitsniveau mit moglichst wenig Rechenoperationen erreichen (z.B. bei polynomialer
Ersatzfunktion g(x) mit moglichst niedrigem Polynomgrad). Um dieses schwierige Ziel zu er-
eichen, lohnt es sich i.a. einen grofleren Entwicklungsaufwand vor der Programmierung und
Implementierung in Kauf zu nehmen.

Bei der Festlegung von g(x) miissen i.a. zwei Entscheidungen getroffen werden:
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(i) Welcher Funktionenklasse soll g angehéren?

— Polynom vom Grad 3:

co + 1 + cox? + c32® c €R

— Gerades Polynom vom Grad 4:

Co + ch2 + c4x4

— Ungerades Polynom von Grad 5:

ax + e3xd + esx®

— Rationale Funktion: Zahlerpolynom Grad 3, Nennerpolynom Grad 5

co + c1x + cpx? + c3a®

do + dyx + dox? + dsa® + dyx* + dsa®

— Stiickweises Polynom vom Grad 1 (Polygonzug)

— Stiickweises Polynom vom Grad 2 (wie bei der Simpsonregel)

(ii) Wodurch soll g festgelegt werden?

Interpolation: Dabei wird meist verlangt, dass an gewissen Stellen x; die einfache Funk-
tion g(z) die Werte von f animmt. Also dass gilt:

g(ro) = f(x0)
9(%) = f(fl)

g(rn) = f(on)

fiir eine bestimmte Menge ¢, 1, . . ., x,, von Interpolationsknoten. Manchmal wird ei-
ne Interpolationsfunktion auch durch andere Interpolationsdaten festgelegt etwa kann
ein Polynom g(z) vom Grad 3 durch folgende Forderungen festgelegt werden:

g(zo) = f(xo)
g'(x0) = f'(z0)
9"(v0) = f"(x0)
g(z1) = [(:).

Ausgleichende Interpolation: Es gibt mehr Interpolationsdaten als Unbekannte in der
zu bestimmenden Ersatzfunktion.



Kapitel 4. Interpolation 79

Taylorpolynom: g ist eine endliche Partialsumme
—~1 . i
o) = 32 5 F Vo) — )
=0
der Taylorreihe

=1 ,

> /O — o)

i=0

von f, dabei wird hinreichende Glattheit von f vorausgesetzt. Ist etwa f in dem
betrachteten Intervall n + 1 mal stetig differenzierbar, so existiert nicht nur das Tay-
lorpolynom n-ten Grades, sondern man kann auch noch den Fehler g(x) — f(z) durch
eine geeignete Restglieddarstellung des Taylorpolynoms abschétzen.

Beispiel 4.1.1. f(z) =sinz, z € [0, 7]
a) g(x)... Polynom vom Grad 1, interpoliert die Daten
(2o, f(20)) (0,sin(0))
(21, f(21)) = (5,sin(3))

I
—~
=

(=)
~—

I

sin(x)=f(x)
g(x)

SUE
NTE]

s

Abbildung 4.3: Vergleich von g(x)

%x und sinz an x =

ot

2
g(x) S = 0.6366197724... %
T

Vergleich von g(z) und f(z) etwa an der Stelle x = £, sieche Abb. 4.3:

g (g) — sin (g) — _0.1877852523 . ..

b) g(z)... Polynom vom Grad 2, interpoliert die Daten

(zo, f(z0)) = (0,5in(0)) = (0,0)
(z1, f(z1)) = (Z.sin(%) = (5,1)
(22, f(z2)) = (Z,sin(%) = (Z,%2)
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also zusitzlich zu den Interpolationsdaten von a) kommt noch (s, f(22)) = (§,sin(%)) dazu.
g(z) = 0.6366197724.. .2 — 0.3357488674 ... 2(z — g)

Das ist die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms, siehe Abschnitt 4.2. Der Ko-
effizient von x ist wie bei a). Die Newtonsche Darstellung eignet sich sehr gut, um die Interpo-
lationsdatenmenge zu erweitern.

™

p (g) _sin (%) — 0.01103725769 . ..

Der Fehler g(x) —sinz an der Stelle z = ¥ ist ungeféhr um einen Faktor 10 kleiner als in a).

g(x) ... Polynom vom Grad 3, interpoliert die Daten

(w0, f(z0)) = (0,sin(0)) = (0,0)
(21, f(z1)) = (Zsin(3) = (Z.1)
(22, f(22)) = (%,sin(%)) = (%,%)
(w3, f(z3)) = (Z.sin(E) = (%1

Newtonsche Darstellung:

g(x) = 0.6366197724 ...z — 0.3357488674 ... x(x — g) -

—0.11214109653 . .. 2(x — —)(z — )

us
2 4

die Koeffizienten von x und z(z — %) sind wie bei b).

g (%) ~ sin (%) — —0.00025624 . . (4.1)

Da sin x eine ungerade Funktion ist liegt es nahe mit einem ungeraden Polynom zu arbeiten:
g(r) = ax + c3x®
c1, cs wird so ermittelt, dass beziiglich der Daten
(w0, f(20)) = (§,sin(g)) = (5, %)
(w1, f(21)) = (5,8in(3)) = (3, \/73)

interpoliert wird. Das fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen fiir die 2
Unbekanten ¢y, c3. Berechnet man die beiden Koeffizienten ¢y, c3 durch Losen des Systems

T = af+c(f)? =

Mlg N
w

us
6
_ T . s T™\3 __
l'—g C1§+C3(§> =
erhélt man:

g(x) = 0.997575097...x — 0.1555519069 . .. 2°

g (g) _ sin (g) — 0.00042298. ..

Hier holt man aus zwei Interpolationsdaten etwa dieselbe Genauigkeit heraus wie bei ¢) aus
vier Interpolationsdaten!
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3 _

e) Taylorpolynom: sinz ~ v — % = g(7)

g (g) _ sin (g) — 0.000808442 . ..

Taylorpolynom approximiert besonders gut in der Ndhe der Entwicklungsstelle z = 0. Fiir
grofere x-Werte wird die Approximationsqualitdt schlechter.

f) g(x) wie bei d) und e) von der Form

g(x) = c1v + c3a®

Das Interpolationspolynom soll aber im Gegensatz zu d) durch 3 Interpolationsdaten

([E07f(1'0)> = (%75111(%)) = (%7%)
(z1, f(z1)) = (%,sin(Z) = (5,%2)
(z2, f(z2)) = (%,sin(%)) = (Z,%).

festgelegt werden d.h. die beiden Koeffizienten ¢y, ¢ sind durch drei Bedingungen festgelegt,
also ausgleichende Interpolation. Die Quadratsumme

0 T 1\? T T V2 ?
E(ci,c3) = (016+03(6)3_§) +<Clz+03(z)3_—> +

’ (Clﬁ Feal5) - ﬁ)

3 3 2

soll minimal werden. Notwendige Bedingungen fiir ein Minimum

E E
0E _ OB _

— = — =0
601 ’ 003

also
5 T n <7T)3 1 7T+
ci—+ca3(=)—=] =
6 6 2)6

™ s \/5 s ™ s \/5 s

+2 (CIZ +Cg(z)3 — 7) - +2 (Clg +03(§)3 —_ —> g = 0
T T 1 T\ 3

225 +067-1) ()

<016+C3(6) 2) 6) T

a(ofrer g (D e2 (05 oo F) () =0

Es ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem zur Berechnung von ¢y, cs:

Al 2+ G+ O+l + G+ (DY = s+ 24
Al + )+ Y+ el + G (G = 2@ LT By
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Daraus folgt

g(z)

0.9964027665 ...z — 0.1546327342 ... 2

a

™

5

e

5

) — —0.0000836 ...

4.2 Lagrange- und Hermiteinterpolation

Unter Lagrangeinterpolation versteht man die folgende Interpolationsaufgabe. An die

Daten:

soll ein Interpolationspolynom vom Grad n

angepasst werden. Die n+ 1 Interpolationsbedingungen p(x;)
., ¢, eindeutig fest, wenn samtliche x; verschieden sind:

Koeffizienten cy, . .

Zo -
I -
T .

Ty

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit dem Unbekanntenvektor (cg, ¢y, . ..

p()

o+ 1o + coxf + -+
co+ 1y + et + -
Co+ 12+ coxs + - -

co+clxn+02xi+---

n
+ cnxg)
n
+ ¢,
n
+ €T

n
+ ¢,

(zo, f(x0) =: fo), (z1, f(x1) == fr), ...

co+ x4+ e

) (‘In7 f(xn) = fn)

(4.2)

(4.3)

f(z;),i=0,1,2,...n legen die n + 1

(4.4)

,cn) . Die Koeffizien-

tenmatrix ist eine sogenannte Vandermondematriz

1 zg 23 xy
1z 23 xy

2 n
1 z, =z x,

Aus der Regularitit folgt die eindeutige Losbarkeit der Lagrangeschen Interpolationsaufgabe. (4.3)
entspricht der Darstellung des Interpolationspolynoms p(x) beziiglich der sogannten Monombasis

(4.5)

dabei wird der Basisbegriff wie in der linearen Algebra verwendet. Z.B. lésst sich jeder Vektor 7 € R?
als Linearkombination dreier Basisvektoren darstellen:

I 1 0 0
r = T =ax1| O | +ax| 1 | +23] O
T3 0 0 1

Analog ist jedes Polynom p(z) auch eindeutig festgelegt als Linearkombination

p(z) = coeg + crer + -+ + ey
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etwa mit den Basisfunktionen

co=c(x) =1, er=e(x)=2, ey=ey(x)=2%... e,=cu(x)=2" (4.6)
Im Prinzip kann man das Lagrange-Interpolationspolynom tatséchlich durch Losen von (4.4) erhalten
das ist aber i.a. nicht effizient und schlecht konditioniert. Fiir andere Moglichkeiten der Berechnung
werden weitere Basisdarstellungen von Polynomen vom Grad n studiert. Andere Basen fiir den Raum
der Polynome vom Grad n sind z.B. die Lagrange-Polynome

(z—mo)(x —x1) - (@ —z1)(@ —@i1) -~ (& — )
z; = 20) (T — 1) (2 — i) (T — D) - (0 — )

1=0,1,...,n

oder die Newton-Polynome

n—1

1, (z — x0), (x — xo)(x — 1), . .. H(x — ;).

§=0
Bei der Hermiteinterpolation sind im Gegensatz zur Lagrangeinterpolation an den Interpolations-
knoten auch mehr oder weniger hohe Ableitungswerte vorgegeben, an die das Interpolationspolynom

von entsprechend hoherem Grad angepasst werden soll. Z.B. an den Datensatz (xo, fo, f§), (z1; f1),
(22, fa, f4, f3) kann man ein Polynom vom Grad 5 anpassen, siehe Kapitel 4.7.

4.3 Die Lagrange- Polynome

Die n + 1 Funktionen ¢;(z), i =0,...,n

oi(z) = (z —xo)(x —a1) - (2 —2i)(® —Tiga) -~ (T — ) Hfo,j#(m — ) (4.7)
(i — wo) (@i — 1) -+ (5 — Tim) (@i — @ig1) -+ (25 — @) Hj:o,j;éi(mi - ;)
1 =0,1,...,n.
sind offenbar Polynome vom Grad n und es gilt
sz(xk) = Oik, ka = 0717"'7n7 (48)

wobei d;; das Kroneckersymbol ist, d.h. §; = 1 ist fiir i = k und 0 fiir ¢ # k. (4.8) folgt sofort aus
(4.7):

(zi —wo)(wi — 1) -+ (T — 1) (T3 — Tig) - (25 — T0)
(zi — @o)(wi — 1) -+ (T — Tima) (T — Tir) -+ (25 — )

da fiir z = x; der Z&hler gleich dem Nenner wird. Fiir ¢ # k verschwindet ein Faktor des Zahlers

=1

i=k pilz;) =

(zr — o) (@ — 1) - (T — 1) (Th — Tig1) - (T — T)

Aufgrund von (4.8) folgt sofort, dass
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das gesuchte Interpolationspolynom p(z) zu den Interpolationsdaten (z;, f(z;)), ¢ = 0,1,2,...,n ist.
Denn fiir einen beliebigen Knotenpunkt x;, folgt

plzr) = f(xo) polzr) +f(z1) pr(xg) +--- +
——

Sop=0 S1p=0
+f(xn) pr(zr) + -+ f(@n) on(ar) =
Spp=1 Spn=0
= flzr) -1 = flzy) (4.10)

Die n+ 1 Polynome (4.7) bilden eine Basis im Raum der Polynome vom Maximalgrad n, sie spannen
diesen Raum auf: Jedes Polynom

p(z) =co+crx+ -+ cpa”

kann man an den Knotenstellen zg, 21, ..., x, betrachten, wo es die Werte p(zo), p(z1),..., p(z,)
annimmt, d.h. man kann es als Lagrangesches Interpolationspolynom zu dem Datensatz

($0>p(x0))7 (xl,p<:€1)), SRR (xnap(mn»

auffassen und es daher aufgrund von (4.9) als Linearkombination

p(x) = pxo)po(z) + p(a1)er(x) + - - + p(xy)en(a) (4.11)

der n+ 1 Lagrange-Polynome schreiben. Jedes Polynom von Grad n ist also tatséchlich Linearkombi-
nation der ¢;(z). Auch die Eindeutigkeit der Darstellung folgt unmittelbar: Wenn zwei Polynome an
den Knotenstellen x, ..., z, dieselben Werte haben, wenn also die Gewichte in der Linearkombina-
tion (4.11) iibereinstimmen, so miissen sie identisch sein andernfalls hitte das nichtverschwindende
Differenzpolynom vom Grad n die n + 1 Nullstellen xg, z1,. .., x, im Widerspruch zum Fundamen-
talsatz der Algebra.
Beispiel 4.3.1. Interpolationsddaten (0,0), (%, %2), (3,1)

(z -7 —3)

Yo (.CE) = T ™
0-9)(0-3)

= 1-1.909859317. ..z + 0.8105694692. . . °
(z—0)(z — )

2

S T

4
= 2.546479089...x — 1.621138938. .. 22

(z—-0)(x—7) _

“0 = oG- -

= —0.6366197724 ... 7 + 0.8105694692 . .. 2° =

ba) = 0- o)+ L@ +1- (o) =

= 1.16408357...x — 0.3357488674 . . . 2
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Wenn man zu einer Knotenmenge xg, 1, . . ., x, die Lagrange - Polynome ¢;(x) schon aufgestellt hat,
dann kann nach (4.9) sofort das Interpolationspolynom hingeschrieben werden. Wenn man zu einer
bestimmten Knotenmenge x, ..., x, verschiedene Datensétze

<x07f8)7 (xbf{))? R (xnfg)

(xOJfé)a (:L‘I)f11>7 LR (‘/L‘naf'r},)

(x(hfg)) (xlvflr)a LR ('Inafg)

interpoliert, dann ist offenbar das Arbeiten mit Lagrange - Polynomen optimal.

Ungiinstig ist hingegen die Situation, wo man zunéchst einen Datensatz (o, fo), - . ., (n, f) interpo-
liert hat, und dann bemerkt, dass die Genauigkeit des Interpolationspolynoms vom Grad n fiir den
vorliegenden Zweck nicht ausreicht. Wenn man nun um die Genauigkeit zu steigern den Datensatz
erweitert und mit Polynomen héheren Grades arbeitet, dann muss man beziiglich der neuen Kno-
tenmenge die Lagrange - Polynome komplett neu berechnen. Fiir so eine Situation ist die Darstellung
des Interpolationpolynom beziiglich Newton - Polynome optimal.

4.4 Newton- Polynome

Newton - Polynome beziiglich der Knotenmenge xg, x1,...,Z,:

1, (x —x0), (x —z0)(x —21), (x — 20)( — 1) (2 — 22),
oy (=) —x1) - (2 — ) (4.12)

Jedes Polynom p(z) vom Grad n ldsst sich als Linearkombination dieser Basispolynome schreiben

p(x) = po-1+pi(z —20) + pa(r — 20) (2 — 21) + p3(x — 20)(x — 71) (7 — 22) +
o palr — o) (@ — ) (T — Zpq) (4.13)

Um das Interpolationspolynom zum Datensatz

($0,f0), ("Ehfl)a R (mnafn>

aufzustellen, kénnen die Gewichte p;, i = 0, 1,2, ...n in der Linearkombination (4.13) nach und nach
aus den Interpolationsbedingungen berechnet werden:

r =10 in (4.13)

fo = p(z0) = po (4.14)
r =1 in (4.13)
fi = p(@1) = po+ pi(z1 — x0)
fi = fotpi(zr—20) =
I _ fl - fO (415)

1 — Zo
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T =1y in (4.13)

fo = plx2) = po+pi(x2 — x0) + p2(z2 — 20) (22 — 1)
for= ot o f fo (93 — 20) + p2(x2 — xo) (w2 — 71)
fi—Jo _
fo—fi+tfi—Jo— (2 —x0) = pa(r2 — 20) (T2 — 1)
T — X
Jo— i (fi = fo)(z1 — o) o (fi = fo)(za — o) _ .
Ty — 1 * (!101 - $0)(9U2 - xl) ($1 - $0)($2 - xl) B p2(x2 xo)
fo=fr (= fo)wo — @) + (i = fo) (w2 —x0) (2 — 20)
To — T ($1 —930)@2 _I1>
omh  h—fo -
= p2($2 900)
To — X1 Tr1 — X
Jo—f1 f1 _ fi—fo fo
T — o = P2 (416)

Es ist offensichtlich, dass bei dieser Vorgangsweise die Menge der Interpolationsdaten problemlos

erweitert werden kann.

(4.14), (4.15) und (4.17) legt die Definition der sogenannten dividierten Differenzen nahe:

Nullte dividierte Differenz

f[ﬂio] = f(ﬁﬂo) = fo
Erste dividierte Differenz
flzo, 21] == f(x1) — f(xo) _ fi—fo _ flz1] — flzo]
O T1 — Zo 1 — Zo 1 — Zo
Zweite dividierte Differenz
fo—fr  fi—fo
To—T1 xr1—x0 f[xth] - f[x()wrl]
T, T1, Ta| = =
flzo, z1, 4] e—— Pea——
In analoger Weise ergibt sich offensichtlich
Dritte dividierte Differenz
f3—=fo _ fo—f1 fo—f1 _ fi—fo
T3—T1 B Ta—To f[x1,$2’$3] - f[xoyxla 562]
To, Ty, Ty, T3] 1= = )
f[ 0y L1y L2, 3] T3 — To T3 — To

Dies lasst folgendes Bildungsgesetz fiir die k-te dividierte Diffe

renz f[zg,x1,..., 2, erkennen: Im

Nenner steht die Differenz x,—x¢, im Zéahler steht eine Differenz von (k—1)-ten dividierten Differenzen,
und zwar wird von der (k—1)-ten Differenz, bei der sdmtliche Knoten um 1 nach rechts geshiftet
sind (d.h. die Knoten x1, ...,z betrachtet werden) die (k—1)-te dividierte Differenz beziiglich der
ungeshifteten Knoten xg, x1, ..., zr_1 abgezogen, es ergibt sich folgende rekursive Definition:

fley, o a] = flxo, . .

T — o

) xk*l]

flzo, z1, ... ] (4.17)
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Bemerkung: Der Zusammenhang zwischen den hoheren dividierten Differenzen und den hoheren
Ableitungen ist offenkundig. Wir nehmen die spezielle Knotenlage 1 = x¢ + h, x5 = ¢ + 2h,

x3 = xg+3h, ... an und betrachten kleine h-Werte. Dann haben wir offenbar (streng gelten die
folgenden Beziehungen nur fiir A — 0):
f[ffo,lfl] _ fl ; fO s f,(l'()>
1, To| — flxo, 1 (xq) — f'(x 1
Floo, z1,20] = Sz Q]th[ 0] §f( 1) hf( 0) ey
X1, Lo, T3] — flre, 21,7 1if"(z1) = L f"(x 1
f[$0,$1,$2,$3] _ f[ 1,42 3]3hf[ 0,41 2] %52 ( 1)h2 ( 0) ~ 2‘3fm(l‘0)
u.s.w. also allgemein gilt
1
f[ZL‘O, L1,y .. ,l‘k] ~ Ef(k) (ZE()) (418)
Aufgrund von (4.14), (4.15) und (4.17) folgt
p(x) = flzol + flwo, 21](z — 20) + (4.19)
+flxo, 1, 2] (x — wo)(® — 1) + -+ + fl2o, T1,. .., ) (X —20) -+ (T — Tp—1)

d.h. die Gewichte py, ..., p, des Interpolationspolynom p(z) in der Darstellung (4.13) lassen sich als
dividierte Differenzen rekursiv berechnen.

4.5 Berechnung von Werten des Interpolationspolynoms

Wenn nur einzelne Werte des Interpolationspolynoms benétigt werden, ist eine Moglichkeit natiirlich
zundchst das Polynom aufzustellen und dann fiir die Stelle z = z, fiir die man den Wert des Inter-
polationspolynoms wissen méchte, das Polynom auszuwerten. Fiir die Auswertung von (4.13) gibt es
einen Hornerartigen') Algorithmus:

p(z) = ( < (pale = wa) +put) (2 waz) + - +p1) (x - a:o) oo (4.20)

Es ist i.a. jedoch 6konomischer, nicht zunéchst das Interpolationspolynom aufzustellen und anschlie-
Bend fiir z = ¥ auszuwerten, sondern mit dem sogenannten Neville-Schema direkt p(Z) zu berech-
nen. Nur wenn man ein Interpolationspolynom an wvielen Stellen z; auswerten mochte, ist der Weg
iiber (4.19) und (4.20) effizienter.

Nevilleschema: Zunichst Annahme, dass die Interpolationsknoten aufsteigend indiziert sind:
Ty < xp < --- < x,. Grundlage fiir das Nevilleschema ist die Identitét

pi,i+k(fl?) _ (37 - Sl?i)pi+1,i+k(5€) - (37 - 17i+k)pz‘,z‘+k71($)7 (4'21)
Titk — g

DHornerschema zur Auswertung von Polynomen: Statt ein Polynom z.B. von Grad 3 direkt p(Z) = ¢cg + a1 +

co? + c373 auszuwerten, wertet man p(Z) = ((c3% + c2)T + ¢1)Z + co aus, was Rechenoperationen erspart. Konkret
bei Polynomgrad 3: statt 5 Multiplikationen nur 3 Multiplikationen.
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wobei p; ;11(x) das Interpolationspolynom zu dem Datensatz (z;, f;), - . ., (Zitk, fi+x) bezeichnet
und pit1i1x(z) bzw. p; i1,—1(x) die Interpolationspolynome zu den Datensétzen (x;11, fit1), - -,
(Titks firw) bzw. (w4, i), - (Tign—1, firn—1)

Dii+k(x) hat offenbar den Grad k, wihrend p;iq,4+x(2) und p;;4x—1(x) den Grad k — 1 ha-
ben. (4.21) ist eine Beziehung zwischen den Interpolationspolynomen p; ;1 (), p;itr—1(x) und
Di+1,i+k(2). Man kann aber, wenn man sich diese Polynome fiir © = = ausgewertet denkt, (4.21)
auch als eine Beziehung zwischen den Werten dieser Polynome ansehen:

(T — x)pis1i+k(T) — (T — i) Diivk—1(T)

Tivk — T4

Pii+k(T) = (4.22)

Wir erlautern dieses Schema zunéchst fiir n = 2, d.h. wir schreiben sdmtliche Neville-Identitédten, die
fiir den Aufbau des Interpolationspolynoms py o vom Grad 2 nétig sind, in Dreiecksgestalt an:

7o | fo= P0,0(x)\

(z—=0)p1,1(z)—(z—21)po,0(z) __
" f = (l’)/( 1 —T0 - pO,l(x)\ (z—z0)p1,2(x)—(x—22)po,1(x) =p (l’)
1 1= /M1 \ (xfibl)pQ,Q(I)*(I*x2)p1,l(x) _ p12<x)/‘ To—x0 0,2
Ty | fo = paa(x)” v 7

Denkt man nun diese Identitédten nicht fiir die Polynome pg o, p1,1, P2,2, Po1, P1,2, Do2 hingeschrieben,
sondern fiir die jeweiligen Werte poo(Z) (= fo), p1.1(Z) (= f1), p22(Z) (= f2), P01(T), P12(Z), Po2(T),
so kann man dieses Dreiecksschema rein zahlenméssig auf einem Computer ablaufen lassen und so
den gewiinschten Wert poo(Z) berechnen, ohne das Polynom p» tatséchlich aufzustellen.

Das Nevilleschema ist ein Dreiecksschema.

Zo fo =: Doo
> Y
0,1
. fi = p ¢ > p
1 1 —- 1,1 0,2
e . /! N\
1,2
/(
T2 f2 = P22
Pon
Tp—1 fn—l =! Pn-1n-1
N\ ) e
n—1n
/( El
Tn fn = DPnn

Die Schleifenorganisation ist so, dass das Dreieck in folgender Weise aufgebaut wird:

o
o o ® — U.S.W.

® O O O
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(e steht fiir neu dazugekommene p; ;1) Das ist fir viele Anwendungen sehr wichtig: Durch Vergleich
von Po,n und—p&n+1

(@]
O
o Vi
o Q
(o] O
(o]

(die ©’s werden verglichen) schafft man sich einen Eindruck von der Approximationsqualitét (Ge-
nauigkeit) von pg,. Falls diese fiir den vorliegenden Zweck nicht ausreicht, kann man versuchen
durch Erweiterung des Datensatzes um (2,41, fn11) und Berechnung von pg 41 die Genauigkeit zur
steigern. D.h. dieser Aufbau des Nevilleschemas ermdoglicht in sehr 6konomischer Weise die Errei-
chung eines bestimmten, vorgegebenen Genauigkeitsniveaus. Sobald dieses ereicht ist, bricht man
den Rechenvorgang ab.

4.6 Interpolationsfehler

Es ist klar, dass der Interpolationsfehler p(x) — f(z) fiir # # x; beliebig groff werden kann, wenn man
keine einschrankenden Voraussetzungen an f stellt.

Der folgende Satz liefert fiir hinreichend glatte Funktionen f eine Darstellung des bei der Polyno-
minterpolation auftretenden Fehlers.

Satz 4.6.1. Ist f (n + 1)-mal stetig differenzierbar, so gibt es zu jedem x eine Zahl ¢ aus dem

kleinsten Intervall I[xo, ..., x,; x|, das alle x; und das x enthélt, sodass fiir das Interpolationspolynom
zum Datensatz (xo, fo), ..., (@, fn) die Beziehung
B f(n+1)<19)
p(z) — flz) = —mw(iﬁ) (4.23)
gilt mit
w(z) = (x—zo)(x—21) (T — ) (4.24)

Beweis: Angenommen = # z;, da fiir x = x; (4.23) trivial erfiillt. Dann ist w(z) # 0 ist und es
existiert eine Grofle K, sodass

/(@) - p() - Kw(z) = 0
ist. K = w ist wohldefiniert, da der Nenner w(z) nicht verschwindet. Mit dieser der Stelle x
entsprechenden Gréfle K bilden wir jetzt die Funktion

F(r) == f(r) —p(1) — Kw(t), 7€ Ilxo,..., 252l

F(7) besitzt in I[zo,...,z,; 2] mindestens die n + 2 Nullstellen z, ..., z,;z. Nach dem Satz von
Rolle besitzt dann %@ in I[xg,...,x,; x| mindestens n + 1 Nullstellen, vergleiche Abb. 4.4.
Daraus folgt wieder nach dem Satz von Rolle, dass % mindestens n Nullstellen besitzt, ...und
schliellich dass diﬁ(f) mindestens eine Nullstelle ¥ € I[x, ..., z,;z] besitzt. Da aber die (n+ 1)-te
Ableitung des Interpolationspolynoms p(z) vom Grad n verschwindet, haben wir:

A" F (0

G FOW) — K(n+1)! =0 (4.25)

d7n+1



90 Kapitel 4. Interpolation

1IN . /D .
Xo Xl&z N4 ANZA

Abbildung 4.4: Nullstellen von %@

Die dabei beniitzte Aussage w™*(z) = (n + 1)! folgt leicht durch Induktion:

n=1: wx) = (r—mz)(r—mz)
W) = (x—z0)+ (x—121)
() = 1+41=2=2!
Induktionsannahme: fiir w(z) = (z — xq) - - - (v — ) gilt w™*Y(x) = (n + 1)! Betrachte nun
r—x0)(r—x1) (T —Tpy1) =

(

() = (x—2)(w—22) - (T — Tpy1) +
+(x —xo)(x —22) - (& — Xpyr) + - + (4.26)
+x—x0)(xr—21) - (x —x,) < (n+2) Summanden

Die n + 2 Summanden rechts in (4.26) entstehen dadurch, dass man auf alle moglichen Arten aus
(x —x0) -+ (x — zpy1) jeweils einen Faktor streicht. Differenziert man (4.26) nun n+ 1 mal, so erhélt
man aufgrund der Induktionsannahme

W (z) = (n+ D'+ n+Dl+--+(n+ 1) =

n+ 2 Su&manden
= (n+2)(n+1)! = (n+2)],

sodass der Induktionsbeweis abgeschlossen ist. Aus (4.25) folgt

B fn+1(19)
 (n41)!
woraus die zu (4.23) dquivalente Behauptung
(n+1) 9
) = pla) = Kulo) = TSt
folgt. 0

Aus der Fehlerdarstellung (4.23), die man i.a. nicht direkt verwenden kann, da ¢ unbekannt ist, folgt
sofort die Abschéatzung

Mn+1

s (4.27)

p(z) = f(2)] < w(z)]

wenn man iiber eine Schranke M, fiir |f"V)(2)|, z € I[xo, ..., T,; ] verfiigt.
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Beispiel 4.6.2. f(x) =sinz, g =0, 1 =
Grad n =3 und M, ; = 1:

T T T /T T T T 1
— ) —sin(=)| <|==——= - — — — — — )| = =0.002435227276 . . .
’p<5) Sm<5)‘—‘5<5 6) (5 4) (5 2)‘4!

Der tatsachliche Fehler

% Ty =7, v3= 5 und v = %, das Polynom p(x) hat den

p (%) _ sin (%) — —0.00025624 . ..

ist etwa um einen Faktor 10 kleiner, siehe Beispiel 4.1.1.

Analog zu (4.23) gibt es auch Aussagen tiber die Approzimation der Ableitungen p® (z) — f*)(z):

k

PO =19 = =3

k!
n+k—i+1)

‘i'w(i)(x>fn+k7i+1(ﬁi> (4.28)

Vi € I[xg, ..., T, 7]
Beweis. Siehe Literatur. O

f soll auf [a, b] durch Polynome vom Grad n interpoliert werden und zwar, siche Abbildung 4.5

1) von einem Polynom zu den Daten (x, fo), ..., (zn, fn) mit den dquidistanten Knoten

b— b—
a,x2:a+2 a,...,xn:b
n

Tog=a, 1 =a-+

(Knotenabstand h = b*T“)

2) von zwei Polynomen zu den Datensétzen

($07 fO)a R (xnv fn) und ($n> fn)7 SR <x2n> f2n)

mit den dquidistanten Knoten

b—a
To=a, r1 =a-+ s ... Top =D
2n
(Knotenabstand h = %-%)
3) von drei Polynomen zu den Datensétzen (xg, fo), ..., (@n, fn) und (z,, fn), ..., (T2, fon) und
(Zon, fon)s - - -5 (T3n, f3,) mit den dquidistanten Knoten xy = a, x1 = a + b:;—n“, oo, T3y = b.

(Knotenabstand h = %-%)

4) Analoge Konstruktion fortsetzen, wobei man nach und nach immer mehr und mehr Polynome
stiickweise aneinanderreiht.

Wegen |x—z;| < const-h, i = kn,kn+1,..., (k+1)nund k € Ny, wobei z beliebig aus [a, b] ist und die
Knoten Ty, ..., Zu41), Interpolationsknoten beziiglich der stiickweisen polynomialen Interpolation
mit Polynomen vom Grad n sind, hat man |w(z)| < const - A", Aus (4.23) folgt somit sofort

Ip(x) — f(z)] < const-h" oder

p(x) = f(z) = O("™) (4.29)
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h|h|(h|h|h|h|h]|h
a b

Abbildung 4.5: ein Polynom, zwei Polynome, ...

Fiir h — 0 (immer feinere Gitter, gleichzeitig immer mehr Polynome vom festgehaltenen Grad n
beziiglich der stiickweisen polynomialen Interpolationsfunktion) ergibt sich somit fiir (n + 1) mal
differenzierbares f Konvergenz mit der Ordnung n + 1.

Beziiglich der Approximationsqualitit von Ableitungen p®(z) des Interpolationspolynoms verglichen
mit f*)(x) ergibt sich aus (4.28) sofort:
PP () = fP ) = Om"™*) k=0,1,...,n, (4.30)

denn fiir die hochste rechts in (4.28) auftrefende Ableitung von w hat man?

w®(z) = Ok,

Skalierungsdiskussion: Von (4.23), (4.27) und (4.29) folgt, dass h-Potenzen den Interpolationsfeh-
ler klein machen, aber erst fiir h < 1. Dies widerspricht auf den ersten Blick der Anschauung,
siehe Abbildung 4.6. f sei ein zeitabhéngiger Vorgang, der zwischen den Zeitpunkten xy und x;

2 w(x) = (x — xo)(x —x1) - (x — ) = O(h"*1), da w n + 1 Faktoren z — z; der GréBenordnung h hat.

() = (@—x1) - (z—xp)+(x—20) (2 —22) - (T —Tp) + -+ -
+(.Z‘—l‘o)"~(l‘—xn_1) = O(hn),

da jeder Summand in w’ n Faktoren xz — x; der Gréfenordnung h hat.
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|

Xo X1
Abbildung 4.6: zeitabhéngiger Vorgang interpoliert

durch ein interpolierendes Geradenstiick approximiert werden soll. Ob der Stiitzstellenabstand
h = x1 — xy zahlenméssig klein (< 1) oder grofi (> 1) ist, hdngt von der gewéahlten Zeiteinheit
(Jahre oder Sekunden) ab. Wie aus der Skizze ersichtlich ist, ist die Approximationsqualitéit
p(z) — f(z) von der Zeitskalierung aber unabhéngig. Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich
sofort, wenn man die Fehlerformel (4.23) bzw. (4.27) betrachtet. Bei einer Umskalierung z = ¢£
dndert sich nicht nur » und damit entsprechend auch w, sondern diese Anderung wird durch
die inneren Ableitungen (Kettenregel beim Differenzieren) bei der Berechnung von dn;rgf ﬁ-g)
kompensiert.

Zusammenhang zum Taylorpolynom: (vgl. Abb. 4.7)

P(x)
< f(x)
7

X0 X1

Abbildung 4.7: Sehne wird zur Tangente

p(z) ...lineares Interpolationspolynom, das (xq, fo) und (z1, f1) interpoliert. Lésst man den zweiten
Knoten z; gegen zy wandern, so konvergiert p(x) offenbar gegen die Tangente f(x¢) + (x — x¢) f'(x0),
d.h. gegen das Taylorpolynom vom Grad 1 beziiglich f, entwickelt um zy. Man kann zeigen, dass ganz
allgemein ein Interpolationspolynom p(z) vom Grad n zum Datensatz (zo, fo), - .., (@, fn) gegen das
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Taylorpolynom

Flao) + £/ (@o)(w = o) + o (o) = o)’ + -+ = O — )" (431)

strebt, wenn sdmtliche Interpolationsknoten z; gegen xy konvergieren, siehe die Darstellung (4.19)
der Interpolationspolynome und (4.18)). Parallel dazu strebt das Interpolationsrestglied (4.23) gegen
das entsprechende Taylorrestglied:

f ()

m($—$o)($—$1)“'($—$n) —

4.7 Hermiteinterpolation

Im Gegensatz zur Lagrangeinterpolation sind an den Interpolationsknoten auch mehr oder weniger
hohe Ableitungswerte vorgeschrieben, an die das Interpolationspolynom von entsprechend héherem
Grad angepasst werden soll. Z.B. an den Datensatz (o, fo, f§), (z1; f1), (%2, f2, 5, f5) kann man ein
Polynom vom Grad 5 anpassen. Um Werte des Interpolationspolynoms fiir x = T zu ermitteln, muss
das Nevilleschema modifiziert werden

o fo N die iibrigen Werte ergeben
b fo+ (& — o) f} sich nach dem
zo fo iiblichen Nevilleschema
T f1
4 f2
N\ , :
y fo+ (7 —22)f;
Ty fo \ Jot (2 — o) fy + 5(T — 22)2 f4
fo+ (T —x2) 13
a
T2 f2

Begriindung fiir dieses modifizierte Nevilleschema:

e cin Element p; ;14 des Nevilleschemas ist das Interpolationspolynom zum Teildatensatz (x;, f;),
oy (Tigr, fir)

e Wenn die Knoten eines Interpolationspolynoms gegen einen Punkt konvergieren, dann konver-

gieren die Interpolationspolynome gegen die entsprechenden Taylorpolynome. Wenn also z.B.

x1 = xo+h gegen xy konvergiert, so konvergiert po; (Wert des linearen Interpolationspolynoms

zum Datensatz (xg, fo), (Z1, fl) fiir x = Z) gegen den entsprechenden Wert fy + (Z — zo) f§ des
Taylorpolynoms vom Grad 1.

Auch beziiglich der Fehlerformel (4.23) ist sofort klar, wie sie aufgrund des oben beschriebenen
Grenzprozesses zu modifizieren ist: Etwa fiir den Datensatz

(x07f07f(/))? (xlafl)a ($2>f27f£7 é/>

hat man
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mit w(z) = (x — z0)*(x — x1)(z — x2)3 oder fiir einen Datensatz

(w0, fo, fo), (@, i, ), s (@ S )
hat man
)
p(x) — f(z) = —mw (x) p(z) hat Grad 2n + 1 (4.32)
Wi z) = (z—x0)(@—21)’ - (2 — )’
und
pla) = flz) = O(h*"*?) (4.33)

fiir 4quidistante Knoten x; — x;_1 = h.

Beispiel 4.7.1. f(x) = sinz,
(xo, fo, f) = (0,sin(0),cos0) = (0,0,1)
(xr.fi f) = (Gosin(§).cos) = (5.°9,%)

Nevilleschema beziiglich z =7 = £

0 0
0.6283185307 . ..
0 0 0.5782120461 . ..
ss  0.5656854249. .. 0.5876142901 . ..
r¥ 0.5877852523 . ..
0.5960347077 . . .
T V2
4 2

p () —sin () = —0.000170962194 . . .

Die Fehlerschranke (4.32)

T T 1 /m\2/m m\2
Y —sin (XY <= (ZY (22 ZY = 0.0004058712127 . ...
‘p(5> Sm(5>’—4!(5> (5 4)

verglichen mit dem tatsdchlichen Fehler ist also etwa um einen Faktor 4 zu pessimistisch.

4.8 Bestapproximation

Aufgabenstellung: Gegeben ist eine Funktion f aus einem bestimmten Funktionenraum & (etwa
® = (Ca,b] = Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen, oder ® = C?0,00) = Menge der auf
[0, 00) zweimal stetig differenzierbaren Funktionen oder ... ).
Weiters betrachtet man einen endlichdimensionalen Teilraum I' C ®. Endlichdimensional heif3t

hier, dass die Funktionen g € I' durch endlich viele Parameter charakterisiert werden koénnen
(z.B. rationale Funktionen, also Quotienten von zwei Polynomen)

co+ax+ e’
do + dlﬂf + dg[L‘z + d31’37

g(z)
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[' wére hier 7-dimensional, da jedes g € I'" durch die sieben Parameter cg, c1, o, dg, dy, ds, d3,
festgelegt werden kann. Sehr oft werden hier lineare endlichdimensionale Teilrdume I" betrach-
tet, bei denen jedes g € T' als endliche Linearkombination von Basisfunktionen geschrieben
werden kann, Die Parameter, die g € I' charakterisieren, sind dann die Gewichte dieser Linear-
kombination (z.B. I' ist der Raum der Polynome vom Maximalgrad 3: I" ist dann 4-dimensional,
jedes g € T lisst sich schreiben als g(z) = ¢y + c12 + cox? + c323, also als Linearkombination
der Basisfunktionen 1,z, 2%, 23, die I aufspannen, mit den Gewichten cg, ¢y, ¢z, ¢3)

Weiters betrachtet man in ® und I eine bestimmte Norm. Z.B wenn ® ein Funktionenraum ist
mit Funktionen f die auf [a, b] definiert sind, die bf Maximumnorm

[flle = max [f(z)] (4.34)

z€[a,b]

oder die L,-Norm

I, = /ab\f@)\pdx)’l’ p>1 (4.35)

(Spezialfall p = 2. .. ist die uuklidischen Norm) oder aufler der euklidischen Norm noch
Skalarproduktnormen

e = ([ f?(ac)c:(a:)cm)é (4.36)

mit der Gewichtsfunktion G(z).
Die Bestapproximierende g* € I' zu f € ® ist nun jenes Element ¢g* aus I, fiir das gilt

lg* — [l ist minimal, d.h.
lg" = fIl < llg—fl firallegel" (4.37)

Je nachdem, welche Normdefinition (vgl. (4.34)-(4.36)) man in (4.37) zugrunde legt, filhrt das auf
sehr verschiedene Aufgabenstellungen aus der Approximationstheorie.

Z.B.: Wenn man Skalarproduktnormen (4.36) oder (4.35) mit p = 2 (Euklidische Norm ist eine Ska-

larproduktnorm mit G(x) = 1) zugrunde legt, fithrt das in das weite Feld der Fourierreihen. Dabei

kommt die Grundidee der Funktionalanalysis — einfache geometrische Konzepte aus dem Endlichdi-
mensionalen auf unendlichdimensionale Funktionenrdume zu iibertragen — besonders deutlich zum

Ausdruck:

Endlichdimensional, z.B. R®:

1) Skalarprodukt:

(a,b) = aiby + ashy + asbs =
3

2) Euklidische Norm:
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3) Orthonormale Basis:

1 0 0
€1 = 0 y €y = 1 s €3 = 0
0 0 1

4) Orthonormalitétsrelationen beziigl. der Basiselemente:

<€iaek> = Oix Zak =1,2,3

5) Darstellung von a:

a = a1€e] + agsee + azes =

= (a,e1)e; + {(a,ex)es + (a, e3)es

Funktionenraum, z.B. f € C°—x, +7:
1) Skalarprodukt:

(f1, f2) / fi(z) foz

2) Euklidische Norm:

171l = (£.1)F = \//_:(f(w) 2

1 1 1 1 .
cos x, sinx, ... ——coslr, —sinlzx, ...

\/ﬂ\/_ NG VT VT

3) Orthornormale Basis:

4) Orthogonalitétsrelationen bez. der Basiselemente:

i v
/ coslrcosmxdx = / sinlzsinmx dr =

—T —Tr

= / coslzsinmzdr = 0 firl # m;

—Tr

weiters:

/ coslzsinlrdr = 0;

—Tr

/ (cos Ix)*dx :/ (sinlz)’dr = =

—T —T

ferner gilt:

(Vgl. Lehrbuchliteratur).
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5) Darstellung von f ... Fourierreihe:

1 1 1 I . .
sinz)——=sinx 4 - - -

,E)E (f, \/_cosz>—cosa?+<f,ﬁ NG

\/_
1 1
.-+<f,ﬁcoslx>—coslx+<f, Sinlx>ﬁsinlx+---

VT

fo=Af
L
T

o Fiir jedes f € C°|—mn, 7] konvergiert die Fourierreihe gegen f. (Vollstindigkeitsrelation ist
erfiillt)

e Die Vollstandigkeitsrelation gilt sogar unter viel schwécheren Voraussetzungen an f: und
zwar fiir (im Lebesgueschen Sinne) auf [—7, 7] quadratintegrierbaren Funktionen.

e Konvergenz der Fourierreihe gegen f nicht nur wie bei der Vollstédndigkeitsrelation bez.
der Euklidischen Norm, sondern auch bez. der Maximumnorm (wenn f den Dirichletschen
Bedingungen geniigt — vgl. Lehrbuchliteratur).

e Abgebrochene Fourierreihen (d.h. endliche Teilsummen der Fourierreihen) sind die Be-
stappoximierenden bez. der Euklid’schen Norm von f; der Teilraum I' C ® ist dabei der
durch die endlich vielen Basisfunktionen

RS 1 1 1 .
cos x, s1n x, ——coslz, —sinlx

aufgespannte Teilraum, die der abgebrochenen Fourierreihe entsprechen.

Aufler dem historisch éltesten Orthonormalsystem

1
cosx, sinx, ... Dbeziglich [a,b] = [-7, 7]
7 R
gibt es noch zahlreiche weitere Orthonormalsysteme bez. anderer Intervalle (z.B. [a,b] = [—1, +1] und

la,b] = (—o0, +00)) und beziiglich verschiedener Skalarproduktdefinitionen f f1(@) fo(2)G(x)dz mit
verschiedenen Gewichtsfunktionen G(z). Z.B. Legendre-Polynome, Tschebyscheff-Polynome, Laguerre-
Polynome, Hermite-Polynome . ... Die Theorie der Fourierreihen ist ein sehr umfassendes Teilgebiet
der Approximationstheorie.

4.8.1 Tschebyscheff Approximation

Hier soll nur kurz die Tschebyscheff-Approximation gestreift werden, bei der in (4.37) die Ma-
ximumnorm (4.34) zugrunde gelegt wird, d.h. zu einem vorgegebenen f soll jenes ¢g* aus I' gefunden
werden, fiir das gilt

lg" = flle < llg=fllo, Vg el (4.38)

oder anders gesagt: es soll jenes ¢g* aus I' gefunden werden, fiir das die Maximalabweichung von f

max |g"(z) — f(x)]

z€[a,b]

so klein wie moglich wird,
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Ein besonders einfacher Fall:
f auf [a, b] konvex (oder konkav) und T' sei Menge der Polynome vom Maximalgrad 1
D.h. folgendes Konstruktionsprinzip:
e Sehne durch (a, f(a)), (b, f(b)) ...Gerade ¢;
e Tangente, die zu g; parallel ist ... Gerade gy
e Mittelparallele von g; und g¢» ... Bestappoximierende
Beweis: Die Maximalabweichung

max |g"(z) — f(z)],

z€|la,b]

die fiir g* so klein wie moglich werden soll, wird beziiglich der Mittelparallelen an drei Stellen ange-
nommen.

|_— Bestapprox.

Abbildung 4.8: Alternantenpunkte

1. fiir x = a (linkes Intervallende)
2. fur = b (rechtes Intervallende)
3. fiir = x; (jene Stelle, wo die zu g; parallele Tangente g, ) die Funktion f beriihrt)

Nun Beweis indirekt: Angenommen die Bestapproximierende g* stimmt nicht mit der Mittelparalle-
len iiberein. Dann kann die Bestapproximierende fiir x = a nicht oberhalb von der Mittelparallelen
liegen (da sonst maxgejqp |6 (z) — f(2)| > [9"(a) — f(a)| > Maximalabweichung der Mittelparal-
lelen wire, d.h. ||g* — f|lcoc > [[Mittelparallele — f||,, gelten wiirde). Aus dem selben Grund kann
die Bestapproximierende nicht oberhalb der Mittelparallelen beziiglich x = b liegen. Wenn also die
Bestapproximierende von der Mittelparallelen verschieden sein soll, muss sie im Inneren von [a, b]
ganz unterhalb von der Mittelparallelen liegen, woraus beziiglich x = z; folgt:
max lg"() = f@)] = 1g"(@) = f@)] >
> |Mittelparallele(zy) — f(x1)| =

= ||Mittelparallele — f||

Also gilt: [|g* — flloo > [[Mittelparallele — f||» und ¢g* kann nicht die Bestapproximierende sein =
Mittelparallele ist tatsédchlich die Bestapproximierende. O]
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In dem eben besprochenen Fall wird also der Maximalabstand max,cp |¢*(2) — f(2)| in den drei
Punkten zg = a, 1 und x5 = b angenommen, wobei die Abweichung ¢*(z) — f(z) in diesen drei
Punkten alternierendes Vorzeichen annimmt. Man bezeichnet diese Punkte xg, x1,xs deshalb als
Alternantenpunkte. Man kann das bestappoximierende Polynom vom Grad 1 offenbar dadurch
charakterisieren, dass die Maximalabweichung an drei Alternantenpunkten angenommen wird, an
denen das Vorzeichen von g(x) — f(z) alterniert. Wenn — wie in dem oben besprochenen Fall f kon-
kav oder konvex ist, so gibt es offenbar genau drei Alternantenpunkte, wo die Maximalabweichung
angenommen wird und zwei davon miissen die Randpunkte xy = a, x5 = b sein. Wenn f im Inneren
von [a, b] auch Wendepunkte aufweist, muss man diese Aussage etwas abschwéchen: dann ldsst sich
nur mehr sagen, dass es mindestens drei Alternantenpunkte gibt, wo die Maximalabweichung ange-
nommen wird und g(z) — f(x) alternierendes Vorzeichen annimmt, und die Randpunkte a, b miissen
auch nicht mehr Alternantenpunkte sein.

Diese Alternanteneigenschaft gilt auch fiir bestapproximierende Polynome héheren Grades (und auch
noch fiir allgemeinere endlichdimensionale Teilrdume I' C @ ). Fiir Polynome lautet die ensprechende
Aussage:

Satz 4.8.1. Zu beliebigem f € C|a,b] existiert ein eindeutig bestimmtes bestapproximierendes Po-
lynom P* vom Maximalgrad n; P* ist folgendermaflen charakterisiert: ein beliebiges Polynom vom
Grad n ist dann und nur dann bestapproximierendes Polynom im Tschebyscheff’schen Sinn, wenn
(mindestens) n + 2 Punkte

a<zpg<w < - <Tp1 <D

existieren, fiir die die Fehlerfunktion ¢g(z) — f(x) maximal wird und fiir zwei aufeinanderfolgende
Punkte x;_1, x; entgegengesetztes Vorzeichen hat.

X0, T1,...,Tpr1 heien Alternantenpunkte.

(Ohne Beweis.)

Bemerkung: Dieser sogenannte Alternantensatz ist nicht konstruktiv, d.h. um in konkreten Féllen
die Bestapproximierende aufgrund der Charakterisierung des Alternantensatzes wirklich aufzu-
bauen, miisste man einen extrem hohen algorithmischen Aufwand treiben (Remez-Algorithmus).
Der Alternantensatz bietet aber die Grundlage dafiir, mit viel einfacheren Mitteln eine sehr gute
Ndherung fiir die Bestapproximierende zu gewinnen.

Heuristische Begriindung dieser Vorgangsweise Da in den n + 2 Alternantenpunkten der Fehler ver-
schiedenes Vorzeichen aufweist, muss das bestapproximierende Polynom die Funktion f jeweils zwi-
schen zwei Alternantenpunkten schneiden — also an n + 1 Punkten; d.h. das bestapproximierende
Polynom vom Grad n ist daher auch ein Lagrange’sches Interpolationspolynom beziiglich der durch
diese Schnittpunkte definierten Interpolationsdaten. Um Verwechslungen beziiglich der Notation zu
vermeiden bezeichnen wir ab sofort die n + 2 Alternantenpunkte mit x((]a),xga), . ,xfﬁl und die
dazwischenliegenden Knoten der Schnittpunkte von f und P* mit xg,x1,...,x,; wir haben also

2 <ag <l <y << 2@ <:cn<:c£fﬁl
P*(z) ist Interpolationspolynom vom Grad n zum Datensatz (zo, fo), ..., (Zn, fn). Das Interpolati-
onspolynom zu so einem Datensatz aufzustellen ist — im Gegensatz zur Aufgabenstellung das bestap-
proximierende Polynom P*(z) im Tschebyscheffschen Sinn zu ermitteln — eine sehr einfache Aufga-
benstellung. Nur scheitert diese Vorgangsweise (die Bestimmung der Bestapproximierenden auf die
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Langrangeinterpolation zuriickzufiihren) leider daran, dass man die Lage der Interpolationsknoten
Zg, ..., T, nicht kennt.

= nidherungsweise Bestimmung dieser Interpolationsknoten: es wird sich herausstellen, dass eine
zweckmaéssige Wahl von o, ..., x, die (geeignet transformierten) Nullstellen der sogenannten
Tschebyscheffpolynome ist.

Zunéchst angenommen wir wiirden genau die Knoten z, . .., x,, kennen, sodass das Lagrangesche In-
terpolationspolynom zum Datensatz (xg, fo), . . ., (Zn, fn) gleich dem bestapproximierenden Polynom
P*(z) beztiglich f ist. Aufgrund von (4.23) schreibt sich der Interpolationsfehler dann

PH(a) - J(a) = —{;Tf))!w(x) (4.39)

wobei w(x) das Polynom (z —xo) - - - (x — x,,) vom Grad n+ 1 ist. Andrerseits schwingt aufgrund des
Alternantensatzes die Fehlerfunktion P*(z) — f(x) gleichméssig zwischen den Abweichungsmaxima.

Wenn man nun annimmt, dass f so glatt ist, dass die (n 4 1)-te Ableitung von f in [a, b] nicht stark
schwankt, sodass f("*1(¢9) beziehungsweise genauer f*+(J(z)) (man beachte: ¥ hingt auch von z
ab — siehe den Beweis von (4.23)) anndhernd konstant ist, kann man (4.39) auch schreiben:

P*(z) — f(x) ~ const.w(x)

und muss daher — aufgrund des Alternantesatzes — die Interpolationsknoten zy, ..., x, so legen, dass
w(z) = (x — x) -+ (x — x,) den gleichméssig schwingenden Verlauf aufweist. Es wird sich heraus-
stellen, dass das vorliegt, wenn w(x) das Tschebyscheffpolynom vom Grad n + 1 ist, wenn also die
xo, ..., %, die n + 1 Nullstellen dieses Tschebyscheffpolynoms sind. Bis auf die Ungenauigkeit, dass
f@+)(Y(x)) nicht konstant ist hat dann der Interpolationsfehler genau den im Alternantensatz ver-
langten Verlauf, sodass das Interpolationspolynom zu den (entsprechend transformierten) Nullstellen
der Tschebyscheffpolynome als Interpolationsknoten eine gute Approximation zur Bestapproximie-
renden sein sollte.

Tschebyscheffpolynome: Einen gleichmissig schwingenden Verlauf weist die Funktion cos ¢ auf;

auf dem Intervall [0, (n + 1)7] hat cos¢ die (n + 1) Nullstellen 2,37 57 CriDT £fig o) =
ﬁgp (d.h. ¢ = (n+ 1)¢ ) durchlduft ¢ das Intervall [0, 7], wenn ¢ das Intervall [0, (n + 1)7]

durchlauft, d.h. die Funktion cos((n + 1)) hat fir 0 < ¢ <7 (n+ 1) Nullstellen.

Die Funktion cos(n+ 1)1 hat also auf [0, 7] den idealschwingenden Verlauf mit n+1 Nullstellen
(und n + 2 Extremata), ist aber leider kein Polynom. Aufgrund der bekannten Formel

cosky = (COS@D)]C—(I;

>(cos V)F2(1 — cos? ) +
+(Z> cost ™ p(1 — cos® )2 — 4+,

ist jedoch cos(n + 1)1 ein Polynom vom Grad n + 1 in cost. Die Transformation ¢ = cos)
beziehungsweise ¢ = arccost fiihrt somit auf das Polynom

Th11(t) = cos((n + 1) arccost)
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in ¢, das vom Grad n + 1 ist; wenn ¢ das Intervall [—1, +1] durchlauft, so durchlduft ¢ offenbar
das Intervall [0, 7], d.h. sdmtliche Nullstellen von T,.(t) liegen in dem Intervall [—1,+1].
Allgemein definiert man

Ty(t) = cos(karccost)  Tschebyscheffpolynom
vom Grad k.

k=0: cos(0-arccost) =cos0=1dh. Ty(t) =1
k=1: cos(1-arccost) =t d.h. Ti(t) =t

Rekursion:

) = 2costpcosky —cos((k — 1)y)?) =
) = 2t-T(t) = Thea(t) =

) = 28 -1
) = 4t3 -3¢, ..

Die Tschebyscheffpolynome zeigen also den ideal gleichméssigen Schwingungsverlauf, d.h. die Null-
stellen von T),,1 sind die idealen Nullstellen fiir das gleichméssig ausschwingendes Polynom w vom
Grad n + 1. Dabei ist aber zu beachten, dass T),.1(t) beziiglich des Intervalls [—1,+1] betrachtet
wurde (d.h. die Nullstellen symmetrisch um ¢ = 0 in diesem Intervall liegen), wahrend w sich auf das
Intervall a < x < b bezieht. Die Nullstellen®) ¢, ty,...,t, € [~1,+1] von T},41(t) miissen daher noch

transformiert werden geméss
b—a L+ a+b
Ti = nz
2 2

Beispiel: f(r) =sinz, x € [0, ]. Bestapproximierendes Polynom vom Grad 1 gemiss obigem dem
Konstruktionsprinzip konstruieren:

2
g = —-x = 06366197724 ... -z
T
Anstieg von g, ist ebenfalls %;
d si a o 2
BT cosz = xg ) festgelegt durch cos xg ) =2
dz s

dh. 2t = arccos(2) = 0.8806892354 ... =

2 1 2.
P*(z) = %x—i-i(smxg)—%xg)) =

= 0.6366197724 ... -2 4 0.1052568312. ..

Maximalabweichung von P*(z) und sin z ist gegeben durch £ (sin xﬁ“) —%x&a)) = 0.1052568312.. ..

3) Folgt fiir o = k1 und B = v durch Addition der bekannten Formeln cos(a 4 3) = cos o cos 3 — sin asin 8 und
cos(a — ) = cosacos B + sin asin .
) Die Nullstellen von T}, (t) sind offenbar cos(2:E=2ir), i = 1(1)k.
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Verglichen mit dem Interpolationspolynom vom Grad 1 zum Datensatz (0,sin0), (5,sin ) (vgl.
Seite 79 a)) fiir das sich

g(g) _ sin(g) — _0.1877852523 . ..

ergeben hat, haben wir jetzt:

P*(g) —sin(%) — —0.08252842109 . ..

™

Beispiel: f(r) = sinz, x € [0,5]; soll mit einem Lagrangeinterpolationspolynom vom Grad 3
interpoliert werden, aber beziiglich der 4 transformierten Nullstellen des T'schebyscheffpolynoms

vom Grad 4 als Interpolationsknoten.
Die 4 Nullstellen von Ty(¢) in (—1,+1) sind

3
IS8
3

to = cos(§) t7 = cos(

)
),

w

ty = cos(F), ts = cos(

™3 o

die transformierten Nullstellen aus [0, 7] sind also

g = T-cos(Z)+ T = 0.05978487536. ..
= Tocos(3T)+ T = 0.4848392985. ..
zy = ZT-cos(3F)+ T = 1.085957028. ..
w3 = FG-cos(g)+5 = 1.511011451...
Mit dem Nevilleschema berechnen wir nun P(%), wobei P jetzt das Interpolationspolynom vom
Grad 3 zu diesen Interpolationsknoten ist:
xo 0.059749...
0.6032204 . ..
x1 0.466066 . .. 0.582599.. ..
o Osairag || 03000007 [ECEE 0580865, .
xz 0.998213... o

P(%) - sin(g) = —0.000920249794 . ..



Kapitel 5

Numerische Integration

5.1 Motivation

Das Ziel der numerischen Integration oder numerischen Quadratur ist das Auffinden von
Néherungswerten [ fiir Integrale von Funktionen f : [a,b] C R — R der Form

/a " Fe) e

oder im Mehrdimensionalen f [a1,b1] X ... X [ay,b,] =& R" mit n € N
bl n
/ ftl,..., n) dty, ... dty.

Im R"™ werden oft auch Integrale {iber ein Gebiet G der Form

/ﬁ(th---?tn)dtl...dtn
G

berechnet. Der Naherungswert I soll einer bestimmten Genauigkeitsbedingung geniigen, wie bei-
spielsweise fiir Integrale {iber R
b
’1 _ / () dt

In diesem Kapitel wird nahezu ausschliefllich der eindimensionale Fall besprochen.

<e¢ e>0 (5.1)

Die Grundidee fiir numerische Quadraturverfahren ist, dass der Integrand f(t) auf dem Intervall

[a,b] durch eine einfache Funktion g(t) ersetzt wird und f: g(t) dt als Naherungswert fiir fab flt)dt
genommen wird.
Fiir die Wahl der Funktion g(¢) gibt es im wesentlichen zwei Aspekte:

1. f g(t) dt soll leicht zu berechnen sein, g ist daher meistens ein Polynom oder eine stiickweise
polynormale Funktion.

2. Um g leicht berechnen zu kénnen, kommt sehr hiufig das Interpolationsprinzip zur Anwendung.

104
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Wir werden also g als stiickweise polynomiale Funktion konstruieren, welche die Funktionswerte
f(t:) = fi, i=0,1,... n, fir eine Zerlegung (t;);en des Intervalls [a, b], interpoliert. Einzelne Verfah-
ren arbeiten auch mit einem Interpolationspolynom auf dem ganzen Intervall. Um fiir so ein Polynom
die Genauigkeitsanforderung zu erfiillen, muss jedoch ein ausreichend hoher Polynomgrad ausgewahlt
werden.

a =1 t1 to b:tg a =ty t1 to b:tg

Abbildung 5.1: Aquidistantes und angepasstes Gittter

Um die Genauigkeitsanforderung (5.1) aus Effizienzgriinden mit moglichst wenigen Funktionsauswer-
tungen erfiillen zu kénnen wird i.a. nicht an dquidistanten Knoten interpoliert. Gute Algorithmen
generieren sich automatisch optimale Gitter, siehe Abbildung 5.1.

5.2 Newton- Cotes - Formeln

Wir betrachten zunéchst eine Funktion ¢ : [a,b] — R die stiickweise aus Polynomen zweiten Grades
zusammengesetzt ist. Durch die Daten (a = to, f(t9)), (t1, f(t1)) und (t2, f(2)) ist das erste Interpola-
tionspolynom festgelegt, durch (3, f(t2)), (t3, f(t3)) und (¢4, f(t4)) das zweite Interpolationspolynom,
... Eine Annahme ist, dass die Interpolationsknoten (%o, t1,%2) des ersten Interpolationsintervalls dqui-
distant liegen, ebenso die Knoten (t9,t3,t4) des zweiten Interpolationsintervalls, ...

Die beschriebene Vorgangsweise ergibt die sogenannte Simpsonregel zur Berechnung einer Néhe-

rung [ fir fab f(t) dt.

Wir betrachten zunéchst 0.B.d.A. nur ein (Teil)Intervall [0, 1]. Die dquidistanten Knoten sind dann
t, =0+ k% = k:% fir k =0,1,2. Die p; stellen die Lagrange - Polynome dar, siehe (4.7):

1= [ (#0)00) + 7 (5) a0 + FDgalt) a1 =

:f(o)/o ((t—tl)(t—tg))dt+f(%)/o ((t—to)(t—tg))dt+f(1)/0 ((t—to)(t—tl) i

to — t1)(to — t2 t1 —to)(t1 — t2 to —to)(ta — t1)
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Einsetzen vom ¢, fiir k =0,1,2

/lwcitzf(%?—?)tﬂ)dt:l

it —-1) ., 4 ! IR |
/O YAy dt = = /02t(t—§)dt—6

2 2

Dies ergibt die Simpsonregel, die sich im Spezialfall, dass in allen Teilintervallen [to, t2],[ts, 4], - ..
[tn_o,ty] der selbe Knotenabstand h = @ firj =0,1,2,..., N—2 gewahlt wird, folgendermafien
schreiben lasst:

1:l%@&:[%@&+£}@a+”¢iﬁ@&:

(5.2)
= 1 51@) + 70+ 2704 )+ 2F0) oot 2w + St + 1)

6 6

mit

¢ —a+hi mit i=01,....2N und N eN.

t; =
“tON

Eine alternative Herleitungsidee ist die folgende: Wie betrachten auf dem Teilintervall [0, 1] die Qua-
draturformel

/01 f)dt = cof(0) + 1 f (%) + cof(1) (5.3)

mit noch nicht festgelegten Koeffizienten cq, ¢, co. Diese sogenannten Gewichte ¢; werden dadurch
festgelegt, dass die Quadraturformel fiir Polynome mit Grad kleiner gleich zwei exakt ist. Speziell
ergibt sich:

fO)=1: leg+1leg+1ley = folldt = 1
f)=t: Lo+ e = f?l tdt = 1 (5.4)
ft)=1t*: oy +de, = fjtrdt = 1

Losung des linearen Gleichungssystem (5.4) ergibt ¢y = %, = % und ¢ = %.

Die vorgeschlagene Methode lésst sich verallgemeinern. Statt Polynome zweiten Grades werden Po-
lynome n-ten Grades verwendet, es werden also Daten (g, f(to)), (t1, f(t1)),- ., (tn, f(tn)), n € N
mit dquidistanten Knotenabstand t; — ¢, = t"n’a, interpoliert. Im zweiten Interpolationsintervall
[tn, tap]werden die Daten (t,, f(tn)),(tns1, f(tns1)),- - - (t2n, f(t2n)) interpoliert, wobei der Knotenab-
stand ebenfalls dquidistant mit ¢; — ¢;_1 = “22='= ist. Diese Idee wird auf die folgenden Intervalle

weiter angewandt.

Ein wichtiger Spezialfall ist, dass in dem ganzen Integrationsintervall ein dquidistanter Knotenab-
stand vorliegt, d.h. das die Schrittweite h = W in allen Interpolationsintervallen gleich ist.
Diese interpolatorischen Quadraturformeln, die auf stiickweise polynomialer Interpolation mit Po-
lynomen vom Grad n basieren und wo in jedem Interpolationsintervall die Interpolationsknoten
dquidistant liegen, werden als Newton - Cotes - Formeln bezeichnet.

Fiir den Verfahrensfehler beziiglich eines Interpolationsintervalls [t;_1)n, t,] gilt folgender
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Satz 5.2.1. Sei f(t) eine (n+2)-mal stetig differenzierbare Funktion, falls n gerade, oder (n+1)-mal
stetig differenzierbar, falls n ungerade. Dann gilt

fin fin p7tS f(n42) n gerade
/ g(t) de- / f(t) dt = (]T\L/[—fu) n+2f n+1) (g) ° (55)
1-1n (1=1)n — i fOHD(€)  n ungerade

wobei & € [t—1)n, tin] und h = W gilt, sowie

Mn,g:/nt2(t—1>(t—2)...<t—n)dt

und .
M, :/ HE—1)(t—2)... (t — n)dt.
0
Beweis. siehe Isaacson-Keller, Analysis of Numerical Methods O]
Die Gewichte fiir spezielle Newton - Cotes - Formeln sind in Tabelle 5.1 fiir das Standardintervall [0.1]

und dquidistanten Knoten ¢; = z% 1=0,1,2,...n zusammengestellt. Fiir die Fehlerschranke wird die
Lange des zu integrierenden Intervalls h = b — a verwendet.

n Gewichte ¢; Fehler Name

1 % % ff—;f”(g) Trapezregel

2| % 2 2 %—35 Fa (&) Simpsonregel

3] 1% 3 8 2 3 w)(€) | 3/8-Regel oder Pulcherrima
4 L 2 22 1 89 L fi(€) Milneregel

542 B S N0 B 19 2?;’096 0(¢) 6- Punkt - Regel
6|4n zoh 2 g 2 26 AL | P i) (g Weddleregel

Tabelle 5.1: Gewichte und Fehlerschranken einiger Newton - Cotes - Formeln

Fiir grofle n sind diese Formeln aus praktischer Sicht unbrauchbar, da viele Funktionsauswertungen
notwendig sind. Dabei kommt es vermehrt zu Rundungsfehlern und Ausléschung. Ab n = 7 treten
in etlichen Formlen sogar negative Gewichte auf.

Fiir die Ordnungsaussage (5.5) in Satz 5.2.1 bzw. in der obigen Tabelle gibt es ein einfaches heuris-
tisches Argument. Der Integrationsfehler

tin
[ - s,
tl,ln

kann leicht mittels des Interpolationsfehlers, siehe (4.23)

tin (n+1)
- /(z Dn f (; +(§§?)w<t)dt (5‘6)
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dargestellt werden. Nimmt man nun an, dass 6(t) eine glatte Funktion ist so, dass f"*V(4(t)) =
O(1) gilt, so ist der Integrand in der GréBenordnung von w(t), d.h. O(h"™!). Da die Linge des
Integrationsintervalls ¢, — t;_1y, = O(h) ist, ist das Integral (5.6) von der Gréfenordnung O(h™+?)
was fiir ungerades n in Uberemstlmmung mit (5.5) bzw. mit der Tabelle oben ist. Das fiir gerades n
noch eine Potenz von h mehr moglich ist, lasst sich heuristisch aus den Symmetrieeigenschaften von

w begriinden, da in diesen Féllen w schiefsymmetrisch beziiglich des Intervallmittelpunkt w

verlauft so, dass
tin
/ w(t) dt = 0
t(l*l)n

gilt. Wire f("+1)(¢) konstant, also unabhéingig von ¢, so wiirde das Integral (5.6) verschwinden und die
numerische Integration wire exakt. Anders ausgedriickt, die entsprechende Newton - Cotes - Formel
ist fiir gerades n nicht fiir Polynome vom Grad n, sondern sogar fiir Polynome vom Grad n+1 exakt.

Geméf der Trapezregel mit n = 1, N Interpolationsintervalle und Schrittweite h = *3* gilt:

3 3
’ / fit dt‘ h /&) < N max |£7(8)] =

p— 2 12 te(a,b] (57)
(b — a)h
2l
Geméf der Simpsonregel mit n = 2, N Interpolationsintervalle und Schrittweite h = 357 gilt:
b N 5
h\” 1 h\” 1
h - t dt - - w r — —_— (“} =
s~ [ roa 2(2) sl @ = () g maxl ) .

M\ (b— a) (iv)
—(5) 360 gg@ﬂf (t)]

5.2.1 Daten- und Rundungsfehler

Der Effekt von verfdlschten Funktionswerten f ( ;) lasst sich folgendermaflen abschétzen: Sei i € N
und ¢; > 0, dann gilt

f(tz) — f(ts)

Y af(t) = af(t)

) %

<> el
%

< (b—a) max ‘f(tz) — f(t:)].

(5.9)

Auch in diesem allgemeinen Fall gilt >, |c;| = >, ¢; = b — a, da die Quadratur von f(t) = 1 exakt
ist. Allgemein gilt

b
/ )t~ cof (o) + e f(t) + ..+ exfltn)
und fiir f(¢) =1
b
/ 1dt%CO+C1+...+CN
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Vergleicht man (5.9) mit

tela,b]

[ Fwar- | f(t)dt'ﬁ(b—a) ma [F(0) — 1) (5.10)

so erkennt man, dass die Empfindlichkeit beziiglich Funktionsverfdlschungen im Fall der exakten
Integration und der numerischen Integration gleich ist.

Beziiglich der Rechenfehler ist i.a. nur der Additionsfehler wesentlich. Da der Gesamtadditionsfehler
mit der Anzahl der Summanden wéchst, nimmt der Gesamtrechenfehler mit kleinerwedendem h zu.
Er kann jedoch durch Verwendung partieller doppelter Genauigkeit i.a. hinreichend klein gehalten
werden. bei monotonem Verlauf von f empfiehlt es sich, die Summation von der Seite der absolut
kleineren Werten her zu beginnen.

5.2.2 Effizienz der Newton - Cotes - Formeln

Konvergenzordnungen der Newton - Cotes - Formeln:

Trapezregel T(h) — fabf(t)dt O(h?) (5.7)

Simpsonregel ~ S(h) — [7 f()dt = O(hY) (5.8)
3/8-Regel oder Pulcherrima  P(h) — fa” f(t)dt = O(h%)
Milneregel M (h) fa f(t) O(h%)

Diese Ordnungsaussagen gelten natiirlich nur fiir hinreichend glatte also hinreichend oft stetig diffe-
renzierbare Funktionen.

Anhand des folgenden Beispiels soll nun die Effizienz der unterschiedlichen Newton - Cotes - Formeln
fiir verschiedene Genauigkeitsniveaus analysiert werden.

Beispiel 5.2.2. Es soll fjl et dt auf ein Genauigkeitsniveau von

(a) 1071

(b) 10710

berechnet werden. Wie ist die Schrittweite zu wéhlen, dass dieses Genauigkeitsniveau erreicht wird
mit

(i) Trapezregel

(ii) Simpsonregel.

Dabei soll nur der Verfahrensfehler beriicksichtigt werden.

Fall (a)(i): Die Fehlerschranke nach (5.7)

b—a , 2 472
= 4 18 -1
12h%3)151| ") = h 6 e~ 3,18-10%h

hat
3,18 -10*h% ~ 107!
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und damit h ~ 0,002 zur Folge.
Fall (a)(ii): Die Fehlerschranke nach (5.8)

b—a (h\* ‘ R\* 2 R\*
— = (=) —=-4096 €® ~ 1,35-10° | =
360 (2) e |7 (2) 360 ¢ T 2

4
1,3510° (g) ~ 107!

hat

und damit h =~ 0,06 zur Folge.

Fall (b)(i): Analog folgt
3,18 -10*h2 ~ 10710

und damit h ~ 6 - 1075,
Fall (b)(ii): Analog folgt

4
1,35-10° - (g) ~ 10710

und damit h =~ 4 -10~%.

Fazit: Bei geringeren Genauigkeitsanforderungen sind Verfahren héherer Ordnung kaum vorteilhaft,
bei sehr grofler Genauigkeitsanforderung jedoch ist ein Verfahren hoherer Ordnung viel effizienter.
Natiirlich ist diese Aussage nur aus dem eben besprochenen Beispiel gewonnen und auch nicht an den
tatsidchlichen Quadraturfomeln, sondern nur an den Fehlerschranken, welche sehr pessimistisch sein
konnen. Die Aussage ist aber doch richtig, und gilt nicht nur im Zusammenhang mit Quadraturver-
fahren, sondern auch beziiglich Verfahren fiir Differentialgleichungen, welche auf der Quadratur-Idee
aufbauen.

Vom Effizienzstandpunkt aus betrachtet, wiinscht man sich fiir starke Genauigkeitsforderungen nicht
nur Verfahren hoher Ordnung, sondern auch eine hohe Ordnung mit moglichst wenig Knoten al-
so moglichst wenig Funktionsauswertungen in einem Interpolationsintervall. Quadraturverfahren zu
konstruieren, bei denen mit méglichst wenig Funktionsauswertungen im Interpolationsintervall mog-
lichst hohe Ordnungen erzielt werden, stellen beispielsweise Gaufs- Verfahren dar.

5.3 Gaufl- Verfahren

Grundidee: Bei den Newton - Cotes - Formeln sind die Interpolationsknoten dquidistant im Interpo-
lationsintervall. Die Ordnungen werden nur aufgrund der geeigneten Definition der Gewichte
erreicht. Es liegt daher nahe, zusdtzlich auch noch die Interpolationsknoten raffinierter zu wdih-
len, um noch hohere Ordnung zu erreichen.

Bei den Gauf}- Formeln liegen die Knoten innerhalb der Interpolationsintervalle im Gegensatz zu den
Newton - Cotes - Formeln nicht dquidistant. Es gibt daher keine feste Schrittweite h. Wenn man im
Zusammenhang mit Gauflformeln von Ordnungsaussagen Fehlerniveau = O(hPOtenZ) spricht, versteht
man unter h eine mittlere Schrittweite oder eventuell die Lange eines einzelnen Interpolationsinter-
valls. Ein weiterer Gegensatz zu den Newton - Cotes- Formeln besteht darin, dass die Randpunkte
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der Interpolationsintervalle keine Gitterpunkte der Quadratur sind.

Um die relative Lage der nicht dquidistanten Knoten der Gaufiquadratur zu beschreiben, wird nur
ein Interpolationsintervall betrachtet und ohne Beschréankung der Allgemeinheit der Standardfall an-
genommen, dass dieses Intervall das Intervall [—1,1] ist. Jedes beliebige Intervall kann durch eine
lineare Transformation auf [—1, 1] transformiert werden. Nur im Zusammenhang mit Ordnungsaus-
sagen (Fehlerniveau = O(h P°'"%)) wird nicht an das Standardintervall [—1,1] gedacht, da eine
asymptotische Betrachtung h — 0 und festes n, also fester Polynomgrad inkompatibel mit einem
festgehaltenen Intervall [—1, 1] wéren. Siehe etwa Formel (5.17), wo nicht von —1 bis +1 integriert
wird sondern iiber ein Interpolationsintervall.

Man mochte also die Gewichte ¢; und die Knotenstellen t; in der Quadraturformel

n

+1
I:=> cif(t) ~ f(t)dt (5.11)

i=0
so bestimmen, dass die Ordnung optimal wird.

Bei den Newton - Cotes - Formeln wurde mit Lagrangeinterpolation gearbeitet, jetzt werden Quadra-
turformeln basierend auf der Hermiteinterpolation aufgebaut, sieche Abschnitt 4.7. Konkret sei g(t)
ein Polynom vom Grad 2n + 1, das folgenden Datensatz

(to, f(to), f'(to)), (to, f(tr), (1)), -\ (tn, f(tn), f'(tn))

interpoliert.

Wir bezeichnen die entsprechenden Basispolynome mit v;(¢) und p;(t), ¥; und p; seien Polynome
vom Grad 2n + 1, fiir die gilt

Vi(ty) = 0ir, Vi(tx) =0, ,
; k=01,
pilte) =0, plte) = 0,

wobei §;, das Kroneckersymbol ist, also d; = 0 fiir 7 # k und ; = 1 fiir i = k. Aus

D FEU(0) + 3 (t)oi(o) (5.13)

n (5.12)

folgt die Quadraturformel

+1 n +1 n +1
1= [ =3 s [ ware S s [t (5.14)

1 =0 -1 1

mit noch unbekannten Knoten ¢; fiir¢ = 0,1, 2, ...n. Wenn es nun gelingt, spezielle Knoten ¢, t1, ..., %,
so zu finden, dass
+1
/ pi(t)ydt =0, i=0,1,...,n (5.15)
-1
gilt, entsteht wieder eine Quadraturformel von der iiblichen Gestalt

Zf Pi(t)dt (5.16)

M—’

Cq
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Verglichen mit den Newton - Cotes - Formeln ist das asymptotische Ordnungsniveau natiirlich héher:
Fiir den Quadraturfehler gilt

w2 (2n+2)
| wo-soa = [ SO0, (5.17)

(2n +2)!
Interpolations- Interpolations-
intervall intervall
mit
wi(t) = (t—to)*(t —t1)* - (t — t,)° (5.18)

| Interpolationsintervall |

Bezeichnet man mit h den mittleren Knotenabstand etwa definiert durch h = - )
so ist offenbar w?(t) = O(h*"*?). Da die Linge des Interpolationsintervalls O(h) ist, ist das Integral
(5.17) von der GriBenordnung O(h*"3). Diese Ordnungsaussage gilt natiirlich nur fiir eine ausrei-
chend glatte Funktion f und bezieht sich auf ein Interpolationsintervall. Bei Aufsummation iiber
alle Interpolationsintervalle verliert man eine h-Potenz, sodass die Gauf3 - Formeln insgesamt von der
Ordnung 2n + 2 sind.

Die entscheidende Frage ist nun, ob es wirklich gelingt Knoten t,...,t, € [—1, 1] zu finden, sodass

(5.15) gilt.

Die Basispolynome ;(t), p;(t) der Hermiteinterpolation (5.12), lassen sich mit Hilfe der Basispoly-
nome @;(t) der Lagrangeinterpolation (4.7) folgendermaflen schreiben

hit) = (1= 2(t:)(t — 1)) s (1))
pit) = (¢ =t)[ei(t)]*
Man verifiziert sofort das Erfiilltsein von (5.12). p;(t) schreibt sich ausfiihrlich

B (t—to) - (t =tic)(t —tigr) -~ (t — tn) 2_
pilt) ‘(“%”La—m~«a—mnm—uﬂw~m—m> -

(5.19)

_ ﬁ(t — ) (t—to) - (t—tim)(t —ti1) -~ (t = tn)

(6 —to) - (ti — ti1) (b — tiga) - (l— )2

= w(t) - Polynom vom Gradn

Also (5.15) ist sicher erfiillt, wenn

/+1 w(t)p(t)dt = 0 (5.20)

1
gilt fiir jedes Polynom p(t) vom Grad < n.

Ein kurzer Einschube iiber die sogenannten Legendre - Polynomen, die durch Py(t) = 1, Pi(t) = t,
Py(t) = 5(3t* — 1), ..., und durch die Rekursionsformel

2n+1 n
b)) = S50 -7

definiert sind. Die Legendre - Polynome bilden ein sogenanntes Orthogonalsystem:

(P, Py) = /_HPi(t)Pj(t)dt = { 0 @7

1 2n+1 t=17

Pn—l(t)
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Da die Legendre - Polynome auch linear unabhéngig sind, bilden die ersten n+ 1 Legendre - Polynome
eine orthogonale Basis im Raum der Polynome vom Maximalgrad n, d.h. jedes Polynom vom Grad
n ldst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von Py(t), ..., P, () schreiben. Die Nullstellen
dieser Polynome liegen alle im Intervall [—1,1].

Satz 5.3.1. Das Legendre-Polynom P, (n € N) hat in (—1, +1) genau n paarweise verschiedene
Nullstellen.

Beweis: t;, j = 1,2,...,1 seien die verschiedenen Nullstellen von P,(¢) in (—1, +1) mit den Viel-
fachheiten o, also

But) = (t=t)" (¢ = 1)" - (t = 1) Qn(t)

mit Q,(t) # 0 in (—1, 1). Sei

0 ~ gerade
bi = { 1 falls - a; ungerade
Pit) = (t—t)(t —ta)” - (t—1)"

Der Grad von Py ist also sicher < [.

Falls [ < n, dann folgt aus der Orthogonalitédt von P, zu allen Polynomen von einem Grad < n, also
auch zu P mit dem Grad <[ <n

o= | PP () = / ) ), (b

1 -1

und das ist ein Widerspruch, da der Integrand rechts in (—1, 1) das Vorzeichen nicht wechselt. Es
muss also gelten [ =nund o; =1, 7 =1,2,...n. O

Wiéhlt man nun die n + 1 Knoten ¢y, ..., t, aus [—1,+1] als die Nullstellen des Legendre - Polynoms
P,1(t) vom Grad n + 1, so stimmt w(t) in (5.20) bis auf einen multiplikativen Faktor mit P, ()
iiberein. p(t) in (5.20) ist ein beliebiges Polynom vom Maximalgrad n und lésst sich somit als Line-
arkombination von Py(t),. .., P,(t) schreiben

/_ Jlrlw(t)p(t)dt — /_ JlrlFaktor Pnﬂ(t)(copo(t)—i—---—i—cnPn(t))dt:

+1
= Faktorco/ PnH(t)Po(t)dt—i—Faktorcl/ P (t) Py (t)dt +
-1 -1
+1

+ - + Faktor cn/ P,1(t)P,(t)dt =0

-1

wegen der Orthogonalitét der P;(t). (5.20) ist also tatsdchlich erfiillt!
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Die niedrigsten Gauf3- Formeln sind
+1

[ fwa =~ 260)

o~ - 1)

[ rwa = 2 S0 2/

Bei anderen Integrationsintervallen wie [—1, 1], bzw. bei Unterteilung des Integrationsintervalls in
Teilintervalle und Anwendung der Gauf3- Formeln auf jedes Teilintervall miissen die Quadraturge-
wichte ¢; und die Knotenstellen ¢; natiirlich entsprechend transformiert werden.

(5.21)

Q

Bemerkungen: Es gibt noch weitere Quadraturformeln, die auf dhnlichen Ideen basieren wie die
Gauf3- Formeln.

Radau-Formeln: Es wird —1 oder 1 in die Menge der Knoten t; aufgenommen und alle
weiteren Knoten und Gewichte dann so gewéhlt, dass eine Quadraturformel méoglichst
hoher Ordnung entsteht. Die Ordnung ist um 1 niedriger wie die entsprechende Gauf3-
Formel der gleichen Knotenanzahl.

Lobatto-Formeln: Es wird —1 und +1 in die Menge der Knoten ¢; aufgenommen und alle
weiteren Knoten und Gewichte beziiglich der erreichbaren Ordnung optimal gew&hlt. Die
Ordnung ist um 2 niedriger wie bei der entsprechenden Gauf-Formel.

GauB3-Kronrod-Formeln: Um adaptive Schrittweitenstrategien zu realisieren, ist es notwen-
dig, Fehlerschétzungen beziiglich der Naherungswerte durchzufiihren, siehe Abschnitt 5.6.
Dies geschieht entweder dadurch, dass man dieselbe Quadraturformel, die man auf einem
Teilintervall angewendet hat, nochmals auf das jeweils halbe Teilintervall anwendet oder
dadurch, dass man auf dem Teilintervall noch eine genauere Quadraturformel heranzieht
und aus der Differenz genauer Wert — ungenauerer Wert auf das Fehlerniveau schlief3t.
In beiden Fillen erweisen sich die irrationalen Gaufknoten als Nachteil:

a) Z.B die Gauknoten —LS, i3 Bei Halbierung des Intervalls sind Funktionsauswertun-
gen an vollig neuen Stellen notwendig, siche Abbildung 5.3. Die alten Funktionswerte

S e

l l

° M

Abbildung 5.2: Intervallhalbierung

konnen fiir die Berechnung der genaueren Naherung nicht verwendet werden.

b) Auc hbei Verwendung von Formelpaaren, gilt wieder, dass die Gaulknoten der genaue-
ren Gaufiformel vollig verschieden sind von den Knoten der ungenaueren Gaufiformel.

1 1
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5 3 8 5) 3
§'f(— g)—gf(O)Jrgf(\/;)-

GauB-Kronrod-Formelpaar: Die (n+ 1)-punktige Gaufiformel (ungenaure Formel des Paa-
res) wird durch weitere Knoten und Gewichte zu einer weiteren Quadraturformel (genauere
Formel des Paares) ergéinzt, d.h. die Funktionsauswertungen in der Gaufformel werden
auch in der genaueren Formel verwendet.

5.4 Asymptotische Fehlerentwicklungen

5.4.1 Euler - Maclaurinsche Summenformel

Satz 5.4.1. Fiir f € C?™2[a, b] besitzt die Trapezsumme die Entwicklung
T(h) = 70+7nh*+nh* +- -+ 7h®™ + g (h) R (5.22)

mit 79 = fab f(t)dt. Dabei sind die 7; von h unabhingige Konstanten, die von f abhdngen, und
1 (h) ist eine beschrinkte Funktion von A, d.h. |apq1(h)| < M fiir alle h = =% n € N.

Bemerkungen:

e Die Koeffizienten 7; konnen explizit mit Hilfe der sogenannten Bernoulli-Polynome By(t) an-
gegeben werden

_ By(0), .
= (52 = )(®) - £ - 1))
Diese Bernoulli-Polynome By (t) k = 1,2,... sind rekursiv definiert durch
a) Bo(t) = 1
b) B.(t) = kBi_1(t) k>1

¢) [\ By(t)ydt = 0 k>1
Wegen (5.23) hat jedes By(t) eine Darstellung der Form

t
Bk(t) = Ak—i-k’/ Bk_l(T)dT, ]{? 2 1,
0

wobei die Konstante Ay = By(0) so zu bestimmen ist, dass fol By(t)dt = 0 gilt. Es folgt sofort,
dass By(t) ein Polynom k-ten Grades ist. Insbesondere findet man

Bi(t)=t—1 By(t) =t* —t+ ¢
By(t) =3 — 2t 4+ 3t By(t) = t* — 2t + % — 55
Es gelten folgende wichtige Eigenschaften:
(i) Bi(0) = Bi(1) fiirk > 2

(ii) Die By(t) sind fiir gerades k gerade Funktionen
und fiir ungerades k ungerade Funktionen (5.24)
beziiglich der Stelle t = %

(111) B2k+1 (O) = ng+1(1) =0 fir alle k 2 1
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e Setzt man g(t) := f(a + th) fir 0 < t < n, enstspricht einer Intervalltransformation [a,b] —
[0,n], dann ist (5.22) dquivalent zur sogenannten Euler - MacLaurinschen Summenformel

Bt ga) 4 g1+ 00— [Ctryar =
- ?216()0') [ () = g* V(O] + B (5.25)
Rust =~y |, 1Sensa(r) = SuniaOlg ™ r)ir

wobei Si(t) := Bi(t — 1) fir j <t <j+1;5=0,1,2,...

e Im Gegensatz zu (1.15), wo der Verfahrensfehler der Trapezregel nur abgeschitzt wird, be-
schreibt die Gleichung (5.22) die Struktur des Fehlers. Man spricht von einer asymptotischen
Entwicklung des Verfahrensfehlers der Trapezregel. Ein viel einfacheres Beispiel einer asym-
ptotischen Entwicklung hatten wir schon in (1.11), siche S. 14 kennengelernt.

Es sei erwéhnt, dass auch beziiglich anderer Quadraturformeln, etwa beziiglich aller Newton - Cotes -
Formeln und aller Gauf3- Formeln solche asymptotischen Felherentwicklungen existieren.

5.4.2 Hauptanwendung asymptotischer Fehlerentwicklungen

Extrapolationsalgorithmen

Am Beispiel der Trapezregel sieht das folgendermaflen aus, siehe auch Abb. 5.3:

e

Jot

~h

ho hy ho
Abbildung 5.3: Trapezsummenextrapolation

Man betrachtet T als Funktion von h. Dann gilt

b
/ f(t)dt = im T'(h) = T(0)
@ h—0
Fir A = 0 ist natiirlich 7°(0) nicht als Trapezsumme definiert sondern nur als limy,_,o7'(h). Aus
limy, 0T (h) = T'(0) konnte man schlieBen, dass es sinnvoll ist, Trapezsummen mit extrem klei-
nen Schrittweiten als Approximation des gesuchten Integrals zu nehmen, das scheitert aber aus den
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bekannten Griinden: Fiir h — 0 steigt der Rechenaufwand wegen der immer mehr werdenden Funk-
tionsauswertungen gegen Unendlich, und damit auch der Rundungsfehler.

Es liegt daher folgender Gedanke nahe: Man ersetzt die Funktion 7'(h) durch eine Ersatzfunktion
T(h), die leicht fiir h = 0 auszuwerten ist und nimmt 7'(0) als Niherungswert fiir das gesuch-
te Integral. Konkret denkt man sich bei der Trapezsummenextrapolation oder Romberginte-
gration folgende Vorgangsweise. Man berechnet fiir einige Schrittweiten, in der Abbildung 5.3 fiir
ho > hy > hs > 0 die Trapezsummen T'(h;) und interpoliert die Daten (h;, T'(h;)) mit einem Inter-
polationspolynom T'(h). Die Auswertung von T'(h) erfolgt einfach mit dem Neville-Schema. Da der
Wert 0 aulerhalb des die Knoten umfassenden Intervalls liegt, spricht man hier von Fxtrapolation.

Bemerkungen:

(i) Genaugenommen ist 7'(h) keine stetige Funktion, wie dies in der Abbildung 5.3 dargestellt
ist, sondern T'(h) ist nur fiir die Argumentwerte h = b’T“, n € N definiert, die sich in 0
héufen. Dies ist aber offensichtlich ganz irrelevant fiir die oben beschriebene Idee, die der

Trapezsummenextrapolation zu Grunde liegt.

(i) Wie aus (5.22) ersichtlich, ist 7'(h) bis auf das Restglied von der Ordnung O(h?™*?2) ein Polynom
in h%. Dem entspricht auch die waagrechte Tangente von T'(h) fiir h = 0 in der Abbildung 5.3.
Es liegt daher nahe, T nicht als Polynom in h sondern gleich als Polynom in h? anzusetzen,
sodass das Neville-Schema konkret folgende Gestalt bekommt, siche (4.21):

T;; ==T(h;) 1=1,2,...n

Tijitk—1—Tit1,i
7}{+)k = Tiivk—1 + (—h?)w (5.26)
T(0) :="Ton

(5.26) ensteht aus (4.21) durch folgende Substitutionen: p; ;1 — Tiivx, fi = T(hi), T — 0,
x; — h?, xiy, — hi,,. Natiirlich wird man in der praktischen Rechnung n nicht von Haus
aus festsetzen weil man ja ein bestimmtes Genaugkeitsniveau ohne unnétigen Rechenaufwand
erreichen will. Der zeitliche Ablauf in der praktischen Rechnung wird daher folgender sein:

@) @) (] @) @)
?
ol o | o° Schon genau genug? | o ° Z ., °
1] 2 3 4 5 6 7
o @) @) (]
Schon genau o o o o o o . Schon genau
genug? ) o o o genug?
o O @) O
8 9 10 11 12 13

usw. Man berechnet also immer erst dann eine neue Trapezsumme, die auf dem feineren Gitter
zusétzliche Funktionsauswertungen kostet, wenn das Genauigkeitsniveau noch nicht erreicht
ist.

Ein weiterer algorithmischer Aspekt ist auch noch die Frage, wie die Schrittweitfolge hq, h1, ho, . ..
zweckméBigerweise zu wahlen ist. Dabei sollte man einerseits darauf achten, dass moglichst be-
reits vorliegende Funktionsauswertungen auch in den spéteren Trapezsummen mit den feineren
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Gittern verwendet werden, was z.B. durch hg = b —a, h; = %, hy = %, hs = %, ... gegeben

ist, andererseits sollte die Gitterfeinheit nicht zu rasch zunehmen, um Rechenarbeit fiir die
Berechnung neuer T'(h;) zu sparen. Man vewendet daher oft die Folge

h h h h h
ho=b—a, b=, hy=2 hs=70 ha= 2 hs =2

Es sei hier nur bemerkt, dass mit den Newton - Cotes-Formeln und den Gauf- Radau- Lobatto- und
GauB3- Kronrod - Formeln und der Rombergintegration noch nicht alle eindimensionalen Quadratur-
formeln besprochen worden sind.

Ein Formeltyp von allerdings nur theoretischer Bedeutung sind Qudraturformeln mit gleichen Koef-

fizienten ¢; = ¢. In
b n
/ e~ e S f(t)
a i=0

werden nur die Knoten t; so gewihlt, dass sich hohe Ordnungen ergeben.

Ein anderes wichtiges Kapitel, das hier ganz unberiicksichtigt geblieben ist, sind uneigentliche Inte-
grale, also Integrale, die existieren, aber entweder ein unendliches Integrationsintervall haben oder
bei denen der Integrand eine oder mehrere Singularititen aufweist. Singularitdten und unendliches
Integrationsintervall konnen natiirlich auch gemeinsam auftreten.

5.5 Mehrdimensionale Integrale

Es werden nur ganz einfache Ideen und nur im zweidimensionalen Fall besprochen. Wir betrachten,
siehe Abbidlung 5.4

/ / [t t2) dty dty (5.27)

kt2

Abbildung 5.4: Integral {iber das Gebiet G
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Es gilt

/ / Pt ) diydts = / b[ / ?(t:) (b1, t2)dts] . (5.28)
@ p(t1

D.h. die zweidimensionale Quadratur kann auf die Berechnung des eindimensionalen Integrals

b p(t1)
/ g(tl)dtl mit g(tl) = / f(t17 tg) dtQ
a w(t1)

zuriickgefiihrt werden. Man kann daher grundsétzlich mit den bereits bekannten Quadraturformeln
das Integral fab g(t1) dty berechnen.

b
/ g(t) b~ cog() +erg(th) + -+ cag(th),

wobei bei jedem Funktionsaufruf g(¢i) das Integral
Py
JICHAL
e(ty)
berechnet werden muss, d.h. wieder eine — meist dieselbe — Quadraturformel verwendet werden muss.

Den Fehler, den man bei der numerischen Berechnung des inneren Integrals f(;ﬁ(itl)) f(ti, ty) dto macht,
1

kann man als Datenfehler bei der Funktionsauswertung von ¢(¢}) betrachten und kann somit leicht
den Gesamtverfahrensfehler abschitzen, wobei man also nur Datenfehlerabschiatzungen und Verfah-
rensfehlersabschiatzungen der eindimensionalen Quadratur benotigt.

Beispiel Es soll fjll fjll e16(1+12) dt, dt, mit Hilfe der dreipunktige Gauf3 - Formel berechnet werden:
1 5 \/§ 8 5 \/§
Nt ~ 2f(—1]2) + 2F0)+ 2f (/2
[ a = Sr-yD 50+ 20/

+1op+l
/ / ewtitt2) dt, dty ~
-1 J-1

+1 +1 i
? / 6%0(—\/?”2) dty + g/ e dty + g/ e%(\/g—i_h) dty ~

9 1 -1 -1

Q

25 1 [z 80 1 /e 114 80 - 25
- ge_g\/gng_le_ﬁ %+§€O+ge%\/§+geg : _

= 4.013351122. .. Der exakte Integralwert ist 4.013351122. ..
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Bei hochdimensionalen Integralen steigt allerdings die Anzahl der Funktionsauswertungen rasch an.
Arbeitet man etwa mit einer (n+ 1)-punktigen Gaufl - Formel, so hat man bei einem k-dimensionalen
Integral (n + 1)* Funktionsauswertungen (z.B. n = 5 und k = 10 ergibt (n + 1)* ~ 6 - 10!). Bei
hochdimensionalen Integralen scheitern wegen der hohen Rechenzeit und dem schlechten Rundungs-
fehlerniveau diese einfachen Verfahren. Alternativen sind hier:

(i) Monte - Carlo- Methoden, sogenannte randomisierte Algorithmen

(ii)) Methoden, die mit Hilfe von zahlentheoretischen Betrachtungen (Gleichverteilung) hergeleitet
werden.

5.6 Aspekte beziiglich praktischer Implementierungen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir zahlreiche Quadraturformeln kennengelernt. Um gute
Quadratur-Software zu produzieren, geniigt es nicht, einfach diese Quadraturverfahren zu program-
mieren. Man muss auch umfangreiche Uberlegungen anstellen, um u.a. sicherzustellen, dass

(i) das gewiinschte Genauigkeitsniveau mit sehr hoher Warscheinlichkeit auch wirklich erreicht
wird und dass

(ii) dies ohne unnotigen Rechenaufwand also effizient geschieht.

Ein wichtiger Aspekt beziiglich (ii) sind die sogenannten adaptiven Schrittweitensteuerungen,
die automatisch a-posteriori, also wahrend des Rechnungsverlaufes dafiir sorgen, dass in den Berei-
chen, wo der Integrand welliger ist d.h. gréflere Ableitungen hat, die Gitterpunkte dichter liegen. Wir
deuten all diese Fragen im folgenden nur an:

5.6.1 Fehlerschitzungen

Es soll nicht nur der Néherungswert [ fiir f; f(t) dt produziert werden, sondern auch eine Schétzung

fir e(f) :=1— fab f(t)mboxdt. Dafiir sind i.w. zwei Vorgangsweisen verbreitet:

(h — %)-Kriterium: Wie schon erwéhnt, besitzen praktisch alle Quadraturformeln eine asymptoti-
sche Fehlerentwicklung, d.h. fiir ein Verfahren der Ordnung p gilt:

e(l):=1, — /b fA)dt = 7,h? + O(RPTh) (5.29)

7, héingt vom Integranden f und von den Integrationsgrenzen a, b ab und ist daher in konkreten
Féllen nicht bekannt. Zur Schitzung des Fehlers liegt nun folgende Vorgangsweise nahe, man
berechnet mit derselben Quadraturformel eine Naherung [ % basierend auf der Schrittweite %
Fiir diese Naherung gilt dann

I - / ft)dt = Tp(g>p+0(hp+l). (5.30)
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Bildet man die Differenz (5.29) — (5.30), so folgt
hP

Ii—1In = QAM%—§Q+OUWH) (5.31)
———
e
1 h p+1 ’ p+1

Man hat also zusétzlich zum genaueren Néherungswert [ := [ h auch die Fehlerschétzung

e(I) = piﬁh—%) (5.33)

zur Verfiigung.

Formelpaare: Z.B. GauB-Kronrod. Man veschafft sich zwei Néherungswerte 7™ und 1 fiir fab f(t)dt,
die auf zwei verschiedenen Quadraturformeln mit unterschiedlicher Ordnung basieren. Zweck-
méfigerweise nimmt man immer an, dass in der genaueren Formel auch alle Funktionsauswer-
tungen der ungenaueren Formel verwendet werden und natiirlich auch noch einige zusétzliche.
Fiir hinreichend kleine Schrittweiten ist dann

b
Im—ﬂ)z[m—/f@&

In der Praxis nimmt man auch hier die genauere Naherung als endgiiltigen Naherungswert des
Integrals, also I := I®. Die Grofle

e(I) .= 1MW — 1@ (5.34)

ist dann i.a. eine starke Uberschitzung des Fehlers.

5.6.2 Schrittweitensteuerungen
Hier sind zwei Varianten verbreitet: die globale Strategie und die lokale Strategie.
Globale Strategie: 1. Erster Schritt: Berechnung von Ij,y und e({j, )
Abfrage: |e(I,4)] < €
falls ja: fertig, falls nein:
2. Zweiter Schritt: Berechnung von lig )y Tjag gy und 6([[(17%‘—!;]), 6(_7[%1,’1)]).
Abfrage: |e(l, age))] + |e(Ljaze )| < €

falls ja: fertig,") falls nein:

) Falls tatséichlich vorzeichenbehaftete Schitzung vorliegt: Abfrage eventuell

|€(I[a7aT+b]) +€(I[QT+I>7b])| <e
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3. Es wird jenes Intervall nochmals halbiert, dem die betragsgroflere Fehlerschitzung ent-
spricht usw.

Lokale Strategie: 1. Erster Schritt wie bei globaler Strategie

2. Zweiter Schritt: Berechnung von lig )y Trag gy und 6([[(17%-‘4;]), 6([[%—0—1;’17])

Wenn beide Bedingungen erfiillt: fertig.
Wenn nur eine von beiden erfiillt: Das andere Intervall wird weiter halbiert.
Wenn beide nicht erfiillt: Beide Intervalle werden weiter halbiert usw.

Der Vorteil der lokalen Strategie ist ein geringerer Organisationsaufwand, es muss nicht immer wie
bei der globalen Strategie ein Sortiervorgang erfolgen. Dies ist aber bei der Geschwindigkeit moderner
Rechner kein wesentlicher Aspekt.

Der Nachteil der lokalen Strategie ist, dass unter gewissen Umstdnden lokal eine ganz sinnlos hohe
Genauigkeit erreicht wird, da die Grofle ¢ immer mit der lokalen Intervalllinge gewichtet ist, siehe
Abbildung 5.5. In den Unstetigkeitsstellen, wo wegen der geringen Glattheit des Integranden die

_——

Y

Abbildung 5.5: Unstetigkeitsstelle

Quadraturformeln schlecht arbeiten, werden ganz kurze Intervalle entstehen. Die Abfrage |e(.)| <
(extrem kurze Lénge) - € wird sehr schwer zu erfiilllen sein und es entstehen dort immer noch kiirzere
Intervalle, obwohl der Beitrag dieser Intervalle zum Gesamtintegral ldngst vernachlissigbar ist.

5.7 Ein abschliessendes Zahlenbeispiel

1
/ etdt = e
0

Vergleich numerischer Verfahren mit annihernd gleichem Rechenaufwand, jeweils 3 Funktions-
auswertungen:

Testbeispiel
1

=e—1 = 1.718281828...
0
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Trapezregel mit 2 Interpolationsintervallen [0, %], [%, 1 h= %, to=0,t1 =h= %, ty=2h=1
' t Lo O
e'dt ~ —he’ 4+ hez 4+ —-he =
; 2 2
— 1753991092 ..

Simpson: h=1,1t,=0,t; = %tg =1

Q

6 6
= 1.718861152...

! 1 4 1 1
/ etdt éheo + —he? + —he! =
0

1

Trapezsummenextrapolation: hy =1, hy = 3

Topo = 1.859140914 ...
To. = 1.718861151...
T, = 1.753991092. ..

Bis auf Rundungsfehler ergibt die Trapezsummenextrapolation und die Simpsonregel denselben
Wert.

Gauflformel (dreipunktig) beziiglich [—1, +1]:

+1
S = 2D S+ )

Transformation des Intervalls: —1 <z <1 = a=0<¢t<1=9b

Transformation der Knoten: t; = &2 4 b=a¢4 — 1 4 %:EZ

I e
Ty = 0 — tl = %
Ty = % — tz = %‘1‘% g
Transformation der Gewichte:
+1
Cif-1,41] = Y;(r)dx  siehe (5.16)

1
b
Cifab] = /ﬂ%,m,m(t)dt

Riemannsumme beziiglich ¢;(z) und analoge Riemannsumme beziiglich 1); (44 (%)

= Ciap] : Ci[-1,41] = (b—a):2

b—a 1
= Cifap] = 9 Ci-1,41] = §Ci,[—1,+1]
1
51 1 1 /3 81 1 51 .1 1 /3
t)dt = —=f(=—=A/=)+==F(=)+=xf(=+=4/=) =

/Of() 92f(2 2 5)+92f(2)+92f(2+2 5)

5 (1-1/%) 4 1 5 (1+1/%)
= 1—862 2V5 +§€2+1—8€2 2Vis) = 1.7182809051 . ..
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Numerische L6sung von
Differentialgleichungen

6.1 Anfangswertprobleme

Wir betrachten zunéchst Anfangswertprobleme von gewohnlichen Differentialgleichungen (ODE):

y'(t) = j—‘? = f(t,y(t)), f:DClto,tena) x R" = R" (6.1a)
y(to) = yo. Losung y(?) : [to, tena] — R” (6.1D)

Der folgende Satz gibt eine Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von (6.1):

Satz 6.1.1 (Picard-Lindelof). Sei D := {(t,y) : to < t < a,|ly — wol|l < b} und die Funktion
f : D — R" stetig und beschriankt mit || f(¢,y)|] < M in D. Erfiillt f eine Lipschitzbedingung in y
mit Lipschitzkonstante L,

If(ty) = fEy)l < Lllys —w2ll - (Gy) €D i=12.
b

so existiert genau eine Losung y(t) von (6.1) fiir to <t < T := min(a, y3).

L ist auch ein wichtiger Parameter fiir die Sensitivitdt der Losung:

Satz 6.1.2 (Konditionsabschéitzung fiir Anfangswertprobleme). Betrachten (6.1) und ein gestortes
Problem

dy

gt = - = ftgw) (6.2a)
g(to) = %o (6.2b)
1 J?: D — R" erfiillen die Anforderungen des Satzes von Picard-Lindelof. Es gelte
lyo = woll < o (6.3)
Ifty) = fEy)l < 6 inD, 6.4

124
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dann erfiillen die beiden Losungen y(¢) und g(t) die folgende Ungleichung

eLt

—1
§ fiir t € [0, 7). (6.5)

ly(®) = GOl < ™00 + —

Beweis: Lemma von Gronwall

Lemma 6.1.3. (Gronwall) Angenommen die Funktion v : [0,7] — R erfiillt

wo(t)+6  te€[0,T] (6.6a)
do (6.6b)

IA A

mit §, dp > 0. Dann gilt

ewt — 1

v(t) < et + ) t€[0,7]

Beweis: Multiplikation von (6.6a) mit e** fiihrt auf (e7“*v(t)) < e™*'d, Integration und Multiplika-
tion mit e*! liefert die Behauptung. O

Beispiel 6.1.4.

vy = My (6.7a)
y(0) = yo  Storung: y(0) = yo + o (6.7b)

Die exakte Losung ist y(t) = yoet.

?Joe/\t — (yo + 50)€M = §oe

Mit L = |A| ergibt sich aus obiger Abschitzung ||y(t) — y(t)|| < ePt§y was fiir A < 0 extrem
unrealistisch ist.

Das Anfangswertproblem
v =X,  y0)=y, mit <0

ist ein sehr einfaches sogenanntes steifes Problem. Es zeigt das folgende charakteristische Verhalten
(i) Die Lipschitzkonstante L = |A| ist sehr gro8.
(ii) Fiir yo = 0 ist die Losung y(t) = 0 glatt.

(iii) Fiir yo # 0 fillt die Losung y(t) = ey, unmittelbar nach dem Start rasch ab, ist also unglatt
(dh. Ableitungen sind sehr gro). Weg von ¢ = 0 wird die Losung wieder schnell glatt und
néhert sich der Losung (ii).

Das ist genau die Situation wo Konditionsabschétzungen basierend auf der iiblichen Lipschitzkon-
stanten L extrem unrealistisch sind, obwohl diese Probleme sehr gut konditioniert sind. Stérungen
werden sehr schnell weggedampft.

Fiir allgemeine Probleme kann Steifheit folgendermafien definiert werden: Ein System von gewohn-

lichen Differentialgleichungen heiflt steif, wenn die Jacobimatrix f, = (gj:i_) fire,7 =1,2,3,...,nin
J
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der Ndhe der Losung Eigenwerte Ay mit Realteil A\ < 0 hat, neben Eigenwerten von moderater
Groflenordnung. Zur Losung solcher Probleme sind impliziten Verfahren besser geeignet.

Da die klassische Lipschitzkonstante fiir steife Probleme im allgemeinen extrem grof ist, wird fiir
Abschétzungen im Zusammenhang mit steifen Probleme die sogenannte einseitige Lipschitzkonstante
m € R verwendet:

Eine Funktion f: D — R\ erfillt eine einseitige Lipschitzkonstante beziiglich y in D falls
(y =5, f(t,y) — f(t,9)) < mlly —gI3

fir (t,y), (t,g) € D.

6.2 Euler Verfahren; Konsistenz, Stabilitit, Konvergenz

Entwickeln wir die Losung y(t) von (6.1) im Punkt ¢+ in eine Taylorreihe und setzen y/(¢) = f(¢,y(t))
ein, so erhalten wir

y(t+h) =y(t) + hf(t,y(t) + O(h*) = y(t) + hf(t,y(t).

Das motiviert das folgende einfachste Diskretisierungsverfahren:

Mo = Yo (6.8a)
m = no+hf(te,m) (6.8b)
T ==t 4, me) to=to+vh  v=1,2,.. (6.8¢)

h

(Die Schrittweite h kann auch variabel sein.) Dabei sind 7y = y(t1), 72 = y(t2), ... Ndherungen fiir die
exakte Losung y(t) zum Zeitpunkt ¢y, ta,... .

Ein explizites Verfahren schliefit von n,_; auf n,.

Ny =Ny—1 +hf(ty_1,m-1) v=12,...

Der Fehler in einem Schritt wird als lokaler (Diskretisierungs)fehler [, bezeichnet.

y(ty) = y(tv-1) = bf(tu-1,y(t-1)) = Lh (6.9a)

y(ty) _hy(tyl) — f(tor,y(ts)) = %’h = 1, (6.9b)

Das explizite Eulerverfahren ist konsistent fiir y(¢) (falls y zweimal stetig differenzierbar ist), d.h.
IIl,]] = 0 falls h — 0,

. 1
ll, _ y(ty) hy(ty—1> o y'(t,,,l) — / y//(tl/i1 4 (9h)<1 _ e)de 0< @< 1,
0

also:
[l =O(h) =0(") p=1 (6.10)
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Die Konsistenzordnung fiir das explizite Eulerverfahren ist 1

Msh
2

wobei My eine Schranke fiir ||y”(¢)|| ist.

Globaler (Diskretisierung)fehler e, = n, — y(t,)
Ein Diskretisierungsverfahren heifit konvergent, falls ||e, || — 0 fiir A — 0.

e =OMm?) p=1,2,..

Die Konvergenzordnung fiir das explizite Eulerverfahren ist p = 1.

Aus Konsistenz eines Dirkretisierungsverfarens folgt nicht notwendigerweise Konvergenz. Man
braucht zusétzlich die Eigenschaft der Stabilitat, dass der globale Effekt der lokalen Fehler gleich-
méBig fiir h — 0 beschriankt bleibt.

Betrachten wir zwei parallele Schritte eines Diskretisierungsverfahrens:

(tV—lﬂl/}V—l) — (th%/)
(tzzflanufl) - (tuvnu)'

Ein Verfahren heifit stabil, falls

17 = 7|l < (L4 Sh)[n-1 = 7]
gleichméfig fiir h < hg gilt, wobei die Konstante S unabhéngig von h ist. Fiir das Eulerverfahren
gilt S = L.
Theorem (Konvergenz des Eulerverfahrens):

Sei y(t) € C?[0,teng) und M, = SUDye(0.4,,,4] lly”(t)|]. Dann gilt

eltv —1 Myh
L 2

lewl = [m, — y(t)I < e leoll +

wobei eg = 19 — y(to) = O(h).
Beweis: Lemma von Gronwall

Lemma 6.2.1. (Gronwall, diskrete Version)
Angenommen die nichtnegative Folge (¢,) v =0, 1,2, ... erfiillt

9o
(14+w)(—1 +9, v=1,2,3,..

Co
G

<
<

mit w, dg, 6 > 0. Dann gilt

rw

C < e™oy+ ¢ 0 fiir alle v.
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Beweis: Die Rekursion

G < (1+w)d+06
G < (1+w)G+d<(14+w)?S+(1+w)d+6
: 6.12)
6.13)
fithrt auf
G < 14wdh+1+0+w)+...+1+w))s
I14+w)”—1
= (1+w)"+ %6(1 +w)d+46
vw _ ]
< g+ S 5 (6.14)
w
fir 1 +w <e“ und w > 0.
Bemerkungen:
¢ Konsistenz + Stabilitidt = Konvergenz
¢ auch fiir variables h entsprechende Abschétzungen moglich
o Wachstumsfaktoren wie in Konditionsabschétzungen
Beim impliziten Euler Verfahren
Ny = Ny_1+ hf(t,,n) v=12,.. (6.15)

muss in jedem Schritt ein (nicht)lineares Gleichungssystem gelost werden. Wendet man dieses Ver-
fahren auf das Modellproblem ¢y’ = Ay mit Anfangswert 0y an, ergibt sich
1
Yo,
=)
Fir A < 0ist 1/(1 — hA)” klein, auch fiir nicht so kleine Schrittweiten h und daher spiegelt (6.15)
das Verhalten von e, sehr gut wider.

771/:<

6.3 Einschrittverfahren allgemein

Ein allgemeines explizites Einschrittverfahren:

o = Yo t, = hv oder variables h (6.16)

% = o(ty_1,My—1; h) v=12.. (6.17)

Inkrementfunktion z.B. o(t,y;h) = hf(t,y)

mit geeigneter Wahl von ¢, sodass Konvergenzordnung p > 1.

Die Definition des allegemeinen Einschrittverfahren (6.16) erlaubt es eine Rekursion fiir 7,7 — 7,
in der Form

Ny = My—1 + h(p(tyfla Ny—1; h)
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Lokaler (Diskretisierungs)fehler:

y(t,) _hy(tV—l) —o((ty_1),y(t,_1); h),

hl, ist die Differenz zwischen exaktem Losungswert y(¢,) und Naherung mit Startwert y(¢,_1).

l, =

Die Wahl der Inkrementfunktion ¢ erlaubt es hhere Konvergenzordnungen p > 1 zu realisieren. Die
Konstruktion von Inkrementfunktionen basiert auf der Approximation des Integrals in

y(ty) Zy(tu_1)+/tu 1, y(t))dt.

Das Euler Verfahren arbeitet mit der einfachen Approximation
ty
|ty = )
ty—1

Eine bessere Approximation kann durch zuséatzliche Funktionsauswertungen an Zwischenwerten im
Intervall [t,_1,t,] erreicht werden. Diese Funktionswerte sind zwar unbekannt, konnen aber geschétzt
werden. Ein einfaches Beispiel dazu ist das verbesserte Euler Verfahren

h
YI = M1+ §f(ty717y<tl/*1))
h
N = Ty-1 + hf(ty—l + 57 }/1>

mit (t,y;h) = f(t+ 5,y + 5f(t,y))

Das Verfahren von Heun ist ein explizites Einschrittverfahren zweiter Ordnung
}/1 == f(tl/717 771/71)
Y'Z = f(tl/—l + h; nu—lh}/l)

N = N1+ hotu-1,m-1,h)
Yi+Y,

2
Die Funktion ¢ ist also ein Mittelwert zweier Anstiege.

@(tu—la Nv—1, h) -

Eine Verallgemeinerung dieser Idee fiihrt auf die Runge-Kutta Verfahren. Hier werden fiir die
Berechnung 7,1 — n,, s € N definierte Zwischenapproximationen oder Stufen Y; an den Stellen
7 =1t,1+ch, 1=1,2,..s, ¢ =0 verwendet.

}/1 L= My s Stufen Y;) T = tu—l + Ciha 7 = ]_,2, ...8, C1 = 0

Yo: = mu_1+ haxn f(n, Y1)

Ys: = nu_1+ h(ag f(m1,Y1) + agaf (72, Y2))

Yoo = ma+hlaaf(n, Y1) +haof(m, Ya) + o 4 hags 1 f (7o, Yior))
Ny = MNu—1+ h(hblf(Tla }/1) + be(TQ7 }/2) +o Tt bsf(T&}/s))

J

-

@(ty—1,m—1;h)
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Die Runge-Kutta Verfahren werden durch die sogenannten Butcher Tableaus dargstellt:

c| A
bT
mit
0o ... ... 0
a921 0 oo 0
A = a3; as2 0 ,
: 0
Gs1 Qg2 ... Qgs-—1

c=(c; =0,co,¢3,....,cs) T und b= (by, bo, ...bs) T .

Im folgenden ist das Butcher Tableau fiir das Fuler Verfahren und das 4-stufige Runge-Kutta Ver-
fahren der Ordnung p = 4 angegeben:

ﬂﬁ

Ein implizites s-stufiges Runge-Kutta Verfahren mit den Stufen Y; an den Stellen 7, =¢,_1 +
cih, 1 =1,2,...s, ¢; = 0ist durch das folgende n x s System von nichtlinearen Gleichungen gegeben:

= NN = O

o= O ONi=
Wl O NI

W p—

1
6

Yi: = -1+ h(a f(m, Y1) + haaf (2, Y2) + ... + hays f (75, Y5))

Yo: = my_1+ h(aa f(m, Y1) + hasxf(me, Y2) + ... + hass f (75, Y5))

Y; L= M + h(aslf(Tla Yl) + ha52f<7-27 YVZ) + ...+ hassf(T& }/s))
Ny = Z?uf1+h(hb1f(7'1,Y1) + by f(72,Y2) +"'+bsf(T37}/;))J

-~

o(ty—1,m—15h)

Das implizite Euler Verfahren wird durch das Butcher Tableau

1]1
1

charakterisiert. Der impliziten Mittelpunktsregel mit 7, = n, 1 + hf(t,_1 + %, %(ny + 1)
entspricht das Butcher Tableau

DO |
[ S

6.4 Lineare Mehrschrittverfahren allgemein

Einschrittverfahren basieren auf der einfachen Rekursion 7,_; — 7, und verwenden keine Informa-
tionen aus den vorhergehenden Schritten. Um hoéhere Ordnungen zu erreichen sind zusétzliche Aus-
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wertungen der rechten Seite f(¢,y) notwendig. Das ist aber ineffizient falls Funktionsauswertungen
sehr aufwéandig sind!

Ein lineares Mehrschrittverfahren zur Losung eines Anfangswertproblems ist von der Form

1

E(aonufk + .ot + Oékﬁu) = ﬁﬂf(tufka ’fh/fk) + ...+ 5k71f(ty71; 771/71) + 5kf(tm 771/)

Y
J/

g?;/ W(tufkvnufk:mytu:nl/;h)
Das ist eine k-Schritt Rekursion 7, g, ..., 7,1 — n,. Dieses Verfahren heift linear, weil die f(¢;,7;) und
die n; auf der linken Seite nur linear vorkommen. Es gilt > a; = 0, a5 # 0, ©(ty—k, To—ky -, Ly s h)
ist die Inkrementfunktion . Fiir dieses k-Schrittverfahren ist nur eine weitere f-Auswertung pro
Schritt erforderlich. Es werden aber k& — 1 Startwerte bendtigt. Falls 5, = 0 heiflit das Verfahren

explizit, fiir 5, # 0 implizit.

Beispiele:
Ny —1Nv—1 o ..
— = ftu—1,m,-1) explizites Eulerverfahren (6.20)
% = f(tu,n) implizites Eulerverfahren (6.21)
Fiir ap = 1, ap_1 = —1 und alle iibrigen «; = 0 erhélt man eine wichtige Spezialklasse von linearen

Mehrschrittverfahren (Adamsverfahren):

Ui _hnl/—l _ /80f<771/*k? Zf,,,k) 4+t Bk—lf(nuflj t,,,l) + ka(nl/a tu)'

Explizite Adamsverfahren (Adams-Bashford):

k ‘ Bo B Ba Bz Ba p

1 1 0 1

2] -3 3 0 2
5 16 23

3] % 15 n 0 3
9 37 59 55

Al-5 5 -3 5 0 4

Implizite Adamsverfahren (Adams-Moulton):

k?‘ Bo B B B3 Bs p

1 1
E o, 2
2| -5 i v 3
1 5 19 9
3 ‘ 24 24 24 24 4
g Jo w6 a6 oo mog
720 720 720 720 720

Beispiel: y’=y+t auf [0,1] mit y(0) =1
exakte Losung: y(t) = 2¢' — (¢t + 1), daher y(1) = 3.436563
Schrittweite: h = 0.2; jeweils 5 Schritte
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1. Implizites Adamsverfahren der Ordnung 2 (Trapezregel)

Nv+1 = Ny + 0-1(t1/+1 + Nv+1 + U + tl/)

t, [0 02 0,4 0,6 0,8 1
m | 1 1.2444 15877 2.0516 2.663 3.4548

2. Explizites Adamsverfahren der Ordnung 2:

M1 =My + 0-1<3(t1/ + 771/) - (tl/+1 + 77u+1))

t, |0 02 04 06 0,8 1
mo| 1 1.24 1572 2.0196 2.608 3.369

Eine wichtige Klasse von implziten Mehrschrittverfahren sind die Backward Differentiation For-
mulas (BDF).

Lokaler Diskretisierungsfehler:

k
b= 3 D@ tosrs) = Bif i -10) (6.22)
- % (sy(ty—ryi) — hBy (tu—k+i)))- (6.23)

Il
o

7

Die Konsistenz, also die Ordnung von [, ist bei Mehrschrittverfahren im Gegensatz zu Einschritt-
verfahren relativ einfach zu studieren (Theorie von Differenzengleichungen).

Prediktor-Korrektor Verfahren

Lasst sich die Gleichung fiir 7,41 des impliziten Verfahrens nicht explizit machen, dann kann man sie

durch ein Iterationsverfahren losen. Bei einem relativ genauen Startwert 7)1(,031 wird man schon durch

eine Iteration die Losung 7,11 der impliziten Gleichung ziemlich exakt erhalten. Den Startwert 7]1(,0+)1

bestimmt man mit einem expliziten Verfahren. Das ergibt z.B.:

771(/(321 = + g(S(f(tuyTlu) - f(tu—lnu—1>>

h
M+1 = Mo + E(5f(tV+17 771(/?21) + 8f<tw 771/) - f(tl/—la nu—l))

Die erste Gleichung heifit Prediktor, die zweite Korrektor, das Verfahren heifit Prediktor-Korrektor
Verfahren. (Aus den beiden Werten 77,(321 und 7,41 kann man den lokalen Fehler abschétzen.)
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