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Aufgabe 1. Im Folgenden sind verschiedene Probleme mit einem Zertifikat und einem
Zertifizierer gegeben. Uberlegen Sie sich, ob das Zertifikat und der Zertifizierer geeignet
sind, um zu zeigen, dass das gegebene Problem in NP ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

(a)

Problem: Gegeben sei ein kantengewichteter Graph G und eine Zahl k. Hat G
einen minimalen Spannbaum 7', sodass es keinen Knoten in T" gibt, dessen Grad
grofer als k ist?

Zertifikat: Ein Baum 7.

Zertifizierer: Uberpriife, ob T ein Spannbaum ist und es keinen Knoten in T
gibt, dessen Grad grofer als k ist. Berechne einen minimalen Spannbaum 7" via
Prims oder Kruskals Algorithmus und iiberpriife, ob das Gewicht von 7" gleich
dem Gewicht von T ist.

Problem: Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl z. Gibt es in G
einen Knoten mit Grad mindestens z7

Zertifikat: Ein leerer String.

Zertifizierer: Durchlaufe alle Knoten und iiberpriife, ob es einen vom Grad
mindestens z gibt.

Problem: Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl k. Ist k£ die mini-
male Anzahl an Farben, sodass es eine k-Féarbung von G gibt?

Zertifikat: Eine k-Farbung von G.

Zertifizierer: Uberpriife, ob keine zwei benachbarten Knoten die selbe Farbe
haben und ob es keine £ — 1-Farbung gibt.

Problem: Gegeben sei eine aussagenlogische Formel @ in konjunktiver Normal-
form. Ist ® unerfiillbar?

Zertifikat: Eine Wahrheitsbelegung f fiir die n Boole’schen Variablen, die &
erfiillt.

Zertifizierer: Uberpriife, ob f die Formel ® erfiillt.

Problem: Gegeben sei ein Graph G mit n Knoten und eine natiirliche Zahl
k < n. Gibt es ein Independent Set in G mit k& oder weniger Knoten?
Zertifikat: Ein Knoten v mit maximalem Grad in G.

Zertifizierer: Uberpriife, ob jeder Knoten in G héchstens den Grad von v hat.




Aufgabe 2. Seien A, B, C, D Ja/Nein-Probleme in NP und n die Eingabegrofie. An-
genommen, es gibt

e cine Reduktion von A auf B mit Laufzeit O(n?),
e cine Reduktion von B auf C mit Laufzeit O(4"),

e sowie eine Reduktion von B auf D mit Laufzeit O(n? - log(n)).
Beantworten/l16sen Sie die folgenden Fragen/Aufgabenstellungen:

(a) Geben Sie die engste obere Schranke fiir die Laufzeit einer Reduktion von A auf D in
O-Notation an, die sich aus diesen Annahmen ableiten ldsst und begriinden Sie Thre
Antwort.

(b) Nehmen Sie an, dass VERTEX COVER in polynomieller Zeit auf B reduziert werden
kann. Was folgt daraus fiir die Komplexitéit der Probleme A, B, C und D?

(c) Nehmen Sie an, C kann in nlog,(n) Zeit gelost werden. Geben Sie die engste obere
Schranke fiir die Laufzeit eines Algorithmus der A 16st in O-Notation an, die sich aus
diesen Annahmen ableiten ldsst und begriinden Sie Ihre Antwort.




Aufgabe 3. Gegeben ist eine Instanz I = (G,4) von VERTEX COVER mit dem unten
abgebildeten Eingabegraph G.

(a) Wenden Sie die in der Vorlesung besprochene Problemreduktion von VERTEX COVER
auf SET COVER an, um aus der Instanz I eine dquivalente Instanz I’ = (S, k') von
SET COVER zu erzeugen.

(b) Finden Sie in G ein Vertex Cover X mit 4 oder weniger Knoten. Verwenden Sie die
Reduktion, um X in eine Losung fiir I’ umzuwandeln.

€s




Aufgabe 4. Wir betrachten das aus der Vorlesung bekannte, NP-vollstdndige 3-SAT-
Problem. Sei ¢ eine ganze Zahl und ¢ > 3. Analog ist bei ¢-SAT eine KNF-Formel ¢
gegeben in der jede Klausel genau ¢ paarweise verschiedene Literale enthélt und wir
fragen, ob es eine erfiillende Belegung fiir ® gibt.

(a) Zeigen Sie formal, dass 4-SAT NP-vollstindig ist.

(b) Argumentieren Sie (informell geniigt), wie Sie zeigen koénnen, dass 5-SAT NP-
vollstandig ist.




Aufgabe 5. In der Vorlesung haben Sie das OpT-COLOR-Problem kennengelernt, bei
dem man die Knoten eines gegebenen Graphen mit der minimalen Anzahl von Farben so
farben soll, dass benachbarte Knoten nicht die gleiche Farbe besitzen. Auflerdem haben
Sie Intervallgraphen kennengelernt. Zur Erinnerung: Ein Intervallgraph ist ein Graph G =
(V, E) fur den eine Intervallmenge Z = {I, C R | v € V'} existiert, sodass in G eine Kante
zwischen zwei Knoten u,v € V existiert, genau dann wenn I, N I, # (). Der folgende
Graph G ist kein Intervallgraph.

a) Fiigen Sie eine Kante zu G hinzu, sodass er ein Intervallgraph G’ wird und geben Sie
eine entsprechende Intervallmenge an.

b) Wenden Sie den Algorithmus zur Fiarbung von Intervallgraphen aus der Vorlesung an,
um das OpPT-COLOR-Problem auf G’ aus Unteraufgabe @ zu 16sen.




Aufgabe 6. Wir betrachten die aus der Vorlesung bekannten Probleme 3-COLOR
und HAM-CYCLE. Sei auflerdem INTERVAL 3-COLOR die Einschrankung des 3-COLOR-
Problems auf Eingabegraphen die Intervallgraphen sind. Genauer gesagt, ist INTERVAL
3-COLOR das Problem, bei dem wir einen Intervallgraphen G zusammen mit einer ent-
sprechenden Intervallmenge gegeben haben und wir fragen, ob es eine Farbung von G
mit drei Farben gibt, bei der keine zwei benachbarten Knoten dieselbe Farbe haben.
Nehmen Sie an, dass P # NP gilt. Gelten nachfolgende Behauptungen? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

(a) INTERVAL 3-COLOR <p 3-COLOR
(b) 3-COLOR <p INTERVAL 3-COLOR

(¢) 3-CoLOR <p HAM-CYCLE




