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1 - Beispiel 4

Man finde alle Hiufungspunkte der Folge a, = (—1)" 4 cos"5"(n > 0).
n=0—1+cos(0) =2

nzl—)cosg:—l
n=2—14cosmt =0
n:3%0053§71:fl

n=4—14 cos2m = 2

Bereits hier sieht man die typische Folge 2, —1,0, —1.
Um dieses Verhalten genauer betrachten zu kénnen, bilden wir Teilfolgen:

(—1)", fir n > 0 — {—1,1} — U.(—1) A U-(1)

cos'gr: fiir n mod 4 =0 — 1
nmodd=1—0
nmod4d=2— —1
nmod4=3—0

—{=1,0,1} = Us(—1) ANU:(0) A Uc(1)

Abbildung 1: Cosinus



Nun kombinieren wir die beiden Teilfolgen, in unserem Falle durch Addition:
{1,-1,1,-1,1,-1,1,...}
+
{1,0,-1,0,1,0,—1,...}
{2,-1,0,-1,2,-1,0,...}

— U(0) ANU(—1) ANU(2)
Somit hat man die Haufungspunkte der Folge a,, bestimmt.
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Man zeige, dass a,, konvergiert, indem man zu beliebigem ¢ > 0 ein N(¢) angebe.

a, = smn—&—ncosn, n Z 1

Hierbei kann das Sandwich-Theorem niitzlich sein, da man bei Uberlagern von Sinus
und Cosinus erkennen kann, dass die Summe niemals grofler als 2 und kleiner als -2 sein
wird, also —2 < sinn + cosn < 2.

o

Abbildung 2: Cosinus und Sinus

Dividieren wir durch /n, so erhalten wir *T < w <Z,

n vn
Wir erkennen, dass sowohl der linke als auch der rechte Teil der Ungleichung gegen
0 konvergieren. Konsequent muss geméafl Sandwich-Theorem auch der mittlere Teil ge-
gen 0 konvergieren; wir haben somit eine Nullfolge. Man schreibt also lim,,_, a, = 0.

Folgendermafen gilt |a, — a] < € und in unserem Falle |% -0 <e.

Wir wissen, dass ohnehin gilt, dass sinn + cosn < 2, und durch a,, < % < ¢ folglich:
2
ﬁ <€
2 <e-\n
Zz < \/>
= <n
Man beachte aber, dass N € N; deshalb miissen wir aufrunden, wofiir wir die Ceiling-
Function benutzen. Als Ergebnis haben wir somit:
N(e) =[]

2

Definition: Eine reelle Zahl a heifit Grenzwert (Limes) von a,, falls in jeder e-Umgebung
von a fast alle Folgenglieder von a, liegen: Ye > 03N (e) € N¥n > N(¢) : |a, — a| < €.
Hierbei ist N(g) ein Index fir a,, ab welchem Folgenglied |a, — a| < e gilt.
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Seien (ayn)nen und (by, )nen zwei konvergente Folgen mit lim,, o0 a, = a und lim,, o0 by, =
b. Man zeige, dass die Folge (¢p)nen = (3ayn, — bn)nep auch konvergiert mit lim,, o ¢, =
¢ = 3a — b, indem man zu beliebigem ¢ > 0 ein N (¢) angebe.

Nehmen wir an, dass lim;,,_,, ¢, = ¢ = 3a — b, so kénnen wir davon ausgehen, dass fiir
ein bestimmtes N gilt, dass |¢, —c| < €. Folglich auch (umgekehrte Dreiecksungleichung):

|(3ayn, — by) — (3a — b)| = |(3a, — 3a) — (by, — b)| < |3an, — 3al + |b, —b| < e

So gelte also a, — a und b, — b. Fiir gegebenes ¢ > 0 gibt es daher N; und N,
sodass:

lan — a] < g fiir n > Ni; dann |3an—3a|<%:%
|bn — b| < 5 fiir n. > Ny

Daraus folgt schliellich, dass
|(3an, — 3a) — (by, —b)| < |3a, — 3a| + |b, — b| < € fiir alle n > maxz (N1, Na)

Vergleiche mit obiger Annahme!
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Seien (an)nen und (by)nen konvergente Folgen. Zeigen Sie, dass aus a, < b, fir alle
n € N immer lim,, o a, < lim,_ .o b, folgt. Lisst sich hier < durch < ersetzen?

So folgt also aus a,, < b, mit a,, — a, b, — b, dass a < b.

Am besten lasst sich dies durch einen indirekten Beweis veranschaulichen. So nehmen
wir an, dass a,, < b, — a > b.

Was bedeutet es, dass eine Folge a,, kleiner ist, als b,,? Die Folge a,, muss fiir alle n € N
kleiner sein, als b,. Konvergiert nun aber die kleinere Folge a, gegen einen gréfieren
Limes, als by, so wiirde dies unweigerlich dazu fiithren, dass a,, > b,, ein Widerspruch in
unserer Annahme! Betrachten wir dies auch in mathematischer Sicht:

Um sicher zu gehen, dass sich die U. NICHT iiberschneiden, nehmen wir € = “T_b an -

dies ist ein so kleiner Bereich, dass U.(a) # U.(b) und U.(a) > U.(b). Per Definitionem
existiert ein N1 € N, sodass |a, —a| < § und ein Ny € N, sodass |b, — b| < 5. Wenn nun
gilt, dass n > max{Ny, Na}:

an>a—6:a—(“T_b):aT+b=b+aT_b=b+e>bn

Wir sehen: a, > by, fir n > max(N1, Na2) ist ein direkter Widerspruch zu unserer
Annahme, dass stets a, < b,. Unser Beweis ist somit abgeschlossen.
SchlieBlich kann < nicht durch < ersetzt werden. So gilt etwa:

1 < %, siehe auch Abbildung 3.

1 . 1
n — 0, n2+1 — 0; n2+1



Abbildung 3: 2 > L
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Sei die Folge (an)nen rekursiv gegeben durch ag = 0 und
Ap+1 = apn + ﬁ,n > 0.

Man zeige (mit Hilfe vollstandiger Induktion)
an =1—3;

und bestimme den Grenzwert.

(i) Induktionsanfang:

n=0: a=0=1-g=1-1=0
(ii) Induktionsvoraussetzung:
anp =1-— 7}!
(iii) Induktionsbehauptung:
Unt1 =1 - ﬁ
(iv) Induktionsschritt:
Gn+1 = an+ Gy
V10t ot T)!
1kl n
(n+1)! T (nt1)!
1— (nil)!

Unser Induktionsschritt ist aquivalent zu unserer Induktionsbehauptung und der
Beweis ist abgeschlossen!

ad Grenzwert: Es ist offensichtlich, dass der Wert % mit zunehmendem n immer kleiner

wird, was zur Folge hat, dass lim,, (1 — %) =1.
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Man zeige, dass die Folge a,, uneigentlich konvergiert, indem man zu jedem A > 0 ein
N(A) angebe, sodass fir n > N(A) immer a, > A gilt.

n34+1
n = 73

Definition: Eine Folge (ay)n>0, deren Glieder beliebig grofl werden, d.h., fiir die gilt
VK > 03N(K) e Nvn > N(K) :a, > K,

heifit uneigentlich konvergent, und man schreibt lim,_, a,, = co.

Uneigentliche Konvergenz konnen wir dadurch beweisen, indem wir ein b, finden,
welches ebenso uneigentlich konvergiert, fiir das aber a,, > b, gilt - es konvergiert also
langsamer gegen oo als a,,. Finden wir hierfiir ein M (A) = A = my, sodass fir n > myg
immer b, > A gilt, kébnnen wir durch die Ungleichungskette a,, > b, > A behaupten,
dass M(A) auch fiir a,, gilt und somit zu N(A) gleichgesetzt werden kann.

Man setze nun b, = n?, wobei n # 1. Konsequent beweise man nun, dass a,, > b, gilt:
n3+1 2
w1 ="
n°+1 2
na o=t
n3+1-n2(n—1)
— 1 =20
n’+1-n3+n?

2n—l

% >0 — Zahler immer positiv
n—12>0
n>lAn#1=n>1

Wir sehen also, dass b, < a,, fir alle n > 1 gilt. Hieraus kénnen wir nun schlieflen, dass
N(A) = [A?] und der Beweis ist abgeschlossen.



