Endliche Automaten 1l

Grundziige digitaler Systeme

Vortrag von: Wolfgang Dvorak

Fakultat fiir Informatik
TU Wien
E-Mail: gdsQ@list.tuwien.ac.at

nformatics



Endliche Automaten

Endliche Automaten

Weitere Typen von Automaten
Transducer

Mealy-Automaten
Moore-Automaten

Biichi-Automaten
Umsetzung von Automaten als Schaltwerk

Modellierungsbeispiele




Transducer

Einfiihrendes Beispiel

Wir wollen zwei Binarzahlen addieren:

Als Eingabe bekommen wir von beiden Binarzahlen 001 0 1 1 =11y
jeweils eine Ziffer, beginnend beim LSB. 0 001 0 1 = by
Die Berechnung kommt mit endlichen vielen 0 1.0 0 0 0 =161

Zustanden aus (Ubertrag oder nicht) D

Wir missen die Ausgabe codieren

0/n 04 1
/0, 9/1,3/1 ) /0, 8/0,1/1

Ausgabe hangt von Zustand und Eingabe ab
Bei Ubergingen notieren wir Eingabe/Ausgabe



Endlicher Transducer

Endlicher Transducer
Sehr allgemeines Modell fiir endliche Automaten mit Ein- und Ausgabe

Ausgabe kann von Zustand und Eingabe abhangen
Nichtdeterministisches Verhalten

Ubergangsrelation
e-Uberginge
Mehrere Startzustiande

Mehrere Endzustande

Statt einer Sprache definiert der Automat eine Ubersetzungsrelation: Eingaben werden
(mogliche) Ausgaben zuordnet.



Transducer

Endlicher Transducer
wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,I,6,/, F), wobei
m Q, X, F... siehe DEAs
= ... Ausgabealphabet (output alphabet)
2 0CQx(Zu{e}) x (Tu{e}) x Q ... Ubergangsrelation
© 1 C Q... Anfangszustande

Erweiterte Ubergangsrelation 6* C Q@ x * x * x Q

6™ ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
» (g,e,e,q) € 6* firalle g € Q

u (q17 w, WI? Q2) S 5*7 (q2,5: S,a q3) €0 = (CI1, ws, Wls,: q3) € 0"
w,w' € ).

(s, €X,

Ubersetzungsrelation [A] C X* x I'*
[A] = {(w,w) e Z* x T | (i,w,w,f) € §* fireini € /undein f € F}




Beispiel: Binaraddition von rechts nach links

1
/0,91, 8/t 90, 3/0, 11

001 0 1 1 =114 1/0
0 001 0 1 = b5
010000

als Tupel: A = ({+0,+1}, {3, %, &, 1}, {0,1}, &, {+0}, {+0}), wobe

1
0 1 0 1

+0 | {(0,+0)} {(1,+0)} {(1,+0)} {(0,+1)}
{(1,+0)} {(0,+1)} {(0,+1)} {(1,+1)}

s ‘ 0 0 1

[Al ={(5,¢), (3,0), ($,1), (§:1),(38,00), (§9,01),..., (18,01), ..., (1818 0101), ...}

Hinweis: Die Ein- und Ausgabe beginnen mit den letzten Ziffern. Die Addition 0100 4+ 0111 = 1011 resultiert in der
Eingabe ?? % 8 und der Ausgabe 1101.



Binaraddition von links nach rechts

0010 1 1 =11y
00010 1 = 5
0100 00 =169
— 5
0/9 0/1 1
0/0:1/1.5/t Lo 9/0,6/0.1/1

. @ +0 ... kein Ubertrag
+1 ... Ubertrag
o/1

Achtung, Indeterminismus! Zustand ,,+0" besitzt bei Eingabe § zwei Folgezustinde, ebenso

Zustand ,,+1" bei Eingabe }.
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Mealy-Automaten

Mealy-Automaten
deterministische Automaten
mit Ausgabe
Ausgabe hangt von Zustand und Eingabe ab
Ein Anfangszustand
Keine expliziten Endzustinde

Alle Zustande verhalten sich wie Endzustande



Mealy-Automaten

Mealy-Automat

. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,T,4,,qo), wobei
n @, 2,9, qo ... siche DEAs

= ... Ausgabealphabet (output alphabet)

w7y QXX T ... Ausgabefunktion (output function)

Erweiterte Ubergangsfunktion §*: Q x ¥* — Q siehe DEA.

Erweiterte Ausgabefunktion v*: @ x ¥* — I'*
v*(g,e) =¢ firallege Q,se X, weX*
7*(q7 SW) = 7(q7 S) : 7*(5((]7 5)7 W)

Ubersetzungsfunktion [A]: ¥* s I*

[Al(w) = 7" (q0, w)




Mealy-Automaten sind ein Spezialfall von Transducern:

Nur ein Anfangszustand: | = {qo}

Die Ubergangsrelation ist deterministisch:
Der Folgezustand 4(q, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
Keine e-Ubergange

Relationstupel: (g, s,7(q,s),d(q,s))

Alle Zustande sind Endzustidnde: F = @

Detektor fiir fallende Flanken
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe ein Wechsel von 1 auf 0 stattfindet.

0/0 1/0

0 1/0 0O
i, w: 00110001010 - -
@ A& [A](w): 000010001010 - -

0/1




Detektor fiir 111-Blocke
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe drei ler aufeinander folgen.

0/0 0/0 1/1

&m w: 00110111110101110- - -
&)\ ¢ [A](w): 00000001110000010 - - -
0/0

(1:2)-(0,1)-RLL-Encoder als Mealy-Automat
A = ({a, b}, {0,1}, {01,10,11}, 4, v, a)

0/01 0/10
5lo 1 ~y]o 1 1/10 N
ala b a|ot 10 _’C%i—\/@
blb a bl10 11
1/11
w: e 0O 1 00 10 01 11 000 100

[A[(w): ¢ 01 10 0101 1010 0110 1011 010101 101010
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Moore-Automaten

Moore-Automaten
deterministische Automaten
mit Ausgabe
Ausgabe hangt vom momentanen Zustand ab
Ein Anfangszustand
Keine expliziten Endzustinde

Alle Zustande verhalten sich wie Endzustande



Moore-Automat
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,T,4,7,qo), wobei
n @, %, 9, qo ... siche DEAs
= ... Ausgabealphabet (output alphabet)

w7y QT ... Ausgabefunktion (output function)

(Mealy: v: Q x £ +—1T)
Erweiterte Ubergangsfunktion §*: Q x ¥* — Q siehe DEA.

Erweiterte Ausgabefunktion v*: @ x ¥* — I'*

v*(g,€) = v(q) firalege @, sey, wex*
(g, sw) = v(q) - v*(0(q,s), w)

(Mealy: v*(q,sw) = v(q,s) - v*(d(q, s), w) und v*(q,£) =€)

Ubersetzungsfunktion [A]: X* s I*

[Al(w) = 7" (q0, w)




Moore-Automaten sind (fast) ein Spezialfall von Transducern:
Nur ein Anfangszustand: / = {qo}
Alle Ubergange in einen Zustand geben dasselbe Symbol aus.
Die Ubergangsrelation ist deterministisch:
Der Folgezustand 4(q, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
Keine e-Ubergange
Relationstupel: (q,s,7v(q),0(q,s))
Alle Zustande sind Endzustande: F = Q
Vergleich von Moore- und Mealy-Automaten

Die Ausgabe erfolgt

... bei Moore-Automaten durch den momentanen Zustand.
... bei Mealy-Automaten beim Zustandswechsel, der durch Ursprungszustand und Eingabe

festgelegt ist.
Moore- und Mealy-Automaten besitzen dieselbe Ausdrucksstarke, sind aber schwacher als
Transducer.
Moore-Automaten haben in der Regel mehr Zustidnde als Mealy-Automaten.



(1 : 2)-(0,1)-RLL-Encoder als Moore-Automat
= ({a1, a2, b}, {0,1}, {01, 10,11}, 6, 7,

5 | 0 1 7 |
dy | a1 b a; | 01
al|la b a | 11

b|b a b | 10

w: € O 1 00 10 01 --- 100

[A](w): 01 0101 0110 010101 011010 0110 --- 01101010

Zum Vergleich: Mealy-Automat
s Y 0/01 0/10

slo 1 Ao 1 1/10
ala b alol 10 __,(E%y//—‘\*
b|b a b|10 11

1/11




Detektor fiir fallende Flanken
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe ein Wechsel von 1 auf 0 stattfindet.

0 1
1
0
a 0 b w: 00110001010 --
0o/

1 o/ [A](w): 000001000101 -- -

>
>

Detektor fur 111-Blocke

Ausgabe 1, wenn in der Eingabe drei ler aufeinander folgen.
0

1

w: 00110111110101110---

[ 4 1 ‘m 1/ a 1 /@ Eiime
"\ 0 Lo o 1 w): 000000001110000010 - - -
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Buchi-Automaten

Deterministischer Blichi-Automat

. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, ¥, 4, qo, F), wobei
m Q, %, 0, g0, F wie bei DEAs definiert sind.

Y“ ... Menge aller unendlichen Wérter (= w-Worter) tiber X

Akzeptanz von Wortern

Ein deterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort s1s5s3 -+ € X, wenn es Zustande
qo, g1, G2, q3, - - - € Q gibt, sodass

m go € Q der Startzustand ist,

= 0(qi-1,s;) = q; fir alle i € N gilt und

= es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache

L(A) ={w e X | w wird von A akzeptiert }




Verkehrsampel
SO0
a —> C
N
g e
“®+Q®
Liveness: Der Automat akzeptiert genau jene Woérter aus {a,...,h}*, bei denen es immer
wieder griin wird.




Nichtdeterministischer Blchi-Automat

. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, ¥, 4, [, F), wobei
n Q, X, F ... siche DEA

m I C Q... Anfangszustiande

= 8§ C QXX x Q... Ubergangsrelation

Akzeptanz von Wortern

Ein nichtdeterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort sys5s53 -+ € X%, wenn es
Zustande qo, 91, G2, g3, - - € Q gibt, sodass

» go € Q ein Startzustand ist (go € /),
» (gi-1,si,qi) € ¢ fur alle i € N gilt und
= es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A)={weX¥|w wird von A akzeptiert }




Nur endlich viele 1ler

Gesucht: Ein Biichi-Automat, der genau jene w-Worter tiber {0, 1} akzeptiert, die nur eine
endliche Anzahl an lern enthalten.

0,1 0

()

Kein deterministischer Biichi-Automaten akzeptiert diese Sprache.
—> Nichtdeterministische Bilichi-Automaten sind ausdrucksstarker als deterministische!
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Schaltnetze vs. Schaltwerke

Schaltnetz

Eine Funktionseinheit zum Verarbeiten von
Schaltvariablen,deren Wert am Ausgang zu
irgendeinem Zeitpunkt nur vom Wert am Eingang
zu diesem Zeitpunkt abhangt.”
[DIN44300,ISO/IEC2382]

Schaltwerk

Eine Funktionseinheit zum Verarbeiten von
Schaltvariablen, wobei der Wert am Ausgang zu
einem bestimmten Zeitpunkt abhéngt von den
Werten am Eingang zu diesem und endlich vielen
vorangegangenen Zeitpunkten.
[DIN44300,ISO/IEC2382]

e
€3

Schaltnetz

a

ag

e —
e —

Schaltnetz

Taktsignal ——

Speicherglieder




Schaltwerke

= Konzept - Eingdnge werden auf Ausginge abgebildet

Eingang Ausgang




Schaltwerke

= Dabei wird ein interner Zustand gespeichert

Eingang

Zustandsspeicher

Ausgang




Schaltwerke

m Zustandswechsel hangen von den Eingéngen ...

Eingang

e

Ubergangs-
funktion
zwischen
Zustanden

Zustandsspeicher

Ausgang




Schaltwerke

= ... und vom aktuellen Zustand ab

Ubergangs- Zustandsspeicher

funktion >
zwischen
Zustanden

— Ausgang

e




Schaltwerke

= Ausgiange werden von Ausgangsfunktion gesteuert

Eingang

e

Ubergangs-
funktion
zwischen
Zustanden

Zustandsspeicher

Ausgangs-
funktion

Ausgang




Schaltwerke

» Ausgangsfunktion hangt vom Zustand ab
— Moore-Schaltwerk

Eingang

e

Ubergangs-
funktion
zwischen
Zustanden

Zustandsspeicher

>

Ausgangs-
funktion

Ausgang




Schaltwerke

n Ausgangsfunktion hangt vom Zustand und Eingang ab
— Mealy-Schaltwerk

Eingang

Ubergangs-
funktion
zwischen
Zustanden

Zustandsspeicher

o~

>

Ausgangs-
funktion

Ausgang



Automaten als Schaltwerke

Mealy-Schaltwerk Moore-Schaltwerk
— —_— T bt
inpu? i inpaats — ] — ||
= B i —
_:J Q— 7 i G cutputs
;:’_“b M9 % conh canh
o : ;
= oge 1 1) gl logie
a4 25 o—
- K @
T -
! o o G
= | 9 ||
e o K &

»inputs" stammen aus dem Eingabealphabet X~

»outputs” stammen aus dem Ausgabealphabet I

Flip-Flops speichern den Zustand aus Q; Reset: Anfangszustand qg
~combination logic": realisiert die Ubergangsfunktionen & und ~.

Graphiken: Ken Reid, Indiana University — Purdue University Indianapolis



Miinzautomat: Aufgabenstellung

Eingabe:

Einwurfschlitze fir 5 (F) und 10 (Z) Cent Miinzen

gleichzeitiger Einwurf moglich

Geldriickgabetaste (R)

Einwurf und gleichzeitiges Bestatigen von R méglich

Ausgabe:
Ware (W) kostet 15 Cent

bei Uberbezahlung wird gesamtes Geld kassiert

bei Storno (St) wird eingeworfenes Geld riickerstattet

I N T
|

Schaltwerk

—ST




Miinzautomat: Entwurf des Zustandsgraphen

Eingabebitmuster: FZR, Ausgabebitmuster: WSt
XX1

000 000 XXI

‘ ’ 010

Idle 100 Five 100 Ten

00
0 00




Miinzautomat: Zustandscodierung

Wir miissen den Zustand Binarcodieren um diesen speichern zu kénnen:

1-hot Codierung

S1 S2 S3 S34 Sy
Idle 1 0 0 0 O
Five 0O 1 0 0 O
Ten 0O 0 1 0 O
Paid 0O 0 0o 1 0
Cancel | O 0 0 0 1

Dichte Codierung

d dr ds
Idle 0O 0 O
Five 0O 0 1
Ten 0O 1 0
Paid 0o 1 1
Cancel |1 0 O




ionen

Ubergangsfunktion als boolesche Funkt

Miinzautomat

Ubergangsfunktion

Ausgabefunktion

55‘ST W

S3 S4

S2

S1

S5

s4

S3

S2

S1




Miinzautomat: Fazit

Wir verwenden 5 JK-Flipflops um die Zustiande
zu speichern

npts —d Q — ||

Sei s; der gespeicherte Wert der am Ausgang pu% e o i
Q des i-ten JK-Flipflops anliegt = [, cond

logi logi
Sei s/ der Wert der bei der nachsten positiven = S =
Taktflanke in das i-te JK-Flipflop gespeichert b
wird.
Die Ubergangsfunktion kénnen wir jetzt als | 0 o
Schaltnetz mit input s, s», s3, 54, S5, F, Z, R % ab
und output si, sb, s5, s, st, ST, W realisieren.

Die Ausgabefunktion kénnen wir jetzt als
Schaltnetz mit input s1, s, s3, sS4, S5, und
output ST, W realisieren.



Zusammenfassung

Transducer
als endliche Automaten mit Ein- & Ausgabe
Deterministische Transducer

Mealy-Automaten: Ausgabe hangt von Eingabe und Zustand ab
Moore-Automaten: Ausgabe hangt nur von Zustand ab

Bichi-Automaten

Umsetzung von Automaten als Schaltwerk



