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Boolesche Algebra & Boolesche Funktionen — Ubersicht



Boolesche Algebra

Der englische Mathematiker George
Boole (1815-1864) versuchte, Logik
formal auszudriicken

Entwickelte dazu 1847 die Algebra
der Logik: ,Boolesche Algebra“

Diese arbeitet mit den Werten
falsche Aussage und wahre Aussage

Abbildung auf 0 und 1

The class X *

The class not-X 1-=x

All Xs are Ys} ey

All Ys are Xs

All Xs are Ys z(l-y)=0
No Xs are Ys 2y =0

All Ys are Xs } .
Some Xsare Ys ¥~
No Ys are Xs
= =p(l -z
Somenot-XsareY “}y ( )
v=2zy
Some Xs are Y  {or ve=vy
orex(l-y)=0
v=z(l-y)
Some Xsare not Ys{ or vz =v(1-y)
or rxy =0

vz = some Xs
v(l-x)=0

v (1 - ) = some not-Xs
ve=0.

v = some Xs or some Y&
vz = some Xs, vy = some Ys
?(l-2)=0,2(1-y)=0.

v = some Xs, or some not-Ys
vz = some Xs, v (1 -y) = some not-Ys
v(l-x)=0,ey=0



Operationen der Booleschen Algebra

Notation andere Schreibweise = Bezeichnung
a L& AND, UND }B/na're Operation (2 Operanden)
\Y + OR, ODER
- Uberstreichung (€) NOT, NICHT | Unére Operation (1 Operand)
alb anb aVvb -a
Alo 1 Vi]o 1 - | 0j0 o 0 1
00 O 010 1 011 0|1 0 1 1
110 1 1171 1 110 110 0 1 0
111 1 1 0

Operatorrangfolge: — vor A vor V



Boolesche Algebra & Boolesche Funktionen — Ubersicht



Gesetze der Booleschen Algebra

Kommutativgesetz

xXVy=yVx

XAy =yAX Idempotenz
Assoziativgesetz (X Ax)=x

(xVy)Vz=xV(yVz) (xVx)=x

(XAYy)NzZ=xAN(yAZz) Doppelnegation
Distributivgesetz ——X = X

xAN(yVz)=(xAy)V(xAZz) Weitere Gesetze

XV (yAz)=(xVy)A(xVz) 0V x=xbzw. 1AXx=x

Absorptionsgesetz xV-x=1hzw. x A=x =0
XV(XAy)=x
XA (xVy)=x



Gesetze der Booleschen Algebra

Beweise: Aus (x Ay =0) und (xVy = 1) folgt (y = —x)
Dies kann folgendermalien gezeigt werden:
y=yVvo0
=y V(xXA-x)
= VX)A(yV-x)
(y V x) =1 setzen:
y=1A(yV-x)=yV-x
AuBerdem:

-Xx=-xVO0
=-xV(xXAy)
=(—xVXx)A(=xVy)
=1A(—xVy)
=XVy=yV-x

Woraus die Gleichheit (y = —x) folgt



Gesetze der Booleschen Algebra

De Morgan

Die de Morganschen Gesetze:
S(xVy)=-xA-y
(X Ay)=-xV-y

Man kann die de Morganschen Gesetze mittels Wahrheitstabelle beweisen:

y xAy =(xAy) -x -y —xV-oy
0o

1

—|—| ool X

1 0
0 0
1 1

0

0




Gesetze der Booleschen Algebra
Erweiterung des Gesetzes von de Morgan auf n Variablen:
n
Xx1VXxXoVx3V...VX,= \/X,‘
i=1

bzw.

n
XA AN AXe = [\ X
i=1

Durch vollstandige Induktion nach n erhalten wir dann:

bzw.



Boolesche Algebra & Boolesche Funktionen — Ubersicht



Funktionen iiber der Booleschen Algebra

Seie €{0,1} firi=1,2,...,nund sei a € {0,1}
Betrachte Funktion

Fir n = 1: Eine Eingangsvariable e wird auf die Ausgangsvariable a, abgebildet
Tabelle definiert vier verschiedene Funktionen f, j: (e) = (a1;) fir j=0, ..., 4
Logische Funktionen mit einer Eingangsvariablen und einer Ausgangsvariablen
Beispiel zum Lesen der Tabelle: f; 5 erfiillt f15(0) =1 und f12(1) =0

e: |01
J a;; = fj(e) | Funktionstyp
0| Ao | O0|0]| a0=0 Nullfunktion
1 f1.1 0 1 dii1==¢€ Identitat
2| o | 1|0 | ap=ne Negation
3| A3 |1 |1 | a3=1 Einsfunktion




Funktionen iiber der Booleschen Algebra

Funktionen mit zwei Eingangsvariablen

Erweiterung der Tabelle auf mehr als eine Variable:
Die Funktion f; 5 (XOR) erfiillt:

f6(0,0) =0
fis(1,0) =1
fi6(0,1) =1
fie(1,1)=0

e: | 00|11
J aj = hjlel, &) Name
6 e |O|1|1]0 \ ae=(e1Ve)A-(e1 Ae) =e # e | Antivalenz, XOR, @, #, ¢, &

Anhand solcher Tabellen kann man sehen (siehe nachster Slide), dass es gibt nur 16
verschiedene Funktionen lber zwei Variablen gibt

e1:o101‘




Funktionen iiber der Booleschen Algebra

Funktionen mit zwei Eingangsvariablen

et:|0|1]0]|1
e: 01011
J ayj = frj(e1, &) Name
0 f0 |0[0]0|0]| ag=0 Nullfunktion, L
1 for1 |O0]0|0|1]|ai1=€eANe Konjunktion, AND, A
2 b0 |00 1]|0]| as=-e1ANex=¢€17% & Inhibition von e,
3 b3 |0|0]1]|1]asz=e |dentitat von e,
4 foq |0]1|0|0|as=e1AN—e=¢e £ 6& Inhibition von e;
5 5 |0]1|0]1]as=e Identitat von e;
6 be |0]1|1]0]ame=(arVe)r-(ethe)=e Ze Antivalenz, XOR, @, #, ¢, &
7 b7 |0]1]|1|1]|a7=eVe Disjunktion, OR, Vv
8 s |1]0|0]0|ag=—eA-e=-(aaVe)=ele |NOR, |
9 fbo |1]0|0]|1 ] amg=(e1Ae)Va(erVe)=e<e Aquivalenz, =, <, &
10| 10| 1|0|1|0]| asig=—e1 Negation von e;
11| fHh11 |1|0|1|1|ann=—eVe=e=e¢e Implikation, D, —, =
12 | 12| 1|1 [0]0| axip=—6e Negation von e,
13| fhi3 |1 |1|0|1|apz=eVe=e<e Replikation, C, «, <
14 | 14 | 1| 1| 1[0 | ap14 =61V e = —\(81 A 62) =e; T e | NAND, 1
15| fHhis [ 1|1 |11 a5=1 Einsfunktion, T




Funktionen iiber der Booleschen Algebra
Implikation (oder Subjunktion)

Symbol: ,,=" bzw. ,—" bzw. , D"
(e1 = eo) entspricht dem Ausdruck (—e; V &)

€1 | & €1 = e
00 1
0|1 1
110 0
111 1




Funktionen iiber der Booleschen Algebra

Aquivalenz (oder Bijunktion)

Symbol: <" bzw. ,, <" bzw. ,,="
(e1 < ep) entspricht dem Ausdruck (e; = ex) A (e2 = e1)

—e1Ve —-6eVe

€1 | & €1 = 6 €& = €1 €1 < 62
010 1 1 1
0|1 1 0 0
110 0 1 0
1 1 1 1 1




Funktionen iiber der Booleschen Algebra
NAND und NOR

NAND (NOT AND, verneintes UND)

(e1 NAND e5) entspricht dem Ausdruck —(e; A )
NOR (NOT OR, verneintes ODER)

(e1 NOR &) entspricht dem Ausdruck —(e; V )

e1 | & e NAND e e; NOR e
010 1 1
01 1 0
110 1 0
1|1 0 0




Funktionen iiber der Booleschen Algebra

Tautologie

Tautologie: Formel, die immer 1 liefert (egal, wie Variablen belegt sind)
Giiltige Formel

Beispiele: (e1 V —e1), (e=e€), (e1 N &) = e

Aufstellen der Wahrheitstabellen:

e1 | &2 eNe (e1ANe)= e
elev-e e=e 0|0 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 0 0 1

1 1 1 1




Funktionen iiber der Booleschen Algebra
Kontradiktion

Kontradiktion: Formel, die immer 0 liefert (egal, wie Variablen belegt sind)
Unerfiillbare Formel

Beispiele: (e A —e), (e & —e)
e| e eN—-e e& e

1 0 0
110 0 0




Funktionen iiber der Booleschen Algebra
Funktionale Vollstandigkeit

Definition Funktionale Vollstandigkeit

Eine Teilmenge der Booleschen Funktionen ist funktional vollstandig, wenn alle Booleschen
Funktionen durch Kombinationen dieser Funktionen ausgedriickt werden konnen.

Beispiele fiir funktional vollstandige Mengen:

= Die Menge {—, A, V} ist funktional vollstandig.

mzB:(x=y) = (-xVy)

= Die Menge {—, A} ist funktional vollstandig.



Funktionen iiber der Booleschen Algebra
Funktionale Vollstandigkeit

Satz: Die Menge {—, A} ist funktional vollstandig.
Beweis:
Wir wissen, dass die Menge {—, A, V} vollstandig ist
Es genligt also zu zeigen, dass V mit Hilfe von = und A ausgedriickt werden kann
Behauptung: Es gilt x V y = =(=x A -y)
Das konnen wir mit einer Wahrheitstafel tiberpriifen:

1 0

= = O O| X
— O~ Ol<
OO = =
O~ O -

0 1
0 1
0 1



Funktionen iiber der Booleschen Algebra
Funktionale Vollstandigkeit

Satz: Die Menge {NAND} ist funktional vollstandig.

Beweis:

{=, A} ist funktional vollstandig (siehe vorheriger Slide)
—=x = x NAND x

xAy==(=(xAy))=-(xNANDy) = (x NAND y) NAND(x NAND y)
Praktisch relevant: NAND ist einfach als Halbleiter-Schaltkreis realisierbar
Somit ist jede logische Funktion als Schaltkreis realisierbar

Die Mengen {NOR}, {—,V}, {—,=} und {=, L} sind ebenfalls funktional vollstandig



Normalformen

Eine Normalform ist

= eine Einschrankung auf der Syntax, sodass

= jede beliebige Formel in eine semantisch aquivalente Formel in Normalform umgewandelt
werden kann.

= Vereinfacht die (maschinelle) Verarbeitung von logischen Formeln
= Viele Verfahren/Tools setzen voraus, dass Formeln in einer bestimmten Normalform sind

Definition

Eine Formel ist in Negationsnormalform (NNF), wenn nur A, Vv, - verwendet werden und
Negationen nur direkt vor Variablen stehen.

Beispiel: e1 V (—ex A (—e1 V e3))



Normalformen

Konjunktive Normalform

Literal: Unter Literalen verstehen wir
» Variablen x und
= negierte Variablen —x

Definition

Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist. F ist also von folgender Form (L;; Literale):

F=(Lli1V---VLim)AN--ANLp1V---VLim,)

Beispiele:
m (mavVb)A(aV-cVd)A-b
m (maVvVxV-oacVvd)A(=bV-y)



Normalformen

Disjunktive Normalform

Definition

Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist. F ist also von folgender Form (L;; Literale):

F:(L]_’]_/\/\Llyml)\/'v(Lnll/\'/\Ln'mn)

Beispiele:
m(mavb)A(av-cvd)A-b (KNF)
m(maAbACc)V(aN-cAd) (DNF)
w —aAbAc (DNF, KNF)
m-avVbVe (DNF, KNF)
m(mavbvcec)A(av(bAd)) 0

Jede Formel kann in eine semantisch dquivalente KNF (bzw. DNF) transformiert werden.



Normalformen
kanonische KNF/ DNF

= Volldisjunktion bzw. Maxterm: Disjunktion von Literalen tber alle Variablen
m Vollkonjunktion bzw. Minterm: Konjunktion von Literalen iber alle Variablen

Definition

Eine Formel ist in kanonischer konjunktiver Normalform (KKNF), wenn sie eine
Konjunktion von paarweise verschiedenen Volldisjunktionen ist.

Bsp: f(e1, e, e3,e1) = (e1 Ve VesV—e)A(—erV-eVesVe,)

Definition

Eine Formel ist in kanonischer disjunktiver Normalform (KDNF), wenn sie eine
Disjunktion von paarweise verschiedenen Vollkonjunktionen ist.

Bsp: f(e1, e, e3,€1) = (e1 A—ex A es A —eq) V (mer A—ex A es A —ey)



Normalformen

Beispiel: von der Wahrheitstabelle zu Normalformen

ee e e f(ey, e e3) / Minterm
0O 0 O 0
0O 0 1 0
0O 1 O 1 —e; A ey N\ e
0 1 1 1 —e1 A\ e A e3
1 0 O 0
1 0 1 1 e1 N\ e A es
1 1 O 1 e1 N\ e A\ e
1 1 1 1 e1\ e A es
f(e1, e, 6)=
=(e1Ve)A(eVes) (min. KNF)
:(ﬁe1 N e A ﬁe3) V (ﬁel VAN WA 63) V (6’1 VANRICH WA 63) V
(€1A6‘2/\ﬁ€3)\/(61A6‘2/\€3) (KDNF)

=(e1Ne3) Ve (min. DNF)



Normalformen

Konjunktive und Disjunktive Normalform - Beispiele
Zwei Beispiele wie man eine Formel in KNF umformen kann:

(ANB) = (C)

(~(AAB) Vv C) (Definition von =)
((FAV=B)V C) (de Morgan)

(mAvV =BV () (Assoziativitat)

Cs (AANB)
(C=(AAB)AN({(ANB)= () (Definition von <)
(nCV((AANB)AN(CV=(AAB)) (Definition von =)
(=CV((AAB)A(CV(=AV-B)) (de Morgan)
(CV((AAB)AN(CV-AV-B) (Assoziativitat)
(mCVAAN(=CVB))AN(CV-AV-B) (Distributivitat)
(=CVAA(=CVB)AN(CV-AV-B) (Assoziativitat)



Normalformen

Konjunktive und Disjunktive Normalform - Algorithmus

Diese Schritte lassen sich auch in einen Algorithmus fassen der eine Formel F in eine
semantisch aquivalente KNF umwandelt.

Ersetze alle Junktoren durch A, V und —.
n Ersetze G < H durch (G = H)A(H = G)
n Ersetze G = H durch (=G V H)
" ...
Iteriere das Folgende solange wie moglich
n Ersetze -—G durch G
n Ersetze =(G A H) durch (=G V —H)
n Ersetze =(G Vv H) durch (=G A —=H)
Iteriere das Folgende solange wie mdglich
n Ersetze (GV(HA) und ((HA 1)V G) durch ((GV H)A (G V)

Ersetze" liest sich als ,Ersetze alle Teilformeln der Form“



Boolesche Algebra & Boolesche Funktionen — Ubersicht

o

o |f-Then-Else (ITE) Darstellung
@ Bindre Entscheidungsdiagramme / Binary Decision Diagrams (BDDs)



Reprasentation Boolescher Funktionen

Wie kann man Boolesche Funktionen reprasentieren und priifen, ob zwei Formeln
dquivalent sind?

Wahrheitstabelle

“Semantische Methode”

Siehe zum Beispiel Slides 17 und 19

Nachteil: Fir n Variablen haben wir 27 Zeilen in der Wahrheitstabelle
Wir haben immer 2" viele Zeilen
Nur anwendbar, wenn n klein ist

Textuelle Darstellung

“Algebraische Methode”

Darstellung der Formel und Vereinfachung mittels algebraischer Regeln
Beispielweise Umwandlung in Normalform mittels Algorithmus von Slide 28

Nachteil: Vereinfachung umstandlich

Jede Anwendung des Distributivgesetz kann Formellange potentiell verdoppeln
Im schlimmsten Fall exponentiell (in n) lange Formeln
In manchen Fallen funktioniert Vereinfachung aber gut



Reprasentation Boolescher Funktionen

Tools zur Vereinfachung

Bauen auf konjunktiver oder disjunktiver Normalform auf
Fiir manche Boolesche Funktionen suboptimal

Eigenschaften anderer Darstellungen:

Besser geeignet fiir Vereinfachungen

— KV-Diagramme (Karnaugh-Veitch-Diagramme, Karnaugh map)
Geeignet zur Implementierung in Software (Hochsprache, Maschinencode)
— If-Then-Else (ITE)

Kompakte Darstellung, bei der Operationen direkt ausgefiihrt werden

— Bindre Entscheidungsdiagramme (Binary Decision Diagrams, BDDs)



ITE-Darstellung Boolescher Funktionen

Darstellung mittels If-Then-Else (ITE)
Zum Beispiel: (a A —=b) V —a dargestellt als
if (a == true) then
if (b == true) then
false
else
true
else
true

Geeignet zur Implementierung in Software (Hochsprache, Maschinencode)

Ableitbar aus Binary Decision Diagram



Wahrheitstabelle und ITE-Form

Einfiihrung des ITE Operators
ITE(a, b, ¢) kann interpretiert werden als if (a == true) then b else c
Darstellung Boolescher Operatoren
a=I1TE(a,1,0)
aAb=ITE(a, b,0)
—-a=ITE(a,0,1)
aVvVb=ITE(a,1,b)
Umwandlung von Disjunktiver-/Konjunktiver Normalform in ITE
Basiert auf Shannon-Zerlegung



Wahrheitstabelle und ITE-Form

if (a == true) then
if (b == true) then
if (¢ == true) then
else O

o Ol
»—t‘Oﬁ

else
if (c == true) then
else O
else
if (b == true) then
if (¢ == true) then
else 1

O Ol =

H R, PR RO OO0 0O0Ow

— O~ Olrk kr O Ol

=
»—-‘o

else
if (c == true) then
else O



Vereinfachung von Formeln: Motivation

Betrachten wir folgende Formel:

f=(avbVvcVvd)A(aVxVyVz)
A(@aV-xV-wVz)A(aV-xV-cV-z)
AN(=bVXxVcV-ax)A(=bV-yVeVg)
AN(=bVyVeV-g)A(=bVyVeVqg)

Auf den ersten Blick nicht klar, ob Formel erfiillbar ist oder nicht
Trick: Variablenwerte “raten” und Werte einsetzen
Beispiel: Wir setzen oben a = 1:

F=1IAIALIALIA(=bVXVCV-X)A(mbV-yVeVg)
A(=bVyVeVv-g)A(=bVyVeVg)

Beispiel: Wenn wir nun b = 0 raten, erhalten wir f =1
Die Funktionen, die durch das “Einsetzen” von einzelnen Variablen entstehen, nennt man
Kofaktoren (siehe nachster Slide)



Kofaktoren

Sei f: {0,1}" — {0, 1} eine Boolesche Funktion und betrachte f(xi, ..., Xp)
Definiere Kofaktor £ 1 von f nach x; = 1 durch

fi.1 ist die Funktion, die man erhdlt, wenn man x; = 1 in f einsetzt
Beispiel: Fir f = (avbVcVvd)A(aVxVyVz)A(=bVyVeVg)gilt

far=(AVbVeVvd)A(LVXVYyVzZ)A(=bVyVeVg)
=1A1A(=bVyVeV-g)=(=-bVyVeVg)

Entsprechend heifit f,, o Kofaktor von f nach x; =0

fX,,O(X].! e ,Xjf]_,X,',Xj+]_, e vXn) = f(Xl, e ,Xjf]_,O,Xj+]_, e an)

fy.0 ist die Funktion, die man erhalt, wenn man x; = 0 in f einsetzt
Beispiel: Fiir f wie oben gilt:
fro=(@VvbVvcvd)A(avxVyVz)A(=0VyVeVg)
=(avbvcVvd)A(avVvxVyV2z)



Shannon-Zerlegung

Fiir jede Formel f gilt die Shannon-Zerlegung: f = (x; A fi, 1) V (=x; A £, 0)
Xi N\ fy, 1 entspricht dem Fall wenn x; =1
—X; A fy, 0 entspricht dem Fall wenn x; =0
Interpretation:
Wir fixieren x; = 1 und verwenden Kofaktor f,, 1 oder wir fixieren x; = 0 und verwenden
Kofaktor f;0

Erlaubt das “systematische Explorieren” von Variablenwerten
Besonders hilfreich fiir Variablen, die haufig vorkommen

Ist das gleiche wie ITE(x;, fi.1, fx.0)



Shannon-Zerlegung - Beispiel

Berechne Shannon-Zerlegung von f:
f=(aNnbA-c)V(manbAc)V(aA-bAc)V(aAbACc)
= (anfa1) V(maAfipo)
g = fa1=(bAc)V(bAc)
h:= foo=(bA—-c)V(bAc)
Jetzt Shannon-Zerlegungen von g = f;1 und von h = f, o nach b berechnen:

g:(b/\\c/)\/(ﬁb/\\c/):/TE(b,c,c):c

9b,1 9b,0
h=(bA(=cVec)V(-bA 0 )=ITE(b1,0)=0b
————— ?/
hp,1 b0

Jetzt Darstellung mit Hilfe von ITE-Statements:
f=ITE(a,fa1,f0)
=1ITE(a,g,h)
=ITE(a,c, b)



Binare Entscheidungsdiagramme / Binary Decision Diagrams
(BDD)

Binare Entscheidungsdiagramme sind eine weitere Darstellung von Booleschen
Funktionen
Englisch: Binary Decision Diagrams (BDD)
Boolesche Funktionen werden als Flussdiagramm dargestellt, das Auswertung der Funktion
erlaubt
Fiihrt teilweise zu schnellerer Auswertung von Funktionen
Kann auch als Form der Komprimierung der Booleschen Funktion angesehen sehen



BDD — Beispiel

f=(Ac)V(—-aAb)

Negation auf der Kante
—— nicht negiert
----> negiert

Pro ,,Ebene” eine Variable
(hier zuféllig: pro Ebene ein Knoten)




BDD - Erstellung

Grundsatzlich zwei Moglichkeiten BDDs zu erstellen:
Ausgehend von Entscheidungsbaum (Decision Tree) + Vereinfachung
Aus Wahrheitstabelle mit sog. Beads (basiert auf Shannon-Zerlegung)



Decision Tree
Beispiel von Folie 34
Negation auf der Kante
—— nicht negiert
----> negiert




BDD - Reduction Rules

Umwandlung eines Decision Trees in einen minimalen DAG (Directed Acyclic Graph)

Nur ein 0 und ein 1 Knoten, danach wiederholtes Anwenden von zwei Regeln bis nicht
mehr maoglich:

Delete Rule: Loschen unnotiger Zwischenstufen
Merge Rule: Zusammenfassen von identen Teilgraphen

Ergebnis: Binary Decision Diagram (BDD)
Eigentlich geordnetes BDD, engl. Ordered BDD = OBDD



BDD - Reduction Rules

Delete Rule: Wenn beide ausgehende Kanten von x; auf xx zeigen, kdnnen wir x; loschen und
1

die eingehenden Kanten von x; entsprechend auf x, umlegen




BDD - Reduction Rules

Merge Rule: Wenn wir zwei Kopien von x; haben, die genau gleich auf x, und x; verweisen,
konnen wir die Kopien von x; mergen (zusammenlegen)




Beispiel

Decision Tree 1: Nur ein O und 1 Knoten 2: Delete Rule

mmp‘m‘mm

2: Delete Rule




Beispiel

4: Merge rule 4: Merge rule 5: Delete rule

6: Merge rule? 6: Nein, weil b # ¢



Beispiel — ITE-Form

if (a == true) then
if (c == true) then 1
else O

else
if (b == true) then 1
else O




Beispiel — Disjunktive Normalform

Disjunktive Normalform ablesen:

Pfade von Wurzel zu ,,1"

(anc)V(—maAnb)

Nicht notwendigerweise minimal!




Beispiel — Konjunktive Normalform

O |rmmmmmmmmmmma-

Konjunktive Normalform ablesen:

Pfade von Wurzel zu ,,0"
Variablen negieren

(maVvc)A(aVvb)

Nicht notwendigerweise minimal!



Vereinfachte Reduktion (Beads)

Bisherige Reduktion im Baum durch Anwendung von
Merge Rule
Delete Rule

Vereinfachte Version durch ,Aufschreiben” der Ergebnisse der Wahrheitstabelle als Wort
der Lange 2", wobei n die Anzahl der Eingangsvariablen ist
Beispiel: f(a, b,c) = 01011100
Sogenannte Beads (bindre Worter der Lange 2™)
Haben nicht die Form ww, wobei w ein Wort der Linge 271 ist
Beispiel: 0000 0001 ist ein Bead, 1001 1001 ist kein Bead
Worter, die keine Beads sind, werden als Squares bezeichnet
Beispiel fiir n = 2:
Alle Beads der Lange 4 sind:

0001, 0010, 0011, 0100, 0110, 0111,1000, 1001, 1011, 1100, 1101, 1110
Keine Beads der Lange 4 sind:
0000, 0101, 1010, 1111



Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:

Auslesen des bindren Wortes 1010 1100 der Linge 23

Beobachtung:
linke Halfte entspricht a =1,
rechte Halfte entspricht a = 0.
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Nachfolgend zwei Beispiele:
Entscheidungsbaum vorhanden

Ohne Entscheidungsbaum



Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
In a Wahrheitswerte eintragen

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Halbieren und nach unten lbertragen

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Falls gleich ww, Merge/Delete Rule

1010 1100

10 10




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Falls gleich ww, Merge/Delete Rule

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Halbieren und nach unten lbertragen

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Falls gleich 00...0 oder 11...1, je nach eingehender Kante direkt auf 0 oder 1 umleiten

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Falls gleich 00...0 oder 11...1, je nach eingehender Kante direkt auf 0 oder 1 umleiten

1010 1100




Beispiel mit Beads

Beispiel von Folie 34:
Variablenbeschriftung!

1010 1100




Beispiel mit Beads ohne Decision Tree

Beispiel von Folie 34:
Wahrheitswerte eintragen

1010 1100



Beispiel mit Beads ohne Decision Tree

Beispiel von Folie 34:
Halbieren und nach unten iibertragen; Squares iiberspringen Ebenen, bis Beads iibrig bleiben

1010 1100



Beispiel mit Beads ohne Decision Tree

Beispiel von Folie 34:
Falls gleich 00...0 oder 11...1, je nach eingehender Kante direkt auf 0 oder 1 umleiten

1010 1100




Beispiel mit Beads ohne Decision Tree

Beispiel von Folie 34:

1010 1100




Variablenreihenfolge

Selbes Beispiel mit anderer Variablenreihenfolge:

1110 0100
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Benotigt mehr Knoten!




Variablenreihenfolge

Grolke von BDDs hangt von Variablenreihenfolge in der Wahrheitstabelle ab
Fir n Variablen gibt es n! unterschiedliche Permutationen

Fiir n =10: n! > 3.6-10°

Fiir n =20: n! >2.4-10'8

Wachst exponentiell in der Anzahl der Variablen

Minimale Form zu finden ist schwer



GroRe von BDDs

Es gibt Boolesche Funktionen, sodass unabhangig von der Variablenreihenfolge alle
BDDs exponentielle Groke haben
Die meisten praktisch relevanten Funktionen haben geringe GroRe
Bekannte schwer zu vereinfachende Funktion: Multiplikation
Unabhangig von der Variablenordnung exponentielle Grée der Vereinfachung

Fiir manche exponentiell groRe disjunktive Normalform gibt es BDDs in polynomieller
GroBe: z.B.: Majority-Funktion

Funktion in n Variablen

Liefert false, wenn mehr als die Halfte der Variablen den Wert false haben, ansonsten true



Eigenschaften von BDDs

In einem BDD kommen alle , Beads der Wahrheitstabelle" und nur diese vor (keine
Squares)

Darstellung einer bestimmten Booleschen Funktion ist bei gegebener
Variablenreihenfolge isomorph

Zwei isomorphe BDDs beschreiben dquivalente Boolesche Ausdriicke
Typische Funktionen sind einfach mittels BDD-Darstellung zu realisieren
Operationen koénnen direkt auf der kompakten Darstellung durchgefiihrt werden



Typische Funktionen auf BDDs

Negation

1 und O vertauschen




Typische Funktionen auf BDDs
UND




Typische Funktionen auf BDDs
ODER




Typische Funktionen auf BDDs
XOR

einen Operanden duplizieren

e iy




Beispiel

Majority-Funktion in drei Variablen

X1 X2 X3 |y

X
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Don’t Cares

Eine Boolesche Funktion, die k , X" enthalt steht eigentlich fiir 2 unterschiedliche
Funktionen, da jedes ,, X" die Werte ,,0“ oder ,, 1" annehmen kann

Fir Funktionen in vielen Variablen und mit vielen , X" sind das sehr viele unterschiedliche
Funktionen, die man alle vereinfachen miusste, um die , kleinste" Funktion zu finden

Daher: Don't Cares in BDDs integrieren



Beispiel

Halbierte Beads

untereinander
schreiben
11X0

X101




Beispiel

Halbierte Beads
untereinander
schreiben

11X0
X101

Kann man durch Setzen der , X" ein Square erhalten?



Beispiel

Halbierte Beads
untereinander

schreiben

11X0

X101

Kann man durch Setzen der , X" ein Square erhalten?
Nein!



Beispiel

Halbierte Beads
untereinander

schreiben

11X0

X101

Kann man durch Setzen der , X" ein Square erhalten?
Nein!

Daher halbierte Beads in die nachste Ebene.



Beispiel

11
X0




Beispiel




Beispiel




Beispiel




Beispiel

X1
01




Beispiel

01
01




Beispiel




Beispiel




Noch ein Beispiel

0X01

0101
0101

01 X3




Fixieren aufschieben

Ein abschlieBendes Beispiel soll zeigen, dass es manchmal gut ist, die Werte von ,,Don't
Care"-Stellen erst bei weiter unten liegenden Ebenen zu fixieren

Zwel Varianten:
Gierige Variante: X so schnell als moglich durch 0 oder 1 ersetzen

Geduldige Variante: X so spat als moglich durch 0 oder 1 ersetzen



Beispiel (gierige Variante)

1XX1




Beispiel (gierige Variante)

1001 1001 1001
1001




Beispiel (gierige Variante)




Beispiel (gierige Variante)

X2

X3



Beispiel (geduldige Variante)

X0
0X




Beispiel (geduldige Variante)

; Cxomx 101 >
00 -




Beispiel (geduldige Variante)




Beispiel (geduldige Variante)

1X
X1




Beispiel (geduldige Variante)

11
11




Beispiel (geduldige Variante)

X1



Fixieren aufschieben

Das voran gegangene Beispiel hat gezeigt, dass es manchmal moglich ist, eine bessere
Vereinfachung zu erhalten, wenn man ,Don’t Cares" , iiberleben” lasst und erst spater
deren Werte fixiert

Man benotigt also gute Heuristiken fiir ,,Don’t Care*-Vereinfachungen, falls man BDDs
mit ,Don’t Cares" automatisiert minimieren will



Zusammenfassung Boolesche Algebra

Boolesche Algebra
Algebra der Logik

Methode um boolesche Funktionen darzustellen

Reprasentation Boolescher Funktionen

Formel

Wabhrheitstabelle

If-Then-Else (ITE) Form

Binare Entscheidungsdiagramme (BDDs)
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