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Numerik

Methoden zur Lésung mathematischer Problemstellungen auf Computern
Hauptfelder

Effektive und effiziente Berechnung
Fehlerabschétzung
Aufwandsabschatzung
Stabilitatsanalyse

Anwendungsgebiete in

Statistik und Machine Learning
Ingenieur-, Natur-, Wirtschafts- und Sozialwissenschaften



Zahlendarstellung im Computer

In Mathematik unendliche Zahlenmengen
N, Z, Q R, C

Am Computer endliche Zahlenmengen

Stellenwertsystem zur Basis 2 mit n Stellen
Unterschiedliche ,,Zahlen*
N
Z: Negative Zahlen erfordern Codierung
< VZ + Betrag, Einer- / Zweierkomplement, Exzessdarstellung
@, R: Nachkommastellen!



Numerik — Ubersicht

@ Festpunkt-Darstellung

Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen
Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754

Runden
Rundungsfehler
Beispiele fiir Arithmetik mit Gleitkomma-Zahlen



Festpunkt-Darstellung

Gesamtlange Bit
g Vorkommastellen
n Nachkommastellen
1 Vorzeichen (0 = positiv, 1 = negativ)
N = n+ g + 1 Bits insgesamt und Position des Nachkommateils fixiert

vz Vorkommateil (g) Nachkommateil (n)

[ e [dga | o[ o [ [ ]

Beispiel fiir Zahlendarstellung (g = 12, n = 3):

VZ Vorkommateil (g) Nachkommateil (n)
1 000 0000 00001 011 = —(1.011),

:(_1)1 X (20 + 2—2 + 2—3)
(_1)1 i 2—3 . (23 + 21 + 20)
= — (1.375)10



Festpunkt-Darstellung

Gesamtlange Bit
g Vorkommastellen
n Nachkommastellen
1 Vorzeichen (positiv, negativ)
N = n+ g + 1 Bits insgesamt und Position des Nachkommateils fixiert

vz Vorkommateil (g) Nachkommateil (n)

(v [ gt [ gz [ [y [ o [ [ [

Entspricht Skalierung der ganzen Zahl um Faktor 27"

Bitfolge interpretiert als vorzeichenbehaftete Bindrzahl mit Nachkommastellen
Codierung: vdy_sdy_3...d1dy =
N—2 _
(-2 Y g2 =
j=0

Festpunktzahl: (=1)" - dy_2...dp.dp—1...d1dp



Festpunkt-Darstellung — Beispiel

Die Zahl (—10.375)1¢ ist in das folgende (binare) Festpunktformat umzurechnen

Format: N = 12 Bit Breite und n = 3 Nachkommastellen
= 1 Bit Vorzeichen, 8 Bit Vorkommateil, 3 Bit Nachkommateil

(—10.375)10 = (—1010.011), = 100001010011 2 2
0.375 | 0 10 | 0
075 | 1 51
05 |1 210
1)1



Festpunkt-Darstellung

Fir das Festpunkt-Zahlensystem mit NN = 16 Bit Breite und n = 3 Nachkommastellen ist
die Zahlenmenge beschrieben durch:

vdigdis... dydo=(—1)" 3Zd -2

Kleinste in diesem Zahlensystem (N = 16, n = 3) darstellbare Zahl
VZ g n
1 111111111111 111 =— (11111111 1111.111)
—(—1)t.273. (214 4 213 ... 4 21 4 20)
— (4095.875)10



Festpunkt-Darstellung

Differenz zwischen zwei aufeinander folgenden Zahlen fir N =16, n = 3:

VZ g n
0 000 0000 0000 0 001 =(0.001); = (—1)°-273.2% = (0.125)10

Zahlenbereich [—4095.875, +4095.875]

fxxxexx‘x Ly

=t | ‘ T O T T | ‘
: ‘ T T ‘ | N B ‘
—409 —4095 -1.375 -1 0



Festpunkt-Darstellung — Eigenschaften

Jede Festpunktzahl ist rational (Q)
D.h. irrationale Zahlen konnen nicht exakt dargestellt werden

Manche einfache rationale Zahlen kénnen nicht genau dargestellt werden
Beispiel: (1/3)10 dezimal dargestellt
Beispiel: (1/10)10 binar dargestellt

Wir miissen uns damit abfinden, dass reelle Zahlen im Rechner nur mit einer gewissen
Genauigkeit dargestellt werden kénnen

Es muss gerundet werden

Ergebnis einer Rechnung von zwei darstellbaren Zahlen muss nicht unbedingt darstellbar
sein

Es muss gerundet werden



Numerik — Ubersicht
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Festpunkt-Darstellung — Gleitkommazahlen

Gewiinschte Eigenschaften

In vielen Anwendungen wird eine groBe Zahlendynamik bendtigt
Sehr kleine und sehr groBe Zahlen sollen einheitlich dargestellt werden
GroBe Anzahl an Nachkommastellen in der Umgebung von 0
BetragsmaBig sehr kleine Zahlen darstellbar
GroBe Anzahl an Vorkommastellen
Fir Zahlen mit groBem Absolutbetrag
Anzahl der Nachkommastellen kann mit steigendem Absolutbetrag abnehmen, da auch
ihre Bedeutung abnimmt

Man bendtigt ein Zahlensystem, bei dem die Anzahl der Nachkommastellen und damit die
Position des Binarpunktes abhangig vom Absolutbetrag variieren (gleiten) kann:
Gleitkommazahlen (auch Gleitpunktzahlen, floating point number)



Exponentialschreibweise

Darstellung

Grundlage von Gleitkommazahlen: Exponentialschreibweise
x=m-be z.B.: 0.0488 = 4.88 - 102

m ... Mantisse

e ...Exponent

b ...Basis

Im Gegensatz zu bisher ist die Mantisse nun selbst eine rationale Zahl (nicht unbedingt eine
Ganzzahl)

Problem: Exponential-Darstellung ist mehrdeutig
Beispiel: 0.00123 = 123-107> =123 -10"% = ...

Losung: Normalisierung, d.h. genau eine Stelle vor dem Komma # 0
Beispiel: 0.00123 wird normalisiert dargestellt als 1.23 - 1073

Wir gehen davon aus, dass

Exponent ganzzahlig ist und
Basis ganzzahlig ist mit b > 1



Exponentialschreibweise

Rechnen

Bei Addition oder Subtraktion weniger handlich

Bei Multiplikation und Division praktisch

Exponenten werden addiert oder subtrahiert
21-107*-3-107° = (2.1-3)-107* (-9 =6.3.107°
9.6-10°:(2-107%) = (9.6:2) - 10> (-2 = 4.8.10°
(3-10)* =3%.10"3 =27-10* =2.7-10%
log(200000) = log(2 - 10°) = log(2) + 5

Allgemein:
(m1-10e1) (mz 1062) (m1 m2) 1Oe1+e2
(my -10%) : (my - 10%) = (my : my) - 10~
(m-10°)P = mP - 10°°
log(m - 10°) = e + log(m)



Gleitkomma-Darstellung

Format

Gesamtlange N =1+ n+ pBit
Vorzeichenbit v (0 = positiv, 1 = negativ)

n Stellen Exponent, bezeichnet als E,_1,..., Ey
p Stellen Mantisse, bezeichnet als mg, ..., mp_1
vz Exponent Mantisse
v En1 c Eq Mo mp—1
v [dv—2[dvs]--- d, dp—1 | di do
msb Isb

Implementierung der Normalisierung wie folgt:

Normalisierungsbedingungen:

Erste Stelle der Mantisse my # 0
Genau eine Stelle vor dem Komma
Mantisse wird dargestellt als Festpunktzahl mit genau einer Ziffer im Vorkommateil

Beispiel: 0.00123 wird normalisiert dargestellt als 1.23 - 103

Indizierung
Bitnummer



Gleitkomma-Darstellung

Normalisierung

Kleinste positive normalisierte Zahl: mp, - bmin = 1.0 - pEmin
Mmin - .. minimale Mantisse
€min - .- minimaler Exponent

Normalisierte Zahlen auf der positiven Zahlengerade

o—4—
o——

Problem: Licke um 0

Liicke tritt auf, da my # 0

0 so nicht darstellbar

Wir fithren Sonderdarstellung fiir 0 und Zahlen “nahe” 0 ein,
sogenannte Denormalisierung



Gleitkomma-Zahlensystem

Denormalisierte Zahlen

Wegen mg # 0 fallen einige Zahlen weg
Dieses Problem [6st man durch sogenannte Denormalisierung:

Man hebt die Normalisierungsbedingung in Spezialféllen auf:

Fir den minimalen Exponenten e = ey, erlauben wir mg =0
SchlieBt die , Liicke” um 0

Denormalisierte Zahlen (auch ,subnormale” Zahlen genannt)
Im Bindarsystem mogliche m: (0.0...01) bis (0.1...11)

0 gilt als normalisiert

Denormalisierte Zahlen auf der positiven Zahlengerade

“l

lllllllllllll
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bEmin

|
0



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Parameter eines Gleitkomma-Zahlensystems

F(b, p, emin, €max, denorm)
b ...Basis (base, radix) (b > 2)
p ... Mantissenlénge (precision) (p > 2)
€min - - - kleinster Exponent
€max - - - EroBter Exponent

denorm ... Normalisierungsindikator

true = enthalt denormalisierte Zahlen
false = enthalt keine denormalisierten Zahlen



Gleitkomma-Darstellung

Bsp.: Normalisierte und denormalisierte Gleitkommazahlen
Gleitkomma-Zahlensystem mit b =2, p =3, emin = —1, €max = 2

Normalisierte Gleitkommazahlen (positiver Teil dargestellt)

e A+
—1 0 1 2 3 4

Skalierungsfaktor fiir denormalisierte Zahlen: bemir

In IEEE-754 durch Sonderwert im Exponenten codiert: enin — 1 (mehr dazu spater)



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Frage: Wie viele verschiedene Zahlen kénnen wir darstellen?
Antwort: [EC/IEEE Gleitkomma-Zahlensystem (2,24, —126, 127, true):
Basis = 2, 24 Bits in der Mantisse, Exponenten enin = —126 bis enax = 127, mit

Denormalisierung

24224 .254 = 4 261 412 866 ~ 4.26 - 10° normalisierte Zahlen
2-(22® — 1) = 16 777 214 denormalisierte Zahlen

Allgemein: Anzahl der normalisierten Zahlen im Gleitkomma-Zahlensystem

F(b, p, €min, €max, denorm):
Vorzeichen + mg # 0
2 4+ 2 - (b-1) - prl

+0 Anzahl der méglichen
normalisierten Mantissen

Anzahl der denormalisierten Zahlen: 2
vz

Anzahl der
moglichen Exponenten

(emax — €min + 1)

N (T )

mo=0 Mantisse mit nur 0



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Frage: Was ist der groBte Wert, den wir darstellen kénnen?
Antwort: GroBte Gleitkommazahl eines Gleitkomma-Zahlensystems ist

Xmax = Mmax - b = b - (1 - b—p) « emax

mit der Mantisse Mpmax = (0.60...60)p, wobei 6 = b —1
Fiir Bindrsystem Xmax = 2 (1 — 27P) . 26max

Herleitung:
p Stellen
Maximaler Wert der Mantisse:
6 ... 6
+ 1
1 0 ... 0 =»°
(P —1)-b~ PV =(bP—1)-b-bP=b-(1—b"P)

Skalierung

Xmax = Mmax - b = b (1 - b_p) . pmax



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Frage: Was ist der kleinste positive Wert, den wir darstellen kdnnen?

Antworten:
Kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl (denorm = false)

Xmin = Mmin - b = 1. pmin = p&min

Kleinste positive denormalisierte Zahl (denorm = true):

Xmin = b™P+L . pemin = pemin—p+1
IEC/IEEE Gleitkomma-Zahlensystem (2,24, —126, 127, true):
Xmin = 27126 ~1.18 - 10738

Xmax = 2+ (1 —2724) . 2127 ~ 3.40 - 1038



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Absolute Abstiande der Gleitkommazahlen

Frage: Was ist der Abstand von zwei Zahlen, die wir darstellen kénnen?

Fir eine normalisierte Gleitkommazahl besteht die kleinste und die groBte Mantisse aus
den Ziffern

my=1 m =---=mp_1 =0 bzw.
m=m=--=mp_1=0=b-1
Die Mantisse durchlauft somit Werte zwischen
Muin = (1.00 - - - 00), und
Munax = (8.56 - - 38)5
mit einer konstanten Schrittweite von
ulp = (0.00---01), = b=P+1
Grundinkrement der Mantisse: ulp (unit of least precision)
Antwort: Benachbarte Zahlen aus F haben im Intervall [b¢, b**1) (also bei fixiertem
Exponenten e) den konstanten Abstand

Ax = lulp - b = pe=PF!



Struktur von Gleitkomma-Zahlensystemen

Positive Zahlen aus dem Gleitkomma-Zahlensystem F(2, 3,

1,2, true)

M e (Wert)a | (Wert)1o Intervall Ax denormalisiert
1.11 (111), (M)10

1.10 (110)2 (6)10 5 A3 .
Lol 2 (101) (5)10 [22,2°%) (1.0)2 nein
1.00 (100). (4)10

1.11 (11.1) (3-5)10

1.10 (11.0)2 | (3.0)10 Lo .
101 1 (10.1) (25)10 [21,22) (0.1)2 nein
1.00 (10.0); | (2.0)10

.11 (T11)2 | (1.7

1.10 (1.10), | (1.50)10 o o1 .
o1 | O | (Low), | (125) | 202D | (001) nen
1.00 (1.00)2 | (1.00)10

111 (0.111); | (0.875)10

110 |, | (0.110) | (0.750)10 | 15_1 no .
101 | 1| (0.101), | (0.625), | 2702 | (0:001) nein
1.00 (0.100)> | (0.500)10

0.11 (0.011)2 | (0.375)10

0.10 (0.010), | (0.250)10 . .
0.01 | 2| (0.001) | (0.125) | [0:21) | (0-001) ja
1.00 | -2 0 0 — — nein




Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754

Jetzt: Gleitkomma-Zahlensysteme nach |IEEE 754
International anerkannter Standard, wie man Gleitzahlen darstellt

IEEE = Institute of Electrical and Electronics Engineers

Gesprochen (auf Englisch): “I triple E"
Berufsverband fir Informatik, Elektrotechnik, etc.
Definiert diverse Standards fiir elektronische Systeme (&hnlich DIN-Normen)
Organisiert auch akademische Konferenzen
Weltweit vertreten (auch in Wien)




Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754

IEEE 754 Single Precision Format mit 32 Bit floats: F(2,24, —126, +127, true)

IEEE 754 Double Precision Format mit 64 Bit floats: F(2,53, —1022, 41023, true)
Exponent ist in Exzessdarstellung
Single Precision: Warum gehen Exponenten nur von ep, = —126 bis enax = 127,
Exzessdarstellung wiirde uns —127 bis 128 erlauben?
Die Werte emin = —127 und emax = 128 halt man sich fiir Spezifille frei
(siehe einige Slides weiter, double precision analog)

Format
Parameter Single Single Ext. Double Double Ext.
b 2 2 2 2
p 24 > 32 53 > 64
€min —126 < —1022 —1022 < —16382
€max +127 > 41023 41023 > 416383
denorm true true true true
Exzess des Exponenten +127 unspez. +1023 unspez.
Bitbreite des Exponenten 8 > 11 11 > 15

Bitbreite des Formats 32 > 43 64 > 79



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Codierung nach IEEE 754 Single Precision Format (1 von 3)

1Bit VZ 8 Bit Exponent 23 Bit Mantisse
v E; o E my e mo3 Indizierung
d31 d3o | dag ‘ s ‘ s drs3 dyy | --- ‘ ce ‘ di do Bitnummer
msb Isb

Darstellung von normalisierten Gleitkommazahlen:
Normalisierungsbedingung: mg # 0, daher immer mg =1
= Vorkommastelle my wird weggelassen: ,Implizites erstes Bit"
Exponenten in Exzessdarstellung

Darstellung von denormalisierten Gleitkommazahlen:
Spezielle Codierung im Exponenten: e = e, — 1
Zeigt implizites erstes Bit an: mg =0
Als Wert des Exponenten wird gesetzt emin



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Codierung nach IEEE 754 Single Precision Format (2 von 3)

Wie wird die Zahl Null dargestellt?
Zwei Moglichkeiten: +0, —0

0[0 0 0 0 0 0 0 0[O 0 00 0O0O0LO0O0LO0O0LO0 00000000000
1[0 0 0 0 0 0 0 0[]0 00000000 0LO0O0O00000000000
31[30[29]28]27]26]25]24[23[22]21[20[19]18]17]16]15]14[13[12]11[10[9]8]7[6]5[4[3[2[1]0

Wie wird Not a Number (NaN) dargestellt?

Sonderwert fiir ,,Ergebnisse” nicht moéglicher Berechnungen:
0

0
V-1

€= éemax + 1 =128

Darstellung: alle Exponentenbits sind 1, Mantisse > 0, z.B.:




Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Codierung nach IEEE 754 Single Precision Format (3 von 3)

Wie wird der Wert unendlich dargestellt?
Ergebnis ist betragsmaBig zu groB, um im betreffenden Format dargestellt werden zu
kénnen = ,, Uberlauf*
Es wird auf +00 bzw. —oo als Riickgabewert zuriickgegriffen
e = éemax+1=128

4ocf0f1 1 1 1 1 1 1 1|0 0 0 0 0 00O OO O OO0 00000000000

—oof1l|1 1 11 11 1 1{0 0 0O 0O 0O0OOOO0OO0O0OO0OOO0O0O0O0OD0OO0O0OO0O

V4o = 400
Jr%.O:—i—Obzw L -0
4 — 00 =—00




Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Codierung nach IEEE 754 Exzessdarstellung des Exponenten

Gleitkomma-Zahlensystem: F(b, p, €min, €max, denorm) mit denorm = true

Wir missen die Werte [emin — 1, €émax + 1] abbilden

Wertebereich des Exponenten [emin, €max|
emin — 1 als Sonderwert fiir denormalisierte Zahlen

€max + 1 als Sonderwert fir NaN, Foo
Exzess ergibt sich aus der kleinsten Zahl: e = —enqin + 1

—€min da emin negativ ist

Bsp: Single Precision Format
€min = —126, enax = 127

Exzess e = 127
Wertebereich der Exzesscodierung [0, 255] (8 bit)



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754

Die Grundformate einfacher und doppelter Genauigkeit

Exponent NKSt. f Wert
Format allgemein dezimal der Mant. der Gleitkommazahl
single €max + 1 128 f#£0 NaN
€max + 1 128 f=0 (-1)" -0
emin < e < emax —126 < e <127 beliebig (=1)v-1.f-2¢
emin — 1 —127 f+£0 (—1)”-0.f - 27126
€min — 1 —127 f=0 (-1)v-0
double €max + 1 1024 f#£0 NaN
€max + 1 1024 f=0 (-1)" -
emin < € < emax —1022 < e <1023  beliebig (=1)v-1.f-2¢
€min — 1 —1023 f+£0 (—1)”-0.f . 271022
€min — 1 —1023 f=0 (-1)v-0

v ...VZ-Bit der Mantisse
NKSt. ... Nachkommastellen



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Bsp: Codierung einer Dezimalzahl in das IEEE 754-Format (1 von 2)

Wandeln Sie die Zahl (—172.625)1q in das IEEE 754 Single Precision Format um.

Schritt 1: Umwandeln ins Binarsystem

(—172.625)10 = (—10101100.101), 2 2
0.625 | 1 172
025 [0 86
05 |1 43

N
=
—H O~ OFMFE OO




Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Bsp: Codierung einer Dezimalzahl in das IEEE 754-Format (2 von 2)

Schritt 2: Normalisierung
(10101100.101)5 - 2° =(1.0101100101); - 27

Schritt 3: Exzessdarstellung des Exponenten berechnen

0111111 1=(127)10 Exzess
+ 101010101011 1111 = (7)10 Exponent d. normalisierten Darstellung
1000011 0=(134)10 Exponentin Exzessdarstellung

Schritt 4: Vorzeichenbit setzen
Negative Zahl = v =1

1Bit VZ 8Bit Exponent 23 Bit Mantisse

1 10000110 | 01011001010000000000000

Implizites 1. Bit



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Bsp: Ablesen von Zahlen im IEEE 754-Format (1 von 2)

Gegeben folgendes Codewort im IEEE 754 Single Precision Format:

1Bit VZ 8Bit Exponent 23 Bit Mantisse

| 1 | 10000111 [ 10110000000000000000000 |

Implizites 1. Bit
Exponent ist (1000 0111), — e = (1000 0111) — (0111 1111), = (0000 1000)> = (8)10
Mantisse (inklusive implizitem 1. Bit) ist (1.1011), = 1.6875
Dargestellte Zahl ist —1.6875 - 28 = —432



Gleitkomma-Zahlensysteme nach IEEE 754
Bsp: Ablesen von Zahlen im IEEE 754-Format (2 von 2)

Gegeben folgendes Codewort im IEEE 754 Single Precision Format — normalisierte Zahl:

‘ 0 ‘ 00000001 ‘ 00000000010000000000000 ‘
Exponent ist enin = —126
Mantisse (inklusive implizitem 1. Bit) ist (1.0000000001), = 1 + 210
Dargestellte Zahl ist (1 4 2710) . 27126

Gegeben folgendes Codewort im IEEE 754 Single Precision Format — denormalisierte
Zahl:

| 0 [ 00000000 | 00000000010000000000000 |

Exponent ist eigentlich —127, aber der IEEE-Standard legt fest, dass wir in dem Fall
denormalisierte Zahlen mit dem Exponenten ey, = —126 verwenden

Mantisse (inklusive implizitem 1. Bit) ist (0.0000000001), = 210

Dargestellte Zahl ist 1-27136

Viel kleiner als die normalisierte Zahl oben




Numerik — Ubersicht
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Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden (1 von 5)

Unendlich viele reelle Zahlen R im Widerspruch zu:
Endlich viele in einem Computer darstellbare Gleitkommazahlen F
Mittels Rundungsfunktion [ reelle Zahl auf Gleitkommazahl abbilden
Abbildung O : R — F,
die jeder reellen Zahl x € R
eine bestimmte ,,benachbarte” Zahl Ox € F zuordnet

| |
| |

|
[
X1 X X2

x1,x €F, X ...Grenzwert
Rundungsfunktion [J bestimmt als Ergebnis der Rundung Cx einen der beiden Werte
x1 oder x»

Beispiel: [0 = Runden auf nachste Ganzzahl

x =137, x1 =13, o = 14, X = 13.5

Ox =14



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden (2 von 5)

Berechnungen mit Zahlen aus FF: Ergebnis meist keine Zahl aus F
Beispiel:
F = Dezimalzahlen mit 2 Nachkommastellen
7.11-1.33=09.8118 ¢ F
Runden des Ergebnisses auf eine Zahl aus F notwendig
Eigenschaften einer Rundungsoperation [J: R — F
Ox =xfirxeF
Eine Gleitkommazahl wird auf sich selbst gerundet (Projektivitat)
x <y=0Ox<0y
Die Relation x < y bleibt auch nach der Rundung erhalten (Monotonie)



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Runden (3 von 5)

Abschneiden (truncate)

truncate(x) A

1.11

1.10

1.01

1.00 1.0011.01 1.011 1.10 1.1011.11 1.111

-

F(2,3, —1, 2, true)

X



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden (4 von 5)

Gerichtetes Runden (directed rounding)

A | | /

1.01 -

>

1.00 1.0011.01 1.011 1.10 1.1011.11 1.111

F(2,3, —1, 2, true)

Aufrunden: Ox = max(xg, x2)

Abrunden: [x = min(xg, x2)

X



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden (5 von 5)

Optimale Rundung (round to nearest)

rtne(x) A | ‘/ F(2,3, —1, 2, true)

.

Grenzpunkt liegt genau in der Mitte

o _ x1txp
1.10 X = =5

Falls x = X, zwei Méglichkeiten

round away from zero

1.01 round to even (auf den Nachbarn

runden, dessen letzte Mantissenstelle

gerade ist)

— > X

1.00 110011.01 1.011 1.10 1.1011.11 1.111




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden — Beispiel 1

Bsp.: (—1.626)10 auf zwei (dezimale) Nachkommastellen runden
Abschneiden (truncate)
Ux = —-1.62
Gerichtetes Runden (directed rounding)
Aufrunden Ox = —1.62
Abrunden Ox = —1.63
Optimale Rundung (round to nearest)
x3 = —1.63, xo = —1.62, X = —1.625, [0x = —1.63



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Runden — Beispiel 2

Bsp.: (1.101)2 = (1.625)10 auf zwei (bindre) Nachkommastellen runden
Abschneiden (truncate)
Ox = (110)2 = (1.5)10
Gerichtetes Runden (directed rounding)
Aufrunden Ox = (1.11), = (1.75)190
Abrunden Ox = (1.10)2 = (1.5)10
Optimale Rundung (round to nearest)
% = (1.101)y, xq = (1.10)2, 3 = (1.11),
Zahl liegt genau am Grenzpunkt, daher weitere Rundungsregel notwendig

Round away from zero: Ox = (1.11), = (1.75)10
Round to even: Ox = (1.10)2 = (1.5)10



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Rundung und Vergleich

Wenn wir programmieren, wollen wir oft priifen, ob Werte gleich 0 sind
if (x == 0) { /* do something */ }
Da verschiedene reelle Zahlen bei der Rundung nach F in dieselbe Gleitkommazahl Gibergehen
konnen, ist es im Allgemeinen keine gute Idee, Gleitkommazahlen auf = 0 abzufragen
Um festzustellen, ob der exakte Wert eines arithmetischen Ausdrucks positiv ist, muss man
verlangen, dass seine Auswertung in F weit genug von Null entfernt ist:

Ausdruck > a >0
Analoge Probleme beim Priifen, ob zwei Gleitkomma-Zahlen identisch sind



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Rundungsfehler — Beispiel (1 von 2)

Zu jeder zweistelligen arithmetischen Operation o : R x R — R definiert man die
gerundete Operation [o]|: F x F — F mit x[o]y =O(x o y)

Beispiel: x =a+ b+ ¢

Demonstration anhand von F(10, 3, —9, 10, false)
a=1.05x 103, b= c =4.55 x 10°, optimale Rundung
Auswertungsreihenfolge von links nach rechts:

(a[+]b)[+]c=D0O(a+b)[+]c

(O(a+ b)+c¢)

(0(1.05 x 103 + 4.55 x 10%) + 4.55 x 10°)
(0)(1.05455 x 10%) 4 4.55 x 10°)
(1.05 x 10% 4 4.55 x 10°)
(1.05455 x 10%)
05 x 10°

O
]
]
]
O
1.



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Rundungsfehler — Beispiel (2 von 2)

Auswertungsreihenfolge von rechts nach links:

a(bc) = aD(b+c)

O(a+0(b+ <))

1.05 x 10% + ([J(4.55 x 10° + 4.55 x 10°)))
1.05 x 10% + (J(9.10 x 10°)))

0(
D(
[(1.05 x 10% 4-9.10 x 10°)
0(
1.0

1.0591 x 10%)
6 x 10°

Auswertungsreihenfolge hat Einfluss auf das Ergebnis!



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Pseudo-Arithmetik

Keine Giltigkeit der Assoziativitat

a(bc) + (ab)c
a(bc) + (ab)c

Keine Giltigkeit der Distributivitat

a(bc) ab - ac

Aber wegen
al+|b=0(a+b)=0(b+a)=b[+]a
und

ab:D(a-b):D(b-a):ba

= Kommutativitat



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Iterative Summation

Berechnung einer Naherung der unendlichen Summe

Z 1
2
i>1!
Indem man die Summanden fir i = 1,2,3,... aufaddiert
Die Zwischensummen werden immer gréBer und die Summanden immer kleiner
Man gelangt zu einem bestimmten N, ab dem

N N

1 1 1

> s e

i=1' (N+1)2 =
d.h., dass die Summe ihren Wert nicht mehr andert.

Beginnt man mit i = N, N — 1, N — 2, ..., so erhdlt man sogar einen genaueren
Naherungswert (%2)



Genauigkeitsbetrachtungen

Subtraktion zweier betragsmaBig anndhernd gleich groBer Zahlen:

Ausléschung
Die vorderen iibereinstimmenden Mantissenstellen der beiden Operanden heben einander auf
Damit werden Ungenauigkeiten an hinteren (weniger wichtigen) Stellen relevanter

Rechnen mit exakten Werten (x € R):
Die nach der Ausléschung im Ergebnis verbleibenden hinteren Stellen sind unverfalscht

Rechnen mit gerundeten Operanden (x € F)

Die nach der Ausléschung im Ergebnis verbleibenden hinteren Stellen sind verfalscht
Kénnen ein groBen relativen Fehler haben



Genauigkeitsbetrachtungen
Rundungsfehler

Es gibt mehrere Moglichkeiten, Rundungsfehler zu analysieren

Absoluter Rundungsfehler (x) = |0 x — x|

_ |Bx—x| _ e(x)
x| |x|

Relativer Rundungsfehler p(x)

Bsp.: (1.101)2 = (1.625)10 auf zwei (bindre) Nachkommastellen

Round away from zero: (x = (1.11)2 = (1.75)10
£(x) = |(1.75)10 — (1.625)10| = (0.125)1
Round to even: Ox = (1.10)2 = (1.5)10
e(x) = [(1.510 — (1.635)10] = |(—0.125)10| = (0.125)1¢



Genauigkeitsbetrachtungen

Bsp.: x2 — y? und (x — y) x (x +y)
x =10.1,y = 9.99, optimales Runden auf 3 Stellen genau
Exakt: x? — y? = 102.01 — 99.8001 = 2.2099

Gutartige Ausléschung

(x[=]y) <] (x[+]y) = (O(0.11)) [ x ] (5(20.09))

= 0.11[x]20.1 = O(2.211) = 2.21

Relativer Rundungsfehler p(2.21) = 2252209 ~ 4 » 10~°

Katastrophale Ausléschung

(<2I=]y2)) = (O(102.01)) [Z] (C1(99.8001)) = 102[=]99.8 = 2.2

Relativer Rundungsfehler p(2.2) = 222209 ~ 4 x 1073 > 4 x 1075



Genauigkeitsbetrachtungen

Aufgrund von Rundungsfehlern Abweichung zwischen im Computer implementierten
arithmetischen Operationen von zu Grunde liegenden mathematisch exakten Operationen

Jedes Zwischenergebnis einer numerischen Berechnung kann vom exakten Ergebnis
abweichen

Zwischenergebnisse sind Operanden fiir
nachfolgende Rechenschritte

=- Nachfolgende Rechenschritte mit
verfalschten Argumenten

THIRD EDITION

Fehlerfortpflanzung




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Wie implementiert man Addition, Multiplikation, etc. um Rundungsfehler klein zu halten?

Ziel ist es, die Grundrechnungsarten (in Hardware) so zu implementieren, dass gilt:
alo]b="0(aob)
Das ist nicht selbstverstandlich!
Auf der rechten Seite der Gleichung steht die Operation o, die fiir reelle Zahlen definiert ist
Der Computer hat aber nur Zahlen € F und Operationen liber F zur Verfigung
Er muss es also schaffen, dass obige Gleichung gilt, obwohl er nur in I rechnen kann
Man benétigt dazu zusatzliche Mantissenstellen

Das Beispiel auf den folgenden Seiten zeigt, dass das so ist und
wieviele Stellen man dafiir braucht



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Exponenten angleichen:

GroBeren Exponenten bestimmen
Kleineren Exponenten an den gréBeren anpassen
Entsprechende Mantisse verschieben

Mantissen addieren
Normalisieren

Runden



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Bsp. 1: 2.15 x 1012 — 1.25 x 107°
Rechnen in R (Exponentialschreibweise, Zehnersystem)

Exponenten angleichen: 1.25 x 10~ = 0.0000000000000000125 x 102
Mantissen addieren

2.15 x 1012
— 0.0000000000000000125 x 10%2
2.1499999999999999875 x 102

Normalisieren entfallt
Runden (3 Stellen Mantisse): 2.15 x 102

Rechnen in F (b =10, p = 3)

Runden:
Vor Berechnung abschneiden, sodass Mantisse p = 3 Stellen hat? .
round to nearest mit
215 x 1012 round to even

- 0.00 x 10%
215 x 107 @7




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Bsp. 2: 10.1 —9.93
Rechnen in R (Exponentialschreibweise, Zehnersystem)

10.1 x 10° = 1.01 x 10!
9.93 x 10° = 0.993 x 101

101  x 10t
~ 0993 x 100 =17x10"'
0017 x 107

Rechnen in F (b = 10, p = 3) vor Berechnung abschneiden?

1.01 x 10t
— 099 x 10! =20x10"13
0.02 x 107 Runden:

round to nearest mit
Zusatzliche Stellen notwendig! Wie viele? round to even




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Eine zusatzliche Stelle verwenden: Guard Digit (g)

Bsp.: 1.01 x 10* — 0.993 x 101
Ergebnis in R berechnen, dann runden (3 Stellen Mantisse):

1.01 x 10t
— 0993 x 10!
0.017 x 107 —0.17 x 100

In F: 3 Stellen Mantisse + Guard Digit, Restliches abschneiden, dann Ergebnis berechnen
Wir rechnen jetzt mit 0.993, benutzen also p + 1 Stellen fiir die Mantisse

Die zusatzliche Stelle ist die Guard Digit

1.01 x 10! iuu“ndde:; nearest mit
—  0.993 101
X 017 x 10° @7 round to even

0.017 x 10!



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Bsp.: 1.01 x 102 — 3.76 x 10°

Ergebnis in R berechnen, dann runden (3 Stellen Mantisse):

1.01 % 102
~ 0.0376 x 102
0.9724 x 102 ~ 9072 x 10!

In F: 3 Stellen Mantisse + Guard Digit, Restliches abschneiden, dann Ergebnis berechnen

1.01 x 102
— 0.037 x 102
0973 x 10° ~973x10!2@®
Runden:
Oben: Haben 9.724 abgerundet auf 9.72, .
round to nearest mit

unten: uns fehlt eine Nachkommastelle

round to even

um korrekt runden zu kénnen
Eine zusatzliche Stelle reicht nicht. ..



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Wir verwenden noch eine zusatzliche Stelle: Round Digit

Bsp.: 1.01 x 102 — 3.76 x 10°
Ergebnis in R berechnen, dann runden (3 Stellen Mantisse):

1.01 x 102
— 0.0376 x 102
09724 x 102

~9.72 x 10!

In IF: 3 Stellen Mantisse + Guard Digit + Round Digit, Restliches abschneiden, dann

Ergebnis berechnen

1.01 x 102
— 0.0376 x 10?
09724 x 1072

~ 972 x 10! @ @77

Runden:
round to nearest mit
round to even




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Bsp.: 4.5674 x 10° +2.5003 x 10~*

Ergebnis in R berechnen, dann runden (5 Stellen Mantisse):

4.5674 x 100
+ 0.00025003 x 10°
456765003 x 100

~ 45677 x 10°

In F: 5 Stellen Mantisse + Guard Digit + Round Digit, Restliches abschneiden, dann

Ergebnis berechnen

4.5674 x 109
+ 0.000250 x 10°
4567650 x 100

~ 4.5676 x 100 @ @

Wir runden falsch wegen:

“Round to even”-Regel

Weil wir denken, dass wir den Grenzfall .5 haben,

da wir vergessen haben, dass es eigentlich 0.5003 war
Zwei zusatzliche Stellen reichen nicht. . .

Runden:
round to nearest mit
round to even




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Zwei zusatzliche Stellen reichen nicht, aber drei schon, damit man korrekt runden kann!
223

Dritte zusatzliche Stelle: Sticky Bit

Verandert sich nicht mehr, sobald es einmal den Wert 1 angenommen hat!

Kommen rechts vom Round Digit noch Stellen # 0, die wir abgeschnitten haben?

So wird das Sticky Bit gesetzt:

true. . . es gibt rechts vom Round Digit noch Stellen # 0
false. . . es gibt rechts vom Round Digit keine Stellen #£ 0
Wird mit 1 (true) bzw. 0 (false) codiert

Bei arithmetischen Berechnungen:
grs werden in Berechnungen einbezogen
grs = guard round sticky
D.h. Addition und Subtraktion beginnen beim Sticky Bit



Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Angleichung der Exponenten
Mantissen addieren/subtrahieren

Vorzeichen gleich: Addition
Vorzeichen ungleich: Subtraktion

Ergebnis normalisieren
Runden (Guard Digit, Round Digit, Sticky Bit)

Regeln fiir optimale Rundung:

Ergebnis / Mantisse

Unverandert (abrunden)

Ergebnis + = 1 (aufrunden)

Weitere Rundungsregel fir Grenzfall nétig!

e i el K=l D)
OO~ X |
= O[X [ X |

Ergebnis + = 1 (aufrunden)




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen

Spezialfalle fiir beim Runden mit grs = 100
Optimale Rundung / round to even

G | R | S | Ergebnis / Mantisse
0l o Wenn Isb = 0 — unverandert
Wennlsb=1—+=1

Optimale Rundung / round away from zero

G | R | S | Ergebnis / Mantisse
110]0|+=1




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Bsp. Addition und Subtraktion:
A= (5.58)10 und B = (62.27)10
Umrechnung ins Gleitkommaformat nach modifiziertem (da Format gekiirzt)
IEEE 754-Standard:

5 Bit Exponent

Mantisse: implizites erstes Bit + 10 Bit
Exzess = (15)10 = (01111);

Runden durch Abschneiden

A+ B, A— B mit optimaler Rundung mit “round to even”



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Umrechnung ins Gleitkommaformat:
Zahl A = (5.58)19

Umwandeln ins Binadrsystem
(5.58)10 = (101.1001010),

Normalisieren
(101.1001010)> x 2° = (1.011001010), x 22

Exponenten berechnen

= (15)10 Exzess

+ = (2)10  Exponent der normalisierten Darstellung

= o O
oo =
OO =
O =
k=

= (17)10 Exponent in Exzessdarstellung

Vorzeichenbit: 0



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Zahl B = (62.27)10
Umwandeln ins Binarsystem
(62.27)10 = (111110.0100),

Normalisieren
(111110.0100), x 2° = (1.111100100), x 2°

Exponenten berechnen

0 1 1 1 1 = (15)p Exzess
+ 0 0 1 0 1 = (510 Exponentder normalisierten Darstellung
1 01 0 0 = (20);p Exponentin Exzessdarstellung
Vorzeichenbit: 0
VZ Exponent Mantisse
A| 0 |1/0|0|0|1|0f1|1|0(0|1|0(1]|0|0 .. .
Implizites 1. Bit!
B| 0 |1/0/1|0(0|1|1f1|1|0(0|1|0|0O|O




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Addition A+ B

Angleichung der Exponenten

ea < eg = Exponent von A an Exponent von B anpassen
+Hinausgeschobene" Bits fiillen Guard/Round/Sticky auf

VZ Exponent / Mantisse Implizites 1. Bit (/)
ist nur gedacht und
A| 0 1]0/0]0J1]1]0]1/1]0/0]1/0]1/0]0 wird nicht gespeichert
B| 0 |1/0/1|0(0|1|1f1|1|1|0|0O|1|0|0O|0

Exp. +3 um 3 Bit ,nach hinten geschoben*

VZ Exponent / Mantisse GRS

Al o [1]ol2lololololol2[o[1][1]oo]1]o]1[0]0|  Durch das Schieben
wird das implizite Bit
1/010lo[1]1]1/1[1]0]o[1]0[0[0[0]0] 0

nun explizit

vy]
o
=




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
Addition A+ B

Mantissen addieren
VZ Exponent / Mantisse GRS
A| 0 |(1/0/1/0{0/0 |0|0O|1|0|1|1|0|0|1|0|1|0]0O
B| 0 |1{0|1|0|0| 1 |1{1|1|1|0|0|1|0|0|0O|O|0O]0O
0 |1/0|1|0|0|10(0(0O|O|1|1|1|1|0|1|0|1|0O|O

Ergebnis normalisieren
VZ Exponent / Mantisse GRS
0 [1/o[1]o]o[10]0o[o]1]1]1]1]o]1]0[1]0]0

VZ Exponent / Mantisse GRS
0 |1]o]1]o[z]t]o]o]ofo[1[z]1]1]o]z]o]1] 0

Exp. +1 um 1Bit ,nach hinten geschoben”



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Addition A+ B
Runden
VZ Exponent / Mantisse GRS
0 |1]o]1]o[1]1]o[o]o]o[1]1[1]1]0[1]0[1]0]
Runden GIRIS|Ergebnis / Mantisse

0| x |x|unverandert
1]1|x|Ergebnis + =1
1/0|0|weitere Rundungsregel far Grenzfall ndtig!
1]0[1|Ergebnis + =1

VZ Exponent / Mantisse

0 |1]o]1]o[1]1]o[o]oo[1]1]1[1]0]1

Ergebnis:

In der (modifizierten) IEEE-Schreibweise (ohne implizites 1. Bit) 010101 0000111101
Entspricht der Zahl (1.0000111101), x 2°



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Subtraktion A — B

Angleichung der Exponenten

ea < eg — Exponent von A an Exponent von B anpassen
“Hinausgeschobene" Bits fiillen Guard/Round/Sticky auf

VZ Exponent / Mantisse Implizites 1. Bit (/)
Al 0 [1/0/0j0|1|1|0|1|1|0|0|1]0[1]0]0| st nur gedacht und
B 0 11lol1lololizlzitilolol1lololo wird nicht gespeichert

Exp. +3 um 3 Bit ,nach hinten geschoben*

VZ Exponent / Mantisse GRS

A| 0 |1/0|/1]/0|0|0|0|0|1|0|1|1|0|0|1|0|1|0OO0
1/0/1/0|0{1|1|1{1}1/0|0(1|0{0(0]|0|0]| O

vy]
o
=




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Subtraktion A — B

Mantissen subtrahieren

|B| > |A| — wir wissen, dass Ergebnis negativ sein wird
Trick um uns Rechnen iiber 0 zu ersparen: berechnen B — A und setzen Ergebnis negativ
=A-B=—-(B-A)

VZ Exponent / Mantisse GRS

B| 0 |1/0{1|0|0{1|1|1|1j1|0|0f1|0|0|0O|0O]|0O]O
—A| 0 |1|0(1|0|0|0|0|0|1|0|1|1|0|0f1|0|1|0|0
1{1(0|1|0(0|1|1|1|0|0|0|1|0|1|0f1|1|0|O

Ergebnis normalisieren
Ist bereits normalisiert!

VZ Exponent / Mantisse GRS
| 1 [1]o]1]o[o]1]1]1]o]oo[1]o]1]0[1]1]0]0




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Runden

VZ Exponent / Mantisse GRS

| 1 [1]o]1]o]o]1]1]1]o]oo[1]o]1]o0[1]1]0
Runden

VZ Exponent / Mantisse

1

1/o[1]o[o]1

1/1]olofo]1]o[1]1]0

Ergebnis:
In der (modifizierten) IEEE-Schreibweise (ohne implizites 1. Bit) 110100 1100010110

Entspricht der Zahl (—1.1100010110), x 2°

G | R | S| Ergebnis / Mantisse

0 | x | x | unverdndert

11| x| Ergebnis+=1

1]10]|0|Isb=0— unverandert
Isb=1— Erg. + =1

1]10|1| Ergebnis+=1




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

Bei Subtraktion prinzipiell zwei Méglichkeiten:
Fir alle Basen giiltig:
Sticky Bit wird nur verglichen (iibernommen), nicht subtrahiert
Subtraktion “beginnt” bei Round Digit
Erfordert Fallunterscheidung bei Rundung:

Z.B. Optimale Rundung bei 101 nur bei gleichem VZ: m+ =1
bei Nachnormalisieren: Sticky Bit bleibt, 0 wird nachgeschoben, Runden

Im Binarsystem vereinfacht:
Sticky Bit wird einfach mitgerechnet
Subtraktion “beginnt” schon bei Sticky Bit
Erspart Fallunterscheidung bei Rundung:

Z.B. Optimale Rundung bei 101 immer: m+ =1
Bei Nachnormalisieren: Sticky Bit weiterschieben, wird 0, Runden



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
C+ D (1 von 3)

Angleichung der Exponenten
ec > ep — Exponent von D an Exponent von C anpassen
“Hinausgeschobene" Bits fiillen Guard/Round/Sticky auf

VZ Exponent / Mantisse Implizites 1. Bit (/)

0 |1/1]|o|1|o|1|0o]0o|0]0[0[0[0|0|O ist nur gedacht und
D| 1 |1]o]o[ojo[1]ololololo[o[o]z]o[z]  Wird nicht gespeichert

@
—_

Exp. +10 um 10Bit ,nach hinten geschoben*

VZ Exponent / Mantisse GR S

0 |1(1/0|1|0|1|0|0|0|0O|0O|0O|0|0O|0O|1]|0|0O]0O
D|11/1|0/1|0(0/0|0|0|00|0|0|0|0Of1{0(0|1

@)




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
C+ D (2 von 3)

Mantissen subtrahieren

|C| > |D| — wir wissen, dass Ergebnis positiv sein wird
VZ Exponent / Mantisse GRS

C| 0 |1/1]|0/1]|0|1|0|0O|0O|O(0O|O|0O|0O|O|L|O|0O]O
D| 1 (1/1/0|{1|0|{0|0|0|0|0|0[0|O(0|0O(1|0|0|1
0 |1|1]|0{1]0(0f1|1|1|{21|2jL|1|2|2|2|1|L]2

o

—

Ergebnis normalisieren

Mantisse eine Stelle nach links verschieben
Exponent dekrementieren
Sticky Bit auf 0 setzen

VZ Exponent / Mantisse GRS
Lo [1]1jofox|1]1]z]z]a]a]1]z]2]2]1]1]1]0




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754

C+ D (3 von 3)

Runden

VZ Exponent / Mantisse GRS

Lo [1]1folojz[1]1]z[a]x]2]1]1]2]1]1]1]1]o

Runden G | R | S| Ergebnis / Mantisse

0 | x | x | unverandert

VZ Exponent / Mantisse 1 é g ELge:t)rgS:;\/leréndert

|0 [1]1]o]o[1]10[0]o]o]o]o]o]o]o]o]0 - 1o Frer =l
1]10|1| Ergebnis+=1

Normalisieren

VZ Exponent / Mantisse
|0 |1]1]o[1]0]1]0]o[o]o]o[o]o]o[o]o

Ergebnis:
In der (modifizierten) IEEE-Schreibweise 0 11010 0000000000




Arithmetik auf Gleitkomma-Zahlensystemen
Multiplikation

Multiplikation der Mantissen
Summe der Exponenten
Normalisieren

Runden



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
Multiplikation A- B (1 von 4)
VZ Exponent / Mantisse

A| 0 |1/0|0|0|1|1|0|1|1|0|O|1|0O|1|0]|0O
Bl 0 |1|0(1|0|0|1 1/0(0|1{0|0|0

—_

[y
[y
[y

Multiplikation der Mantissen

101000

100101000
0000000000O00O

1010110110011110100000




Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
Multiplikation A - B (2 von 4)
VZ Exponent / Mantisse

A| 0 |1/0|0|0|1|1|0|1|1|0|O|1|0O|1|0]|0O
B| 0 |1|0(1|0|0f1|1|1|1|1|0|0|1|0|0O|O

—

[y

Summe der Exponenten: (Exp(A) + Exp(B))e = (Exp(A))e + (Exp(B))e — €

1
oo =
ol= O
o= O
== O
ol

I
o= =

+
= O =
oo O
= o =
=)
oo O



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
Multiplikation A - B (3 von 4)

Normalisieren

VZ Exponent / Mantisse GRS Die ersten

0 [1]o[1[1]o]10]1]o[1]1]o[1]1]o[o[1]1]1]1 14 Stellen der
Multiplikation

VZ Exponent / Mantisse GRS

0 |t]o]1[1]1]1]o]1]o]1]1]o]1[1]o[o]1]1] 1

Exp. +1 um 1Bit ,,nach hinten geschoben”



Arithmetik-Beispiele nach (modifiziertem) IEEE 754
Multiplikation A - B (4 von 4)

Runden
VZ Exponent / Mantisse GRS

0 |t]olz[1]1]1[o]1]o]1]1]o[1]1]o[o]1]1]1

Runden

Ergebnis / Mantisse

unverandert

Ergebnis + =1

weitere Rundungsregel fiir Grenzfall nétig!
Ergebnis + =1

VZ Exponent / Mantisse
0 |t]o]1[1]1]1]o]1]o]1]1]o]1[1]0[1

[P Pt
[=lR=J ]
= ol X | X |Wun

Ergebnis:

In der (modifizierten) IEEE-Schreibweise (ohne implizites 1. Bit) 010111 0101101101
Entspricht der Zahl (1.0101101101), x 28
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