Algebra und Diskrete Mathematik (Panholzer)

Abschlusspriifung (Rekonstruktion)

27. Februar 2026

1 Vollstandige Induktion (10 Punkte)
(a) Man formuliere das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion zunichst allgemein fiir
ein Pradikat P(n) in der Sprache der Logik.

Durch einen Produktionsfehler sind in Entenhausen ausschliefllich 4-Taler-Miinzen und 5-Taler-
Miinzen verfiigbar. Thre Aufgabe ist es, mittels vollstdndiger Induktion zu zeigen, dass man mit
diesen beiden Miinzwerten jeden ganzzahligen Betrag von n > 12 Talern erhalten kann. Mathema-
tischer formuliert, zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 12
gilt:

es existieren x,y € N, sodass 4x + by = n
Gehen Sie dabei wie folgt vor:
(b) Geben Sie die Induktionsvoraussetzung P(n) an.
(c) Fithren Sie den Induktionsanfang P(12) aus.
(d) Stellen Sie die Induktionsbehauptung P(n + 1) auf.
(e) Fiihren Sie den Induktionsschritt P(n) = P(n + 1) vollstandig aus.

Hinweis: fiir den Induktionsschritt ist eine Fallunterscheidung ntitzlich, ob in der ganzzahligen
Linearkombination, die n darstellt, der Koeffizient > 0 oder x = 0 ist.



2 Grundaufgaben der Kombinatorik (10 Punkte)

Wir betrachten im Folgenden Worter der Lénge n € N\ {0} iiber dem quaternéren Alphabet
Y = {a, b, ¢, d}, also Worter w = wyws...w,, mit w; € L, fir alle 1 < j < n. Das Zahlen der
nachfolgend beschriebenen Worter gegebener Linge n mit den geforderten Eigenschaften lésst sich
immer auf in der Lehrveranstaltung kennengelernte kombinatorische Grundprobleme und Grun-
dregeln zurtckfithren. Thre Aufgabe ist es nun, Formeln fiir die entsprechenden Anzahlen fiir
allgemeines n € N\ {0} zu ermitteln. Weiters sollen die jeweiligen Anzahlen fiir die Wortldnge
n = 5 angegeben werden.

(a) Sei A(n) die Anzahl aller Worter der Léinge n iiber ¥ ohne weitere Einschriankungen,

A(n) = {w = wiws...w,, mit w; € X}

(b) Sei B(n) die Anzahl aller Palindromworter der Linge n iiber 3, das heifit Worter, die
vorwarts und riickwéarts gelesen identisch sind.

B(n) = {w = wiws...w,, mit w; € L} uwrws...w, = WpWp_1...w1 }|

Anmerkung: Machen Sie eine Fallunterscheidung in n gerade und n ungerade.

(c) Sei C(n) die Anzahl aller Worter der Lange n iiber X, die genau ein ¢ und genau
ein b enthalten.

C(n) = [{w = wiws...wy, mit w; € S ||{jhw; = a}| = 1 A|{jlw; = b}| = 1}|

(d) Sei D(n) die Anzahl aller Worter der Linge n iiber X, wo die Buchstaben im Wort in
lexikographisch sortierter Reihenfolge stehen, d.h. wenn ein Buchstabe im Alphabet weiter
vorne steht als ein anderer Buchstabe, dann muss er auch im Wort vor dem anderen stehen.

D(n) = {w = wyws...wy, mit w; € X|lex(w;) < lex(w;), firi < j}

wobei lex(a) = 1, lex(b) = 2, lex(c) = 3, lex(d) = 4. Anmerkung: abbbccd ist so ein Wort, aber
abba und acdc sind keine.

Hinweis: Solche Worter konnen als Multimenge aufgefasst werden.

Gefundene Formeln in Tabelle eintragen, nur was hier eingefiigt wurde, kann gewertet wer-
den! Sie konnen aber selbstverstandlich allenfalls notwendige Rechnungen/Nebenitiberlegungen
zur Beantwortung der Fragen auf der Riickseite des Blattes durchfiihren, diese bleiben aber fiir die
Bewertung unberiicksichtigt.

Formel fiir allgemeines n Wert fiir n=>5
A(n) = A(5) =
B(n) = fiir n gerade
flir n ungerade B(5) =
C(n) = c() =




3 Lineare Algebra (10 Punkte)

(a) Von einer reellen quadratischen Matrix A € R?*? kennen wir die inverse Matrix

(1 1\ _1 (2 2
A _(—1 -3) 72 \—2 =3)°
Bestimmen Sie daraus die Matrix A.
(b) Wir betrachten nun die Matrix-Vektor-Gleichung

A-Z=X\-T+D, mit A aus Aufgabe (a) und b= <_21> ,

wobei A € R einen reellen Skalar und & € R? einen reellen Vektor bezeichnen. Ihre Aufgabe ist
es nun, zu ermitteln, fiir welche reellen Skalare A die betrachtete Gleichung eine eindeutige
Losung Z € R? besitzt, unlosbar ist, oder unendlich viele reelle Losungen hat, also die folgenden
Mengen zu bestimmen:

S = {\ € R|AZ = AT + b hat eine eindeutige Losung Z € R2},
S = {\ € R|AZ = AT + b hat keine Lésung & € R2},
Sl = {\ € R|AZ = AZ 4 b hat unendlich viele Losungen & € R2}.

Hinweis: Formen Sie die Matrix-Vektor-Gleichung so um, dass Sie diese als lineares Gleichungssys-
tem auffassen konnen und verwenden Sie dann die in der Lehrveranstaltung kennengelernte Charak-
terisierungen.

(c) Als Fortsetzung von Aufgabe (b) wiihlen Sie ein konkretes A € S>! und geben Sie die un-
endliche Lésungsmenge L = {7 € R?|AF = A% + b} in Parameterform an.



4 Algebraische Strukturen (10 Punkte)

(a) Man gebe eine genaue Definition dafiir, dass eine algebraische Struktur (G, o) eine Gruppe
ist. Die dabei auftretenden Begriffe miissen ihrerseits definiert werden.

(b) Man gebe je ein konkretes Beispiel fiir folgende algebraische Strukturen an, wobei
jeweils sowohl die Menge als auch die bindre Operation angefithrt werden muss.

(i) Eine endliche abelsche (=kommutative) Gruppe G.
(ii) Eine unendliche abelsche Gruppe G,.
(iii) Eine nicht-abelsche Gruppe Gs.

(¢) Man definiere, wann eine Abbildung ¢ : G — H ein Homomorphismus von der Gruppe
(G, o) in die Gruppe (H,*) ist. Weiters gebe man ¢(eq), also das Bild des neutralen Elementes
ec von G unter dem Homomorphismus ¢, an.

(d) Ergénzen Sie das nachfolgend angegebene Venn-Diagramm durch Pfeile, sodass das entstehende
Pfeildiagramm einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H, von der Gruppe G = (Z4,+) in
die Gruppe H = (Z,,+) darstellt.

G = (Zs,+) 7 H = (2o, 4)

—_ T



5 Multiple Choice (10 Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen bzw. iiberpriifen Sie die nachstehenden Aussagen (bitte
ankreuzen; es konnen keine, genau eine oder auch mehrere Antworten zutreffend sein; fiir jede
vollstandige richtige Antwort gibt es einen Punkt; es werden fiir falsche Antworten KEINE Punkte

abgezogen).

Sie konnen notwendige Uberlegungen zur Beantwortung der Fragen z.B. auf der Riickseite des

Blattes durchfithren, es zéhlen aber ausschliellich die hier gekreuzten Antworten!

Anmerkung: Wie in der Lehrveranstaltung bezeichnet K, immer den vollstdndigen Graphen
mit n Knoten und K, ,, den vollstindigen bipartiten (=paaren) Graphen mit zwei disjunkten

Knotenmengen mit n bzw. m Knoten.

Welche der folgenden Graphen besitzen eine geschlossene Eulersche Linie?

OKy O Ks O Kou O Kua

Welche der folgenden Graphen besitzen eine geschlossene Hamiltonsche Linie?

OKy O Ks O Ky O Ky

Welche der folgenden Graphen sind planar?
OKy O Ks O Kou O Kua

Sei T' ein Baum mit mindestens zwei Knoten. Was ist die chromatische Zahl x(T') von
T, also was ist die Minimalanzahl an Farben, die man bendtigt, um die Knoten von T
zuléssig zu farben?

O1 O2 O3 O4 (O hangt vom konkreten Baum T ab

Wie viele Kanten kann ein einfacher (=schlichter) ungerichteter Graph mit 4 Knoten
maximal besitzen?

O1 O2 O3 O4 O5 O6 O mehrals6

Was ist der ggT(39, 63)?
O1 O3 O5 O7 OY9 O keiner der angegebenen Werte

Wie viele invertierbare Restklassen in (Z2,-) gibt es?

O1 O2 O3 O4 O5 O6 O mehrals6

Wie viele invertierbare Restklassen in (Z7, ) gibt es?

O1 O2 O3 O4 Ob O6 (O mehrals6

Welche der nachfolgend in Zyklendarstellung angegebenen Permutationen w € S5 sind
ungerade, erfiillen also sgn(m) = —17

O (12)(345) O (12)(3)45) O (1234)(5) O (12)(3)(4)(5)

Welche der nachfolgend in Zyklendarstellung angegebenen Permutationen m € Sy sind
selbstinvers, erfiillen also 7 = 717

O (12)(345) O (12)(3)45) O (1234)(5) O (12)(3)(4)(5)




