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Relativistik (Bezugssysteme mit
hoher Relativgeschwindigkeit)

12.1 Vorbemerkungen: der Konflikt

Das vorige Kapitel beschiftigte sich im 2. Abschnitt mit Bezugssystemen,
die sich mit einer gewissen konstanten Geschwindigkeit u relativ zueinander
bewegen. Dabei wurde angenommen, daB diese Relativgeschwindigkeit
wie auch die Geschwindigkeit der Korper in diesen Inertialsystemen klein
seien gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢. Unter dieser Annahme wurden die
sogenannten Galilei-Transformationen formuliert, die den Ubergang von
einem dieser Bezugssysteme in ein anderes vermitteln.

Es wurde festgestellt:

Die Gesetze der klassischen Physik sind galilei-invariant.
Alle uns geldufigen physikalischen Vorgiinge und Prozesse
laufen in allen Inertialsystemen in gleicher Weise ab.
Konstante Translationsgeschwindigkeiten der Bezugssysteme
machen sich bei diesen Vorgiingen nicht bemerkbar; Absolut-
geschwindigkeiten sind nicht feststellbar.

Nichts wies anscheinend daraufhin, daB fiir die Translationsgeschwindigkei-
ten der Korper eine obere Grenze existieren konnte. Es gibt aber Experi-
mente, die klar zeigen, daB eine solche Grenze vorhanden ist, namlich die
Lichtgeschwindigkeit. Licht — oder allgemein eine elcktromagnetische Welle —
zeigt ein besonderes Verhalten, auf das die Formulierung der physikalischen
Gesetze abgestimmt werden muB.

Die Geschwindigkeit eines Schiffes gibt man an relativ zum Wasser, aul dem
es schwimmt. Fihrt es stromab, dann addiert sich fiir den Beobachter am
Ufer die Stromungsgeschwindigkeit des Wassers zu dieser Eigengeschwin-
digkeit, fihrt das Schiff stromaufwirts, dann subtrahiert sie sich von ihr.
Dasselbe gilt fiir eine Welle, z. B. eine Schallwelle in Luft. Die Schallgeschwin-
digkeit wird relativ zur Luft angegeben. Je nach Windrichtung addiert oder
subtrahiert sich von ihr die Windgeschwindigkeit — fiir den Beobachter auf
dem festen Boden. Oder denken Sie an eine Wasserwelle: Auch hier addieren
sich die Wellengeschwindigkeit und die Stromungsgeschwindigkeit vektoriell.
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Nun eine Lichtwelle! Sie existiert als elektromagnetisches Feld auch im Va-
kuum (mit solchen Feldvorstellungen haben wir heute keine Schwierigkeiten
mehr). Licht kann sich im Vakuum ausbreiten. Relativ wozu soll man jetzt
die Lichtgeschwindigkeit angeben? Stellen Sie sich nur einmal vor, man
nahme dem Schifl das Wasser weg... oder der Wasserwelle die Wasserober-
fliche... oder dem Schall die Luft. Schall und Wasserwelle horen auf zu
existieren, und das Schiff ware ein ruhender Klotz in der Landschaft. Da-
mit kann man sich ungefihr ausmalen, wie verzweifelt nach einem Medium
gesucht wurde, relativ zu dem man die Geschwindigkeit des Lichts angeben
konnte. Die Suche nach diesem sogenannten ,,Ather”, den man sich als
Trager fiir die Lichtwelle dachte, blieb erfolglos.

Man konnte z. B. daran denken, die Geschwindigkeit eines Photons relativ
zur Lichtquelle zu messen, aus der es stammt. Es zeigt sich, daB die
Geschwindigkeit der Lichtquelle sich zwar in der Energie des Photons und
damit in der Frequenz der Lichtwelle niederschlidgt (Doppler-Effekt), auf
die Geschwindigkeit des Photons selbst aber keinen EinfluBl hat: Michelson!
verglich mit seinem Interferometer (siche Optik) die Geschwindigkeit des
Lichts in Richtung der Bahngeschwindigkeit der Erde mit der senkrecht zu
ihr. Er konnte keinen Unterschied feststellen. Hat das Photon einmal die
Lichtquelle verlassen, dann lduft es mit Lichtgeschwindigkeit, gleichgiiltig
relativ zu welchem Bezugssystem man diese Geschwindigkeit miBt. Die
Vakuumlichtgeschwindigkeit betrdgt in allen Inertialsystemen

¢ =2,99792458 - 10* m/s ~ 300000 km/s.

Man muB sich schon einmal klarmachen, was es heiBt, eine Geschwindig-
keit vor allen anderen auszuzeichnen, indem man nicht mehr angeben muB,
relativ zu welchem Bezugssystem sie denn zu messen sei. Diese Auszeich-
nung genieBt nur das Licht. Akzeptiert man aber diesen experimentellen
Befund, dann darf man sich nicht iiber tiefgreifende Konsequenzen fiir die
Vorstellung von Raum und Zeit wundern, die mit dem ,,gesunden Menschen-
verstand* der tiglichen Erfahrung in Konflikt stehen. Es wird sich zeigen,
daB mit den ,,GrundgroBen* Weg und Zeit beim Ubergang von einem ins
andere Bezugssystem etwas passiert, was man bisher fiir unmoglich gehalten
hatte: Langen- und Zeitdifferenzen werden von ,ruhenden” und »beweg-
ten* Beobachtern unterschiedlich beurteilt; ruhende und bewegte Beobachter
sind verschiedener Meinung beziiglich der Reihenfolge von riumlich weit
getrennten Ereignissen etc. Der Zeitablauf ist fir verschiedene Beobach-
ter verschieden; man muBB Abschied nehmen von der ,,absoluten Zeit“, die
- wie Newton sagt — fiir alle gleichformig und gleichmiBig abliuft. Die
Zeit tritt als vierte Koordinate zu den drei Raumkoordinaten hinzu, innig
mit ihnen verwoben. Vier gleichberechtigte Koordinaten beschreiben das
vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum.

Ein Beobachter konstruiert sich ein Koordinatensystem und ordnet alle
Ereignisse, die er erlebt: Er sagt, wo sie stattgefunden haben (3 Ortskoor-
dinaten) und wann sie stattgefunden haben (1 Zeitkoordinate). Ein anderer
Beobachter, der sich relativ zu ihm mit konstanter Geschwindigkeit bewegt,

! Albert Abraham Michelson 1852-1931
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tut das auch. Er kommt zu anderen Koordinaten — natiirlich wird man
sagen. Er kommt aber auch zu anderen Zeiten. Die mathematische Erfas-
sung des Ubergangs von einem zum anderen Beobachter zeigt aber, daB dic
Zeitkoordinate, die der zweite Beobachter einem Ereignis zuordnet, von den
Ortskoordinaten des Ereignisses abhiingt, die der erste ihm gab — und nicht
nur von der Zeit, die er fiir das Ereignis notierte.

Neue Transformationsgleichungen vermitteln den Ubergang von einem In-
ertialsystem in ein anderes — die Lorentz-Transformationen.? Nun wird
gefordert:3

Alle Inertialsysteme sind gleichwertig, nicht nur die mit kleinen
Geschwindigkeiten relativ zueinander bewegten ( Einsteinsches
Relativitdtsprinzip ). Die physikalischen Gesetze miissen lorentz-
invariant formuliert werden.

Die Vorstellung eines vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums macht na-
tirlich Schwierigkeiten. Zum Gliick lassen sich die wesentlichen Effekte der
relativistischen Kinematik, die aber nur Bewegungen mit konstanter Relativ-
geschwindigkeit umfaBt, mit einer einzigen Raumkoordinaten beschreiben.
Das ist die Koordinate, die der ,ruhende“ Beobachter braucht, um die
gleichformige Bewegung des ,,bewegten” Beobachters zu beschreiben. Das
sei wie im Kap. 10 die x-bzw. x’-Koordinate: x || x'. £

Nimmt man noch die Zeit hinzu, dann kann man in diesem zweidimen-
sionalen Raum-Zeit-Kontinuum alle wesentlichen Fakten beschreiben und
geometrisch veranschaulichen. Wegen dieser Moglichkeit, die relativistischen
Effekte geometrisch anschaulich ohne die ,,Zauberformeln“ der Lorentz-
Transformationen darstellen zu koénnen, wird im folgenden eine kurze
Einfiihrung in die Anfangsgriinde der Relativistik gegeben, die sich von
der sonst iiblichen unterscheidet; es wird nur ein Minimum an Mathematik
verwendet. Die Methode geht auf den Astronomen Hermann Bondi zuriick.*

12.2 Geometrische Darstellung

Ein Beobachter A, der von sich behauptet, er ruhe, zeichnet ein (x,t)-
Bezugssystem (Fig. 12.1). Er betrachtet sich selbst als den Nabel der Welt, er
ruht bei x = 0; seine ,,Weltlinie* ist die t-Achse; er beobachtet und notiert,
was die anderen Leute tun. B ist z. B. eine Person, die zum Zeitpunkt t = 0
mit ihm zusammentraf und die sich mit einer gewissen Geschwindigkeit in
positiver x-Richtung bewegt. Ein dritter Beobachter C dagegen bewegt sich
in —x-Richtung auf A zu, wihrend D relativ zu A ruht; seine Weltlinie ist
eine Gerade parallel zur t-Achse des Zentralbeobachters A.

Ohne Schwierigkeiten erkennt man: Je schneller sich die Korper (oder Be-
obachterkollegen) relativ zu A bewegen, um so stirker sind ihre Weltlinien
gegen die vertikale t-Achse geneigt. Am schnellsten bewegt sich ein Lichtblitz
— ndmlich mit Lichtgeschwindigkeit. Seiner besonderen Bedeutung entspre-

2 Hendrik Antoon Lorentz 1853-1928
3 Albert Einstein 1879-1955
4 Hermann Bondi *1919
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Fig. 12.1: Die von einem Beobachter 4 ge-
zeichneten Achsen x und ¢ spannen ein zwei-
dimensionales Raum-Zeit-Kontinuum auf. In
diesem bedeutet ein Punkt E = (Xo,1o) ein Er-
eignis, das zum Zeitpunkt fp-am Ort xo statt-
findet. Ein Vorgang, d.h. eine dichte Folge von
Ereignissen ist durch eine Linie zu beschreiben,
die man Weltlinie nennt und die im allgemeinen

krumm ist.
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chend werden einem Lichtblitz auch besondere Geraden im (x,t)-Diagramm
zugeordnet: die Winkelhalbierenden, in Fig. 12.1 gestrichelt eingezeichnet
(L). Hier besagen diese speziellen Geraden: Zum Zeitpunkt t = 0, als er
mit B zusammentraf, sendete 4 einen Lichtblitz in positiver und einen in
negativer x-Richtung aus; der eine Lichtblitz wird etwas spiter von seinen
Kollegen C und D registriert.

Die Wahl der Winkelhalbierenden als Lichtgeraden soll auch zum Ausdruck
bringen: Mit der Sekunde als Einheit der Zeit und mit der Lichtgeschwin-
digkeit als Naturkonstanten ist die natiirliche Einheit der Lange die Licht-
sekunde (Ls) also die Strecke, die das Licht in einer Sekunde durcheilt. Mit
diesen Basiseinheiten ist die Lichtgeschwindigkeit also

c¢=1Ls/s. (12.1)

Die Geschwindigkeiten u aller Beobachter sind kleiner als c, in der Einheit
Ls/s gemessen also kleiner als 1. Das ist das gleiche, wie wenn man alle
Geschwindigkeiten in Bruchteilen von ¢ angibt:

R s e i ﬁ=§<L (122)

Die Weltlinien aller Beobachter im Diagramm der Fig. 12.1 miissen also
steiler als die Lichtgeraden sein. Je schneller sich ein Beobachter (relativ
zu A) bewegt, um so mehr néhert sich die Steigung seiner Weltlinie der
Steigung der Lichtgeraden. Der Tangens des eingezeichneten Winkels ¢ ist
direkt durch 8 gegeben,

tu¢=ﬂ=; (123)
Umgekehrt ausgedriickt: Eine Linie, auch eine krumme wie die des be-
schleunigt bewegten Beobachters B', verlduft stets steiler als die Lichtgerade
(| tan ¢| < 1); man nennt sie dann eine Weltlinie. Wir werden nur gleichformig
bewegte Korper betrachten, deren Weltlinien Geraden sind.

Das Diagramm trdgt der ausgezeichneten Bedeutung der Lichtgeschwin-
digkeit Rechnung: Gleichgiiltig welcher der Beobachter in Fig. 12.1 einen
Lichtblitz aussendet, stets ist die Weltlinie dieses Blitzes eine 45°-Gerade; der
Blitz lduft mit Lichtgeschwindigkeit, relativ zu welchem Bezugssystem man
diese auch immer miBt. Das war ja das wesentliche experimentell gesicherte
Faktum.

Bemerkung:

Im folgenden wird bei allen geometrischen Darstellungen im (x, ¢)-Diagramm
auf die explizite Angabe beider Achsen verzichtet. Es werden immer nur die
Zeitachsen gezeichnet. Mit dem Trick, die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 (Ls/s)
zu setzen, hat man — wie noch verdeutlicht werden wird — die Information
.Entfernung® sozusagen auch auf der Zeitachse untergebracht. Man ver-
meidet dadurch Schwierigkeiten mit der Geometrie der Raum-Zeit-Welt, die
nicht mehr euklidisch ist. Darum braucht man sich aber nicht zu kiimmern,
wenn man die mathematische Umsetzung der geometrischen Konstruktionen
im (x, t)-Diagramm vermeidet. Man beachte nur: Das Diagramm wird vom
ruhenden* Beobachter A gezeichnet; der relativ zu ihm bewegte Beobachter
B miifite ein anderes Diagramm zeichnen.

Teil A: Mechanik starrer Korper
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12.3 Der Bondische k-Faktor

Drei Experimentatoren A, B und C machen ein einfaches Experiment:
Fig. 12.2. Der Beobachter A (also derjenige, auf den alles bezogen wird und
der die Figur zeichnet) sendet in regelmidBigen Abstinden T Lichtblitze in
+x-Richtung aus. Der sich mit einer Geschwindigkeit u von 4 wegbewegende
Beobachter B empfangt nach seiner eigenen Uhr die Blitze in einem groBeren
Abstand k- T (k > 1), denn er versucht ja, vor dem Licht zu flichen. k ist
umso groBer, je schneller sich B von A wegbewegt. Konnte er sich mit
Lichtgeschwindigkeit bewegen (was er nicht kann!), wére k unendlich groB.
Ein relativ zu A ruhender Beobachter C empfingt die Lichtblitze natiirlich in
dem gleichen zeitlichen Abstand T, mit dem sie A ausgesendet hat. Bewegt
sich ein Beobachter auf seinen Kollegen A zu, empfingt er die Blitze in
einem um den Faktor 1/k kiirzeren Abstand. Wiirde B seinerseits immer
beim Empfang der Blitze von A selbst einen Blitz in positiver x-Richtung
abschicken, so kimen diese Blitze zusammen mit den Blitzen von A im
Abstand ; - (kT) = T bei C an.

Quintessenz:

Entfernen sich die Beobachter voneinander, dann vergréfert
sich der zeitliche Blitzabstand um den Faktor k, bewegen sie
sich jedoch mit der gleichen Geschwindigkeit aufeinander zu,
dann verringert er sich um den Faktor 1/k.

| < k < o0: die Beobachter entfernen sich voneinander;
k=1 : die Beobachter ruhen relativ zueinander;
0 <k <1 : die Beobachter bewegen sich aufeinander zu.

Oder allgemein:

Der exakte mathematische Zusammenhang zwischen dem k-Faktor und
der Relativgeschwindigkeit u der Beobachter wird im néchsten Abschnitt
hergeleitet.

12.4 Messung von Entfernungen und
Geschwindigkeiten

Entfernungen werden am besten mit der bereits im Kapitel 1 kurz beschrie-
benen Radarmethode direkt in Lichtsekunden gemessen, was man mit der
konstanten Lichtgeschwindigkeit auch sofort in Meter umrechnen kann -
falls notwendig. Der Experimentator A will z. B. die Entfernung zu seinem
Kollegen B messen. Er sendet einen Lichtblitz in Richtung von B und fangt
ihn nach der Reflexion an einem Spiegel bei B wieder auf (Fig. 12.3a). Die
Zeit zwischen der Aussendung des Blitzes und seinem Wiedereintreffen wird
gemessen. In Fig. 12.3.b ist das zugehorige (x,t)-Diagramm skizziert. Der
Lichtblitz wird zur Zeit ¢ = ¢, auf die Reise geschickt, zur Zeit t; + 7 am
Spiegel Sp reflektiert und zur Zeit ¢, = t; + 2t von A wieder aufgefangen.

Fig. 12.2: Die von einem Experimentator A im
zeitlichen Abstand T ausgesendeten Lichtblitze
werden von einem relativ zu ihm ruhenden Kol-
legen C im gleichen Abstand empfangen; der
Experimentator B, der sich von A mit konstan-
ter Geschwindigkeit wegbewegt, empfingt die
Blitze im groBeren zeitlichen Abstand k- T.

Al sp

(a)

to=t+21 N

T=ti+71

(b)

Fig. 12.3: (a) Zur Radarmethode der Entfer-
nungsmessung: Ein Lichtblitz wird ausgesendet
und nach Reflexion wieder aufgefangen. Die
Laufzeit ist direkt ein MaB fur die Entfernung
zwischen Experimentator A und Spiegel Sp sei-
nes Kollegen B.

(b) Darstellung der Entfernungsmessung im
(x, t)-Diagramm.
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(a)

t+27

T=t+7

(b) 0

Fig. 12.4: Experimentator A miBt dic Ge-
schwindigkeit eines Gegenstandes (oder eines
Kollegen) B mit der Radarmethode durch Aus-
senden eines Lichtblitzes. Dieser wird zur Zeit
¢t von A ausgesendet, zur Zeit t +t am Spiegel
von B reflektiert und zur Zeit t + 2t von A
wieder aufgefangen.

Der Zeitpunkt der Reflexion liegt offensichtlich genau in der Mitte zwischen

Aussendezeit und Empfangszeit,

41
2

trefl =1 +r= . (12'4)

Der Spiegel ist genau
tz_-z-i =t Ls (Lichtsekunden) oder [=ctm (Meter) (12.5)
von A entfernt. Das Ereignis ,,Lichtreflexion am Spiegel* hat also fiir A die
Ortskoordinate t = (1, —t,)/2 (in Ls) und die Zeitkoordinate T = (t; +,)/2
(in s). Beide Informationen sind also auf der Zeitachse untergebracht; die
explizite Angabe der Ortsachse eriibrigt sich.

Diese Radarmethode eignet sich auch zur Messung von Geschwindigkeiten
(Autofahrer wissen das!). Man sendet einfach zwei Lichtblitze kurz hin-
tereinander aus und empfiangt die am bewegten Gegenstand reflektierten
Blitze wieder. Dann erhilt man nach der gerade beschriebenen Methode die
Strecke, die der Gegenstand zwischen den beiden Reflexionen zuriickgelegt
hat. Diese ist nur noch durch die zugehorige Zeitdifferenz zu dividieren, um
die gewiinschte Geschwindigkeit zu ermitteln. Man kann die MeBmethode
noch vereinfachen und auf einen der Lichtblitze verzichten, wenn man den
Zeitnullpunkt geschickt wihlt oder, was auf das gleiche hinauslduft, den
ersten Blitz z. Zt. t = 0 aussendet.

Die Einzelheiten dieser vereinfachten Geschwindigkeitsmessung sind im Dia-
gramm der Fig. 12.4 festgehalten. B ist der mit der Geschwindigkeit f = u/e
sich von 4 wegbewegende Kollege; A will diese Geschwindigkeit messen. Die
Zeitmessung beginnt, wenn B bei A vorbeikommt, d. h. wenn ihre Weltlinien
sich schneiden. A wartet eine Zeit t ab, sendet dann einen Lichtblitz in
Richtung von B aus und empfingt ihn zur Zeit t + 2t wieder.
A sagt:
Mein Blitz wurde z. Zt. T = t+1 bei B reflektiert. B befand sich dann gerade
7 Lichtsekunden von mir entfernt. Zum Zuriicklegen dieser Entfernung
brauchte mein Lichtblitz t Sekunden, mein Kollege B aber T =t +1
Sekunden. Die Geschwindigkeiten verhalten sich umgekehrt wie die zum
Zuriicklegen der Entfernung bendtigten Zeiten:

u ot

Durch Messung der Sendezeit t und der Empfangszeit ¢t + 2t kann 4 damit
also sofort die Geschwindigkeit seines Kollegen B in Lichtsekunden pro
Sekunde angeben.

Man kann aber noch ein biBchen weiterrechnen und erhilt sogleich den
Zusammenhang zwischen dem k-Faktor und der Relativgeschwindigkeit w.
Nach der Definition des k-Faktors (Fig. 12.2) 1af3t sich die Relexionszeit ¢’ des
Blitzes nach der Uhr von B angeben (zur Erinnerung: Es soll beriicksichtigt
werden, daB die Uhren der beiden Experimentatoren verschiedene Zeiten
anzeigen):

¢ =k-t, (12.7)
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denn so war der k-Faktor ja definiert: Der sich wegbewegende Beobachter
empfangt, wenn man den nicht gezeichneten Blitz bei ¢ = 0 mit hinzunimmt,
die Blitze im k-fachen zeitlichen Abstand.

Dann gilt aber auch umgekehrt: Der z. Zt. ¢’ bei B reflektierte Blitz kommt
zur Zeit k-t bei A an, denn von B’s Standpunkt aus bewegt sich A mit
gleicher Geschwindigkeit von ihm weg. Es gilt also:

t+2t=k-t =k*-t. (12.8)

Damit 1dBt sich die Laufzeit 7 des Blitzes und die Reflexionszeit T =1t + 1
als Funktion der Sendezeit ¢t angeben:

A 1

(=1t und T=z+r=§(k2+1)-z. (129)

T=

Setzt man dies in (12.6) ein, erhilt man sofort den Zusammenhang zwischen
dem k-Faktor und der Relativgeschwindigkeit u der beiden Experimentato-

ren:
_u k-1 [1+p
p= R oder k =5 (12.10)

Das Diagramm der Fig. 12.5 zeigt den Zusammenhang zwischgn k und der
Relativgeschwindigkeit # = u/c. Man erkennt : k = 1 ist gleichbedeutend
mit u = 0; Sender 4 und Kollege B ruhen relativ zueinander. Ersetzen
von k durch 1/k ist gleichbedeutend mit dem Ersetzen von u durch —u
(oder B durch —f): Im ersten Fall bewegen sich A und B wie in Fig. 12.2
voneinander weg, im zweiten Fall bewegen sie sich aufeinander zu — wie B
und C in Fig. 12.2.

Mit Hilfe von (12.10) kann man nun alle mit Hilfe der (x,t)-Diagramme
gewonnenen Erkenntnisse statt mit k auch mit f = u/c ausdriicken. Zum
Beispiel registriert in Fig. 12.2 der sich von 4 wegbewegende Beobachter B
die von A im Abstand T ausgesendeten Lichtblitze im groBeren Abstand
T' =k T oder mit der kleineren Frequenz
LT PR ST e
T kv Vol
Denkt man nun statt an einzelne Lichtblitze an Lichtwellen mit der Frequenz
v, dann ist v < v die Lichtfrequenz, die ein vom Sender sich wegbewegender
Beobachter registriert. Das ist der sogenannte Dopplereffekt’; er wird uns in
der Wellenlehre wiederbegegnen.

v, (12.11)

i

125 Die Zeitdilatation und das
Zwillingsparadoxon

Wir wollen mit der Beschreibung des bekannten sogenannten Zwillingspa-

radoxons beginnen, das, wie sich dann herausstellt, gar kein Paradoxon ist,

aber unglaublich klingt:

5 Christian Doppler 1803 — 1853

K
5
4
1B
kfis s
2
7
1,0 0,5 0 05 1,0

B=u/c
Fig. 12.5: Abhingigkeit des k-Faktors von der
Relativgeschwindigkeit u.
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Fig. 12.6: Zum Zwillingsparadoxon: Ein Be-
obachter B bewegt sich zunédchst mit einer ge-
wissen Geschwindigkeit von A weg, kehrt dann
aber wieder mit der entgegengesetzt gleichen
Geschwindigkeit zu A zuriick. Um die ver-
flossenen Zeiten nach den Uhren von A und
B vergleichen zu konnen, sendet B in festen
Zeitintervallen T Lichtblitze in Richtung A.

Im unternechmungslustigen Alter von 20 Jahren entschlieBt sich einer von
zwei Zwillingsbriidern, mit einem Raumschiff, das in kiirzester Zeit eine
Geschwindigkeit von — sagen wir — u = 0,9¢ erreichen kann, auf eine groBe
Reise zu gehen. Er kehrt (nach seiner Uhr) nach 10 Jahren, also im Alter
von 30 Jahren zuriick und muB feststellen, daB sein Bruder bereits 43 Jahre
alt geworden ist.

Das klingt wie Zauberei. Wir wollen das ,,Experiment* der beiden Briider
schrittweise mit Hilfe des (x,t)-Diagramms verfolgen. A sei der Bruder, der
zu Hause bleibt und das Diagramm zeichnet; B ist der Bruder, der sich
mit der Geschwindigkeit u auf die Reise begibt, nach einer gewissen Zeit
in das Raumschiff von C umsteigt und mit der gleichen Geschwindigkeit
zuriickkehrt. Die beiden Briider haben ausgemacht, daB B im regelmaBigen
Abstand T Lichtblitze nach Hause schickt. A4 empfingt diese Blitze im
Abstand k- T > T und entnimmt daraus, daB sich sein Bruder von ihm
entfernt. Nach n Blitzen, also nach der Zeit n- kT empfingt A plotzlich die
Blitze in dem viel kiirzeren Abstand (1/k) - T und erkennt daran, daB sich
sein Bruder mit der (entgegengesetzt) gleich groBen Geschwindigkeit auf der
Riickreise befindet. Nach weiteren n kurz aufeinanderfolgenden Blitzen sind
die beiden Briider wieder beisammen und vergleichen ihre Uhren:

Fiir den Reisenden B ist die Zeit

At =2nT

vergangen, denn er hat insgesamt 2n Blitze nach Hause geschickt. Fiir den
daheimgebliebenen A verging jedoch die Zeit

1 1
At=n-k-T+n % T=n (k+k) T.
In unserem Beispiel war At’ = 2nT = 10 Jahre. Mit u = 09 ¢, also k = 4,35
kommt fir At = (4,35 + 1/4,35) - 5 = 23 Jahre heraus!

Der daheimgebliebene, also ruhende Bruder muB schlieBen, dall bewegte
Uhren langsamer gehen. Er findet das unglaublich und vermutet, dal sein
Bruder mit seiner Uhr bei den Beschleunigungsphasen seines Raumschifis
oder beim Umsteigen auf das Raumschiff von C eventuell Schaden erlitten
hat.

Die beschriebene Zeitdilatation kann man ohne groe Rechnung aber bereits
dem Diagramm der Fig. 12.4 entnechmen, wo A4 die Geschwindigkeit von B
miBt und es kein Umsteigen auf ein zuriickkehrendes Raumschiff gab.

A sagt: ,,Mein Blitz wurde zur Zeit T =t + t reflektiert.”

B sagt: ,,Der Blitz wurde bei mir zur Zeit ¢’ reflektiert.

Diese beiden Aussagen kann man vergleichen, wenn man die Erkenntnisse
von GI. (12.9) und t' = k - t beriicksichtigt. Man gelangt sofort zu

T/t = %(k + 1/k), oder wenn man auf Zeitdifferenzen umschreibt

(T — At; ¢ — AY):

1
At = 1 k+—|-Af oder Ar= - A, (12.12)
2 k 1—p2
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oder At=7y-Af oder At> Atf.
A sagt

Bewegte Uhren gehen langsamer.

Damit ist jedoch nicht ctwa einer der beiden Beobachter ausgezeichnet. Die
Angelegenheit ist vollig symmetrisch. Lassen wir B einmal urteilen! Dann
muB er das Diagramm zeichnen, das in Fig. 12.7 wiedergegeben ist.

Jetzt gehoren alle mit einem Apostroph versehenen Zeitangaben zum ruhen-
den Bezugssystem, alle ungestrichenen zum bewegten System. B schickt jetzt
einen Lichtblitz in Richtung von 4 und fingt das reflektierte Signal wieder
auf.

B sagt: Der Blitz wurde zur Zeit At' =t + 7 bei A reflektiert.
A sagt: Bei mir wurde das Licht zur Zeit At = ¢ reflektiert.
Jetzt muBl man analog zu (12.9) schreiben:

’__’ / 1 r’ I
At—t+r=-2-(k2+1)'t und  At=k-r.

Diesmal ergibt sich daraus »

1

1
At = 3 (k + E) At oder Ar' =7y-At, also Ar<Ar. (12.13)

Auch B kommt zu dem Schlu3: Bewegte Uhren gehen langsamer.

Die Zeitdehnung wichst mit der Relativgeschwindigkeit. Der Faktor y
wird fir u = ¢ unendlich und fiir u > ¢ schlieBlich imaginir. Die Zeit
ist aber etwas physikalisch Reales und damit mathematisch Reelles. Die
Lichtgeschwindigkeit tritt hier auf als absolute Grenzgeschwindigkeit, die
zwei Beobachter mit ihren Bezugssystem relativ zueinander je haben konnen.

Auch der Spezialfall u = ¢ ist natiirlich interessant: Nehmen wir einen
»Reisenden®, der sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt — ein Photon im
Vakuum z B. — und machen uns noch einmal klar, was Gl. (12.12) besagt!
Ein Photon von fernen Sternen ist von uns aus gesehen viele Milliarden
Jahre unterwegs; das wire die Lebensdauer, die wir ihm zuschreiben miiBten.
Wenn wir versuchen, aus Gl. (12.12) die Lebensdauer anzugeben, die es in
seinem eigenen Bezugssystem hiitte, so kommt wegen u = ¢ und y = o stets
Null heraus: Fiir ein Photon gibt es kein Altern.

12.6 Die Lingenkontraktion

Auch bei Lingenmessungen kommen ruhende und bewegte Beobachter zu
unterschiedlichen Ergebnissen. Wie ein Experimentator die Linge eines
MaBstabs in seinem eigenen Bezugssystem miBt, wurde oben beschrieben.
Der ruhende Beobachter A will nun aber die Linge des Mafstabs seines
Kollegen B messen, der sich relativ zu ihm mit der Geschwindigkeit u be-
wegt. Er wendet — genau wie B es tun wiirde — die Radarmethode an,
schickt Lichtblitze aus, die an den MaBstabsenden reflektiert werden, und

@l (8]
At+27
T=t'+1
v
0

Fig. 12.7: B, der von sich behauptet, er ruhe,
zeichnet ein (x,1)-Diagramm, in dem er festhilt,
daB A sich mit der Geschwindigkeit « von ihm
wegbewegt.
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) ©
Fig. 12.8: Ein ruhender Experimentator A miBt
die Linge eines Malstabs, der sich mit B von
A wegbewegt. A zeichnet je eine Weltlinie fiir
jedes MaBstabsende und achtet darauf, daB die
beiden von ihm ausgesendeten Lichtblitze zur
gleichen Zeit an den MaBstabsenden reflektiert
werden.

empfingt sic wieder (Fig. 12.8a). Im Teil (b) der Figur sicht man das vom
ruhenden Beobachter A gezeichnete (x,t)-Diagramm: Er zeichnet zwei par-
allele Weltlinien fiir den Anfangs- und fiir den Endpunkt des MaBstabs von
Kollegen B. Dann hat A nur noch auf eines zu achten: die beiden von ihm
ausgesendeten Lichtblitze miissen zu zwei Zeiten t; und t, so abgeschickt
werden, daB sic nach seiner eigenen Uhr zur gleichen Zeit T an den Mafstab-
senden reflektiert werden. (Das ist eigentlich selbstverstindlich; man muf
auch bei der normalen Lingenmessung eines Gegenstands durch Vergleich
mit einem Meterstab die ,,Signale* von den Gegenstandsenden gleichzeitig
ausgehen lassen und darf den Gegenstand zwischen den Ablesezeitpunkten
nicht verschieben.) Wenn A seine Blitze dann zu den Zeiten t; und ts wieder |
empfingt, kann er den Zeitpunkt der Reflexionen berechnen:

ti+ty i+t
T— P 12.14]
3 3 (12.14)
Zu dieser Zeit T war das vordere Ende des MaBstabs
ty—1t

T1=T—t2=——2——LS,

das hintere Ende des Mafstabs
1y —1
nh=T—t = L—Z—l‘ Ls

von A entfernt. Der MaBstab besitzt also fir A die Linge
L=Tz—f| =l4—t3=t2—t1 LS. (12.15)

Bevor wir dies mit Hilfe des k-Faktors umformen, wollen wir auch noch |
die Linge L’ aufschreiben, die der bewegte Beobachter B scinem Mafstab
zuordnet. Seine Lidngenmessung ist auch in Fig. 12.8 enthalten: B moge |
sich am linken Ende seines MaBstabs befinden; er braucht bloB einen
Lichtblitz zum rechten MaBstabsende auszusenden. Er tut dies hier genau
zum Zcitpunkt ¢}, wenn er den t,-Blitz von 4 empfingt. Seinen eigenen Blitz
fangt er z. Zt. tj, wieder auf. Er miBt also die MaBstabslinge

! 1 ’ ’
L= 3 (ts—1) Ls. (12.16)

L und L' miissen noch durch den k-Faktor miteinander in Verbindung
gebracht werden. Wieder entnimmt man aus Fig. 12.7:

ti=k-t;; =k ty; ty=k-ty=K-t;; ti=k- 1.

Man kann damit in (12.13) die gestrichenen durch die ungestrichenen Zeiten
ersetzen und erhalt unmittelbar

N CSL LA P
L—E(k+k) (t2 tl)—i(k+i) L—-M L. (12.17)

Der ruhende Experimentator A schreibt also fir die Linge des MaBstabs
auf:
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2k 1
L= L S ENT YIS ) p ARt 1 12.18
T L'=+1-pL - (12.18)

Mapstibe, die parallel zu ihrer Ausdehnung bewegt
werden, sind fiir den ruhenden Beobachter verkiirzt.

Hier erscheint der gleiche Faktor y wie bei der Zeitdilatation Gl. (12.12) - nur
im Nenner. Fiir den ruhenden Beobachter werden bewegte Malstibe um
den gleichen Faktor verkiirzt, um den die mit bewegten Uhren gemessenen
Zeitintervalle verldngert werden.

Beispiel: Durch kosmische Strahlung entstehen in den oberen Atmosphirenschich-
ten in ca. 20 km Hohe Mesonen, deren Eigenlebensdauer nach Laborexperimenten
T’ = 2,15 ps betriigt. Bei diesen Experimenten haben die Mesonen nur sehr kleine
Geschwindigkeiten. Die ruhenden Experimentatoren messen praktisch die gleiche Le-
bensdauer, die auch ein gedachter, mit dem Meson mitbewegter Beobachter messen
wiirde. — Die Mesonen in der Atmosphire besitzen jedoch eine sehr hohe Energie und
eine sehr groBe Geschwindigkeit von etwa 0,9994c, also praktisch Lichtgeschwindig-
keit. Ohne Beriicksichtigung der relativistischen Zeitdehnung wiirden die Mesonen
wiihrend ihrer Lebensdauer einen mittleren Weg von ¢+ T’ ~ 640 m zuriicklegen.
Sie hitten keine Chance, bis zur Erdoberfliche vorzudringen, wo man sie jedoch
nachweisen kann. Das Nachweisexperiment wird in unserem Ruhsystem gemacht.
Von hier aus gesehen miissen wir dem Meson eine groBere (gedehnte) Lebensdauer
von T =7 T’ zubilligen. Bei y = 1/v/1 —0.99942 ~ 30 leben dic Mesonen also rund
65 ps, in denen sie miihelos die Strecke von 20 km bewiltigen. — Der Beobachter, den
wir uns auf dem Meson sitzend denken, hat aber auch keine Argumentationsschwie-
rigkeiten. Fiir ihn lebt das Meson natiirlich nur die erwidhnten 2,15 us; er sicht den
Experimentator auf der Erde mit anniihernd Lichtgeschwindigkeit auf sich zurasen;
er sieht die Strecke bis zur Erde um den Faktor y verkiirzt. Statt 20 km bleiben da
gerade noch 640 m, die er wiederum miihelos in der kurzen Zeit zuriicklegt.

12.7 Die Lorentz-Transformationen

Nun sollen schlieBlich auch die Transformationsformeln erarbeitet werden,
die den Ubergang zwischen zwei relativ zueinander bewegten Bezugssyste-
men vermitteln und die an die Stelle der Galilei-Transformationen treten,
wenn die Relativgeschwindigkeiten nicht mehr klein gegen die Lichtge-
schwindigkeit sind; das sind die sogenannten Lorentz-Transformationen. Im
Sinne unserer Diagramme heiBt dies: Die rdumliche und zeitliche Koor-
dinate eines Ereignisses wird einmal vom ,ruhenden* Beobachter A und
einmal vom bewegten Beobachter B gemessen und miteinander verglichen.

Ein geeignetes (x, t)-Diagramm ist in Fig. 12.9 angegeben. Beide Beobachter
stellen ihre Uhren auf Null, wenn sic gerade aneinander vorbeirasen. Ein
Ereignis E findet von Beobachter A aus gesehen jenseits von Beobachter
B statt. Es kann sich dabei einfach um die Reflexion eines Lichtstrahls
handeln, den A z. Zt. t; ausgesendet hat oder um eine durch den Lichtstrahl
ausgeloste Explosion.

H=T-1

0

Fig. 12.9: Zur Herleitung der Lorentz-
Transformationen ermitteln ein ruhender Be-
obachter 4 und ein bewegter Beobachter B die
raumlichen und zeitlichen Koordinaten eines
weit entfernten Ereignisses E. Dabei konnte es
sich z. B. um cine Explosion handeln, die durch
den z. Zt. t; von A ausgesendeten Lichtstrahl
ausgeldst wird.
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A notiert:
1) Aussendung des Lichtblitzes z. Zt. t, = T — 1.
2) Empfang des reflektierten Lichtblitzes z. Zt. t, = T + .

Das Ere1gms E ist also 7 = 2(tz —1;) Ls von A entfernt und hat z. Zt.
T = 2(tz + t;) s stattgefunden. Die raumzeitlichen Koordinaten des Ereig-
nisses sind also fir A: E = (1, T).

B sendet z.Zt. t}, wenn das t,-Signal von A ihn erreicht, ebenfalls einen
Lichtblitz nach E und empfingt den reflektierten bei t, wieder.

B notiert:
1) Aussendung des Lichtblitzes z. Zt. t; = T' — 7.
2) Empfang des reflektierten Blitzes z. Zt. t, = T' + 7.

Das Ereignis E ist also 7/ 2(t2 —t}) Ls von B entfernt und hat z. Zt.
Pi= 2(t2 + t}) s stattgefunden. Die raumzeitlichen Koordinaten des Erelg-
nisses sind also fir B: E = (¢, T').

Aus dem Diagramm der Fig. 12.9 kann man wieder entnehmen:
ty=k-t und L=kt
oder
T—¢=k(T—0 und T+¢=7-(T+1. (219

Durch Addition bzw. Subtraktion erhilt man unmmelbar die Lorentz-

Transformationen:
ritv] 1 1 1

(k+£).r—%<k_%).r.

Man kann sie leicht in die handelsiibliche Form bringen, wenn man den
k-Faktor durch f, die speziellen Zeitkoordinaten T und T’ des Ereignisses
E durch t bzw. ¢’ und die in Lichtsekunden gemessenen Ortskoordinaten t
und 7’ durch die in Metern zu messenden x = ¢t bzw. X' = ¢ - 7’ ersetzt. Es
ergibt sich dann mit

l(k+l)=; i l(k_1)=__ﬂ_
2 k V1-p2 2 k /1— B2

(12.20)
T =

N —
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Lorentz-Transformationen:

; X —ut X' +ut
X e

VI=p2 /1—p?
o t=Bxfe U Bx/e (12.21)

V1—-p2 /1-p?

y=yt =iz
f=ujc

Der linke Gleichungssatz gilt fiir den Ubergang vom System S(A) ins System
S'(B), der rechte fiir den umgekehrten Ubergang. Hin- und Riicktrans-
formationen gehen auseinander hervor, indem die gestrichenen durch die
ungestrichenen GroBen und die Relativgeschwindigkeit u durch —u (bzw.
durch —p) ersetzt werden.

Vergleicht man diese Transformationen mit den Galileischen, dann sieht man
sofort, daB letztere offenbar die Niherungen sind fir u < c. Bei allen rele-
vanten Koordinaten tritt der charakteristische relativistische Faktor 1/1 —
auf. Bei den Zeitkoordinaten erscheinen jetzt aber auch die Ortskoordina-
ten, wie man dies im umgekehrten Fall fiir selbstverstindlich erachtet. Darin
manifestiert sich die Gleichberechtigung von Orts- und Zeitkoordinaten.

Die angegebenen Transformationsgleichungen wurden unter der Hand noch
durch die Bezichungen fiir die beiden anderen Ortskoordinaten y und z
erginzt. Aus der nur zweidimensionalen geometrischen Darstellung erfihrt
man iiber sie nichts. Bei ihnen gibt es aber auch keine Schwierigkeiten:

Mapstibe, die senkrecht zur ihrer Ausdehnung bewegt
werden, erfahren keine Lingeniinderungen.

Das folgt wiederum einfach aus der Gleichberechtigung der beiden Bezugssy-
steme S und S'; wieder sei die Relativgeschwindigkeit u, wie in Fig. 12.10 ein-
getragen. Vor dem Start von S’ vergleichen beide Beobachter ihre Mafstéibe;
sie sollen gleich lang sein. Die MaBstibe werden an der y- bzw. y’-Achse
befestigt und in gleicher Héhe (M, M’) mit einem Schreibstift versehen.
Dann startet B mit seinem System und fliegt mit der Geschwindigkeit u
an A vorbei. Jeder der Schreibstifte macht dann beim Vorbeifliegen auf
dem jeweils anderen MaBstab einen Strich. Nehmen wir einmal an, 4 finde
wirklich unterhalb M einen Strich, dann schlieBt er, daBl der MaBstab seines
Kollegen B kiirzer ist als sein eigener, daB also bewegte Mapstibe kiirzer
seien. Umgekehrt findet dann B einen Strich auf seinem MaBstab oberhalb
M'. B bezeichnet sich natiirlich in seinem System als ruhend und behauptet,
daB A sich mit seinem System S mit —u bewege. Nach seinem MeBergebnis
ist der MaBstab von 4 ldnger als sein eigener. Er schlieBt also, daB bewegte
Mapstibe linger seien als ruhende.

Damit kdnnte man unterscheiden, welches der beiden Systeme sich wirklich
bewegt und welches ruht. Die beiden Inertialsysteme sollen aber vollig

X x"
® ®
Fig. 12.10: Ein ruhender Beobachter A und ein
mit der Geschwindigkeit u bewegter Beobach-
ter B vergleichen zwei MaBstiibe, die senkrecht
zur Bewegungsrichtung an den y-Achsen ange-
bracht sind.
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gleichberechtigt sein, was nur moglich ist, wenn beide Beobachter zﬂ\
gleichen SchluB kommen.

12.8 Transformation von Geschwindigkeiten

Die Transformation von Geschwindigkeiten von einem ruhenden Bezug&\
stem in ein mit der Geschwindigkeit 4 bewegtes System kann man ebenf;

mit Hilfe des k-Kalkiils gewinnen. Da man sich bei ihm aber von vornhere;
auf eine einzige Raumkoordinate beschrinkt, erhalt man natiirlich nur Clt\
Aussage liber die Komponente der Geschwindigkeit in dieser Koordinatg
richtung. Uber die Komponenten in den anderen Raumachsenrichtunga
erfahrt man nichts. ‘

Am besten geht man daher gleich von den Lorentz-Transformationen (122}
aus. Die beiden Bezugssysteme seien wieder so gewihlt, daB die x-Achsa
parallel sind. Die Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme sei wieder u
DefinitionsgemaB gilt fiir die Geschwindigkeiten © und ¢’ in den beid\“
Bezugssystemen: sus _ (dx dy E
U= (vy,0,,0;) = T Tar L
2% _( i ) /) e d_xl g}__" E
PEWelp ) = G @ ar

Um ¢ und & zueinander in Beziehung zu setzen, braucht man nur 2
beachten, daf3 die beiden Beobachter in S und S’ ihre individuellen U}u-q\
mit sich herumtragen (¢ # ¢). Es gilt dann mit (12.21):

, dx dx de U, —u

l)x—d—t,—a H___I—MU_K/CZ‘ (1222]
,_ﬂ_dy’_dt_v,w/l-—ﬁ2 1223
I dr — dt dr 1 —uv,/c? ( )

und analog fiir v].

Diese Gleichungen beschreiben den Ubergang von § nach §’. Um die umge.
kehrten Transformationen zu erhalten, hat man nur ¢ durch ¢’ und u durch
—u zu ersetzen. Zusammenfassend hat man also fiir eine Geschwindigkeit §
in beliebiger Richtung die Transformationsbezichungen (fiir x || x):

Geschwindigkeitstransformationen:
. U—u i = v+ u
"= T Buje * T 1+ pujc
L v /TP Ly /TmE | 6224
’ 1 —po/c ’ 1+ Buv./c
L TP A
b = 1—fBo/c @ 1+ puv./c

Teil A: Mechanik starrer Korper



Kapitel 12: Relativistik (Bezugssysteme mit hoher Relativgeschwindigkeit) 139

—————————y

Auch hier erhilt man fir den Grenzfall u,v < ¢ das klassische Additi-
onstheorem der Geschwindigkeiten zuriick: Die Nenner und die Wurzel-
ausdriicke sind dann praktisch gleich 1.

Diese Gleichungen bringen nun auch mathematisch zum Ausdruck, was als
experimentelle Erfahrung ganz zu Beginn in die Uberlegungen hineingesteckt
wurde: Lichtblitze pflanzen sich in jedem Bezugssystem mit Lichtgeschwin-
digkeit fort. Setzt man z.B. in (12.24) v, = ¢ im System S, dann erhilt man
im System §’:

o = Tl
T l—uc/cd

Das heifit: Man kann einem Photon mit beliebiger Geschwindigkeit hin-
terherfahren — es enteilt stets mit Lichtgeschwindigkeit. Oder, man kann
einem Photon so schnell entgegeneilen wie man will, es kommt stets mit
Lichtgeschwindigkeit auf einen zu.

Ein anderes Beispiel: Angenommen man hat es geschafft, in einem mit u = 09¢c
bewegten Bezugssystem ein Teilchen auf v, = 0,9¢ zu beschleunigen. Wie schnell ist
es dann im Ruhsystem? Die einfache Addition ergiibe 1,8¢, also etwas GroBeres als
die Lichtgeschwindigkeit. Die richtige ,,Addition** nach Gl. (12.20) ergibt aber:

09¢+09¢ »
Uy = TO,SI = 0,9945C,

also eine Geschwindigkeit < c.

12.9 Absolut und relativ: Vergangenheit,
Gegenwart und Zukunft

Es wurde eingangs schon erwiihnt, daB auch der Begriff der Gleichzeitigkeit
relativiert werden muB: Ereignisse, die flr einen Beobachter gleichzeitig
stattfinden, konnen fiir einen relativ zu ihm bewegten Kollegen nacheinander
eintreten. Trotzdem gibt es keine Schwierigkeiten mit der Kausalitit, wie man
vielleicht vermuten konnte, denn diese Meinungsverschiedenheiten treten nur
bei Ereignissen mit groBem raumlichem Abstand auf, so daB das eine nie
die Ursache des anderen sein kann.

In Fig. 12.11 sind zwei Ereignisse E, und E, eingezeichnet, die fiir den
Beobachter A gleichzeitig, und zwar z Zt. T stattfinden. Er belegt diese
Behauptung damit, daB er zwei z. Zt. T — 7 in entgegengesetzten Richtungen
ausgesendete Lichtblitze, die diese Ereignisse dann auslosten, 2t Sekunden
spater wieder empfingt.

A sagt:

1) der zeitliche Abstand der Ereignisse ist Null, sie finden gleichzeitig statt;
2) der ridumliche Abstand der Ereignisse ist 2t Lichtsekunden.

Der relativ zu A bewegte Beobachter B ist anderer Meinung. Es soll
angenommen werden, daB er mit A4 z. Zt. T zusammentrifft; liber diesen
Zeitpunkt sind sich die beiden einig. B muBte aber bereits bei T{ — 7’ einen
Blitz aussenden, der mit dem entsprechenden Blitz von A gemeinsam bei
E, reflektiert wurde, und empfingt diec Antwort wieder bei T; + 7. Ohne

Fig. 12.11: Fiir einen ruhenden Beobachter 4
finden zwei Ereignisse E; und E; gleichzeitig
zur Zeit T statt. Ein relativ zu ihm bewegter
Kollege kommt jedoch zu dem SchluB3, daB E;
spiter als E; stattfindet (T3 > T).
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(@) (b)

Fig. 12.12: (a) Zwei relativ zueinander ruhende
Beobachter 4; und A, kommen bei der Beur-
teilung der zeitlichen Reihenfolge von Ereignis-
sen zum gleichen Ergebnis: Fir beide findet E,
spiter als Eg statt.

(b) Ein Beobachter B, der sich mit einer ganz
gewissen Geschwindigkeit auf A4, zubewegt,
kommt zu dem SchluB, daB Ej und E; gleich-
zeitig stattfinden.

weitere Rechnung ist sofort zu sehen: Fiir ihn liegt T| vor T und analog die

Zeit T, fiir das zweite Ereignis spiter als T. Fiir B findet E, eindeutig nach

E, statt.

B sagt:

1) der zeitliche Abstand der Ereignisse ist T, — Ty; E, findet spater als E;
statt;

2) der raumliche Abstand der Ereignisse ist 27" Lichtsekunden.

Beides kann man unter Zuhilfenahme von (12.20/12.21) mit dem rdumlichen
Abstand 27 im Ruhsystem ausdriicken:

2
Tz’—T,'=<1-<k—l>~21= £ fad

2 k /1—/32.C

TR N E

2 k V1= ¢
Dabei ist 2x der von A gemessene rdumliche Abstand der Ereignisse.

Aus Fig. 12.11 ist unmittelbar ersichtlich, daB ein dritter Beobachter, der
sich relativ zu A in entgegengesetzter Richtung wie B bewegt, zu dem
umgekehrten SchluBl kommt: Ereignis E; findet fiir ihn vor E, statt.

Nun fragt man sich natiirlich, wie weit diese Verquickung von Vergangen-
heit, Gegenwart und Zukunft getriecben werden kann. Ganz sicher konnen
wir keinen Besuch aus der Zukunft bekommen, genausowenig wie aus der
Vergangenheit. Immer handelt es sich um Aussagen von gegeneinander be-
wegten Beobachtern und um Ereignisse, die nicht am gleichen Ort stattfinden.
Um dies noch etwas zu prézisieren, wurde Fig. 12.12 gezeichnet.

Einem Beobachter A, sei ein Ereignis E, so wichtig, daB er es zum Nullpunkt
seiner Zeitskala macht (Fig. 12.12a). Ein weit entfernter, aber relativ zu ihm
ruhender Kollege A, denkt genau wie er. Er legt seinen Zeitnullpunkt genau
mitten zwischen Sendezeit (—t) und Empfangszeit (+7) eines Lichtblitzes,
mit dem er E, auslosen konnte. Ein Ereignis E, in seiner Nahe, das fir ihn
zu spiterer Zeit T, stattfindet, tut dies auch nach Meinung von 4,: Zeit
T, =(T,+ T,)/2 > 0. A; und A4, haben keine Meinungsverschiedenheiten
iiber die zeitliche Abfolge von Ereignissen.

Nun kann man aber einen Beobachter B finden, fiir den E, und E, gleich-
zeitig stattfinden. B moge zum Zeitpunkt 0 von E, mit A, zusammentreffen
— nach seiner und nach der Uhr von A,. Zur Konstruktion der Weltlinie von
B im System von A; benutzt man die Lichtgerade des Blitzes (T, — T}), der
E, ausloste und von ihm reflektiert wurde. Der Kreis um E, mit dem Radius
EyE, schneidet diese Lichtgeraden in —t’ und +t'. Die Gerade (—7’, Eo, +7')
ist die Weltlinie (Zeitachse) des gesuchten Beobachters B. Er hatte z.Zt.
t; = —1' einen Blitz aussenden miissen, um E; auszulsen, und die Antwort
bei ¢, = +7’ wieder empfangen. Er behauptet klar, da (¢} +¢,)/2 = 0 ist, daB
E, und E, gleichzeitig stattfanden.

Die Konstruktion zeigt deutlich: Man kann solche bewegte Beobachter B
fir alle Ereignisse E; finden, die auf der Zeitachse von A4, zwischen —t und
+7 liegen. Oder, da die Entfernung zwischen E; und A, willkiirlich gewahlt

(12.25)
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war, gilt dies fiir alle Ereignisse, die relativ zu E, im rechten oder linken
Quadranten zwischen den von E, ausgehenden Lichtgeraden liegen.

Man nennt dieses Raumzeitgebiet daher die relative Vergangenheit/Ge-
genwart/Zukunft, weil verschieden schnell bewegte Beobachter iiber die
Reihenfolge der Ereignisse uneins sind. Alle Ereignisse im oberen Quadran-
ten gehoren jedoch fiir alle Beobachter der (absoluten) Zukunft an, alle
Ereignisse im unteren Quadranten sind absolute Vergangenheit — jeweils
bezogen auf E,. Im ridumlich Zweidimensionalen (zwei Ortskoordinaten +
eine Zeitkoordinate) sind diese Quadranten Teilbereiche eines ,,Doppelke-
gels*: Fig. 12.13. Werden alle drei Ortskoordinaten beriicksichtigt, hat man
entsprechend einen vierdimensionalen Doppelkegel im vierdimensionalen
Raum-Zeit-Kontinuum.

12.10 Masse, Impuls, Energie

Allein aus dem experimentellen Faktum der fir alle gleichformig beweg-
ten Bezugssysteme konstanten und gleichen Vakuumlichtgeschwindigkeit
ergaben sich ganz neue, ungewohnte Vorstellungen fir Raum und Zeit.
Der Bondische k-Kalkiil verschaffte uns auf sehr einfache Weise, praktisch
ohne Mathematik und fast ausschlieBlich mit Bildern des zweidimensiona-
len Raum-Zeit-Kontinuums einen Zugang zu diesem faszinierenden Gebiet
der Relativistik. Einige Bemerkungen zu den dynamischen GroBen Masse,
Kraft, Impuls und Energie mogen diese knappe Darstellung abrunden. Auch
hier wollen wir aber tiefgehende mathematische Abhandlungen vermeiden.

Bei der Betrachtung von Systemen mit kleiner translatorischer Relativge-
schwindigkeit hatten wir zur Demonstration der Gleichwertigkeit von Inerti-
alsystemen den Impuls- und Energiesatz der Mechanik herangezogen. Wenn
man nun die prinzipielle Gleichwertigkeit aller Inertialsysteme fordert, auch
wenn ihre Relativgeschwindigkeit nicht mehr klein gegen die Lichtgeschwin-
digkeit ist, dann wird man wieder die Giiltigkeit dieser wichtigen Siitze
erwarten (stellvertretend fiir alle anderen Gesetze der Mechanik und der
Physik tiberhaupt).

Wir denken wieder an einen einfachen, zentralen, elastischen StoB z. B. in
x-Richtung zwischen zwei Korpern. Sowohl im System S als auch im System
S’ soll der Impulserhaltungssatz gelten. Also

(pl S E pl)vor =~ (pl +p2)nach
(p; + p;)vﬂr — (P’] I p’l)nach
oder, wenn man wie gewohnt p = m - v schreibt, und mit v die Geschwin-

digkeiten vor dem StoB und mit w die Geschwindigkeiten nach dem Stol3
bezeichnet:

inS:

12.26
in S ( )

mv; + myv, = mw, + myw;
mvy + myvh = myw) + myw,

inS:
12.27
in §": ( )

Jetzt miiBte man mit Hilfe der Transformationsformeln (12.17) fiir die Ge-
schwindigkeiten die gestrichenen durch die ungestrichenen Grollen ersetzen

N v
My absolute 7
N Zukunft el
relat. N 7 relat.
Zukunft N ,7  Zukunft
Gegenwart \_)-:_/ Gegenwart
Vergangen-/E0\\Vergangeq-
heit yd N heit
Fd N

// absolute
// Vergangenheit \\

Fig. 12.13: Die von einem Raumzeitpunkt E,
ausgehenden Lichtgeraden trennen die abso-
lute Vergangenheit und die absolute Zukunft
voneinander. Alle Beobachter, gleichgiiltig mit
welchen Geschwindigkeiten sic sich bewegen,
sind sich iiber die zeitliche Einordnung von Er-
eignissen in diesem Raumzeitgebiet relativ zu
Ey einig. Nicht so jedoch fiir Ereignisse in den
Raumzeitbereichen rechts und links; je nach
dem Bewegungszustand des Beobachters wer-
den sie von diesem vor, gleichzeitig oder nach
Ey eingeordnet. Keines dieser Ereignisse kann
Ursache oder Folge von Ej sein, denn keines
kann durch ein Signal mit Ey verbunden wer-
den.
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Fig. 12.14: Abhangigkeit der Masse eines
Korpers von seiner Geschwindigkeit. mq ist
die sogenannte Ruhmasse. Bei v = ¢ wird die
Masse oo. Die Lichtgeschwindigkeit ist wie
eine Mauer, die von keinem massebehafteten
Korpers erreicht werden kann.

und riicktransformieren. Das ist leider eine lingliche, listige und trickreiche
Prozedur, die wir hier nicht durchfiihren, sondern nur das Ergebnis angeben
wollen. Die Gleichwertigkeit der Inertialsysteme fordert, daB die im Im-
pulssatz auftretenden Massen m; und m, der beiden Korper nicht mehr als
Konstanten angesehen werden kdnnen, sondern geschwindigkeitsabhéngig.
sind:

my .
-7

In der Definitionsgleichung des Impulses hat man auch die Geschwindgi-
keitsabhingigkeit der Masse zu beriicksichtigen:

Masse: m(v) = mo: Ruhmasse. (12.28)

Impuls: p=m(v)-v. (12.29)

Wieder taucht hier der bekannte Faktor (/1 —f? mit f = v/c auf. Je
groBer die Geschwindigkeit, um so groBer wird die Masse des Korpers. Die
Abhingigkeit der Korpermasse von der Geschwindigkeit ist in Fig. 12.14
gezeichnet. Man erkennt: Bis etwa v & 0,4¢ bleibt die Massenzunahme unter
10%, um dann aber mit wachsender Geschwindigkeit schnell anzusteigen.
Die Geschwindigkeit v = ¢ ist wie eine Mauer, die nicht iberwunden werden
kann; die Masse geht mit v — ¢ gegen unendlich; sie wird fir v > ¢
imaginar. ;
In der klassischen Mechanik hatte man die kinetische Energie E; eines
Kérpers durch Berechnung der Beschleunigungsarbeit Wy aus dem Arbeits-
integral erhalten, indem man p = mv oder v = p/m mit m als konstantem

Faktor ecinsetzte. )
dp
Fds= | —-ds= d
/ s /dt s /v P
P v
1

oder
— = do. 12.
m/pdp m/v v (12.30)
0

0

Wi

Die kinetische Energie schrieb sich damit

1 P’
E,=-mv’ = —.
’ BEig e 2m
Jetzt kann m nicht mehr als geschwindigkeitsunabhiingig angesehen werden.
Das Ergebnis (12.31) verliert dadurch seine Giiltigkeit; das Arbeitsintegral
muB mit p = m(v) - v neu ausgewertet werden.
Mit

(12.31)

ki P My (12.32)

=— d :
g \/l_-T/c2 urT dv [1- 02/02]3“

kann man p durch v substituieren und erhilt
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h vd 1
Ek=/vdp=mo'/%v23/i=mocz' — 1] (1233)
0 v/c)]

[l —( 1— (v/c)2
oder
kinetische Energie:  E, = mc* —moc?
Gesamten.ergie: Eges = mc? (12.34)
Ruhenergie: Ey = myc?

(Einstein-Beziehung)

Diese Gleichungen konstatieren, da — verbunden durch den Faktor ¢? -
Masse und Energie gleichwertige physikalische GréBen sind; Masse ist also
eine Erscheinungsform der Energie, wenn man ,,Energie* als den iiberge-
ordneten Begriff akzeptiert. Ruht ein Korper in einem Bezugssystem, dann
ist mit m = mq seine kKinetische Energie E, = 0. Wird er beschleunigt, dann
vergroBert sich seine Energie von myc?, seiner Ruhenergie, um die kinetische
Energie E; auf die Energie mc®. Der zahlenmiBig riesige Faktor ¢? hat
zur Folge, dall man die mit der Energiezufuhr verbundene Masseniinderung
iiblicherweise nicht bemerkt: Die Zufuhr von 1 Joule Energie ist néimlich
einer Masseninderung von ca. 10~ kg Aquivalent.

Die neue Schreibweise (12.37) der kinetischen Energie muB natiirlich fiir
v < ¢ in die gewohnte Form (12.35) iibergehen, wenn sie eine sinnvolle
Verallgemeinerung darstellen soll. In diesem Fall kann man die Wurzel

entwickeln
1 102 3 /)
Sl e g ()
1—(v/c) . ¢

und nach dem zweiten Glied abbrechen. Man kann dann schreiben

12
E; = mc? — myc® = myc? [1 + %% +...— l] ~ %movz. (12.35)

Der Zusammenhang zwischen Impuls und Energie ist im relativistischen Fall
nicht mehr so einfach wie im klassischen (12.35). Mit der Definitionsglei-

* chung E; = E,,—E, der kinetischen Energie kann man fiir Energiedifferenzen

einfach schreiben

dE,. =dE, =v-dp. (12.36)
Diesmal ersetzt man nun v durch p. Mit
- = Eges _ p02
p=mv= R oder v= E. » (12.37)
hat man namlich
EgesdE,,, = c* - pdp, (12.38)
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E /
pz /
E=Eg’2m07
7
// = E=/ Egvpzcz

/S

/  /—E=pc
///
Eg=mgoc? L=

pc

Fig. 12.15: Zusammenhang von Energie und
Impuls fiir bewegte Korper. Im Grenzfall klei-
ner Geschwindigkeiten addiert sich zur Ruh-
energie moc® einfach die kinetische Energie
p?/2m (Parabel); fiir relativistische Teilchen
mit einer Ruhmasse ergibt sich eine Hyper-
bel (Wurzelfunktion); fiir ,, Teilchen* mit ver-
schwindender Ruhmasse, z.B. Photonen, die
sich nur mit Lichtgeschwindigkeit bewegen
konnen, gilt die Ursprungsgerade.

oder integriert

Eges P
/ Eges dEges = €7 f pdp, (1239)
Eg 0
El, —E}=p¢ (12.40)
Man hat also fiir die
Gesamtenergie  Eg. = / E} + p*c? (12.41)
und fiir die
kinetische Energie ~ Ey = +/ E + p*c? — E,. (12.42)

Diese beiden Gleichungen gehen natiirlich fiir kleine Geschwindigkeiten
v < c in die bekannten Beziehungen tiber: Y

2 2

4 .

; E; ~ I und Eges ~ Eo + I
Die Energie-Impuls-Abhiingigkeiten sind in Fig. 12.15 dargestellt. Auf der
Ordinate ist die Gesamtenergie Eg,, auf der Abszisse ist im wesentlichen
der Impuls p aufgetragen. Bei p = 0 — der Korper ruht — verbleibt nur die
Ruhenergie Ey = moc?. Zu dieser addiert sich bei kleinen Impulsen einfach
die kinetische Energie: gestrichelte Parabel (klassische Mechanik). Die
wirkliche E,,(p)-Abhingigkeit (12.41) ist jedoch eine Hyperbel, die sich — mit
moc? beginnend — bei hohen Impulsen asymptotisch der Ursprungsgeraden
Eges = pc nahert. Diese Ursprungsgerade gilt exakt fir Teilchen mit der
Ruhmasse null, also z. B. fiir Photonen. Dies wird in der Quantenoptik noch
einmal aufgegriffen werden.

Natiirlich stiinde nun die Behandlung der Frage an, was mit Energie und
Impuls passiert, wenn man von einem Bezugssystem in ein anderes iiber-
wechselt, das sich mit der Geschwindigkeit u relativ zum ersten bewegt.
Das ist eine Rechenaufgabe zur Anwendung der Lorentz-Transformationen,
die wir hier nicht durchfiihren wollen. Wir stellen nur fest: Energie und
Impuls sind in der Relativistik genauso innig verwoben wie Raum und Zeit.
In der Tat ergeben sich die Energie-Impuls-Transformationen einfach aus
den Lorentz-Transformationen durch die Substitution (p,, py, p.) «— (x,,2)
und t «— E/c* Sie seien hier der Vollstindigkeit halber angegeben:
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Energie-Impuls-Transformationen:

P BE/c o Bt BE/e
X Xiom
V1—p? /1—p?
E,=E—-u~px E=E’+u-p; (1243)
V1= 1—p2
By =Py P:=D:
B =u/c
12.11 Zusammenfassung
3= l/\/ l_ﬂZ’ B=u/c,
Zeitdilatation At = yAr u: Geschwindigkeit von S’
relativ zu §
Léngenkontraktion i = _1_ L Bcwegl;;g parallel zur
Y MaBstabsausdehnung.
orentz: X' =y(x —ut) Bewegung || x,X/,
T tionen ' =y(t—ux/c? u: Geschwindigkeit von S’
Yi=y, - zh=z relativ zu S
" v, —u
*  1—uv/c?
Transformation von | , _ 1y = (vx,0y,0;) in S,
Geschwindigkeiten | = 7 T—un,/e? — () inS"
rom Lt v
v, =—
oyl —un/c?
Masse m(v) = ymy = \/—1% mo: Ruhmasse
Impuls p=m()- v
2 E,,. = mc® = \/E? + pc2,
Gesamtenergie o oEEe
(mc®)? = (moc)’ + p’c?
kinetische Energie E; = mc® — myc? Eo = moc®: Ruhenergie.




