Aufgabe 1. Gegeben seien n Listen, die jeweils m Zahlen in aufsteigender Reihenfolge
enthalten. Betrachten Sie den folgenden Losungsalgorithmus, der daraus eine einzelne,
geordnete Liste von N = nm Zahlen erzeugt: Zunéchst wird die erste Liste mit der zweiten
so verschmolzen, dass eine geordnete Liste der Liange 2m entsteht. Danach wird die so
erhaltene Liste mit der dritten Liste verschmolzen, sodass nun eine geordnete Liste mit 3m
Elementen entsteht. Dieses Prozedere wird mit jeder weiteren noch nicht verschmolzenen
Liste wiederholt bis man eine Liste der Lange nm erhélt, die dann zuriickgegeben wird.

(a) Berechnen Sie die Worst-Case Laufzeit des oben skizzierten Algorithmus.

(b) Entwerfen Sie einen effizienteren Algorithmus, der einen Heap beim Vergleich von
Elementen aus verschiedenen Listen verwendet. Geben Sie die Worst-Case Laufzeit
von dem entworfenen Algorithmus an.

a)
Zwel sortierte Listen verschmelzen: O0(xX) (X ... Gesamtzahl der Elemente in den Listen)

Erste Liste mit der zweiten verschmelzen: O (2m)
Erhaltene mit der dritten verschmelzen: O (3m)
Erhaltene mit der vierten verschmelzen: O (4m)

Erhaltene mit der nten verschmelten: O (nm)

Laufzeit: O0(2m+3m+...+nm) = O(m* (243+...+n) = O(m* ((n+2)*(n-1)/2))
= O(m* (n%+n-2)/2) = O(mn?/2 + mn/2 - 1) = O(mn?)

b)
Erstelle einen Min-Heap aus allen Listen. Danach immer das kleinste Element entfernen
und zu einer Liste hinzufligen bis der Heap leer ist.

Erstellen des Min-Heaps: O(n*m)

Kleinstes Element entfernen: O(log(n*m))

Kleinstes Element entfernen fiir alle Elemente durchfiihren: O (nm*log (nm))
Summe: O (nm*log (nm))



Aufgabe 2. Gegeben sei der nachfolgend abgebildete ungerichtete, kantengewichtete
Graph mit 10 Knoten.

(a) Verwenden Sie den Algorithmus von Kruskal, um einen minimalen Spannbaum fiir
diesen Graphen zu finden. Notieren Sie die Reihenfolge, in der Sie die Kanten hin-
zufiigen.

(b) Verwenden Sie den Algorithmus von Prim, um einen minimalen Spannbaum fir
diesen Graphen zu finden. Beginnen Sie mit Knoten A und notieren Sie die Reihen-
folge, in der Sie die Kanten hinzufiigen.

(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse der beiden Algorithmen. Sind die resultierenden mi-
nimalen Spannbdume identisch? Kann es korrekte Ausfithrungen beider Algorith-
men auf der obigen Probleminstanz geben, sodass die zuriickgegebenen minimalen
Spannbédume iibereinstimmen?

a/b) Siehe Ende

c)

Die MST sind identisch. Dies zeigt dass es korrekte Ausfiihrungen beider
Algorithmen auf der obigen Probleminstanz geben kann, sodass die
zurlickgegebenen minimalen Spannbdume {ibereinstimmen.



Aufgabe 3. Sei G = (V| E) ein Graph mit nicht-negativen Kantengewichten. Gegeben
sind ein MST T von @, sowie ein kiirzester Pfad P von s nach ¢ in G mit s,t € V. Sei G’
der gleiche Graph wie G mit dem Unterschied, dass das Gewicht jeder Kante in £ nun
um 1 hoher ist. Beweisen oder widerlegen Sie (z.B. mit Gegenbeispiel) folgende Aussagen:

(a) T ist auch ein MST von G.

(b) P ist auch ein kiirzester Pfad von s nach ¢ in G.

a)

Der Algorithmus von Prim (oder auch der von Kruskal) wilirde immer noch die exakt
selben Kanten auswdhlen, da wenn man zu allen Elementen einer Menge 1 dazuzdhlt
sich weder die Sortierreihenfolge oder das Minimum &ndern wirden.

Da beide Algorithmen garantiert einen MST produzieren (den selben MST T wie auch
im ersten Fall) ist T auch ein MST von G'.

b)

Wenn s und t lber drei Kanten mit jeweils Gewicht 1 (Summe 3), sowie eine einzelne
Kante mit Gewicht 4 verbunden wdren wdre der kilirzeste Pfad der iiber die drei Kanten.
Wenn nun alle Gewichte um 1 erhdht werden wiirden wdren s und t iiber drei Kanten mit
jeweils Gewicht 2 (Summe 6) und eine einzelne mit Gewicht 5 verbunden. Der kilirzeste
Pfad in G' wdre nun der liber die einzelne Kante und damit ein anderer wie in G.



Aufgabe 4. Gegeben sind n Projekte py,...,p,. Fiir 1 <i <n bezeichnet s; die Kosten
fir das Projekt p;. Nehmen Sie an, es liegt ein Budget B € Nmit B <) | s; vor.

(a) Maximiert ein Greedy-Algorithmus, der die Projekte nach aufsteigenden Kosten
unter Beriicksichtigung von B auswiéhlt, die Anzahl der ausgewéhlten Projekte?
Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

(b) Maximiert ein Greedy-Algorithmus, der die Projekte nach absteigenden Kosten un-
ter Beriicksichtigung von B auswéhlt, die Auslastung des Budgets? Geben Sie einen
Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

a)
Ja, da immer das Projekt mit den geringsten Kosten zuerst ausgewdhlt wird
und viele kleine Projekte die Anzahl maximieren.

b)

Gegenbeispiel: Budget=100, drei Projekte mit Kosten 98, 50 und 49.

Dann wirde der Algorithmus 98 (Auslastung 98/100) auswdhlen, wodurch einerseits
keine weiteren Projekte mehr ausgewdhlt werden kdnnten und auch das Budget
weniger gut ausgelastet ist als wenn die Projekte mit Kosten 50 und 49 (99/100)
ausgewahlt werden wlirden.



Aufgabe 5. Betrachten Sie Meanquicksort, eine Variante von Quicksort zum Sortieren
von Zahlen, die immer das arithmetische Mittel der jeweils zu sortierenden Subfolge als
Pivot-Element verwendet. Ist das arithmetische Mittel kein Element der Subfolge, dann
erfolgt das Aufteilen trotzdem durch Vergleich mit dem arithmetischen Mittel.

(a) Fiihren Sie Meanquicksort auf das folgende Array aus und implementieren Sie den
Schritt des Aufteilens so, dass die Elemente einer Subfolge immer in der gleichen Rei-
henfolge angeordnet werden wie in der Originalfolge. Geben Sie die Zwischenschritte
wie im Foliensatz ,,Divide-and-Conquer “ an.

[7,3,18,0,5,9, 11]

(b) Erkldren Sie, wie Sie fiir ein beliebiges n eine Beispielsequenz der Lénge n erstellen
konnen, die zeigt, dass die Worst-Case Laufzeit von Meanquicksort auch nicht besser
als quadratisch sein kann. Die Beispielsequenz darf dabei keine Duplikate enthalten.

Hinweis: Es reicht nicht, einzelne Instanzen fester Grofle als Beispielinstanzen anzu-

geben.
a)
(7, 3, 18, 0, 5, 9, 11] Mittel: 7,57
(7, 3, 0, 51118, 9, 11] Mittel: 3,75
[3, 01[7, 511118, 9, 11] Mittel: 1,50
[(01[31(7, 511118, 9, 11] Mittel: 6,00
[O][31([51[71[9, 111[18] Mittel: 12,66
[O1[3][5]1[71019][11]1[18] Mittel: 10
(o, 3, 5, 7, 9, 11, 18] Done
b)
Fixed size example: [a, 3a, 8a, 24a]
(a+3a+8a+24a)/4 = 9a => Liste wird zwischen 8a und 24a aufgeteilt =>
Verhalten Aquivalent zu letztes Element ist Pivot.
(a+3a+8a)/3 = 4a => Liste wird zwischen 3a und 8a aufgeteilt =>
Verhalten Aquivalent zu letztes Element ist Pivot.
(a+3a) /2 = 2a => Liste wird zwischen a und 3a aufgeteilt =>

Verhalten Aquivalent zu letztes Element ist Pivot.

Variable size example (i ... index (Starting with 0), sp ... sum of all previous elements):
[a, 4*3"(i-2)*a-sp, 4*3"(i-2)*a-sp, ..., 4*37(i-2)*a-sp]
Das letzte Element ist immer pivot => Laufzeit O(n?) (siehe Slides)



Mengen Kante
{A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {G}, {H}, {I}, {3} (A,C)
{A, C}, {B}, {D, F}, {E}, {G}, {H}. {I}, {3}  (D.F)
{A, C}, {B}, {D, F}, {E, G}, {H}, {I}, {3} (E.G)
{A, C}, {B}, {D, F}, {E, G}, {H}, {I, J} (1.J)

{A, B, C}, {D, F}, {E, G}, {H}, {I, 3} (A,B)
{A, B, C}, {D, F}, {E, G}, {H}, {I, 3} (B,C)
{A, B, C}, {D, F}, {E, G, H}, {l, J} (G,H)
{A,B,C}{D, F},{E G, H,IJ} (H,1)

{A,B,C,D,F},{E, G, H,IJ} (B,D)
{A,B,C,D,F, E,G,HIJ} (C,E)

Hinzu?
Ja
Ja
Ja
Ja
Ja
Nein
Ja
Ja
Ja
Ja

Algorithmus

-
{(A.C)}

{(A,C), (D.F)}

{(A.C), (D.F), (E,G)}

{(A.C), (D.,F), (E,G), (1.9)}

{(A,C), (D.F), (E,G), (1.J), (A,B)}

{(A,C), (D.F), (E,G). (1.J), (A,B)}

{(A.C), (D.F), (E,G), (1J), (AB), (G,H)}

{(A,C), (D,F), (E,G), (1.J), (AB), (G,H), (H,)}

{(A,C), (D.F), (E,G), (1.J), (AB), (G,H), (H.]), (B,D)}
{(A,Q), (D.F), (E,G). (1.J), (AB), (G,H), (H.]), (B,D), (C.E)}
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Ausgewahlt Knotenmenge S  Kantenmenge T

A
AC (A.C)

ACB (A,C),(A,B)

A.C,B,D (A,C),(A,B),(B,D)
A.C,B.D,F (A,C),(A,B),(B,D),(D,F)
A.C,B,D,F,E (A,C),(A,B),(B,D),(D,F),(C,E)

A,C,B,D,FEG (A,C),(A,B),(B,D),(D,F),(C,E),(E,G)
A,C,BD,FEGH (AC),(AB),B,D),(D,F),(C,E),(EG),(G,H)
A,C.B,D,F.E,G,H, (AC)(AB)B,D)(D,F),(CE)EG)(G,H),H.I
A,C,B,D,F.E,G,H,I.(AC),(AB),B,D),(D,F),(C,E)(E,G),(G,H),H,I),(1JI)
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