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Vorbemerkung

Liebe TeilnehmerInnen der Lehrveranstaltung , Betriebswirtschaftliche Optimierung®,

die nachfolgende Beispielsammlung dient der Vertiefung der in der Vorlesung ,,Betriebs-
wirtschaftliche Optimierung® erlernten Fahigkeiten und zur Priifungsvorbereitung. Die
Priifungen werden Multiple Choice Priifungen sein, daher ist die Art der Fragestellung
bei der Priifung etwas anders, dazu gibt es gesonderte Beispielsammlungen im TISS -
Informationssystem.



1 Optimierung ohne
Nebenbedingungen

1.1 Beispiel 1

Gegeben sei folgende Funktion:

flx,y,2) =2 +3y* + 52 — 22 — 4y — 92 + 10 (1.1)
a) Bestimmen Sie den(die) Extremwert(e).
b) Stellen Sie fest, ob es sich dabei um lokale/globale Minima/Maxima handelt.

¢) Welchen Wert nimmt die Funktion an dem(n) Extremwert(en) ein?

Losung
a)
flz,y,2) =2 +3y° + 52 =22 — 4y — 92 + 10
of of of
Zoop—2, ZL=6y—4, = =10z—09
Ox T Oy o 5 :
Extremstellen:
22 — 2 0\ =z = 2/2=1
Vi=|6y—4|=[0]|=y = 4/6=2/3
102 —9 0 z = 9/10
P=(1 % ) (1.2)
b) Hesse-Matrix:
o*f >’f >’f
oz 7 Oy? 0 gz =1

o*f _f o _of  *f  f

0xdy  Oxdz  Oydxr Oydz 0z20x 020y -

8%f %f 8%f

Bgz 890267; 8z28z 2 0 0

— o°f o°f o°f _
Hf - Jyox ng 0yoz =10 6 0
’f  o°f  9f 0 0 10

0z0x  0z0y 022



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

Minoren:

Bi=|2|=2
Bgz‘g g‘:2*6:12
(1.3)
2 0 0
By=|0 6 0 |=2%6%10=120
0 0 10

Alle Minoren sind positiv => Hesse-Matrix pos. definit => Funktion ist konvex
=> Minimum

Da die Hessematrix von keiner Variablen mehr abhingig ist, bedeutet dies, dass
die Funktion iiberall konvex ist. Der gefundene Extrempunkt ist daher ein glo-
bales Minimum.

Py = £, 5 %)
= 124+3%(2/3)2 +5%(9/10)> —2%1—4%2/3—-9%9/10+ 10
= 3.617



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

1.2 Beispiel 2

Gegeben sei folgende Funktion:

f(z,y,2) = —ba* — 8y* — 122% + 32 + 2y
a) Bestimmen Sie den(die) Extremwert(e).
b) Stellen Sie fest, ob es sich dabei um lokale/globale Minima/Maxima handelt.

¢) Welchen Wert nimmt die Funktion an dem(n) Extremwert(en) ein?

LGsung

a)
O _ qow+s Y- igyro 2 oy
Ox Y 0z

Extremwerte:

—10x + 3 0
Vi=|-16y+2]|=[0] =y = Z=1%
0

b) Hesse-Matrix:
0% f 0% f 0% f
oz =10 G =16 Go =2
P R e R By A | _o
0xdy  Oxdz Oydxr Oydz 0z20x 020y

Minoren:

B, = -10

By, = (-10)*(—16) =160

By = (—10)*(—16) * (—24) = —3840
Die Minoren alternieren im Vorzeichen beginnend mit <0

=> Funktion ist global konkav (unabhéngig von z, y, 2)
=> globales Maximum



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

1.3 Beispiel 3

Gegeben sei folgende Funktion:

fx,y,2) = 42® + 32 — 2y° + y + 22 (1.6)
a) Bestimmen Sie den(die) Extremwert(e).
b) Berechnen Sie die Minoren der Hesse-Matrix.
¢) Berechnen Sie die Minoren der Hesse-Matrix an dem(den) Extremwert(en).
d) Berechnen Sie die Eigenwerte der Hesse-Matrix an dem(den) Extremwert(en).
e) Stellen Sie fest, ob es sich dabei um lokale/globale Minima/Maxima handelt.

)
f) Welchen Wert nimmt die Funktion an dem(n) Extremwert(en) ein?

LGsung
a)
of _ of .o of _
oy =8r+3, 9y Gy +1, =22
Extremwerte:
8xr + 3 0 z = %3
Vi=|-6+1]=10]) =y = = @yl,zzi\/%
2z 0 s = 0
/
plz(—g, -, 0) (1.7)
/
PQ:(—% Z, 0) (1.8)
b)
*f >’f >*f
A R T
027~ o2 Y 922
I O R S S S
oxdy 920z Oyox 3y82 0z0x 020y
8 0 0
Hf=(10 —-12y 0
0 0 2
Minoren:
B, =
By = 8x(—12y) = —96y
By = 8x(—12y)x2=—-192y



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

c)

P1:
B =38 (1.9)
BP* =16 %6 (1.10)
B = 3246 (1.11)
P2:
B =38 (1.12)
BF = —16% V6 (1.13)
BP = 3246 (1.14)
d)
A—38 0 0
A«I—Hf|=] 0 X+12y 0 |=0 (1.15)
0 0 A—2
A=8)(A+12y)(A—2)=0
(A2 —10A 4+ 16)(A +12y) =0
Eigenwerte:
A1 =38
)\2 = —12y
A3 =2
An den Extremwerten: )
EP = (8, 2x6, 2) (1.16)
EP2 = (8, —2+6, 2) (1.17)
e)
P;: Alle Minoren >0 => Funktion ist konvex => Minimum. Da die Hessema-
trix von einer Variablen (y) abhéngig ist, ist die Funktion nicht iiberall konvex.
Daher kann es Funktionswerte geben, die kleiner als der gefundene Extrempunkt
sind. Daher ist P; ein lokales Minimum.
P5: Minoren sind nicht positiv und alternieren nicht
=> Nicht definit, kein Extremum (Sattelpunkt)
f)

F(Py) = —0.8347
F(Ps) = —0.2903



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

Plot

In diesem Plot sehen Sie die Funktion f(x,y,2z = 0). Der blaue Kreis markiert den
Punkt P;, der rote den Punkt P,. Man erkennt, dass der blaue Punkt P; ein Minimum
ist, da in seiner ausreichend klein gewéhlten Umgebung kein kleinerer Funktionswert
gefunden werden kann. P; ist allerdings nur ein lokales Minimum, da die Funktion f
global gesehen auch kleinere Funktionswerte annimmt.

Der rote Punkt P, ist ein Sattelpunkt.



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

1.4 Beispiel 4

Ein Unternehmen hat jéhrliche Fixkosten in der Héhe von 20000 EUR fiir die konti-
nuierliche Weiterentwicklung eines Produktes zu tragen. Die Herstellung kostet dem
Unternehmen 2 EUR pro Stiick. Die Marketingabteilung des Unternehmens ermit-
telt, dass in Abhéngigkeit von Ausgaben fiir Werbemafinahmen a und dem Preis des
Produktes p

2000 + 4v/a — 20p (1.20)

Stiick abgesetzt werden konnen. Das Unternehmen will seinen Gesamtgewinn maxi-
mieren.

a) Wie lautet die zu optimierende Zielfunktion?
b) Wie sind Preis und Werbeausgaben zu wéhlen, um maximalen Gewinn zu erzielen?
¢) Wie hoch ist der erzielte Gewinn?

d) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.

Losung
a)
Kosten:
K =20000 + 2z + a = 20000 + 2(2000 + 4 * v/a — 20p) + a
Umsatz:
U=pxx=px*(2000+ 4 x v/a — 20p)
Gewinn:

G(a,p) =U — K = (p—2)(2000 + 4v/a — 20p) — a — 20000 = f(p,a) (1.21)

b)

91 _ 5010 +4v/a — 40p

Op
g - M -1
Oa Vva

Extremstellen:
v <2 040(+ 4{7 40p> (0) _a = 1500625
= 2(p—2) = _
w2 0 p = 6325
a = 15006.25 EUR

p = 63.25EUR

10



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

c)

G(p=63.25,a = 15006.25) = (63.25 — 2)(2000 + 4v/15006.25
—20 % 63.25) — 15006.25 — 20 000
G = 40025 EUR (1.22)
d)
of o 40 2
Hf — (géﬂ aapzﬁa> _ < 9 Vva _3/2>
8agp diaj2c Va (2 - p) xa
By = —-40<0
By = 0.001 >0

Minoren alternieren im Vorzeichen beginnend mit <0 => Funktion ist lokal
konkav (nicht global konkav weil abhéngig von p und a) => lokales Maximum

11



KAPITEL 1. OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN

Plot
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2 Optimierung unter
Gleichheitsbedingungen

2.1 Beispiel 5

Peters Spielwaren GmbH. produziert Spielzeugsoldaten und Miniaturziige. Die Solda-
ten konnen fiir einen Preis von 27 EUR und die Ziige fiir 21 EUR verkauft werden. Fiir
die Produktion werden Materialkosten von 10 EUR bzw. 9 EUR und Herstellungskos-
ten von 14 EUR bzw. 10 EUR fillig.

Bei der Produktion durchlaufen die Spielwaren die Abteilungen Montage und Lackie-
rerei. Fir die Fertigstellung eines Spielzeugsoldaten werden in der Montage 1 h und
in der Lackiererei 2 h benétigt, fiir die eines Miniaturzuges je 1 h. Das Unternehmen
besitzt eine Kapazitit von 80 h in der Montage und 100 h in der Lackiererei.

a) Formulieren Sie das Optimierungsproblem fiir die Maximierung des Gewinns unter
den gegebenen Nebenbedingungen.

b) Formulieren Sie die Lagrange Funktion und bestimmen Sie den optimalen Produk-
tionsplan.

¢) Wieviel wire das Unternehmen maximal fiir eine Erweiterung der Kapazitét in der
Montage bereit zu bezahlen? Wieviel wire das Unternehmen maximal fiir eine
Erweiterung der Kapazitit in der Lackiererei bereit zu bezahlen?

d) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.

LGsung

a) Gewinnfunktion:

G(zg,xz) = U—-K
= wg*27T+ w721 — (xg(10+14) + zz(9+10)) (2.1)
= 3rs+ 2Ty
Nebenbedingungen:
gi(zs,xz) = 80—xzs—xz ... Montage (2.2)
92(xs,xz) = 100 —2x5 —xz ... Lackiererei 2.3

13



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

b) Lagrange-Funktion:
LA, A0,25,27) =325 + 207 + A (80 —xg —xz) + A2 (100 — 225 — 7)) (2.4)

oL
— = 80—zg—2z=0
W rs —Tz
oL 100 — 2 0
— = —2xg—xz =
EJ s z
oL
— = 3-M—-2X=0
31‘5
oL
— = 2—-X1—X=0
o1, 1 2
=>
rs = 20
Ty = 60
Moo= 1
Ay =1
Optimaler Produktionsplan:
I
P=(20, 60) (2.5)
¢) Schattenpreise:
A1 = 1 ... Montage
Ao = 1 ... Lackiererei
d)
2°L 2°L 2°L 2°L
a2 OX10X2  OXi0xs  OIi0zz 0 0o -1 -1
%L %L 8%L 8%L
L — | 220% E)Y Tadzs nosg | | 0 0 =2 -1
- d*L 3L 3L 3L 11 —2 0 0
OrsO Ox 502 Bz% Oxs0Tz
’L ’L 2°L 2°L -1 -1 0 0
Ox 70\ 0x 702 dxrz0xs 6w22
n = 2 ... Anzahl Variablen
m = 2 ... Anzahl Nebenbedingungen
(n—m) = 0

—> Sonderfall, keine Uberpriifung notwendig
Lokales Maximum (auch lokales Minimum!)

14



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

Plot

15



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

2.2 Beispiel 6

Das Unternehmen Solid AG soll 100 Stiick eines Produktes mit einer oder mehreren
von drei zur Verfiigung stehenden Technologien herstellen. Die Produktion von x bzw.
y bzw. z Stiick des Produktes mit Technologie A bzw. B bzw. C kostet 10z bzw. 2y>
bzw. 22 4 8z.

a) Formulieren Sie das nichtlineare Programm fiir die Produktion von 100 Stiick mit
minimalen Kosten.

b) Formulieren Sie die Lagrange Funktion und bestimmen Sie den optimalen Produk-
tionsplan.

¢) Wie hoch sind die Grenzkosten der Produktion?

d) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.

16



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

Losung

a) Kostenfunktion:
K(z,y,2) = 10z + 2y* 4 2* + 82

Nebenbedingung:
g@,y,2) =100~z —y - =

b) Lagrange-Funktion:

L\ 2,y,2) =10z + 2y + 22 + 82 + (100 —z — y — 2)

oL
—_— = 1 — — — -
B 0—z—y—2=0
oL
_— = 1 — =
Ep 0—X=0
oL
_— = 4 — =
ay y—A=0
oL
_— = 2 — ==
7 z4+8—-A=0
=>
A = 10
r = 96.5
y = 2.5
z = 1

Optimaler Produktionsplan:
!
P = (96.5, 2.5, 1)

¢) Grenzkosten:

d)

17
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KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

B -1 0 0 0
-1 0 4 0
-1 0 0 2
n = 3 ... Anzahl Variablen
m = 1 ... Anzahl Nebenbedingungen
(n—m) = 2
(-)™ = (-1)'=-1 <0
By = —4
By, = -8

=> globales Minimum (Lagrange Bedingungen 1. Ordnung geben eindeutige
Losung, Hessematrix unabhéngig von Variablen, entlang der Nebenbedingung
bedingt konvex)

18



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

2.3 Beispiel 7 (Beispiel 6 Fortsetzung)

Das Unternehmen Solid AG soll 100 Stiick eines Produktes mit einer oder mehreren
von drei zur Verfligung stehenden Technologien herstellen. Die Produktion von = bzw.
y bzw. z Stiick des Produktes mit Technologie A bzw. B bzw. C kostet 10z bzw. 2y?
bzw. 22 + 8z.

Aus Griinden der Auslastung soll mit den beiden Technologien B und C in Summe
exakt 60 Stunden produziert werden. Die Herstellung mit den Technologien B bzw.
C dauert jeweils 4 bzw. 2 Stunden pro Stiick. Wie lautet in diesem Fall der optimale
Produktionsplan?

a) Formulieren Sie das nichtlineare Programm fiir die Produktion von 100 Stiick mit
minimalen Kosten.

b) Formulieren Sie die Lagrange Funktion und bestimmen Sie den optimalen Produk-
tionsplan.

¢) Wie hoch sind die Grenzkosten der Produktion? Wie &ndern sich die Kosten, wenn
die Zeitrestriktion fiir die Technologien B und C' um eine marginale Zeiteinheit
auf 60 + dt Stunden gedndert wird?

d) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.

19



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

Losung
a) Kostenfunktion:
K(x,y,2) = 10z + 2y + 2 + 82 (2.11)
Nebenbedingungen:
g1, y,2) =100 -2z —y — 2 (2.12)
92(7,y,2) = 60 — 4y — 2z (2.13)

b) Lagrange-Funktion:

LA, do,myy,2) = 1024 2y* 4 2% 4 82 (2.14)
+A1(100 — 2z —y — 2) + A2(60 — 4y — 22)

oL
— e 1 —_— —_— —_ =
o 00—z—y—2=0
oL
— = 60—4y—22=0
DX o
oL
— = 10—-X\ =0
ox !
oL
— = dy—XA—4X =0
dy
oL
— = 2z48—-X—2X=0
0z
=>
A= 10
Ay = 8
z = 80.5
= 10.5
z =9
Optimaler Produktionsplan:
!/
P= (805 105 9) (2.15)
¢) Grenzkosten:
A =10 (2.16)

Schattenpreis fiir die zweite Restriktion:
A =8 (2.17)

Wenn um eine marginale Zeiteinheit linger produziert wird (mit Technologien
B,C), dndern sich die Produktionskosten um 8 marginale Einheiten.

20



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

d)
%L %L %L %L 9%L
a2 N1OX2  ONOx OOy ON Oz 0 0o -1 -1 -1
%L %L %L %L 9%L 0 0 0 4 9
6>\28>\1 6)@ 8)\28.’1) 8)\281} 8/\28z - -
B = 8%L 9%L 8%L %L 9%L — | _
OxOA\1 OxOA2 Ox2 Oxdy Ox0z 1 0 0 0 0
2°L 2°L 2°L 2’L 2°L ~1 -4 0 4 0
Oyo, OyOAs Oyox 8%;2 Oydz
%L %L 9%L %L 9L -1 =2 0 0 2

0201 0z0\2 020z 020y 0z2

n = 3 ... Anzahl Variablen
m = 2 ... Anzahl Nebenbedingungen
(n—=-m) = 1
(-1)™ = (=1)*’=1 >0
B; = 48

=> Globales Minimum (Lagrange Bedingungen 1. Ordnung geben eindeutige

Losung, Hessematrix unabhéngig von Variablen, entlang der Nebenbedingungen
bedingt konvex)

21



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

2.4 Beispiel 8

Die AvE KG bietet ihren Kunden drei verschiedene Waren X, Y und Z zum Verkauf
an, wobei variable Produktionsgesamtkosten von 3x? bzw. 2y bzw. 322 anfallen. Wei-
ters fallen Fixkosten in der Hohe von 20000 EUR an. Da die Produktion staatlich
gefordert wird, erhélt das Unternehmen 5 EUR pro produziertem Gut X bzw. 3 EUR
pro Y-Gut bzw. 2 EUR pro Z-Gut.

Aufgrund begrenzter Produktionskapazitdten kénnen jahrlich nur 3 000 Stiick verkauft
werden. Weiters schreibt der Gesetzgeber vor, dass von Y und Z in Summe genau 500
Stiick produziert werden miissen. Wie produziert das Unternehmen unter der Voraus-
setzung, dass die Kosten minimiert werden?

a) Formulieren Sie das nichtlineare Programm.

b) Formulieren Sie die Lagrange-Funktion.

¢) Wie lautet der optimale Produktionsplan?

d) Wie hoch sind die jahrlichen Produktionsausgaben?

e) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.
f) Was sind die Grenzkosten der Produktion?

g) Welchen Kosteneffekt héitte es, wenn die zweite Restriktion dahingehend geéndert
wiirde, dass von den Giitern Y und Z in Summe 500 4 dp Einheiten produziert
werden miissen?

22



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

Losung

a) Kostenfunktion:

K(x,y,2) = 322 + 2y 4+ 322 — 52 — 3y — 22 + 20000

Nebenbedingungen:

g1(2,y,2) =3000 —x —y — 2

ga2(w,y,2) =500 —y — 2

b) Lagrange-Funktion:

L(Ala)‘27m7y7’z) =

oL
o\
oL
Mo

oL

ox
oL

dy
oL
0z

Optimaler Produktionsplan:

P =

K (2500, 300.1,199.9)

322 4+ 2y + 32% — bz — 3y — 22 4+ 20000
+A1(3000 —z —y — 2) + A2(500 — y — 2)

= 3000—z—-—y—2=0
= H00—y—2=0
= 6x—5—X\ =0
= 4dy—3—-—XA\1—A2=0

= 62—2—/\1—)\2:0

N o= 14995
o = —13797.6
z = 2500
y = 300.1
z = 199.9

(2 500, 300.1, 199.9)/

3(2500) 4 2(300.1)% + 3(199.9)2
—5% 2500 — 3 % 300.1 — 2 % 199.9 + 20000
19056 200

23
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KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

e)

B=|-1 0 6 0 O
-1 -1 0 4 0
-1 -1 0 0 6
n 3 ... Anzahl Variablen
m = 2 ... Anzahl Nebenbedingungen
(n—=m) = 1
(1) = (-1)>’=1 >0
Bs; = 10

=> Globales Minimum (Lagrange Bedingungen 1. Ordnung geben eindeutige

Losung, Hessematrix unabhéngig von Variablen, entlang der Nebenbedingungen
bedingt konvex)

f) Grenzkosten:
A = 14995 (2.24)

g)
Xo = —13797.6 (2.25)

Es kéime zu einer Reduktion der Kosten im Ausmaf von EUR 13797.6 dp.

24



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

2.5 Beispiel 9

Die Produktionsfunktion einer Firma mit gegebenen Budget von K = 78 000.00 EUR
ist gegeben durch die Cobb-Douglas Funktion

N cof=
Ln=

x = f(ry,re,r3) = 367‘1%7‘ r (2.26)

wobei x die Ausbringungsmenge pro Zeiteinheit und ry,r9,r3 die Faktoreinsatzmen-
gen pro Zeiteinheit der Produktionsfaktoren 1, 2 und 3 bezeichnet. Die Faktorpreise
betragen ¢; = 25 EUR/EH, ¢2 = 20 EUR/EH und ¢3 = 10 EUR/EH.

Das Unternehmen hat das Ziel, eine moglichst hohe Ausbringungsmenge bei gege-
benem Produktionsbudget zu erreichen.

a) Berechnen Sie die Grenzproduktivitéten aller Produktionsfaktoren.

b) Berechnen Sie den optimalen Expansionspfad.

¢) Berechnen Sie die Kostenfunktion in Abhéngigkeit der Produktionsmenge.

d) Berechnen Sie die Faktorkombination die den Output maximiert.

e) Uberpriifen Sie ihr(e) Ergebniss(e) hinsichtlich der gefundenen Extremstellen.

)
f) Berechnen Sie die approximative Steigerung der Outputmenge, wenn das Budget
auf K = 80000.00 EUR erhoht wird.

LGsung

a)

K] 1 1] =1 18 S
MP, = 8% =36r3rigr’ = TETB (227)
Ty
ox 111 =2 127‘1%7‘3%
MP2 = 87712 = 367‘1 7"3 g’l"g == % (228)
Ty
oz 111 =8 97"1%7"2%
MPS = 677'3 = 367"1 7"2 ZTS == % (229)
T3

(MP = Marginal Productivity = Grenzproduktivitit)

L()\,’f"l; T2,T3) = f(?"lﬂ”g,’l“g) + )\(K —q17m1 — Q272 — q3’r3) = (230)
1 1 1
36rirsry + A (K —qir1 — q2r2 — qar3) (2.31)

25



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG UNTER GLEICHHEITSBEDINGUNGEN

oL

[N K —qir1 — gar2 — qars 0
oL
SL MPy — A 0
VL=|%"| = Lo = (2.32)
gTLQ MPy — A2 0
5L MP; — Ags 0
MP, MP, MP
SA=t=2 00 (2.33)
q1 q2 a3
MP, MP 5
L = 2 — 9 = =T (2.34)
q1 42 6
MP, MP 5
=l sy = (2.35)
Q1 q3 4
c)
36r2rird = x N (2.36)
x=36rirsnr rn=————- .
S C TR
K =r1q1 + 122 + r3q3 = K(2) = 1,99121 (2.37)
d) aus b):
oL
N K —qir1 —qara —qsr3 =0 (2.38)
5 5
K=r-(q+ g2t qu) =7 = 1440 (2.39)
5
To = 67‘1 = 1200 (240)
5
rs = =180 (2.41)
i
P = (1440, 1200, 1800) (2.42)

e) globales Maximum (durch Hessematrix hindisch sehr aufwendig zu bestimmen)

f) Eine “kleine” Anderung des Produktionsbudgets um marginale dK #ndert die op-
timale Ausbringungsmenge um AdK. Daher ist die ndherungsweise Steigerung
der Menge gleich:

Az = \*AK = 1.3133 2000 = 2626.6 (2.43)

(Der exakte Wert — durch Neuberechnung des Problems ermittelt — ist
Ax = 2629.38)
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3 Portfoliooptimierung

3.1 Beispiel 10

Betrachten Sie die drei Projekte 1, 2 und 3, deren Renditen folgende Eigenschaften
haben:

0.02
n=10.06 (3.1)
0.09
004 0 0
=] 0 004 0 (3.2)
0 0 0.04
25 0 0
Yy '=10 25 0 (3.3)
0 0 25

a) Berechnen Sie das globale Minimum-Varianz Portfolio.
b) Berechnen Sie die erwartete Rendite des globalen Minimum-Varianz Portfolios.

¢) Berechnen Sie die Varianz und Standardabweichung des Minimum-Varianz Port-
folios.

d) Berechnen Sie das optimal diversifizierte Portfolio aus den Projekten 1 und 2.

e) Berechnen Sie das Minimum-Varianz Portfolio bei einer gegebenen Renditeerwar-
tung von i = 0.09.
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Losung

a)

mv 1 -1
w = 1/.2_1.12] -1 =
. 25 0 0
- 0 25 0
25 0 0\ (\ \y o o5
(1 1 1)[o 25 of]1
0o o0 25/ \1
1
3
I
3
1
3
0.02
mv __ mu! _ (1 1 1 —
1 o= (43 1)+ | 0.06 | =0.056667
0.09
Var(ws™) = w9 . 5. @I =
004 0 0 3
— 1 1 1 1
= (3 5 5] o 001 0 1
0 0 004 3

0.0133

o(ws™) =

p:

P1,P2

COV(p2 ) Apl P2 )

P2 —

Var(wemv) = 0.11547

Cov(pa, Ap, p, )

Var(Ay, p,)

28

-A

P1,P2

(3.6)

(3.8)

(3.9)

—~

3.10)
3.11)

—

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



KAPITEL 3.

PORTFOLIOOPTIMIERUNG

Var(Am 7p2)

= A;IJD E-A

- (—1 1 (ﬁ

= 0.08

C — B
| M|

-2t 1=
25

S |

P1,p2
0.04

0
0

0

0.04

0

(1 1 1) 0 25 0

0
75

ll.Efl.IL:
25

0

0

25

0

(111)0250

0
4.25

I,L/'E_l'll/:

0

25

25

(0.02 0.06 0.09) 0

0.3025
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0

0

0

25

0
0
0.04

1

0.02
0.06
0.09

25

0.02
0.06
0.09

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



KAPITEL 3. PORTFOLIOOPTIMIERUNG

A B 4.2
M| = | ® 5 | = 4625
B C 425 0.3025
—0.162
w™(0.09) = 0.378
0.784

30
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KAPITEL 3. PORTFOLIOOPTIMIERUNG

3.2 Beispiel 11

Betrachten Sie die drei Projekte 1, 2 und 3, deren Renditen folgende Eigenschaften
haben:
0.18

p=0.24 (3.33)
0.06

0.0036  0.0030 0.0020
¥ =10.0030 0.0100 0.0050 (3.34)
0.0020 0.0050 0.0100

375 —100 — 25
»!'=1[-100 160 — 60 (3.35)
- 25 — 60 135
a) Berechnen Sie das globale Minimum-Varianz Portfolio.

b) Berechnen Sie die erwartete Rendite des globalen Minimum-Varianz Portfolios.

¢) Berechnen Sie die Varianz und Standardabweichung des Minimum-Varianz Port-
folios.

d) Man zerlegt das folgende Portfolio in zwei Komponenten:

1

of+]o0 (3.36)
2 -1
3

_1
3

W= O Wl

Uberpriifen Sie die beiden Komponenten auf Korrelation.

e) Gegeben ist folgendes Portfolio:

2
3
0 (3.37)
1
3
Berechnen Sie den Erwartungswert der Rendite.
f) Gegeben ist folgendes Portfolio:
5
0 (3.38)
1
3

Berechnen Sie die Varianz der Rendite.
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Losung
a)
375 —100 — 25 1
vesta=(1 1 1) -100 160 — 60| |1] =300
— 25 — 60 135 1
375 —100 — 25 1 250
Yy lt1=]-100 160 —60|-|1|[=] 0
— 25 — 60 135 1 50
250 s
wgmv _ 1 oyl — L . 0 — 0
1-5-1.1 300 .
50 L
b)
0.18 A
A = wE g = <% 0 %)' 0.24 | =0.16 (= )
0.06
c)
’ ].
gMVY _ MV’ y o emv .~ _ ()
Var(ws™) = w w 300 0.00333
o(wet™) = 1 0.0577
300
d)
_1
3
w1 = 0
4
3
1
Wo = 0
~1
Cor(wy,ws) = Cov(wy, wp)
v/ Var(wy) - Var(ws)
Cov(wy,ws) =w) - ¥ - wg =
0.0036 0.0030 0.0020 1
—(~% 0 4)-0.0030 00100 00050 || 0
0.0020 0.0050 0.0100 ~1
=—0.0112
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Var(wy) =w] - X - wy =

0.0036
_ 1 4
— (=% 0 4)-|0.0030
0.0020
—0.0164
Var(ws) =wh - ¥ - we =
0.0036
—(1 0 -1)- [ 00030
0.0020
—0.0096

p = Cor(wy,ws) =

Var(w?') =p} - ¥ -p; =
0.0036
—(2 0 1)-o0.0030
0.0020
9
)

33

0.0030
0.0100
0.0050

0.0030
0.0100
0.0050

—0.0112
+/0.0164 - 0.0096

0.18
0.24
0.06

0.0030
0.0100
0.0050

0.0020 —3
0.0050 0
4
0.0100 2
0.0020 1
0.0050 0
0.0100 -1
= —0.8926
7
=0.14 (= —
(=55
0.0020 2
0.0050 0
0.0100 3

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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3.3 Beispiel 12

Betrachte die drei Projekte 1, 2 und 3, deren Renditen folgende Eigenschaften haben:

0.08
p= 013 (3.62)
0.04
12 7 5
1045 1045 836
_ 7 43 8
= 1045 2090 1045 (363)
5 8 87

836 1045 8360

130 — 20 — 60

Yy l=1-20 70 — 40 (3.64)
— 60 — 40 160

a) Berechnen Sie globale Minimum-Varianz Portfolio.
b) Berechnen Sie die erwartete Rendite des globalen Minimum-Varianz Portfolios.
¢) Berechnen Sie Varianz und Standardabweichung des Minimum-Varianz Portfolios.

d) Berechnen Sie das optimal diversifizierte Portfolio aus den Projekten 2 und 3.

e)Uberpriifen Sie das Minimum-Varianz Portfolio und das optimal diversifizierte Port-
folio auf Korrelation.

LGsung
a)
Z 0.417
w = | & [ =[0.083 (3.65)
1
i 0.500
b)
77
MY = = (.064 :
7 500~ 006 (3.66)
c)
1
Var(ws™) = o5 = 0.008 (3.67)
1
o(wE™) = —= = 0.0913 3.68
(™) = 5= (3.68)
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d)
0
p2=11
0
0
p3=10
1
0
Apyps =p3—p2=|—1
1
COV(p37 AP2’P3) :pg X AP2,P3 =
12 7
1045 1045
_ 7 43
= (0 0 1) | o5 2000
5 8
836 1045
23
8360
Var(AmJ)a) :A;M;s X Apmps =
12 7
1045 1045
_ 7 43
= (0 -1 1) | o5 309
58
836 1045
131
8360
C A
pod =p3 — OV(p3A7 pz,ps) A
Var( pz,pg)
0 0
- 131 |
1 1
0 0
_ 23 ~
=& 0.176
108
108 0.824
e)
p=0.9164
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(3.69)

(3.70)

(3.71)

836

1045
87
8360 1

p2,P3

(3.72)



4 Optimierung unter
Ungleichheitsbedingungen

4.1 Beispiel 13 (Beispiel 5 Fortsetzung)

Peters Spielwaren GmbH produziert Spielzeugsoldaten und Miniaturziige. Die Solda-
ten konnen fiir einen Preis von 27 EUR und die Ziige fiir 21 EUR verkauft werden. Fiir
die Produktion werden Materialkosten von 10 EUR bzw. 9 EUR und Herstellungskos-
ten von 14 EUR bzw. 10 EUR fillig.

Bei der Produktion durchlaufen die Spielwaren die Abteilungen Montage und Lackie-
rerei. Fir die Fertigstellung eines Spielzeugsoldaten werden in der Montage 1 h und
in der Lackiererei 2 h benétigt, fiir die eines Miniaturzuges je 1 h. Das Unternehmen
besitzt eine Kapazitit von 80 h in der Montage und 100 h in der Lackiererei.

a) Formulieren Sie das nichtlineare Programm fiir die Maximierung des Gewinns unter
den gegebenen Nebenbedingungen.

b) Formulieren Sie die Lagrange Funktion und bestimmen Sie den optimalen Produk-
tionsplan.

¢) Wie viel wire das Unternehmen maximal fiir eine Erweiterung der Kapazitéit in
der Montage bereit zu bezahlen? Wie viel wéire das Unternehmen maximal fiir
eine Erweiterung der Kapazitit in der Lackiererei bereit zu bezahlen?

d) Worin unterscheidet sich das Beispiel von Part 17

kompakte Lésung

a) Gewinnfunktion:

G(xs,xz) =3xs + 22z (4.1)
Nebenbedingungen:
g1: vs +xz <80 (4.2)
g2t 2xs +xz < 100 (4.3)
gs: s >0 (4.4)
ga:xz >0 (4.5)
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KAPITEL 4. OPTIMIERUNG UNTER UNGLEICHHEITSBEDINGUNGEN

Abbildung 4.1: Zielfunktion mit Nebenbedingungen

b) Lagrange-Funktion:
L()\l, )\2,1‘571‘2) =3rs +2x7 + /\1(80 — g — 1‘2) + )\2(100 —2xg — l‘z) (4.6)

Optimaler Produktionsplan:

/
P=(20 ©0) (4.7)
¢) Grenzkosten:
=1 4.8)
Ao =1 4.9

d)
i) Nebenbedingungen mit Ungleichheitsbedingungen

ii) Vorgehensweise bei der Losung -> Uberpriifung aller méglichen Positionen
fiir Extrema notwendig

iii) Kuhn-Tucker-Bedingungen anstatt Lagrange-Bedingungen
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KAPITEL 4. OPTIMIERUNG UNTER UNGLEICHHEITSBEDINGUNGEN

4.1.1 systematische Losung (LGsungsweg)

Ubersicht
Menge ‘ Benennung ‘ VP ‘ Material und Herstellung ‘ Montage ‘ Lack.
s Spielzeugsoldat | je 27 € je (10 + 14) =24 € jelh |je2h
Tz Miniaturziige | je 21 € je (9 +10) =19 € jelh |jelh

a) Maximierung des Gewinns unter Nebenbedingungen
Zielfunktion = Gesamtgewinn: In jeder der Perioden errechnet sich der Gewinn
aus Erlosen minus Produktionskosten. Fixkosten sind in diesem Beispiel keine
zu beriicksichtigen, da diese nicht angegeben sind.

Grs,zz) =25 (27T—10—14) + 2z % (21 —9 — 10) =
=3xg5 + 227 =

=3T3 + 227 —z, 2z MAT

Wir haben nun die Zielfunktion des Unternehmens ermittelt. Diese soll maxi-
miert werden.

Nebenbedingungen Bei der Gewinnmaximierung miissen folgende Nebenbe-
dingungen eingehalten werden:

- Montage: g1 : s + 7z < 80 — g1(xs,27) =80 —xzg —xz >0

- Lackiererei: g9 : 225 + 7z < 100 — go(xg,22) = 100 — 225 — 27 >0

- Stiickzahl darf nicht kleiner als 0 sein: xg > 0 und zz > 0

Grafische Interpretation In Abbildung 1] auf Seite [37] erkennt man, dass die
beiden Nebenbedingungen sich in einem Punkt in der Ebene der Zielfunktion
schneiden (xg = 20; zz = 60; G(20,60) = 180).

Ohne Nebenbedingungen wiirde das Maximum der Zielfunktion (Ebene) im Punkt
(00, 00) liegen und beide Nebenbedingungen verletzen.

Das Optimierungsziel ist es, mit einer zulassigen Losung ein moglichst hohes Ge-
winnniveau zu erreichen. In der Abbildung sieht man, dass der hochste zuléssig
erreichbare Punkt im Schnittpunkt der Nebenbedingungen liegt.
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KAPITEL 4. OPTIMIERUNG UNTER UNGLEICHHEITSBEDINGUNGEN

systematische Losung des Problems mit Hilfe des Kuhn-Tucker-Formalismus
Die Lagrange-Funktion des Problems lautet:

LA, M2, 25,02) =G(5,72) + M\ * g1(2s5,T2) + A2 x ga(xs5,27) =
=3xs+2xz + A1 % (80 — x5 —xz) + Ay x (100 — 225 — x2)

Kuhn-Tucker-Bedingungen: Ist ein Punkt (A\*, 2*) = (A}, A3, z%, 2%) eine optima-
le Losung des Produktionsproblems, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt
sein:

(1) & N L (\*,2*) =80 — 25 — vz > 0 (Nebenbedingung 1)
(2) My >0 (Schattenprels Kuhn-Tucker-Bedingung)
(3) 6)\L1 (A, 2*) %« AT = (80 — x5 —xz) * A} =0 (Com. Slack.)

my@

(4) HE(A\*,2%) =100 — 225 — xz > 0 (Nebenbedingung 2)
(5) )\2 > 0 (Schattenpreis, Kuhn-Tucker-Bedingung)
(6) gxs (A" 2%) * A3 = (100 — 2z — x7) * A3 = 0 (Com. Slack.)

(7 ) dzs ( x*) =3 — A1 — 2X2 < 0 (rel. DB, Kuhn-Tucker-Bedingung)
(8) x E >0 (Nebenbedlngung 3)
(9) F= (A 2%) #a% = (3— A — 2Xg) ¥ #% = 0 (Com. Slack.)

(10) 2 T L (\*,2*) =2 — A1 — Ay <0 (rel. DB, Kuhn-Tucker-Bedingung)
11) a:Z > 0 (Nebenbedingung 4)

(
(12) £= (A, 2%) xay = (2— A — Ag) x 2} = 0 (Com. Slack.)

Jeweils drei (Un-)Gleichungen stehen in direkter Relation zueinander (durch Ab-
siitze gekennzeichnet).

- Ungleichung (1) ist die erste Nebenbedingung, Ungleichung (2) ist die Vor-
zeichenrestriktion fiir den zugehdrigen Schattenpreis Aj. Die Complementary
Slackness-Bedingung (3) stellt den Zusammenhang her: Wenn die linke Seite
von (1) echt grofler als 0 ist (d.h. die Nebenbedingung ist nicht bindend), dann
muss der zugehorige Schattenpreis A7 gleich 0 sein, denn ansonsten ist (3) ver-
letzt. Umgekehrt kann der Schattenpreis nur dann ungleich 0 sein, wenn die
Nebenbedingung bindend ist. Welcher der beiden Félle nun zutrifft, ist nicht von
vornherein klar und muss getestet werden.

- Die (Un-)Gleichungen (4), (5) und (6) stellen das entsprechende System von
(Un-)Gleichungen rund um die zweite Nebenbedingung und ihren Schattenpreis
dar.

- Ungleichung (8) gibt an, dass die Produktionsmengen nicht negativ sein diir-
fen. Die linke Seite der Ungleichung (7) stellt den relativen Deckungsbeitrag einer
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(marginalen) zusétzlich produzierten Einheit vom Produkt Soldaten, auch relati-
ver Grenz-Deckungsbeitrag genannt, dar. Wiirde man z% um da§ erhéhen, dann
dndert sich der Gewinn gemé#f Grenzgewinn, d.h. entlang der partiellen Ablei-
tung der Gewinnfunktion um den Betrag 3dz¥. Gleichzeitig erhéht sich aber auch
der Ressourcenverbrauch (Verbrauch der zur Verfiigung stehenden Einheiten Ge-
samtproduktion). Der Wert dieses zusétzlichen Verbrauchs ist (A} + 2A%)dz%
und muss vom Grenzgewinn abgezogen werden, um den relativen, marginalen
Deckungsbeitrag oder relativen Grenzdeckungsbeitrag zu erhalten. Die Comple-
mentary Slackness-Bedingung (9) verbindet die Ungleichungen (7) und (8). Wird
vom Produkt Spielzeugsoldat produziert, z§ > 0, dann muss der relative Grenz-
deckungsbeitrag gleich 0 sein, denn sonst kann die gewéhlte Produktionsmenge
& > 0 nicht optimal gewahlt sein. Wenn vom Produkt Spielzeugsoldat nichts
produziert wird (zf = 0), dann kann der relative Grenzdeckungsbeitrag echt ne-
gativ sein. Denn der besagt dann, dass jede produzierte Einheit den Losungswert
verschlechtern wiirde, deshalb ist in diesem Fall g = 0 optimal. - Das System
(10), (11) und (12) verbindet Produktionsmenge und relativen Grenzdeckungs-
beitrag fiir die Miniaturziige.

bindend (B): nicht bindend (NB):
I. (80 —xzg—xz)*x A =0— 80 —xzg —xz =0 A =0
II. (100 —-2z5 —zz)*A2=0— 100—2z5—xzz =0 A =0
ML (3= M\ —2X\)%z5=0— 25 =0 3-A -2\ =0
IV. (2—)\1—/\2)*$Z:O—> J}Z:O 2—/\1—)\220

Entweder der Term in der Klammer oder der rechte Faktor muss 0 sein. Dadurch
ergeben sich

2 =16
Kombinationen.
Ist bei einer Nebenbedingung A\; > 0, so muss diese bindend sein (B), d.h., der
zugehorige Term der Nebenbedingung g muss dann gleich 0 sein. Andernfalls
kann die Nebenbedingung nicht bindend sein, ¢g° > 0. Ist eine Positivititsbe-

dingung einer Variable z; nicht bindend (x; > 0, NB), dann muss der relative
Deckungsbeitrag gleich 0 sein. Andernfalls kann er auch kleiner als 0 sein.
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Wie die nun folgenden Berechnungen zeigen, ergibt nur Kombination 1 eine Lo-
sung und erfiillt die Kuhn-Tucker-Bedingungen. Es ergeben sich folgende Kom-

binationen:
Kombination | I | II | II | IV | GLS lssbarfl| | KTB erfiill{?]
1 B | B |NB|NB Ja Ja
2 B | B |NB| B - ;
3 B| B | B |NB - ;
4 B|B| B | B - -
5 B | NB | NB | NB - ;
6 B |NB|NB| B Ja -
7 B |[NB| B | NB Ja -
8 B [NB| B | B - ;
9 NB| B | NB| NB - ;
10 NB| B |NB| B Ja -
11 NB| B | B | NB Ja -
12 NB| B | B | B - -
13 NB | NB | NB | NB - -
14 NB | NB | NB | B - -
15 NB | NB| B | NB - -
16 NB|NB| B | B Ja -

Wie die Berechnungen auf den folgenden Seiten zeigen werden, ist Kombination
1 die einzige Kombination, bei der sich das Gleichungssystem 16sen ldsst und alle
Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt sind. Daher ist diese Kombination die einzige
Losung dieses Problems.

LGleichungssystem lésbar (Gleichungssystem ist grundsétzlich 16sbar, jedoch sind nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen erfiillt)
2Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt und daher eine Losung des Problems
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1. Kombination (B, B, NB, NB)
80 — rs — Ty = 0
10072:175756210
3—A1—2X=0

2—X —X=0
Losen des Gleichungssys-
tems ergibt folgende  Werte:

xs=20; zz=60; \1=1; Ay =1
G(zs,zz) = G(20,60) = 180

Kuhn-Tucker-Bedingungen:
AM>20V5 A2>0V;

rs >0V zz >0V

— Ergebnis erfiillt alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (daher lokales
Maximum und auch Kandidat fiir
globales Maximum)

2. Kombination (B,B,NB,B)
80 — rs — Tz = 0
100729337132 =0
3—A1—2X=0

Ty = 0

Ergebnis: keine Losung (Gleichungs-
system nicht l6sbar.)

3. Kombination (B, B, B, NB)
80 —xg —xz =0
100—2$5—$Z=0

Trs = 0
2 — )\1 - )\2 = O
Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)

4. Kombination (B, B, B, B)
80—xg —xz =0
100—2563—172 =0

Trs = 0
Ty = 0
Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)

5. Kombination (B, NB, NB, NB)
80 — rs — Ty = 0

Ao =0

3—A1—2X =0

2—XA—X=0

Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)
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6. Kombination (B, NB, NB, B)
80 — rs — Tz = 0

A =0

3—A —2X =0

Ty = 0

Losen des Gleichungssys-
tems ergibt folgende  Werte:

zs=80; xz=0; \1 =3; Ao =0

Kuhn-Tucker-Bedingungen:

A1 >0V 100 —2xg — 7 > 0 X,
x520/; 2—)\1—>\2§0\/

— Ergebnis erfiillt nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (2. Nebenbe-
dingung verletzt)
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7. Kombination (B, NB, B, NB)
80 — rs — Ty = 0

A2=0

rs = 0

2—X —X=0

Losen des Gleichungssys-
tems ergibt folgende  Werte:

rs=0; xz7=80; \y =2; Ao =0

Kuhn-Tucker-Bedingungen:

AM >0V 100 -2z —x7 >0V
37/\172)\2§0X; Z'ZZO\/

— Ergebnis erfiillt nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (3. Nebenbe-
dingung verletzt)

8. Kombination (B, NB, B, B)
80 — rs — Tz = 0

A2=0
rs = 0
Xz = 0
Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)

9. Kombination (NB, B, NB, NB)
)\1 = 0

100 — 2xg —xz =0
3—A1—2X=0

2—X —X=0

Ergebnis: Keine Losung
chungssystem nicht lésbar.)

(Glei-

43

10. Kombination (NB, B, NB, B)
A =0

100 — 225 —xz =0

3—A—2X =0

Ty = 0
Losen des Gleichungssys-
tems  ergibt folgende  Werte:

g =50; 7z =0; A\y =0; )\2:%

Kuhn-Tucker-Bedingungen:

80 —xg—xz>0V; A>0V;
LL'SZO\/; Q_Al_)\QSOX

— Ergebnis erfiillt nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (4. Nebenbe-
dingung verletzt)
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11. Kombination (NB, B, B, NB)

A1 =0

10072:175756210

rs = 0

2—X —X=0

Losen des Gleichungssys-
tems ergibt folgende  Werte:

rs=0; £z =100; A\{ =0; Ay =2

Kuhn-Tucker-Bedingungen:

80—z —x7>0X; A>0V;
3—)\1—2/\2§O\/; szO\/

— Ergebnis erfiillt nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (1. Nebenbe-
dingung verletzt)

12. Kombination (NB, B, B, B)
A =0
100729337132 =0

rs = 0
Ty = 0
Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)

13. Kombination (NB, NB, NB,
NB)

A =0

A2=0

33— —2X=0

2—A —X=0

Ergebnis: Keine Losung (Glei-
chungssystem nicht lésbar.)

14. Kombination (NB, NB, NB,

B)

A =0

A2 =0

3—A =2\ =0

Ty = 0

Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht 16sbar.)

15. Kombination (NB, NB, B,

NB)

A1=0

Ao =0

rs = 0

2—XA—X=0

Ergebnis: Keine Losung (Glei-

chungssystem nicht losbar.)
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16. Kombination (NB, NB, B, B)
A =0

A=0
rs = 0
Tz = 0
Losen des Gleichungssys-
tems ergibt folgende  Werte:

rs=0; 22=0; A1 =0; Ao =0

Kuhn-Tucker-Bedingungen:

80 —xz5g —xz >0V,

100 —2xg —zz >0 V;

37)\172)\2 S OX, 27/\17A2 S 0X
— Ergebnis erfiillt nicht alle Kuhn-
Tucker-Bedingungen (3. und 4. Ne-
benbedingung verletzt)
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b) Lagrange Funktion und optimaler Produktionsplan In Punkt a) wurde als optima-
le Produktionsentscheidung folgende Losung ermittelt: zg = 20,z = 60. Es ist
also optimal, vom Spielzeugsoldaten 20 Einheiten zu produzieren und von den
Miniaturziigen 60 Einheiten. Die zu den zwei Nebenbedingungen gehérenden La-
grange Multiplikatoren sind:

- Stundenbeschrinkung in der Montage auf 80 h: A\; =1
- Stundenbeschrankung in der Lackiererei auf 100 h: Ao =1

Die Lagrange Multiplikatoren heiffen auch Schattenpreise der Nebenbedingun-
gen. Sie geben Auskunft iiber die (6konomische) Konsequenz der Beschrinkung,
die sie vermitteln. Die Dimension des Schattenpreises ist wichtig, um ihn richtig
zu interpretieren. Der Schattenpreis hat die Dimension [Dimension der Zielfunk-
tion / Dimension der Beschridnkung]. Im gegebenen Produktionsproblem ist die
Dimension der Zielfunktion (=Unternehmensgewinn) gleich [EUR] und die Di-
mension der Beschrinkungen ist [h]. Daher ist die Dimension der Lagrange Mul-
tiplikatoren gleich [EUR / h]. Das ist notwendig, damit die Lagrange Funktion
von den Dimensionen her richtig definiert ist.

LA, Ao, 25,22) =G(x5,22) + M * g1(2s5,22) + A2 * ga(xs,22) =
=3xg5+2x7 + M *x (80 — x5 —xz) + Ao * (100 — 2256 — 2 7)

Wie in den Lehrveranstaltungsunterlagen beschrieben, haben die Nebenbedin-
gungen die Form h;(xg,zz) < p; bzw. entsprechend umgeformt g;(rg,zz) =
pj — hj(xg,zz) > 0. Wir wissen, dass die Sensitivitidt des optimalen Zielfunkti-
onswertes (also im Punkt z*) gegeniiber der Beschrankung p durch den Lagrange
Multiplikator der Nebenbedingung vermittelt wird.
dG(rydy) _ OL(A'a®) _

dp; Op; J
D.h., wenn die Beschrénkung dp; der Nebenbedingung j marginal gelockert wird,
also dann pj+dp lautet, dann verschiebt sich die optimale Losung so, dass der
optimale Zielfunktionswert sich um A; * dp dndert.

¢) Wie viel wire das Unternehmen fiir eine Kapazititserweiterung bereit zu bezah-
len?
Die Nebenbedingung 1 ist bindend, d.h., 80 — xg — zz = 80 — 20 — 60 = 0,
der dazugehorige Lagrange Multiplikator Ay = 1. Wenn man die Produktionsbe-
schrankung geringfiigig lockert und mehr Produktion zulésst, 80 + dp,dp > 0
dann adndert sich dadurch die optimale Produktionsentscheidung und als Konse-
quenz auch der optimale Gesamtgewinn. Die Anderung ist positiv und betrigt
A1 x dp = 1dp.
Die Nebenbedingung 2 ist bindend, d.h., 100 — 2zg — xz = 80 — 40 — 60 = 0,
der dazugehorige Lagrange Multiplikator Ay = 1. Wenn man die Produktionsbe-
schrankung geringfiigig lockert und mehr Produktion zulésst, 100 4+ dp,dp > 0 ,
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dann &ndert sich dadurch die optimale Produktionsentscheidung und als Konse-
quenz auch der optimale Gesamtgewinn. Die Anderung ist positiv und betrigt
Ao x dp = 1dp.

Der Schattenpreis von A\ = 1 und Ay = 1 gibt an, wieviel das Unternehmen pro
zusatzlicher Einheit fiir eine geringfiigige Lockerung der Produktionsbeschran-
kung maximal zu zahlen bereit wire. Das Unternehmen wire bereit fiir je eine
weitere Stunde Montage bzw Lackiererei 1 EUR zu bezahlen. Dies ldsst sich an
den Schattenpreisen A\ = 1 und Ay = 1 ablesen.

d) Worin unterscheidet sich das Beispiel von Part 17

Die Berechnung erfolgte nicht nach Lagrange sondern nach Kuhn-Tucker. Diese
Methode ist deutlich aufwandiger, dafiir ist man nicht auf Gleichheitsnebenbe-
dingungen eingeschriankt. Das Ergebnis unterscheidet sich in unserem Fall nicht
von der Lagrange Methode, da beide Kapazitdten voll ausgeschopft werden.
Grundsétzlich miissen bei Kuhn-Tucker nicht alle Nebenbedingungen bindend
sein. Durch das Aufstellen aller Kombinationen kann dies iiberpriift werden.
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4.2 Beispiel 14

Ein Unternehmen produziert zwei Produkte: ein Standard-Produkt A und ein etwas
hochwertigeres Produkt B. Wenn das Management einen Preis p 4 fiir eine Einheit des
Produktes A und einen Preis pp fiir eine Einheit des Produktes B setzt, kann das
Unternehmen g4 Einheiten von A und gp von B verkaufen, mit

qa =400 — 2pas + pB (4.10)

g =200+ pas — pB (4.11)

Die Herstellung des Produktes A erfordert 2 Stunden Arbeit und eine Einheit Rohstoff,
fiir eine Einheit von B 4 Stunden Arbeit und 8 Einheiten des Rohstoffes. Zur Zeit stehen
800 Stunden Arbeit und 600 Einheiten des Rohstoffes zur Verfiigung, eine Einheit
Rohstoff kostet EUR 2.-, eine Stunde Arbeit kostet EUR 15.-

a) Wie lauten Gewinnfunktion und Nebenbedingungen in Abhéngigkeit von g4 und
qB?

b) Ermitteln Sie die gewinnoptimale Preispolitik mithilfe der Kuhn-Tucker Bedin-
gungen.

¢) Wie viel wiirde das Unternehmen maximal fiir
i) die Ausweitung der Arbeitszeitbeschrankung

ii) eine weitere (marginale) Einheit des Rohstoffes zahlen?

d) Welchen Gewinn erzielt das Unternehmen im Optimum?

kompakte Losung

a)
G(qa,q98) = qa(600 — g4 — qB) — 32qa + qB(800 — g4 — 2gqB) — 76 (4.12)
g1 :2ga4 +4qp < 800 (4.13)
g2 1 qa + 8gp <600 (4.14)
b)
ga = 233.6, pa = 320.6 (4.15)
g5 = 45.8, pp = AT4.8 (4.16)
c)
i)
A =0 (4.17)
i)
Ao = 9.2 (4.18)
d)
G(ga = 233.6,qp — 45.8) = 85682 (4.19)
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systematische Losung (Losungsweg)

a) G=U—-K
K(qa,qB) =2 15¢4 4+ 2g4 + 4 % 15qp + 8 % 2qp = 32q4 + T6qp
U(qa,qB) = qa *pa +qB * DB

Gleichung aus der Angabe umformen nach pp:
pB =200+pa —qB
— qa =400 — 2p4 + 200+ pa — g =600 —pas — qB

Die letzte Gleichung umformen nach py:
— pa =600—-¢gB —qa
—pp =800 —2¢p — qa

Einsetzen in die Gewinnfunktion G = U — K:
G(qa,98) = qa(600 — gp — qa) — 3294 + qB(800 — g4 — 2gB) — 76qB

Folgende Nebenbedingungen miissen eingehalten werden:
Arbeit in Stunden: g7 : 2¢ga + 49 < 800
Rohstoftfbeschriankung: g» : g4 + 8¢ < 600

b) Die Lagrange-Funktion des Problems lautet:

L(A1,A2,q94,98) = qa(600 — ga — qB) — 3294 + qB(800 — g4 — 2qp) — 76qp +
A1(800 — 2g4 — 4gB) + X2(600 — g4 — 8qB)

Kuhn-Tucker-Bedingungen: Ist ein Punkt (A*,¢*) = (A}, A5, ¢, q5) eine opti-
male Losung des Problems, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

(1) %()\*’ q*) = 800 — 2q4 — 4gp > 0 (Nebenbedingung 1)

(2) A} > 0 ( Kuhn-Tucker-Bedingung)

(3) ZE (N, %) # At = (800 — 2¢4 — 4gp) * A} = 0 (Com. Slack)

(4) %(A*’ q*) =600 — g4 — 8¢p > 0 (Nebenbedingung 2)

(5) A5 > 0 (Kuhn-Tucker-Bedingung)

(6) L=(A*,q") * A5 = (600 — g4 — 8¢p) * A2 = 0 (Com. Slack.)

(7) Sac(N*,q") =568 — 2q4 — 2q — 2M1 — A2 < 0 (Kuhn-Tucker-Bedingung)
(8) ga > 0 (Nebenbedingung 3)

(9) 2E (X", q*) % qa = (568 — 2q4 — 2B — 2\1 — A2) * g4 = 0 (Com. Slack.)

0gqa
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(10) SE(X*,q") = 724 — 2q4 — 4gp — 4\1 — 8)y < 0 (Kuhn-Tucker-Bedingung)

(11) g > 0 (Nebenbedingung 4)

(12) %(/\*, q*) xqp = (724 — 2q4 — 4qp — 4)\1 — 8\2)qp = 0 (Com. Slack.)

Nach Aufstellen der (Com. Slack) Bedingungen lassen sich nun die Formeln fiir
die moglichen Kombinationen fiir KT ermitteln:

Bindend(B): Nicht Bindend(NB):
L (800 —2¢4 — 4g5)\ =0 800 — 2ga —4g =0 X\ =0
II.: (600 —ga —8qp)A2 =0 600 —ga — 8¢ =0 A =0
III: (568 — 24 — 2g3 — 2A1 — A2)ga =0 qga=0 568 —2ga —2q —2A1 — Ay =0
IV: (724 — 2q4 — 4q5 — 4\ —8X\a)gs =0 qp =0 724 — 294 — 4qp — 4\ — 8o = 0

Da entweder der Term in der Klammer oder der rechte Faktor 0 sein miissen,
ergeben sich 2¢ = 16 Kombinationen.

Kombination | I II | IIT | IV | GLS Losbar | KTB Erfiillt
1 B B B B - -
2 B B B | NB - -
3 B B |[NB| B - -
4 B B | NB | NB Ja -
5 B |NB| B B - -
6 B |[NB| B | NB Ja -
7 B | NB|NB| B Ja -
8 B | NB | NB | NB Ja -
9 NB | B B B - -

10 NB| B B | NB Ja -
11 NB| B |[NB| B Ja -
12 NB| B | NB | NB Ja Ja
13 NB | NB| B B Ja -
14 NB|NB| B | NB Ja -
15 NB | NB | NB | B Ja -
16 NB | NB | NB | NB Ja -

Wie die Berechnungen auf den folgenden Seiten zeigen werden, ist Kombination
12 die einzige Losung dieses Problems.
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1.Kombination (B,B,B,B):
I: 800 — 2qA *4(]3 =0

II: 600 — g4 — 8¢ =0

I g4 = 0

IV: gg = 0

Gleichungssystem nicht l6sbar

2.Kombination (B,B,B,NB):

I: 800 — 2g4 — 495 =0

II: 600—(],4 —8(]3 =0

II: g4 =0

IV: 724 — 2q4 — 4q — 4\ — 8\ = 0

Gleichungssystem nicht l6sbar

3.Kombination (B,B,NB,B):

I: 800 — 2qA *4(]3 =0

IT: 600 — g4 — 8¢ =0

IIT: 568 — 2q4 — 2q5 — 2M1 — A = 0
IV: gg = 0

Gleichungssystem nicht l6sbar

4.Kombination (B,B,NB,NB):

I: 800 — 2g4 —49q =0

II: 600—(],4 —8(]3 =0

III: 568 — 2q4 — 2gp —2X\1 — A2 =0
IV: 724 — 2q4 — dq — 4M — 8\ = 0

qa = 600 — 8gp

Einsetzen in I:

800 — 2(600 — 8¢p) —4gp = 0 = —400 + 125 — qp = 2 — g4 = 333,3 = 1900
III Umformen nach As:

Ap =568 — 23000 —2); — 2400

Einsetzen in IV und Umformen auf \;:

724 — 21000 _ 4400 _ 4\, — 8(568 — 21000 — o), — 2400 _, ), = 1246567
Bedingung A1 > 0 verletzt.

5.Kombination (B,NB,B,B):
I: 800 — 2g4 — 4gp = 0

II: Aa =0
III: g4 =0
IV: qB = 0

Gleichungssystem nicht 16sbar
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6. Kombination (B,NB,B,NB):

I: 800 — 2qA *4(]3 =0

II: A2 =0

III: g4 =0

IV: 724 — QqA — 4qB — 4/\1 — 8)\2 =0

I Umformen nach gp:
— gp = 200 - A\ = —19 — Bedingung Ay > 0 verletzt.

7.Kombination (B,NB,NB,B):
I: 800 — 2qA — 4(]3 =0

I A2 =0
III: 568 — 2g4 —2gp —2A1 — A2 =0
1Vv: aqB = 0

— g4 =400 — Ay = —116 — Bedingung A\; > 0 verletzt.

8.Kombination (B,NB,NB,NB):

I: 800 — 2g4 — 495 =0

II: A =0

II1: 568 — ZQA — 26]3 — 2)\1 — /\2 =0

IV: 724 — 2qA - 4qB — 4)\1 - 8)\2 =0

qa = 206, g = 97, Ay = —19 — Bedingung A\; > 0 verletzt.

9.Kombination (NB,B,B,B):

I: )\1 =0

I1: 600 — g4 — 8q =0
I g4 = 0

IV: g = 0

Gleichungssystem nicht l6sbar

10.Kombination (NB,B,B,NB):

ILx=0
II: 600 — g4 — 8¢5 =0
III: g4 =0

IV: 724 — 2qA — 4qB — 4)\1 — 8)\2 =0

= =15

— Ay = 53
I: 800 — 2g4 — 4gp = 500 > 0V
1I: /\2 Z ov

II1: 568 — 2qa — 25 — 21 — As = 365 < 0 X, nicht erfiillt
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11.Kombination (NB,B,NB,B):
LA\=0

IT: 600 — g4 — 8g =0

IIT: 568 — 2q4 — 2q5 — 2M1 — Ag = 0
IV: gg = 0

ga =600 = Ay = 568 — 2% 600 = —632 A2 > 0 X, nicht erfiillt

12.Kombination (NB,B,NB,NB):
I: )\1 =0

II: 600—(],4 —8(]3 =0

III: 568 — 2q4 — 2gp —2X\1 — A2 =0
IV: 724 — 2q4 — 4qp — 4)\ — 8\ = 0

qa = 233567 qB :45787 )‘2 = 9727 A1 =0

I: 800 — 24 — 4gp = 800 — 2% 233,6 — 4 % 45.8 = 149,6 > 0V

II: A2 =92 > 0v

III: g4 = 233.6 > 0V

IV: qgp = 45.8 > 0V

—Losung des Problems.

13.Kombination (NB,NB,B,B):

Bedingung 568 — 2g4 — 2gp — 2A\1 — A2 = 568 < 0 X nicht erfiillt

14.Kombination (NB,NB,B,NB):

LA =0
I Ay =0
I g4 =0

IV: 724 — QqA — 4qB — 4/\1 — 8)\2 =0
—qp =21 =181
Bedingung 600 — g4 — 8¢ = 600 — 0 — 8 % 181 > 0 X nicht erfiillt

15.Kombination (NB,NB,NB,B):
A =X=¢qp=0
IIT: 568—2qA—2q372)\1—/\2:O%qA:¥:284

I: 800 — 2g4 — 4g5 =800 — 2% 284 — 4% 0 =232 > 0V

IL: 600 — g4 — 8qp = 600 — 284 > 0V

III: g4 > 0V

IV: 724 — 2% g4 — 4qp — 4M1 — 8Xy = 724 — 2 % 284 = 156 < 0 X nicht erfiillt
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16.Kombination (NB,NB,NB,NB):
)\1 = )\2 = 0

III: 568 — 2qA — 2qB — 2)\1 — )\2 =0
IV: 724 — QqA - 4qB — 4/\1 — 8)\2 =0

— qa = 362 — 2¢p

Einsetzen in III:

568 — 2 % (362 — 2qp) — 29p = 568 — 724 — 2q5 =0
— g = 78 — g4 = 206

I: 800 — 2¢4 — 4qp = 800 — 2 % 206 — 4 % 78 = 76 > 0V
II: 600 — g4 — 8qp = 600 — 206 — 8 x 78 = —230 > 0 X nicht erfiillt

Die 12. Kombination ist somit die einzige Losung des Problems.
Jetzt muss noch der Preis berechnet werden:

pa = 600 — g — qa = 600 — 45.8 — 233.6 = 320.6

pe =800 — 2gp — g4 = 800 — 2 % 45.8 — 233.6 = 474.8

i) Da die Nebenbedingung 1 nicht bindend ist, wire das Unternehmen nicht
bereit, fiir eine Ausweitung zu bezahlen — A\; = 0

ii) Die Nebenbedingung 2 ist bindend und der dazugehorige Lagrange-Multiplikator
Ao = 9.2. Wenn man die Rohstoffbeschrénkung lockert, dann &ndert sich
auch die optimale Produktionsentscheidung und daher auch der optimale
Gesamtgewinn (positiv).

d) Einsetzen in die Gewinnfunktion:
G(ga = 233.6,gp = 45.8) = 233.6(600 — 233.6 — 45.8) — 32 * 233.6 + 45.8(800 —
233.6 — 2% 45.8) — 76 x 45.8 = 85682
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4.3 Beispiel 15

Ein Auftragsfertiger fertigt téglich maximal 800 Autos aus den drei verschiedenen
Klassen A, C und E. Der Verkaufswert, die Fertigungskosten und die Fertigungszeiten
sind in nachfolgender Tabelle beschrieben.

Einheit A C E
Verkaufswert EUR/Stk 25000 35000 45000
Fertigungskosten EUR/Stk 21000 30500 39600
Fertigungszeiten | Personenstunden 50 70 100

Aufgrund begrenzter Mitarbeiterkapazitiaten und regulatorischer Bestimmungen ste-
hen téglich nur 54 000 Personenstunden zur Verfiigung.

a) Stellen Sie die Gewinnfunktion (= Deckungsbeitragsfunktion) und die Nebenbe-
dingungen des Problems auf.

b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion auf.

¢) Implementieren Sie das Problem in R und 16sen Sie es mit Hilfe des Packages
"IpSolve". Wie lautet der optimale Produktionsplan?

d) Welche Nebenbedingungen sind bindend?

e) Welchen Preis wiirde der Auftragsfertiger maximal fiir eine weitere Personenstunde
zahlen?

f) Interpretieren Sie die relativen Deckungsbeitrige der drei verschiedenen Klassen?

g) Wie hoch ist der optimale Gesamtdeckungsbeitrag des Unternehmens?

Losung

a)

f(a,c,e) =4000a + 4500¢ + 5400e (4.20)
g1:a+c+e<800 (4.21)
g2 1 50a + 70c + 100e < 54000 (4.22)

L(A1, A2, a,c¢,e) =4000a + 4500¢ + 5400e
+ X800 —a—c—e) (4.23)
+ Ao (54000 — 50a — 70¢ — 100¢)

a = 520 (4.24)
c=0 (4.25)
e = 280 (4.26)
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d) Beide Nebenbedingungen sind bindend.

e)
Ao =28 (4.27)

f) Die relativen Deckungsbeitrige der drei Klassen sind 0, -60, 0. D.h., der Deckungs-
beitrag der Klasse C ist um 60 EUR zu niedrig (relativ zu den beiden anderen
Klassen), daher wird die Klasse C nicht produziert.

f =3592000.00EU R (4.28)
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5 Optimierung unter
Ungleichheitsbedingungen -
Duales Programm

5.1 Beispiel 16

Firma E.N.T.R.O. GmbH produziert Lupen in drei verschiedenen Qualitdten @1, Q2
und (3. Fiir die Produktion durchlaufen die Produkte die Stationen ,,Schleiferei und
»Montage“, wobei die in den Stationen benétigten Zeiten in nachstehender Tabelle
angegeben sind.

‘ Einheit ‘ Ql QQ Q3
h 1 2 3

Schleiferei

Montage h 1 1 1

Der Deckungsbeitrag je Einheit QQ1, Q2 bzw. Q3 betragt EUR 120, EUR 200 bzw. EUR
250. Aufgrund begrenzter Mitarbeiterkapazitdten und gesetzlicher Bestimmungen ste-
hen téglich nur 1.000 Personenstunden in der Schleiferei und 700 in der Montage zur
Verfiigung. Das Unternehmen will seinen gesamten Deckungsbeitrag maximieren.

a) Formulieren Sie das Duale Programm.
b) Skizzieren Sie den zulédssigen Bereich des Dualen Programms.

¢) Implementieren Sie das Duale Programm in R und interpretieren Sie die Losung.
Wie lautet der optimale Produktionsplan? Wo kann man ihn ablesen?

d) Wie viel wére das Unternehmen bereit, fiir zusétzliche Personenstunden in der
Schleiferei bzw. in der Montage maximal zu bezahlen?

e) Wie hoch ist der Deckungsbeitrag, den das Unternehmen téglich erzielen kann?
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DUALES PROGRAMM

Losung
a)
F(A1,A2) = 10001 4+ 7002
g1 A1+ A2 > 120
g2 : 21 + Ay > 200
g3 : 3A1 + Ay > 250
b)
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Abbildung 5.1: Zuldssiger Bereich des Dualen Programms
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DUALES PROGRAMM

Der griine Bereich widerspricht keiner der drei Bedingungen. Die vier markier-
ten Punkte sind mogliche Kandidaten fiir ein Optimum. Daher miissen alle vier
Punkte untersucht werden.

¢) Implementierung des dualen Problems in R:

library (lpSolve)

# Koeffizienten der Zielfunktion
obj <= ¢(1000,700)

# Nebenbedingungen

lhs <— matrix(c(1,2,3,1,1,1) ,nrow=3)
rhs <~ ¢(120,200,250)

dir <_ C(">:" 7|I>:|l |l>:ll)

# Berechnung der Loesung
sol <— lp("min",obj,lhs ,dir,rhs,compute.sens=T)

sol$duals gibt folgende Ausgabe: 400 300 0 0 0. Daher lautet der optimale Pro-

duktionsplan:
q1 = 400 (5.5)
g2 = 300 (5.6)
3=0 (5.7)

d) sol$solution gibt aus: 80 40. Daher ist A\; = 80, Ay = 40. Das Unternehmen wiirde
fiir eine zusatzliche Arbeitsstunde in der Schleiferei EUR 80.-, fiir eine zusétzliche
Stunde in der Montage bis zu EUR 40.- bezahlen.

e) sol$objval gibt aus: 108000. Daher ist der maximale Gesamtdeckungsbeitrag DB =
108000 EUR.
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6 Dynamische Optimierung

6.1 Beispiel 17

FEine Investition kann entweder zum Zeitpunkt ¢ = 1 oder zum Zeitpunkt ¢t = 2 getétigt
werden. Dabei stehen 2 unterschiedliche Maschinen zur Auswahl, wobei nur eine der
beiden gekauft werden kann. Die Investitionskosten betragen EUR. 400 000 fiir Typ 1
und EUR 600000 fiir Typ 2.

Im Zeitpunkt ¢ = 1 kann die Maschine vom Typ 1 einen Cashflow von EUR 70000
erwirtschaften, die Maschine vom Typ 2 EUR 90000 (natiirlich nur, wenn bereits zum
Zeitpunkt ¢ = 1 investiert ist).

Im Zeitpunkt ¢ = 2 ergeben sich 2 unterschiedliche Zusténde, entweder “u” (mit Wahr-
scheinlichkeit 60%) oder “d” (mit Wahrscheinlichkeit 40%). Im Zustand “u” erwirt-
schaftet Typ 1 einen Cashflow von EUR 550000 (Barwert bis ans Ende der Lebens-
dauer) und Typ 2 einen Cashflow von EUR 940000. Im Zustand “d” ist der Cashflow
EUR 440000 fiir Typ 1 und 515000 fiir Typ 2.

Die Diskontrate ist 10%.

a) Wie hoch ist der erwartete t = 1-Barwert der Cashflows, wenn in ¢ = 1 in Typ 1
investiert wird?

b) Wie lautet die optimale Investitionsstrategie?
¢) Wie hoch ist der erwartete Barwert dieser Strategie?

d) Wie lautet die optimale Investitionsstrategie, wenn nur Maschine 2 zur Verfiigung
steht?

e) Angenommen, die Investitionskosten fiir Typ 2 betragen EUR 556 000. Was ist
dann die optimale Strategie?

f) Wie hoch ist der entsprechende erwartete Barwert?
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KAPITEL 6. DYNAMISCHE OPTIMIERUNG

Losung

a) —400 000 + 70000 + 520000:0.6+240000.04 — BUR 130 000

b) Maschine 1: Investition: 400 000

Cu
— 0'6
Pu
Zeitpunkt tq
Cp; = 70000
Ly
7 = 0.7
Cq
Maschine 2: Investition: 600 000
Cu
Pu
Zeitpunkt t;
C1 = 90000
by
0.4
Cq

ti1-Investition (Plan A):

Maschine 1:

550000 - 0.6 + 440000 - 0.4

550000

440000

940000

515000

Vai: —400000 + 70000 +

Maschine 2:

940000 - 0.6 + 515000 - 0.4

Va2 —600000 + 90000 +

1.1

1.1

VA = max{VA,l, VA’Q}

= man wiirde in Maschine 2 investieren. V4 = 190 000.
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KAPITEL 6. DYNAMISCHE OPTIMIERUNG

to-Investition (Plan B):

Maschine 1:
C, = 550000—-400000 = 150000, Barwert: 136363.636
Cyq = 440000 — 400000 = 40000, Barwert: 36363.636
Maschine 2:
C. = 940 000 — 600 000 = 340000, Barwert: 309 090.909
Cy = max{515000 — 600000, 0} = 0, Barwert: 0

= Bei giinstigem Markt wird Maschine 2 gekauft (C,, = 340000), bei ungiinsti-
gem Markt Maschine 1 (Cyq = 40000).

1
VB =0+ W{O'G - 340000 4 0.4 - 40000} = 200000

Abschlieftend der Vergleich zwischen Plan A und Plan B:
V = max{Vy4, Vg} = Vi = 200000

V4 < Vg = Es ist optimal, erst zum Zeitpunkt 2 zu investieren. Im giinstigen
Fall wird zum Zeitpunkt 2 Maschine 2 gekauft. Im ungiinstigen Fall Maschine 1.

¢) Vg = 200000

d)

t1-Investition: V4 = 190 000

~340000-0.6+0-0.4
o 1.1

to-Investition: Vg = 185454.546

= Es wird zum Zeitpunkt 1 investiert. V' = 190 000

Barwert gleich investieren: V4 = 234 000
Cashflow Maschine 2 t5: C,, = 384000, Cy =0

1
Vs = 1 {Cuar2 - 0.6+ Caary - 0.4} = 224000

= Man investiert in Periode 1 in Maschine 2

f) V= maX{VA, VB} = VA = 234000
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