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1. Einfihrung

Was ist Mustererkennung?

Beispiele — Handschrifterkennung, Fingerabdruckerkennung, Gesichtserkennung(Viola-Jones
Gesichtserkennung), self-driving cars, Medizin...

Stichworte — Klassifikation, Boundingboxen, Positiv vs Negativ (Vogelgrippe positiv/negativ)

Definitionen:

“A large research area concerned with the
recognition and classification of structures,

relations or patterns in data.”’

“Mustererkennung ist die Fahigkeit, in einer Menge von Daten
RegelmaBigkeiten, Wiederholungen, Ahnlichkeiten oder Gesetz-
mapigkeiten zu erkennen. Dieses Leistungsmerkmal hgherer
kognitiver Systeme wird flir die menschliche Wahmehmung

von Kognitionswissenschaften wie der Wahrmehmungspsychologie
erforscht, fiir Maschinen hingegen von der Informatik.”

Man arbeitet mit Daten aus Bildern, Tabellen, usw..

Dann trifft man eine Auswahl (Trainingsset, Testsets...)

Dann hat man Rohdaten — Anhand dieser soll das Programm dann Muster erkennen

Die Merkmalsvektoren (eben diese Merkmale in den Rohdaten)

Die Vektoren gehen an den Klassifikator

Der Klassifikator macht ein Training mit den Daten, dabei lernt er, was eine Klasse ausmacht
Manchmal gibt es auch einen Benutzer, der sagt, was die Ground Truth ist

Schlussendlich bekommt man einen output — Welcher Klasse entsprechen die Daten?
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Inhalte:

kNN

Bayes Theorem
Diskriminantenfunktionen
Perceptron

Neuronale Netze
Entscheidungsbaume
Evaluierung

Klassifikator

Ein Klassifikator arbeitet mit Vektoren, er weiR gewisse Dinge aus einem Training, bspw. eine
Unterscheidung zwischen Mensch und Baum. Beim Training wird er oft unterstiitzt durch User mit
Ground Truth.

Arten der Mustererkennung

1. Statistische — Fokus der VO
2. Strukturelle
3. Syntaktische

Statistische

[Fokus dieser VO]
Strukturelle

Syntaktische

Es gibt einen overlap zwischen allen, aber syntaktisch und strukturell sind naher beieinander.

Man unterscheidet verschiedene Arten durch die Musterreprasentation und die Klassifikation. Die
Reprasentation ist dabei wie das Muster beschrieben wird und die Klassifikation, wie das Muster
Klassen zugeordnet wird.

Statistische ME

Klassifiziert mittels Merkmalsvektoren. Zu diesen kommt man, indem man bspw. den Farbwert jedes
Pixels in einen Vektor schreibt. Dann wird mittels statistischer Methoden bestimmt, wie
wahrscheinlich es ist, dass sich im Bild bspw. ein Baum befindet.
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(G
Muster

2x2 RGB-Bild —

Vektor
Farbwerte im
RGB-Farbraum

Methoden sind bspw. KNN oder das Bayes Theorem.
Strukturelle ME

Hier werden Muster durch Graphen und Graph Pyramiden dargestellt. Man reprasentiert sich die
Farben aus dem vorigen Beispiel also als Graphen mit Beziehungen. Also diesmal vier Knoten und vier
Kanten, die Kanten zeigen die Nachbarschaftsbeziehungen.

ac{e
Muster

2x2 RGB-Bild Graph

Knoten: RGB-Farbwerte
Kanten: 4er Nachbarschaft

Klassifiziert wird hier bspw. dadurch, dass beim Training Mustergraphen gelernt werden = Wie sieht
der Mustergraph eines Baums aus? — Dann fihrt der Klassifikator ein Graph Matching durch und
schaut sich die Ahnlichkeit der Graphen an. Alternativ gibt es Graph embedding. Man bildet den
Graphen im Vektorraum ab und macht dann wieder statistische Methoden wie zuvor.

Syntaktische ME

Man reprasentiert durch Primitiven und deren Verhaltnissen zueinander. Man teilt also in diverse
Primitiven und schaut sich dann Beziehungen und Verhaltnisse an.

H =~ sam «» ]

Muster Primitive Verhiltnisse
2x2 RGB-Bild Farbpixel Anordnung

Bei der Klassifikation benutzt man Grammatiken. Das sind Regeln, wie man Muster aus Primitiven
erstellen kann. Jede Klasse von Mustern hat dann ihre eigene giiltige Grammatik (bspw. Orange liber
Blau und Blau tiber Grin fir Klasse 1)
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Giiltige Klassen: Ungiiltige Klassen:

Klassel Klasse 2

Anhand derer kann dann klassifiziert werden.
Design eines Mustererkennungssystems

... durch folgende Prozesse, die meist wiederholt werden miissen

Merkmals-

Datenerfassung selektion

Training des
Klassifikators

Beispiel — Hund oder Katze? Tierarzt hat vergessen einzutragen, ob es sich bei seinen Patienten um
Hund oder Katze handelt.

Datenerfassung

Die Daten kommen aus verschiedenen Bereichen — Wirtschaft, Medizin, ...

Man bekommt auch Daten von unterschiedlichen Sensoren - Infrarotkamera, normale Kamera, CT, ...
AuRerdem von unterschiedlichen Medien — Radio, Fernsehen, Internet...

Kurz erwdahnt — Big Data generiert viel Moglichkeiten aber auch immensen Aufwand beim
Durchgehen der Daten. Die Systeme sollten richtig klassifizieren, aber je groRer die Daten, desto
schwieriger wird das Training, schlieRlich braucht man auch meist eine Ground Truth, was bei so
vielen Daten ned mehr so easy ist. Wenn es tausende von Klassen gibt und von jeder Klasse braucht
man viele Muster zum Training, so ist es fast nicht mehr moglich durch einen Nutzer eine GT zu
definieren. AuBerdem sind sich die User (oder Experten, usw.) ned immer einig beziiglich der GT.

Merkmalsextraktion

Merkmale sind charakteristische Eigenschaften, mit denen man Klassen unterscheiden kann.
Beispielsweise gewisse Strukturen in Rontgenbildern. Im Idealfall haben Merkmale Auspragungen die
innerhalb der Klasse sehr dhnlich und auBerhalb der Klasse sehr undhnlich. Um Apfel von Birnen zu
unterscheiden ist bspw. die Farbe nicht immer gut, aber die Form schon. Wenn die Merkmale beider
Klassen anndhernd normalverteilt sind, so sollten die Mittelwerte méglichst weit
auseinanderliegen und ihre Verteilungen méglichst kaum iiberlappen.
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Man unterscheidet Merkmale in quantitative und qualitative Merkmale.
Quantitative sind die Lange, Flache, Form, Farbe, Temperatur, ...

Qualitative Merkmale sind ordinal — Noten, Rang...
Oder nominal — Namen, Geschlecht, Abteilungen...

Die Extraktion von Merkmalen ist sehr komplex. Beispiele dafiir sind:

Bindrregionen (Schwarzweilbilder) — da kdnnte man Umfang, Flache, Rundheit, konvexe Hillle,
Hauptachse ...

Fiir Texturen nimmt man bspw. local binary patterns. Da hat man Grauwertbilder, schaut sich fiir
jede 3x3 Nachbarschaft von Pixeln ein local binary pattern an. Stellt das numerisch dar. Um das local
binary pattern zu ermitteln, betrachtet man die Werte um die Mitte und schaut, ob sie groRer,
kleiner oder gleich dem Wert in der Mitte sind. Gleich resultiert in 1, groRer auch in 1 und kleiner in

e
@QQ‘ZIThrcshold @\ 219
- B@ 5D

| Binary: 11001011
5712 13 100

Decimal: 203

A

SchlieRlich bekommt man den Bindrcode und kann den in das Ergebnisbild eintragen an der Stelle
des Grauwerts in der Mitte.
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HOG

(Histograms of Oriented Gradients) ist ein weiteres Verfahren, dabei werden Gradienten in Bildern
berechnet. Ein Gradient sagt im Endeffekt nur, wie stark sich Grauwerte lokal dndern und in welche
Richtung sie das tun. Kombiniert man Gradienten von X und Y Richtung in einem Bild, so kann man
feststellen, wo sich wahrscheinlich Kanten befinden. Kanten sind wichtige Infos bspw. beim Erkennen
von Personen.

HOG (Histograms of Oriented Gradients)
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Dalal, Navneet, and Bill Triggs. "Histograms of oriented
gradients for human detection." Computer Vision and

Pattern Recognition, 2005. CVPR 2005. IEEE Computer
Society Conference on. Vol. 1. IEEE, 2005.

Das Bild wird in Nachbarschaften zerlegt und pro Zelle wird berechnet, wie haufig eine von 9
Richtungen vorkommt. Also 180 Grad in 20 Grad Schritte unterteilt. Man findet dann pro Zelle, hier
die rechts unten, die Haufigkeiten von eben diesen Kanten.

Vorverarbeitung ist meist notwendig fiir solche Merkmalsextraktionen. Im obigen Beispiel bspw. ist
das notig fur die Graubilder. Das Ziel ist dann eine Beschreibung in kompakter Art, mit welcher dann
eben rechnen kann.

Ziel der Merkmalsextraktion ist eine kompakte Beschreibung
der Daten. Z.B.: ein 2D Bild (e.g. 1280 x 1024) wird durch einen
1D Vektor (e.g. Grauwerthistogramm) beschrieben.

Beispiel Tierarzt bisher
Daten wurden erfasst vom Arzt und seinen Assistentinnen.
Merkmale sind dabei qualitative wie Geschlecht, Fellfarben, Krankheiten, Impfungen, ...

Quantitative hingegen sind Dinge wie Alter, Gewicht, Schulterhéhe, Kérpertemperatur, Pulsfrequenz,
Blutwerte...

Die Ground Truth ist dabei Hund bzw. Katze

Merkmalsselektion

Es gibt viele Merkmale, die man aus Bildern und numerischen Daten bekommt. Man muss aber nicht
alle verwenden, das Ziel der Merkmalsselektion ist es die Dimensionalitdt des Merkmalsraums zu
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reduzieren, Redundanzen zu vermeiden. Man sucht also Merkmale von hoher Giite, die diskriminativ
sind.

Ziel der Merkmalsselektion ist es die Dimensionalitat =

des Merkmalsraums zu reduzieren und Redundanzen
Zu vermeiden.

- e - o e

N

Die Giite eines Merkmals hangt davon ab,

1. wie ,diskriminativ” es ist
—>wie gut es zwischen den Klassen unterscheiden kann

2. wie einfach/schnell es berechnet werden kann

Bei numerischen Merkmalen kann man sowas gut darstellen. Hat man drei Merkmale, so kann man
diese in einem 3D Raum eintragen. Fir jedes Muster hat man einen Punkt im Raum.

Feature 3
—_—2

Braucht man alle Features? Im Tierarztbeispiel kann man sagen, dass Hunde generell schwerer sind
als Katzen. Dafiir kdnnte man sich die Verteilung dieses Merkmals ansehen. Also hat man auf X
Gewichtsstufe und auf Y Haufigkeit.

107

Haufigkeit

-20 0 20 40 60
Gewichtsstufen
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Das Problem hier ist, dass es leichte Hunde und schwere Katzen gibt. Also reicht das Merkmal wohl
nicht aus, um die Tiere zu klassifizieren. Am besten ware aber wenn man ein einziges Merkmal hat,
um Tiere zu klassifizieren. Katzen haben normalerweise eine hohere als Hunde.

I Hunde

Katzen

Haufigkeit

36 37 38 39 40
Temperaturstufen

Hier wird librigens jeweils Stufen gesagt, weil stetige Merkmale auf diskrete gemappt werden.

Auch hier sehen wir einen starken overlap. Meistens braucht man mindestens zwei Merkmale oder
sogar sehr viele. Diese miissen aber gut ausgewahlt werden. Viele unnoétige Merkmale sind oft
schlechter als ein einziges gutes.

Klassifiziert man nun mit Gewicht und Temperatur, so hat man (normalisiert) folgendes Bild:

°, ® Hunde
vo o . ® Katzen|
08fF « .
5 .« . 5
& 06 . .
o s oilne
g_ i *
04
|9 .
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0 0.2 04 06 08 1

Gewicht
\\—_

Jedes Tier ist hier als Punkt eingeteilt. Man kann hier wohl relativ gut trennen.
Modellauswahl

Auch das ist nicht einfach. Einerseits hat man sich fir Merkmale entschieden, aber andererseits
braucht man auch ein Modell, das sagt welche Klasse etwas ist anhand von diesen Merkmalswerten.
man will:

Den Fehler minimieren (= Muster sollen méglichst fehlerfrei klassifiziert werden)
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Der Klassifikator soll eine hohe Generalisierungsfahigkeit behalten (Nicht zu stark auf Trainingsdaten
zugeschnitten, man muss auch neue Daten klassifizieren kénnen)

Wenn man sich fir ein lineares Modell entscheidet, um Hund und Katze zu unterscheiden, kann der
Klassifikator nicht einmal die Trainingsdaten genau unterscheiden:

s : ; 4 ® Hunde
. .Klassmkator ist nicht L. > & oimenl«
in der Lage das ] § ¥
Trainingsset fehler- _ . © .
frei zu unterscheiden 206 @ LA
= ¢ « .
o .
Go4r .
* Lineare Entscheidungs- .
grenze ist ein zu einfach- 0. ALX .
es Modell " 4
oL’ :
0 02 04 06 08 1
+ underfitting” Gewicht

Das Modell ist zu einfach, es ist ein underfitting.

Man kann auch ein sehr komplexes Modell wahlen, damit kann man die Trainingsdaten sehr genau
klassifizieren.

fehlerfreie Klassifikation
auf Trainingsset

komplexe Entscheid-
ungsgrenze

sehr schlechte Generali-
sierungsfahigkeit

,overfitting”

o
®

Temperatur
o o
e o

® Hunde
® Katzen| «

02

04
Gewicht

0.6 08 1

Hier hat man aber nur schlechte Generalisierungsfahigkeit. Man spricht von Overfitting. Wiirde eine
Katze neben dem Ausreiflerhund kommen, so ware sie laut System auch ein Hund.

Man muss also ein Modell mittlerer Komplexitat nehmen.

* Kompromiss zwischen

Fehlerrate und

Generalisierungsfahgikeit

Temperatur
o
[e2]

(=4
N
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o
o
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»
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Hier wird das Trainingsset nicht 100% richtig erkannt, das ist aber auch nicht das Ziel. Ziel ist es viel
eher, dass man eben ein generell funktionierendes System schafft.

Training des Klassifikators

Man hat sich fiir ein Modell entschieden und das Modell hat Parameter. Mit Hilfe der Trainingsdaten

werden diese Parameter eingestellt, damit dann Testdaten richtig klassifiziert werden. Man spricht
hier von Learning. Es gibt zwei Arten:

R R R R R R R R R R R R R RN RSN,

f Supervised Learning: Klassenzugehorigkeit fur jedes Muster %, :
| im Trainingsset ist bekannt (= Ground Truth). :

W W S e W W W W W WS e WS W W WS WS WS N W W W W N N W W W e W W e e

' Unsupervised Learning: Klassenzugeharigkeiten sind unbe-
- kannt. Das ME-System bildet sogenannte , Cluster”, um die 22 i
. Muster zu gruppieren / zu unterscheiden. |

zusatzlich gibt es Mischformen — Reinforcement Learning oder Semi-Supervised Learning...

Im Tierarztbeispiel arbeitet man mit supervised learning. Der Arzt nimmt sich einen Teil der

Patientendaten her, bestimmt eine GT. Das Trainingsset besteht dann aus 20 hunden und 20 Katzen
mit fixer Einteilung.

Evaluierung

Passiert eigl. nicht nur am Ende sondern standig. Im Designprozess bspw. wird evaluiert:

Eignung der Merkmale und ihre Kombination
Fehlerrate und Generalisierungsfahigkeit des Modells
Auswahl der Muster im Trainingsset

GrolRRe des Trainingssets

Wenn man mit der Evaluierung fiir das System fertig ist, kommt man zum Testset. Mit diesem
werden neue Daten klassifiziert.

Random Things
Es gibt challenges und grolie libraries wie bspw. IMAGENET. Ka, ob das relevant ist. (eher nicht)
Einfache Beispiele

Weit von der Realitdt entfernt.

Input: Bild mit Muttern und
Schrauben

Output: Klassifikation jedes ‘
Objekts als Mutter oder O

Schraube
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Datenerfassung:
Fotokamera

Vorverarbeitung:

* Segmentierung von Vordergrund (rot) und
Hintergrund (schwarz)

* Auffinden der Zusammenhangskomponenten
(CCL = Connected Component Labeling)

Bei der Datenerfassung und Vorverarbeitung werden die einzelnen Objekte getrennt. Man macht ein
connected component labeling. Man weiR also welche Bereiche Objekte sind.

Ausgewidhltes Merkmal: os
Fliche (Moment Nullter 08
0.7
Ordnung) o
05}
0.4,
Extraktion: Zahlen der gz
Vordergrundpixel jeder Region

200 400 600 800 1000 1200 1400

Dann wird im Merkmalsextraktion und Merkmalsselektionsschritt Merkmale bestimmt. In diesem Fall
die Flache.

: Threshold !

0.9
Training: Supervised Learning gg
mit Hilfe von Trainingsbildern 5.
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1}

200 400 600 800 1000 1200 1400

Bei der Modellauswahl wird dann ein gewisse Threshold gewahlt, wo die Muttern links und die
Schrauben rechts vom Threshold sind.
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... auf Eingabebild
« fehlerlose Klassifizierung durch Modell moglich
* Fehlerrate = 0%

Schlussendlich wird bei der Evaluierung gezeigt, dass das System, zumindest fir das Trainingsset,
sehr gut funktioniert.

Beispiel 2:
»hEC® o n
" Q ¢%s A
Input: Bild mit Buchstaben ol - D B
beliebiger Gr6l3e und Orientierung C S D" o
® v @ o‘a E
Output: Klassifikation jedes B D & > A
Buchstabens als A, B, C, D oder E 5 o OC E r‘)"
AM 6 @$ b’A
Cc CJ A B E‘%’b

Hier beliebige GroRe, Skalierung und Rotierung.

(o T g - o =g -
Datenerrassung:

Scanner

Vorverarbeitung:
* Segmentierung von Vordergrund
(schwarz) und Hintergrund (weiR)

* Auffinden der Zusammenhangs-
komponenten (CCL)

Bei der Datenerfassung wird wieder eingeteilt, was eine zusammenhangende Region ist.
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Extraktion:
* aus jeder Zusammenhangskomponente (Binarregionen)

Ausgewaiahlte Merkmale:

* Euler-Zahl = Anzahl der Zusammenhangskomponenten —
Anzahl der Locher

* Seitenverhéltnis = groRter Durchmesser / kleinster
Durchmesser orthogonal darauf

* Rundheit (circularity) =2 ?—ZA (wobei A die Flache und P der
Umfang ist)

Dann wird ein Merkmal gesucht. Man findet drei Merkmale. Diese waren einfach die bestgeeigneten.
Man musste dafiir viele andere probieren und herumsuchen.

Modell: Entscheidungsbaum

Training: Supervised Learning anhand von Trainingsbildern

Euler-Zahl = -1

Man wahlt dann bei der Modellauswahl und beim Training einen Entscheidungsbaum. Man hat damit
hier 5 Buchstaben unterschieden.

... auf Eingabebild

* fehlerlose Klassifizierung durch
Entscheidungsbaum

* Fehlerrate = 0%

SchlieRlich eine kleine Klassifizierung.
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1.1 Wiederholung lineare Algebra

Eine Matrix ist ein 2D Array von Zahlen. Man gibt normalerweise zuerst Zeilenzahl dann Spaltenzahl
an. Also eine 2x4 Matrix hat zwei Zeilen und 4 Spalten.

Elemente in Matrix werden adressiert mit Indices i und j

Vo
10 5
_[3 8
A=5)
4 1

A31-=
Vektoren hingegen sind Matrizen mit n-Zeilen aber nur einer Spalte. Index ist damit nur i.

Vektoren werden mit Variablen die klein geschrieben werden bezeichnet, Matrizen mit
GrofRbuchstaben.

Addition von Matrizen:

5 4 4 9
8| (2 5|_[5 13
0 2|1 6 |1 8

= nicht moglich!

Division
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Kombination -> Punkt vor Strich

DR R W R s e W
WO RN OOCND

4 X

B O DB R ONR

Matrix mal Vektor
4 1| X = |6
0 3 6
1x1+2x2=5

Allgemein Matrix x Vektor

A X x =y

O
= n X1
O
mXn =]
O o o o [O
lw o o o| |[o]m™*1
o o o ol lo

Vektor x muss so viele Zeilen haben, wie Matrix A Spalten!
Beispiel

Gewicht g eines Tiers (in kg): 4, 10, 25, 50

Wieviel Futter frisst das Tier pro Tag in Gramm?

Hypothese: he(g) =\=5+ 100g,

Datenmatrix X Parameter = Schatzung | i -

_ 00
1 4 395 1 39%
1 10 [—SJ | 995 | u1 99%
1 25 100] ~ [2495 1 495
1 50 4995 1 50 4997
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Matrix mal Matrix

Gleich wie beim Vektor, nur gibt es halt diesmal mehrere Spalten im Ergebnis.

* Beispiel: \17 J

i

=30

Allgemein

@@

Ooog B0

ooo@® ees
©

Auch hier gilt dann, dass natlrlich die Spaltenzahl der ersten Matrix der Zeilenzahl der zweiten
entsprechen muss.

Kommutativitat gilt nicht! AxB != BxA
'1 2 ] l
4

1

0 g]x[4 3-=:8 6l

=
b

Die Einheitsmatrix ist folgende:
\
b il o 1
1

Wenn man mit der Multipliziert, kommt immer dasselbe wieder raus. Kommutativitat gilt dabei. Axl =
IXA = A,
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Determinante
Wird gebraucht um lineare Gleichungssysteme zu l6sen. Ist die Determinante der Koeffizientenmatrix

ungleich null, so ist das Gleichungssystem losbar. Auerdem hat eine Quadratische Matrix ein
Inverses, wenn ihre Determinante ungleich null ist. Die Determinante wird berechnet wie folgt:

|A|—‘a bl—ad bc

Inverse

Die Inverse einer Matrix A ist A*-1 wird berechnet wie folgt:

Die Inverse A einer Matrix 4 = [z 2] wird folgendermalen

A1 =>< [_dc _ab]

1/Determinante mal Matrix verdreht.

berechnet:

Wenn man eine Inverse hat, gilt A x Inverse(A) = Inverse x A = | (also die Einheitsmatrix)

Transponierte einer Matrix

AT ist die Transponierte, dafiir werden einfach die Zeilen mit den Spalten getauscht.

Die Transponierte AT einer Matrix A = @@ sieht wie folgt aus:

)

Allgemeiner: Wenn A eine m X n Matrix ist und B = A7,
dann ist B eine n X m Matrix und B;; = Aj;.

NI

Ist A nxm, so ist B mxn -> Bij = Aji

Skalarprodukt

Ist eine Zahl die berechnet wird aus der Elementweisen Multiplikation zweier Vektoren. Man nimmt
von einem der Vektoren die Transponierte.
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w =
vew=v'ws=[v, v,] [w:ﬂ=@@ ... in2D =

Opposing directions

Intuition: Skalarprodukt hat mit Projektion von v auf w zu tun.

ist das Skalarprodukt groRer als 0, so zeigen die Vektoren in dahnliche Richtung, ist es gleich null, sind
sie normal aufeinander, bei kleiner null schauen sie in gegengesetzte Richtung.
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2. Modelle und Merkmale

Inhalt

Modelle
* Ein- und Ausgabe
» Regression vs. Klassifikation
* Numerische Reprdsentation

Merkmale
* Fluch der Dimensionalitat
* Merkmalsselektion
* Merkmalsreduktion (PCA)
 Skalierung

Modelle
Ein Modell ist eine mathematische oder algorithmische Struktur. Ein Modell kann ein
Regressor sein -> Liefert aus einem Merkmalsvektor einen konkreten Wert.

Klassifikator sein -> Merkmalsvektor liefert eine konkrete Klasse.

Regression
What is the temperature going to
be tomorrow?

Fahrenhet l J
F o : p - .

77

Classification
Will it be Cold or Hot tomorrow?

oo [vor |

Regression sagt ,,welche Temperatur?“ -> 84 Grad Fahrenheit

Fanentet |___|__
F a

Klassifikation sagt lediglich ,kalt oder heil3?“ -> Heil§

Bei Regression bekommt man eine quantitative Ausgabe, das Ergebnis kann unendlich viele
verschiedene Werte annehmen und die Regression gibt eine Schatzung des quantitativen Werts.

Bei Klassifikationen geht es um qualitative Ausgaben, man schatzt eine Klasseneinteilung.

Klassifikatoren liefern qualitative Ausgaben, eben bspw. ,,Hund/Katze“. Diese werden aber oft durch
numerische Codes bzw. Klassenlds reprasentiert. Hund = 0, Katze = 1, bzw. Hund = success, Katze =

failure. Diese Codes bezeichnet man auch als Targets.
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Gewicht Klassen ID

1
0]
1

Temperatur

Neben Codes und Klassenlds liefern Klassifikatoren auch Scores und Wahrscheinlichkeiten. Scores
berechnen nur eine Nummer pro Klasse, die gréBere gewinnt. Die Wahrscheinlichkeiten sind dabei
dann einfach andere mogliche Ausgaben eines Klassifikators. Also die Wahrscheinlichkeit, dass es
sich bspw. um Hund oder Katze handelt.

N

? Wahrscheinlichkeit Entscheidung
%ﬁ GeW|cht Hund Katze Klassen ID
5 0,93 0,07 1
. [I ” wie (0,09 0,91] e 0‘
0 52 0,48 ?
? &@&\ Temperatur

Aus den Wahrscheinlichkeiten lassen sich das eindeutige Klassenlds zuteilen, bzw. manchmal eben
nicht. da wird dann oft eine reject option verwendet. Der Klassifikator sagt also ,ich kann das ned,
mach du das, Experte” und gibt es eben zuriick.

Merkmale

Merkmale sind Beschreibungen fir Muster in Bildern, das Aussehen von Mustern. Eine Moglichkeit
dafiir sind Templates. Das sind Ausschnitte aus einem Bild, die das relevante Merkmal beinhalten.

Eingabe

Template

Merkmalsvektor
a(e o
—n x € Rr™f
n ... Zeilen

m ... Spalten
f ... Farbkandle

~T®w

Der Merkmalsvektor hat dann Dimensionen abhangig von Zeilen, Spalten und Farbkandlen des

Templates. Eine effizientere Art das zu beschreiben ware das Aussehen mit Hilfe eines Histogramms
zu beschreiben, statt mit einem Template.
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Histogramme

’ L Merkmalsvektor

§ g L ok
iy s xeR
Extraktlon ‘ b ...Bins )
. f ... Farbkandle
. Blau
o it ,ﬁ“

Man macht also ein Histogramm fiir jeden Farbkanal mit jeweils 16bins fiir jede Farbe. Damit hat
man nur noch zwei Dimensionen.

Eingabe

Mit Hilfe von geometrischen Eigenschaften lassen sich ebenso Bilder beschreiben.

X -
o C:oﬂ, gﬁ *2 [
sl SEOgRS . g S
G W Sw 2y & 2 S k.
8 3 S 5 < g
a ® o 8 eRr e 2 P 17

AARARRA

Ein Merkmalsvektor hat immer eine gewisse Anzahl an Dimensionen. Viele Beispiele der VO sind in
R1 und R2. oft sind das aber in der Realitat viel hdhere Dimensionen.

Gute Merkmale sind diskriminierend und einfach zu berechnen. Wenn mehrere Merkmale
kombiniert werden, sollen diese sehr verschiedene Informationen beinhalten, man sollte
Redundanz vermeiden. Die Merkmale sollen nicht stark korreliert sein. Viele Merkmale enthalten
nicht zwingend mehr Infor als wenige gut ausgewaihlte.

Generell neigt man dazu die Anzahl der Merkmale zu erhéhen, wenn das Ergebnis nicht passt. Das ist
aber nicht immer gut. Eine hohere Dimensionalitdt (Weil eben mehr Merkmale) bedeutet namlich
dass das Problem komplexer wird. Oft ist eben das Austuaschen sinnvoller.

Beim Training will man herausfinden, wie die Merkmale in den einzelnen Klassen ausgepragt sind
und wo die Gemeinsamkeiten sind. Daflir muss das Trainingsset pro Klasse grol8 genug sein, damit
man moglichst viele Beispiele fir die Auspragung diverser Merkmale hat. Dabei gilt eine einfache
Regel:

Sei n die GrolRe des Trainingsdatensatzes pro Klasse

und d die Anzahl der Merkmale. Dann sollte das (G
Verhaltnis zwischen Trainingsdaten und Merkmale wie
folgt aussehen:
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Fluch der Dimensionalitat

Man hat einen Datensatz bei dem es um das Verhiltnis von Ol, Wasser und Gas mit Hilfe von
Gammastrahlen geht.

[Quelle: Bishop, 2006]

o0

Stratified Annular
Hoi
B water
Gas
M vix
Homogeneous
6 Messungen
il
Y, ™

in
.

\\.._//

Es gibt drei Klassen, namlich Stratifies, Annular und Homogenous.

Trainingsdaten: 100
Datenpunkte € R? 2

* Merkmale x, und x, der drei
Klassen ,,Homogeneous”,
,Annular” und ,Stratified”

[Quelle: Bishop, 2006]

Ziel: Klassifikation einer neuen
Beobachtung x = (x4, x7)

0 025 05 075 1

Man unterteilt den Merkmalsraum in gleichgroRRe Zellen.

Einfaches Verfahren: @ ) [Quelle: Bishop, 2006]

* unterteile den Merkmalsraum
des Trainingsdatensatzes in
gleich groRRe Zellen (Nachbar-
schaften)

* finde heraus in welche Zelle die
Beobachtung x fallt

* weise x der Klasse mit den
meisten Datenpunkte in dieser
Zelle zu

Man schaut einfach wo welche Klasse am haufigsten war. Diese einfache Losung hat ein paar
Probleme.

Einerseits -> Wenn man die Dimensionalitdt erhéht, ndmlich in R3 gehen wiirde, hdtte man statt den
bisher 16 Zellen nur noch 64. In R12 waren das schon 16.777.216 Zellen. Die Anzahl der Zellen wéchst
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exponentiell mit der Dimension des Merkmalsraums. Dabei wird es aber schnell sehr schwer, dass
Giberhaupt alle Zellen mit Trainingsdaten befiillt sind, damit man auch allen Zellen eine Klasse

zuordnen kann.

= Anzahl der Zellen wachst exponentiell mit den Dimensionen des
Merkmalsraums
= es ist schwierig sicherzustellen, dass Zellen in hoch-dimensionalen
Raumen nicht leer sind (keine Trainingsdaten vorhanden)
.fL"z“
Quelle: Bishop, 2006]

ok

X

>

71' zur besseren Visualisierung sieht

man hier nur einen Teil der Zellen
D -_— ]. D — 2 :173

Definition fiir den curse of dimensionality

Der Fluch der Dimensionalitat ist das exponentielle Wachstum
der Moglichkeiten als eine Funktion der Dimensionalitat. Wenn

die Dimensionalitat wachst,
* dann ist eine exponentiell wachsende Menge an Daten

notwendig, um den Merkmalsraum abzudecken und Training zu

ermoglichen;
* dann wachst auch der Rechenaufwand;

Merkmalsselektion

Man sollte so wahlen, dass der Abstand zwischen den unterschiedlichen Klasse, also den
Mittelwerten der unterschiedlichen Klassen, moglichst grof8 ist und die Varianz innerhalb der Klasse

moglichst klein.

= 7.B. Klassifikation von Pixeln in ,Haut”
e oder ,,nicht Haut”
gattigy

:_//' = Mogliche Merkmale:
® Rot, Griin und Blau (RGB-Farbraum) ODER
* Farbton, Sattigung und Helligkeit (HSV-
Farbraum)

= Wahl:
g * Farbton + Sattigung um unabhdngig vom
Hautton (Helligkeit) zu sein = Varianz entlang

Farbton
dieser Achse ist am grof3ten

Helligkeit (
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Man will also aus einer groRen Menge von Merkmalen nur eine kleine Teilmenge haben. Man kdnnte
jedes Merkmal ansehen und individuell entscheiden. Oder aber man nimmt Merkmalsvektoren her,
diese bestehen aus verschiedenen Merkmalen und entscheidet dann fir diese.

Dabei muss man die Trennbarkeit betrachten, also miissen die Merkmale gut trennbar sein. Man
kann danach auch auf die Performance schauen.

ROC - Receiver Operating Characteristics

Wenn man einzelne Merkmale betrachtet, kann man die ROC betrachten, damit quantifiziert man die
Uberlappung der Merkmale fiir einzelne Klassen.

A
* Quantifizierung der Uberlappung von

ScliwelwertThrsshold Klassen (in einem Merkmal)

ot
=i * « ... Fehlerwahrscheinlichkeit Klasse w;
» 1—a % (gelbe Flache unter der Kurve)
- o
) * B ... Fehlerwahrscheinlichkeit Klasse w;

(griine Flache unter der Kurve)

Man hat hier das Merkmal w2 nach unten geklappt. Die Fehlerwahrscheinlichkeit fir Klasse 1 ist hier
Alpha, die fiir Klasse 2 ist Beta. Weil das eben die Uberlappung ist. Wenn man diesen Schwellwert jz
Uber die ganze Achse anschaut, bekommt man fiir alpha und beta verschiedene Werte.

1-8

!

« vollstandiger Uberlapp zwischen Klassen
- a = 1 — f > Diagonale in Abbildung

* umso weiter Klassen voneinander entfernt
-2 umso groRer ist die Flache zwischen
Kurve und Diagonale

__>a

Wire die Uberlappung vollstindig, hatte man die rote Diagonale. Je weiter die Klassen voneinander
weg, desto weiter driiben ist die Linie. Die Flache zwischen Diagonale und Strich gibt uns also die
Gite an. Je groRer die Flache, desto besser. Wenn es gar keine Uberlappung gibe, wire die Fliche
das ganze Dreieck.

Ein anderes Entscheidungskriterium ist
FDR - Fisher’s discriminant ratio

Dabei berechnet man die Differenz der Mittelwerte zum Quadrat durch die Summe der Varianzen
der beiden Klassen.
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FDR fiir ein Merkmal ist wie folgt definiert:

fur zwei Klassen fur M Klassen
M M (ﬂ u )2
FDR = _ it ¥
FDR, = E —
- bed O T o
[ J#i

M ...Anzahl der Klassen

Je groRRer der FDR, desto besser (weil eben Mittelwerte weit entfernt und Varianz klein).
Auswahlprozess fiir Merkmalsvektoren

Klassifikatoren arbeiten aber oft mit Merkmalsvektoren. Das wird dann gemacht, indem man fiir alle
Merkmale m bspw. die FDR berechnet. Hat man diese berechnet, dann werden die Vektoren
absteigend oder aufsteigend sortiert. dann wahlt man einfach die | besten aus. | ist dabei die Lange
des Merkmalvektors, die gewlinscht ist. Die Lange ist dabei nicht leicht zu bestimmen. Manchmal
gibt es dafiir Vorgaben bzgl. Dimensionalitat.

Man kann aber oft nicht alle moglichen Permutationen von allen Merkmalen testen. Die Losung ist
dass man den Prozess approximiert. Man garantiert nicht die ideale Teilmenge, aber eine gute.

Das geht bspw. mit Sequential Backward Selection.

Beispiel: m = 4, Merkmale x;, x5, X3, X4, [ soll 2 sein

" 1. Merkmalsvektor mit allen m Merkmalen [x,, x5, X3, x,]" @
2. Reduziere die Lange des Vektors um ein Merkmal und
ermittle Entscheidungskriterium fiir [x,, x,, x5]7,
[x1, %5, 41", 21, 23, x,]7 und [x3, 203, 2,]"
Wihle die beste Kombination, z.B.: [x, x5, x3]7
4. Reduziere wieder die Lange des Vektors um eins und ermittle
Entscheidungskriterium fir [x;, x; |7, [x;, x3]7 und [x, x5]7
5. Wahle die beste Kombination, das Ergebnis der Auswahl, z.B.:
\ [, %2 1" |

b ”

o

Das T dabei zeigt nur, dass zwischen Spalten- und Zeilenvektor getauscht wurde.

Beginnend mit einem Merkmalsvektor derL_'aiM entfernt ft
man jeweils ein Merkmal von der ,besten” Kombination (ab-
hangig vom Entscheidungskriterium) bis man einen Merkmals-
vektor der Lange [ erhalt.

Anzahl der durchsuchten Kombinationen:
1
1 +5((m +Dm—1(1+1))
Im vorherigen Beispiel:

1+%((4+1)4—2(2+1))=8
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Alternativ gibt es auch Sequential Forward Selection

Beispiel: m = 4, Merkmale x4, x5, X3, x4, [ soll 2 sein

/1. Berechne Entscheidungskriterium fiir jedes @
Merkmal: x;, x5, x3 und x,
2. Wahle das ,beste” Merkmal (basierend auf
Entscheidungskriterium), z.B.: x;
3. Bilde alle méglichen Vektoren [ = 2 die Merkmal x;
enthalten: [x,, x5 |7, [x1, 23 17, [x, x4 1T
4. Ermittle Entscheidungskriterium fur alle Vektoren und wahle
\ den ,besten”, z.B.: [x;, x, ]"

Beginnend mit den einzelnen Merkmalen m bildet man

Merkmalsvektoren wachsender Lange basierend auf der bis-

herigen ,besten” Kombination (Merkmal) bis man einen
.Merkmalsvektor der Lange [ erhalt.

—— i ————

Anzahl der durchsuchten Kombinationen:
I(1—-1)

Z —
= 2

Im vorherigen Beispiel:
22-1)
g———=7

2

Hat man 20 Merkmale, kann man sich im Vorhinein berechnen, wie viele Merkmale fir Back bzw.
Forward berechnet werden miussen.

furm = 20

—Backward -Forward

< 200

2 180

.0 ’
% 160 e
.C >

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Léange des Merkmalvektors
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Sucht man bspw. einen Merkmalsvektor der Lange 5, ware Forward deutlich besser, bei Linge 18
hingegen Backward. Bei 10 is es blunzen.

Merkmalsreduktion — PCA

Hier wird die Dimensionalitdt des Merkmalsraums nicht durch Auswahlen von Merkmalen sondern
durch geschicktes Kombinieren verringert. PCA — Principal Component Analysis erzeugt unkorrelierte
Merkmale. ICA steht flir independent... Hier waren es sogar unabhangige Merkmale.

Wir fokussieren uns auf PCA.

Dabei werden die vorhandenen Merkmale transformiert. Man will die relevante Information fiir den
Klassifikator finden und in weniger Merkmalen ausdriicken. Dabei wird redundante Info
weggestrichen und die Dimensionalitat verringert.

Beispiel:
— lh
uz /

3 - .
2] -

2\ ‘@ »
1 .
i //

Man hat 10 Punkte, das sind Testdaten. In Richtung der blauen Achse variieren die Trainingsdaten am
meisten. Die orange Achse beschreibt den Abstand der Daten von der blauen Achse. Bei PCA geht
man davon aus, dass die grol3e Varianz wichtiger ist. Man kdnnte also die weniger relevante Info
streichen und bekommt:

05 1 — — — — 4—

10 15 20 25 30 35 40 %@
Damit wird die Dimension reduziert. Die Nebenachse wurde entfernt.

PCA ist eine lineare Transformation. Man nimmt den urspriinglichen Merkmalsvektor x, der besteht
aus der Multiplikation der linearen Transformationsmatrix U mit dem linearen Merkmalsvektor y.
Invertiert man das, bekommt man y = UAT mal x.
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Falls U/ ortho-normal ist, dann: U~ ' = U7

l Ursprunglicher Merkmalsvektor

= Uly| c—y =|U"lx

Invertierbar

Lineare Lineare
Kombination Projektion

Ich bin ausgestiegen, aber es geht hier wohl um ortho-normale Transformation. Wenn namlich U
ortho-normal ist, dann ist die Inverse gleich dem Transformierten und dann lasst sich die
Transformation invertieren und damit ist es eine lineare Transformation oder so.

Das Ziel einer linearen Transformation ist es die Transformationsmatrix U zu finden, die den
Merkmalsvektor x aus RAd auf y aus RAd’ reduziert, wobei d’ < d. Also eine kleinere Dimensionalitat.

Die linearen Transformationen kdnnen hoch-dimensionale Merkmalsvektoren in Merkmalsraume mit
niedrigerer Dimensionalitat projizieren. Vorteil ist, dass man die Komplexitat verringert und damit
Schatzungen und Klassifikation leichter werden und es ermdglicht die Visualisierung von
hochdimensionalen Merkmalsvektoren.
" Ein p-dimensionaler Vektor x kann ohne Fehler durch die
. Summe von p linear unabhingigen Vektoren dargestellt
. werden: p
)
|
|
\

Uu; ... Basisvektoren, Spalten von der Basis U
Vi ... Koeffizienten bezuglich der Basis U

Beispiel
5\ |

2 | =5uy +2u; — luy
-1

1 0 0
u =0}, u, =11, u3=10
0 0 1
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Hauptkomponentenanalyse
HeiBt Englisch ,,Principal Component Analysis“ = PCA

Diese Transformation ist eine Moglichkeit eine reduzierte Basis U zu finden. Statt p Vektoren wie
vorher sucht man also nach einer Matrix, die nur m Spalten hat. Wobei m weniger als p ist. (am
besten deutlich weniger). Man will also wie vorher mit mehreren Vektoren darstellen nur diesmal
statt mit mehreren Vektoren mit einer einzigen Matrix, die wiederrum viel weniger Spalten hat, als
vorher Vektoren gebraucht wurden. Der Rekonstruktionsfehler wird dabei natiirlich von ehemals 0
etwas grolRer, aber er soll moglichst klein bleiben.

= st eine Moglichkeit wie man eine reduzierte Basis U
finden kann mit 1 < p, wobei der
@kﬁ\ﬂw_ktiﬁ___sfehlersz minimiert wird

= T
) v %(m) = Zl i
i=1 .

2

x =x(m) +|e
.feh\erfre'\e |
Rekonstruktion

Rekonstruktionsfehler

Das geht, indem die PCA aus den Trainingsdaten eine Kovarianzmatrix (Kovarianz = ein Maf fiir den
linearen Zusammenhang zweier Variablen — eine Kovarianzmatrix ist dann einfache eine Matrix, die
die Kovarianz jeder ihrer Variablen zueinander abbildet. Die variablen sind dabei in der Diagonale, die
Varianzen iiberall anders) macht sucht dann die Eigenvektoren (Ein Eigenvektor ist ein Vektor mit
dem man mit einer Matrix multiplizieren kann, sprich ihn transformieren kann, ohne, dass dieser seine
Richtung dndert. Er éndert stattdessen nur seine Lénge, diese wird dann Eigenwert genannt und mit
Lambda bezeichnet.) der Kovarianzmatrix Ui mit den m gréRten Eigenwerten Lambda i heraus. Diese
Eigenvektoren sind dann die Spalten der reduzierten Basis.

Wenn man eine Matrix A mit einem Vektor v multipliziert =
und das Ergebnis ist ein Vielfaches Av des Originalvektors v,
dann ist v ein Eigenvektor und der Faktor A ein Eigenwert von A.

Av = v

Geometrisch interpretiert: Die durch A gegebene Transformation
macht den Vektor zu einem Vektor der parallel ist (ein Vielfaches
vom ursprunglichen Vektor).

Eigenvektoren dirfen aber keine Nullvektoren sein.

https://simple.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues and eigenvectors
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Die Hauptkomponentenanalyse (PCA) findet eine reduzierte
Basis U die den Rekonstruktionsfehler 2 minimiert, weil sie
als Basisvektoren die Eigenvektoren u; mit den m gréBten

Eigenwerten A; der Igglanianzmatdx.f_des urspringlichen
Merkmalsvektors x verwendet.
Eui = Ai u;

Der Eigenvektor mit dem grofSten Eigenwert liegt geometrisch gesehen entlang der Hauptachse der
Trainingsdaten.

Beispiel:

Hat man die Matrix A:

Was sind dann die Eigenvektoren und Eigenwerte von A? Also welche Vektoren werden durch diese

Matrix zu einem Vielfachen von sich selbst? Die Eigenvektoren sind (0,1) und (1,0).

t

Da sieht man, dass die Vektoren Vielfache voneinander sind, aber eben parallel.

Die Eigenwerte sind damit 2 und -3, denn der eine wurde um das zweifache groRRer, der andere um
das -3 fache.
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Zuriick zur Merkmalsreduktion...

Anhand eines Beispiels.

Beispiel

X1k X2k
25124 301 @ ° .
05107 @
22129 3 Py

1.9 1 2.2 @
3.1 | 3.0 . 297
23|27 |

2 1.6 15

1|1 |

15116 10 1 °

1.1 | 0.9 o

05 10 15 20 25 30
X1

~—I=

Man hat zwei Merkmale x1 und x2, der orange Punkt ist der Mittelwert bzw. Mittelwertvektor der
Daten.

Mittelwert Vektor: 181 Dy D,
i = (1'9 1) 6 | 49

_— -1.31 | -1.21

39 .99

Differenz Vektoren: .09 29
_ =~ 1.29 1.09

P =X~ H 49 | 79

.19 -.31

Kovarianzmatrix: 1 10 «81 | =81
Z‘?=—Z P, Py, -31 | -31

94 -71 | -1.01

Das k in den Differnezvektoren ist ein Index und beschreibt 1 — 10 den jeweiligen Punkt im Set. Es
wird also wirklich einfach der Mittelwertvektor von jedem Punkt abgezogen. Die Kovarianzmatrix ist
dann einfach das Multiplizieren aller Differenzvektoren mal Transponierte und rechnet das mit dem
Faktor 1/9.

Man bekommt dann diese Ergebnisse:

Ergebnis fur Kovarianzmatrix: 5 (0,6166 0,6154)
0,6154 0,7166

Berechnung der zwei Eigenwerte A; und A,:

det(2—2I)=0
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Um die Eigenwerte zu berechnen, braucht man die Determinante von der Kovarainzmatrix minus
Lambda mal der Einheitsmatrix. Das Ergebnis ist 0. Das bedeutet, dass es keine eindeutige Losung fir
das Gleichungssystem gibt. Lambda ist hier schon das Ergebnis und unbekannt. Man bekommt dann
ein Polynom zweiten Grades und kann diese mit der Losungsformel finden (Nullstellen des Polynoms)

d_EE(E'—@)=O > |Ccl Z|=ad—bc

l

0,6166 — A 0,6154 | _
0,6154 0,7166 — A|

A% —1,33321 4+ 0,0632

|

Polynom 2. Grades

charakteristisches Polyno

Die Nullstellen des Polynoms sind die Eigenwerte 4, und 4,.

Ergebnisse:
Ay =1,2840,4, =

Hat man dann die Eigenwerte, kann man die Eigenvektoren suchen.

zur Bestimmung der Eigenvektoren lost man folgendes
Gleichungssystem fiir jeden Eigenwert 4;

- 4 —~ —
Z'ui = Aiui =!/1,;Iui ,=>|(2'.' — Ail)u,; =0

Man hat also die Kovarianzmatrix, multipliziert die mit dem Vektor und das Ergebnis ist ein Vielfaches
des Vektors. Um das zu einem Gleichungssystem machen zu kénnen, muss man noch die
Einheitsmatrix reinnehmen. Das verandert das Ergebnis nicht, aber dadurch bekommt man eben das
letzte Stiickerl:

(2 —ADu; =0

=z.B.:furd;
(0,6166 —1,2840 0,6154 ) (a) _ (0)
0,6154 0,7166 — 1,2840/ \b/ — \0

Hier muss man also schauen, wie man auf diese Zahlen kommt. Das ist ein simples Gleichungssystem.
man erhalt:

" Ergebnisse: Normalisierte Eigenvektoren

0,6779 _(—0,7352
Lange»lu\1:(o,7352) %2 =1\ 0,6779
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Das ist bereits normalisiert. Die Lange ist namlich komplett egal, es geht um die Richtung, denn, wie
zuvor gesagt, der Eigenvektor zeigt in die Richtung der gréRten Anderung. Das ist eben die blaue
Achse die wir zuerst hatten. Der zweite Eigenvektor ist dann die orange Achse.

Der Haupteigen-
vektor liegt entlang
der Richtung der
grolRten Varianz der
Trainingsdaten.

-

X1

Die grof3te Varianz geht also in Richtung des Haupteigenvektors.

Die Koeffizienten fir die Rekonstruktion kann man berechnen, indem man es elementweise macht.
das waére einfach das Skalar des zugehorigen Eigenvektors mal dem Vektor, oder man macht das so
wie vorher beschreiben (diese Umformung wenn die Basis orthonormal ist)

y; =ul x 3%’= UTx

—_—

Man kann dann schlieRlich xk als Summe linearer Kombinationen anschreiben. Da hat man noch
keinen Verlust, weil das eben noch keine Reduktion ist.

Man kann jetzt die Vektoren xj, als eine Summe (linear
Kombination) der neuen Basisvektoren schreiben:

p
x= ) yju; =Uy
i=1
Zurick zum Beispiel.

Die Eigenvektoren sind jetzt die Spalten der Basis U.
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Wenn man die berechneten Eigenvektoren als
Basisvektoren annimmt, dann hat man

(0,6779 —,7352
0,7352] | 0,6779
| |

u, u,

—

U =

das ergibt fur x4

X = (2,5) v — ( 0,6779 0,7352 (2,5) _ ( 3,4592 )
1 \24 Y1i= 0,7352 0,6779/\2,4) \-0,2110

Wenn man also fir den Koeffizienten fiir x1 (dieser heiSt y1) das Ergebnis da oben.

Fur alle Koeffizienten bekommt man dann:

e

Koeffizienten fur x;

3,4592  -0,2110
0,8536  0,1069
3,6235 0,3485
2,9055 0,0945
4,3071 0,1394
3,5442  -0,2454
2,5321 -0,3858

1,4866  0,0105
2,1932  -0,0182
1,4074  -0,1986

Zuletzt kommt jetzt die Reduktion. Man nimmt einfach den Eigenvektor mit dem niedrigeren
Eigenwert aus der Basis heraus, also bleibt nur der Eigenvektor mit dem héheren (der
Haupteigenvektor). Das ist eben der, der in Richtung der groRten Varianz zeigt. Wenn man dann mit
dem rekonstruiert, hat man einen neuen Koeffizienten, der nur noch ein Wert ist, nicht mehr zwei.
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Reduzieren der Basis =2 in unserem Beispiel nehmen wir
nur den Eigenvektor des groRten Eigenwertes, d.h.:

0,6779
U= (0,7352)

Far X1

x, = (; i) =91 = (0.6779 0.7352) (;i) = 3,4592

Wenn man jetzt invertiert, um die Transformation riickgangig zu machen, dann kann man das weil es
sich um eine orthonormale Basis handelt das anders anschreiben und bekommt:

Invertieren der Transformation

y =@{{ m— x = (U")7y

Falls die Spalten der Matrix U orthonormale
Vektoren sind, dann kann man folgendermal3en
vereinfachen

-1 _— T -
U = o y =] y
Also ist x = Basis mal Koeffizientenvektor.

damit lassen sich ein paar Koeffizienten ermitteln.

Koeffizienten aus der 06779
- : — = ’
reduzierten Basis U (0’7352)

3,4592
0,8536
3,6235
2,9055

4,3071 Rekonstruktion der Daten mit x = Uy

3,5442 0,6779

2,5321 xt =Uy, = (0 7352
1,4866 ’

2,1932
1,4074

) .3,4592 = (2,3450)

2,5432

zum Vergleich: x; = (g'i)
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Die Rekonstruktion der Daten ergibt sich dann aus U mal y und dadurch bekommt man dann einen
Wert flr alle x, wobei der Unterschied von allen x zu ihren alten x (eben ohne Reduktion) dabei dann
der Rekonstruktionsfehler ist.

Ergebnis der Rekonstruktion

vrl 1}(I'l(.’.‘l.l l‘j?kl'l(:ll
" . ® Original *

2.3450 | 2.5432 0 & Rebosaniiin] o o
0.5786 | 0.6276 .,
24563 | 2.6640 25 1 Ve
1.9696 | 2.1361 ol %
29198 | 3.1666 o o

D B
2.4026 | 2.6057 15 |
17165 | 1.8616
1.0078 | 1.0930 »

a

1.4867 | 1.6124 osi ~ 00
0.9541 1.0347 05 10 15 N 20 25 30

Das ist das Ergebnis mit der Rekonstruktion.

Rechenbeispiel: (Kann auch zur Priifung kommen...)
5 8

A=
1 3

1. Aufgabe: Finde Eigenwerte

det(A — AI) = 0

5—1 8

1 3270

G-1H)B-1)-1-8=0
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man fangt also an damit die Eigenwerte zu finden. Das macht man mit der charakteristischen
Gleichung. Da bekommt man ein Polynom zweiten Grades man bekommt mittel pQ Losungformel

zwei Werte. Also die Eigenwerte.

15-31—51+12-8=0
A2—81+7=0
Ma=4+V16—-7=419
/11:@ /12:@

2. Aufgabe: Finde Eigenvektoren

(517 327) 1‘:; =(8)

Fir die Eigenvektoren muss man dann wieder die Formel von oben verwenden und die Zahlen aus

dem Beispiel einsetzen.

Bei so einfachen Rechnungen mit 2x2 Matrix, kann man einen Trick fir die Eigenvektoren benutzen.

\

Und zwar:

)=

namlich sieht man, dass das Skalarprodukt von (-2,8) und (ux, uy) 0 ergibt. Wann ergibt das
Skalarprodukt 0? Wenn die Vektoren normal aufeinander sind. Das erreicht man indem man die

Zahlen vertauscht und ein Vorzeichen andert.
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' Das Skalarprodukt von zwei Vektoren wird genau dann Null,
| " .
. wenn sie senkrecht (normal) aufeinander stehen.

Trick: Vertauschen und ein Vorzeichen andern...
u, = (g) ...gehortzu A, =7

Wie lang der Vektor ist, ist egal, konnte auch (4/1) sein. Es geht nur um die Richtung.

Ebenso fiir den zweiten Eigenvektor.
(5 I'l 3 31) (z;) - (8)
¢ -0

Trick: Vertauschen und ein Vorzeichen andern...

}

u, = (_21) ...gehortzu i, =1

Der Trick nochmal grafisch erklart:

\ A iy
4 (?') (4) (2)
T =
& |- \'\//1' - ——
\ S (Zj
L\ \
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Gesichtserkennung mittels PCA

Gesichter aus Bildern sind 2D, man muss sie also in 1D Merkmalsvektoren umwandeln. Dazu schreibt
man die Bilder Zeile fiir Zeile um.

Transformation der 2D Bilder in 1D Merkmalsvektoren

i = RNXN R [RNle f1
[.Q f(xﬂy)_)f(l)z fz
fNZ

Bild

Jede Zeile wird zu einem Vektor.

= Reprasentation der Gesichter aus den Trainingsdaten
durch eine Basis von Eigenvektoren - die Eigenfaces

Xk = Zwkluz

t:

Eigenfaces sind auch nur Eigenvektoren, aber man kann sie wieder zu einem Bild zuriickfiihren und
dann schauen sie so aus. Das erste Eigenface in der Liste ist das mit den wichtigsten Informationen,
dem hochsten Eigenwert.
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Ablauf

R

- ——————

Ablauf der Erkennung: kL

1. Vorverarbeitung der Eingabe

2. Rekonstruktion aus
bestehenden Eigenfaces in
,Datenbank”

3. Vergleich der verwendeten
Koeffizienten mit den Koeffi-
zienten von gespeicherten
Gesichtern (Datenbank)

4. I|dentifikation des Gesichts

Koeffizienten aus Rekonstruktion

@

/
7 Vergleich mit Koeffizienten in einer
~ - Datenbank von bekannten Gesichtern

e I

Man schaut sich die Koeffizienten an und vergleicht, ob diese dhnlich genug (mittels Threshold) jenen
aus der Datenbank sind. Wenn das gegeben ist, kennt man das Gesicht und die Person wird
identifiziert.

Man muss sich natirlich nicht auf Gesichter beschranken, man kann auch Eigenobjects machen und
diese mittels PCA suchen. (Hatten wir auch in der UE)

Bzgl. Rekonstruktion, ist das Bild beim Rekonstruieren mit einer reduzierten Basis natirlich nicht
perfekt.

Rekonstruktion mit Rekonstruktion mit
Original reduzierter Basis gesamter Basis

Dieses Bild gab es auch im Trainingsdatensatz. Wenn man aber nun ein Objekt rekonstruiert, das so
gar nicht im Trainingsset war, erhalt man folgendes Ergebnis:

Rekonstruktion mit Rekonstruktion mit
Original reduzierter Basis gesamter Basis
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Skalierung von Merkmalen

Angenommen man hat zwei Merkmale 1 und 2. Man wiirde hier meinen, dass Merkmal 1 nicht sehr
wichtig ist:

800,00
700,00 |

600,00

L

500,00

400,00

Merkmal 2

300,00 ¢
]

200,00 *

100,00

,00
,00 100,00 200,00 300,00 400,00 500,00 600,00 700,00 800,00
Merkmal 1

Sieht man sich aber eine andere Skalierung an, sieht das anders aus:

.

Merkmal 2
(=]
o
(=]

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20
Merkmal 1

Eine Losung dafiir ist die Merkmale zu skalieren. Man skaliert Merkmal 1 und 2 so, dass ihre Werte
zwischen 0 und 1 liegen. Damit sieht man dann, dass beide Merkmale relevant sind.

Merkmal 2
(=]
o
o

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20
Merkmal 1

Mit PCA ist das auch sehr relevant. Links abgebildet ein PCA Ergebnis ohne Skalierung, rechts mit
vorheriger Skalierung:
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Training dataset afteKPCA I Standardized training dataset aftel PCA

A class 0 44 A Cclass0
class 1 m class1
e class2 e class2

60 4

20 4 .

2nd principal component
»
2nd principal component

=20 4 L an A
[

-3

=400 =200 0 200 400 600 BOO -4 =2 0 2 4
1st principal component 1st principal component

Skalierung ist auch fiir den Klassifikator wichtig, weil man will, dass jedes Merkmal den gleichen
Einfluss auf die Entscheidung haben kann. Die Skalierung soll nicht Giber die Entscheidungskraft
eines Merkmals entscheiden. Wenn man Distanzen misst, beispielsweise bei kNN oder auch
Clustering, ist es sowieso sehr wichtig zu skalieren. AuRerdem bietet Skalierung numerische
Stabilitat.

Skalierung und Normalisierung sind hier gleichbedeutend.
min-max Skalierung

Man sucht flr jedes Merkmal im Datensatz, was das Minimum ist. AuRerdem sucht man das
Maximum. Man dividiert dann jedes Merkmal im Datensatz, rechnet es minus das Minimum und
dividiert durch das Maximum minus das Minimum. Damit mappt man auf 0 und 1.

g x; — min( x) u N
< max(x) — min( x) F2 & A

Standardisierung

Hierbei wiirde man aus den Trainingsdaten den Mittelwert und die Standardabweichung ermitteln
und subtrahiert dann fir jedes Merkmal den Mittelwert und dividiert durch die Standardabweichung.
Damit ist der Mittelwert der neuen Daten dann 0 und die Standardabweichung ist dann 1.
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X = Uy
1 X ‘Llf - OJJF 1

;_ﬂ:
|
I

original data zero-centered data normalized data

-+

e

Das erste Subtrahieren macht zero-centred Data aus den Werten, das Normalisieren passiert durch
die Division.
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3. kNN, DT und Evaluierung

Das sind Klassifikatoren (kNN und DT), schlieRlich schauen wir uns noch das Ende der Pipeline an.
kNN
Hier geht es um den nachstliegenden Nachbarn.

1 -

._ ® Hunde
TR . e Katzen| «
08F «+ .
el - @ .
5 0.6 2 .
5 s s s
g_ . .
& 04 .
02 *
O 1 1 1 J
0 0.2 04 0.6 0.8 1

o v Arener i i BEWIChE
Schaut man sich einen Nachbarn an, wird das Ding hier eine Katze. Formell:

sei X = (x4, ..., xy) ein Trainingsdatensatz
bestehenden aus N Vektoren (Prototypen) mit
Klassenlabel

sei x'ein Vektor aus dem Testdatensatz

dann findet der NN-Klassifikator den Prototypen x;
der x’am nachsten ist

x'wird das Klassenlabel von x; zugewiesen

NN Klassifikatoren werden nicht trainiert, sie arbeiten einfach mit den Prototypen (eben den ground
truth Werten der bestehenden Daten)

Voronoi Diagramm — Exkurs, | guess?

| Alle Punkte in einer ,Zelle” (Polygon) :
: sind dem zugehdorigen Trainingspunkt
i naher als allen anderen. =P
|

______________________

X;
Quelle: Pattern Classification, Duda et al.

Fasst man alle grauen Regionen zusammen, erhalt man die Entscheidungsregionen fiir die rote
Klasse. Fallt etwas an die Grenze zweier Felder, so wird je nach Anwendung anders klassifiziert.
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Manchmal ist es schlimmer fehlerhaft rot zu machen als fehlerhaft blau, dann wiirde eher blau
genommen und vice versa.

Messung von Nahe

Man misst Ndhe mit Metriken bzw. Distanzfunktionen. Fiir diese missen Eigenschaften gelten:

Positive Definitheit:
D(a,b) =2 0und D(a,b) = O0nurwenna =>b
Symmetrie:
D(a,b) = D(b,a)
Dreiecksungleichung:
D(a,b) + D(b,c) = D(a,c) =
1. Die Distanz von a nach b ist groRRer als 0 und nur dann 0 wenn a ==
2. Abstand a nach b ==b nach a

3. Distanz von a nach b plus b nach ¢ muss groRergleich a nach c sein.

Euklidische Distanz

Man rechnet die Differenz aller Merkmalsvektoren der Punkte x und y und summiert diese auf. Dann
guadriert man diese und zieht die Wurzel (Normalisierung).

Die euklidische Distanz zwischen zwei Punkten in einem
n-dimensionalen euklidischen Raum R ist definiert als:

d(x,y) = llx —yll2 = E _ l(xi —¥i)?.
i=i

Manhattan Distanz

Hier bildet man die Differenzen zwischen allen Merkmalsvektoren und summiert ihre Absolutbetradge
auf. Es ist im Endeffekt also eine achsenparallele Bewegung durch den Merkmalsraum.

Die Manhattan Distanz zwischen zwei Punkten im R? ist definiert als:
2
dey) =llx—ylh =) |-yl =

i=

= roter, blauer und Pfad sind mogliche
Pfade (4er-Nachbarschaft) fiir Manhattan-
Distanz

+ alle haben gleiche Lange = 12 ,Einheiten”

= griner Pfad (Vektor) stellt die Euklidische
Distanz dar
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Die Art der Distanzfunktion hat Einfluss auf Voronoidiagramme.

L,-Norm (Euklidische) L,-Norm (Manhattan)

kNN

Bei kNN nimmt man jetzt die k ndchsten Nachbarn. (no na ned)

1 - .
'. ® Hunde
. e Katzen| »
08+
206 ’
@© _
g k=1
E k = 5
S k=18
0-2 | . -
0 I 1 I I J
0 0.2 04 06 0.8 1

Gewicht

Hier sieht man, dass bspw. bei k=18 ja gleichviele Punkte aus beiden Klassen da sind. Auch hier muss
man wieder dariiber entscheiden, welche Fehlklassifikation besser oder schlechter ist. Deswegen
bestimmt man k meist ungerade.

Nimmt man fiir die Distanz eine L1, also Manhattan Distanz, nimmt man keine konzentrischen Kreise,
sondern Quadrate.

1 ~ .
! ‘ ® Hunde
ee e F e e Katzen|
08 3 B3 . .
© 06 4 @ k=1
) x . ,\.
g_ .o . k — 7
04 ", b =
g . k — 17
0.2 | . -
0 L i L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

~ Gewicht
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Allgemein:

" k wird vom Benutzer festgelegt
" k ist Ublicherweise ungerade

Um x’ zu klassifizieren: @

* finde die k nachsten Prototypen aus X = (x4, ..., Xy)

* weise x' das Klassenlabel zu, dass am haufigsten in der
gewahlten Nachbarschaft vorkommt

Eigenschaften:

1. kNN ist nicht parametrisch, man kann also keine Parameter anpassen, es gibt kein Training in dem
Sinne.

2. Der Aufwand wachst linear mit Anzahl der Trainingsdaten (Referenzmenge hier)
3. Der Speicheraufwand wachst ebenso linear mit der Anzahl der Trainingsdaten.

4. Die Laufzeit lasst sich auf log N reduzieren, wenn man zuerst einen k-d tree macht, die
Vorbereitung dafir ist allerdings wieder N log N.

Entscheidungsbaume

Mit Entscheidungsbdaumen kann man Muster klassifizieren, die nicht numerische Merkmale haben.
Namlich nominelle. Man hat damit eine intuitive Klassifikation, man stellt quasi eine Reihe an Fragen.
Die Antworten kénnen entweder true/false, ja/nein, oder konkrete Auspragungen sein.

Der Merkmalsraum ist diesmal nicht nur einer, der, wie bei kNN, mit reellen Zahlen gefiillt ist.

bisher

®* Merkmalsvektoren mit Elementen
aus R

® Distanz zwischen Merkmalsvektoren
Metriken, Ahnlichkeitsmalie,
Distanzmalde

jetzt

= nominelle Merkmale

= Beschreibungen ohne Ordnung

= keine Metriken zur Distanzmessung

Beim Hund/Katze Beispiel gdbe es jz bspw. das Merkmal ,,orange” fiir das Fell.

Beispiel flr Obst:
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big small sweet sour

... Verzweigungen, Kanten
(links, branches)

1
1
B'dt[l’ﬂ |._|t“c‘:T:'\._l' 1
1
1
1
1

Klassifikation eines Musters beginnt immer bei Frage des
Wurzelknotens &
mntwon (Auspragung) folgt man entsprechender Ver-
bindung zu einem Folgeknoten

es muss eine Entscheidung getroffen werden = nur einer Verbind-
ung wird gefolgt

dann wird Entscheidung fir ,Frage“ des Folgeknoten gefallt, usw...
bis man bei einem Blattknoten ankommt = keine weiteren Fragen
Blattknoten ist einer Klasse zugeordnet = Muster wird zugewiesen

Vorteile sind, dass sie einfach zu interpretieren sind. AuBerdem gibt es eben logische Strukturen.
AulRerdem kann man die Klasse selbst interpretieren. Die Klassifikation ist meist sehr schnell, aber das
Bauen des Baumes ist meist eher lang.

Schwachen sind, dass sie mit Problemen der realen Welt meist nicht gut zurecht kommen. AuRerdem
kénnen sie je nach Trainingsdatensatz sehr grofl8 und tief, also sehr komplex werden und dann kann
man sie erst nicht interpretieren. AuBerdem neigen sie oft dazu eine schlechte
Generalisierungsfahigkeit zu haben.

Erstellen von Entscheidungsbdaumen

Man benutzt supervised learning. Also die Trainingsdaten haben labels. Man hat eine Menge von
Eigenschaften und Fragen, die Kandidaten fiir die Knoten sind. Die Trainingsdaten werden in immer
kleiner werdende Untermengen unterteilt. Jede Frage teilt in 2 oder mehr Untermengen auf. Im
Idealfall ist es so, dass die Untermenge in den Blattern ,,rein“ ist, also man fiir ein Blatt eine
eindeutige Klasse zuweisen kann. Das trifft nach dem Wurzelknoten natirlich meist noch nicht zu.
Man muss sich also immer fragen, ob man den Baum weiter wachsen lasst, oder die Verzweigung
beendet.
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Trainingsdatenset fiir Restaurants — Entscheidung, ob man geht, oder im Restaurant bleibt. G/B

_Fall | Al | Bar | Fri/sat | Hun. | Kun | Preis | Reg. | Res. | Typ | Kiasse|

1 Ja. Nein  Nein  Ja  Einige $$$ Nein  Ja  fran @)
2 Ja Nein Nein Ja Voll S Nein Nein thai @
2 Nein Ja Nein Nein Einige S Nein Nein fast B
4 Ja Nein Ja Ja Voll S Nein Nein thai B
5 Ja Nein Ja Nein Voll SSS Nein Ja fran G
6 Nein Ja Nein Ja Einige SS Ja la ital B
74 Nein Ja Nein Nein Keine S Ja Nein fast G
8 Nein Nein Nein Ja Einige SS Ja Ja thai B
9 Nein Ja Ja Nein Voll S Ja Nein fast G
10 Ja Ja Ja Ja Voll $SS Nein Ja ital G
11 Nein Nein Nein Nein Keine S Nein Nein thai G
12 Ja Ja Ja Ja Voll S Nein Nein fast B

Man hat also 9 Eigenschaften. Wie viele braucht man fiir eine sinnvolle Klassifizierung?

Hungrig

Ja Nein

Das ist ein Beispiel mit dem der Traiingsdatensatz komplett beschrieben werden kann.
CART

Classification And Regression Trees — Ist eine iterative Methode um Entscheidungsbdaume zu
erstellen/wachsen zu lassen. Dabei wird pro Knoten entweder der Knoten als Blatt deklariert und
eine Klasse gewahlt, oder eine Eigenschaft (ein Merkmal) gefunden, anhand welchem man weiter
unterteilen kann.

Dabei gibt es 6 grundlegende Fragen.

1. Wie viele Verzweigungen sollen von einem Knoten ausgehen = wie viele
Entscheidungsausgange gibt es?

2. Welches Kriterium soll man an welchem Knoten testen? = Reihenfolge der Entscheidungen.

3. Wann soll ein Knoten in ein Blatt umgewandelt werden?
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4. Wie kann man einen Baum verkleinern oder vereinfachen, wenn er zu grolR geworden ist und
nicht mehr gut generalisierbar?

5. Welcher Klasse soll ein Blatt zugeordnet werden, wenn es nicht rein ist? = Nicht ganz klar ist,
welcher Klasse man zuordnen soll.

6. Wie geht man mit fehlenden Daten um? = Wenn man 5 Eigenschaften in den Knoten
verwendet, aber nicht jedes Muster diese 5 Fragen/Eigenschaften beantwortet. Man fragt
bspw. welche Fellfarbe ein Tier hat und bekommt eine Katze ohne Fell.

1 - Verzweigungen

Jede Entscheidung an einem Knoten wird als Verzweigung bezeichnet. Die Anzahl der Verzweigungen

wird als Verteilungsfaktor genannt. Es kann auch wechselnde Verteilungsfaktoren geben. Der Faktor
bezieht sich nur auf einen Knoten.

Man kann jeden Baum in einen bindren Entscheidungsbaum umbauen.

Jeder Baum kann als bindrer Entscheidungsbaum dargestellt @
werden = Verteilungsfaktor B = 2. Solch ein bindrer Baum -
fuhrt zum gleichen Klassifikationsergebnis wie der urspriingliche
Baum mit beliebigem Verteilungsfaktor B an den Knoten.

Color = green?

yes no

Color = yellow?

ve/\no

Binadre EB sind einfacher zu trainieren und erstellen.
2 - Kriterium

In jedem Knoten gibt es ein Kriterium, das aus einer oder mehreren Eigenschaften besteht und aus
einer Regel. Man muss sich immer Uberlegen, welche Kriterien man will und in welcher Reihenfolge,
um den baum moglichst flach zu halten.

Kriterien konnen verschiedene Formen annehmen:

nominell

Color = green?

numerisch

x =057
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Perfekte Kriterien flihren zu Knoten, die rein sind. Das bedeutet, dass die resultierenden Teilmengen
nur Mitglieder einer Klasse beinhalten, damit kann man dann also gleich Blatter machen.

Unreinheit

In der Praxis berechnet man nicht die Reinheit, sondern die Unreinheit eines Knotens. Die Unreinheit
eines Knotens N ist i(N) und ist dann 0, wenn alle Muster(Daten) die in N ankommen in die gleiche
Klasse fallen. i(N) ist hingegen am groBten, wenn alle Klassen gleich haufig vorkommen.

Die Entropie (entropy) ist ein MalR mit dem man die Unreinheit
wie folgt bestimmen kann: i(N) = (wj) log, P(wj)

wobei P(mj) die Haufigkeit der Klasse w; im Knoten N angibt.

R R e

z.B.: fiir zwei Klassen 0,6
0,4
0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Plw;)
] St

Man berechnet die Summe der Haufigkeit der Klasse mal den Logarithmusdualis der Haufigkeit der
Klasse im Knoten und das setzt man dann mit einem — davor auf das Negative. Die Haufigkeit ist
einfach die Anzahl einer Klasse dividiert durch die Gesamtmenge an Klassen. Genau in der Mitte
hatte man die Haufigkeit 0.5 in der Grafik. Das ware die hochste Unreinheit.

Kriteriumsauswahl

Wenn man in einem Knoten N ist, will man das Kriterium so wahlen, dass die Unreinheit in den
Kindknoten i(NL) und i (NR) (kénnten auch mehr sein) méglichst klein wird. Die Anderung der
Unreinheit muss also maximiert werden. Man hat ja bereits im Knoten N eine gewisse Unreinheit,
sonst kdnnte man ja gar nicht mehr aufteilen.

Ziel: Wahle ein Kriterium, sodass die Unreinheit in den
Kindknoten i(N;) und i(Ny) eines Knotens N mdoglichst
klein wird. Das bedeutet, dass die An der
Unreinheit Ai(N) maximiert werden soll.

e — ————— — — — — — —— — — —

l’ Fir eine bindre Verzweigung ist

Ai(N) = i(N) — P i(Ny) — (1 — P)i(Ng), [

wobei N; und Ny die resultierenden linken und rechten Knoten
(Teilmengen) sind. P; ist der Anteil der Muster

|
|
|
|
|
]
|
|
]
. der dem linken Knoten zugeordnet wird.
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Man nimmt also das i(N), die Unreinheit im aktuellen Knoten, zieht die Anzahl der Muster im linken
Knoten mal die Unreinheit im linken Knoten ab und zieht dann die Anzahl der Muster im rechten
Knoten mal die Unreinheit im rechten Knoten ab. Damit bleibt die Anderung, also das Delta.

éi_(fi)r= i(N) = PLi(N,) — (1 — P.)i(Ng)

... kleines Rechenbeispiel:

i(N) | P, 1-P  i(N) | i(Ng) | Ai(N)
0,5 10 10 0,6 07 | -12,5
0,5 10 10 0,4 0,3 6,5

Die zwei Zeilen sind zwei verschiedene Kriterien. Bei dem ersten hat man eine Anderung von -12.5,
beim zweiten -6.5. Das zweite ist eine Verbesserung, da hier die Unreinheit weniger wird. Man
maximiert also die Anderung. (Die Anderung ist ja negativ, daher ist 6.5 das Maximieren)

Beispiel

Man hat zwei Merkmale x1 und x2 und will in Klasse w1l und w2 unterteilen. Man hat 16 Muster mit
GT Daten. Man sucht nach den Mustern, die moéglichst schnell und fehlerfrei unterteilen.

Ziel: Erstellen eines binaren Entscheidungsbaumes
fir numerische Merkmale

Trainingsdaten: 2 X2 1 X2
0,15 0,83 0,10 0,29
n = 16 Muster
0,09 0,55 0,08 0,15
Merkmale x; und x,
0,29 0,35 0,23 0,16
Klassen wi u nd \1%) 0,38 0,70 0,70 0,19
0,52 0,48 0,62 0,47
. . 0,57 0,73 0,91 0,27
Krlterlen - 0,73 0,75 0,65 0,90
X; <X, 0,47 0,06 0,75 0,36
] = .
Class 1
Class 2
0.8
06
0.4
0.2
0 L L L i J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zuerst brechnet man die Unreinheit ders Wurzelknotens:
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! Berechnung der Unreinheit des Wurzelknotens: @

2
i(No) =@Z P(w;)log, P(w;) == [0,510g; 0,5 + 0,5log; 0,5])= 1,0
=1

. Es gibt jeweils n — 1 = 15 Maglichkeiten, um x; und x; zu teilen.

] 1 L]
2 ‘H 0.57 ﬂ 0.62 ﬂu.()s ﬂ' 0.75

Xs Xs Xs Xs

Man hat das Merkmal x1 und hat auf dem Zahlenstrahl Auspragungen, die blauen Striche. Diese
Werte gibt es wirklich. Man kann also jetzt bei jedem orangen Strich eine Unterteilung machen. Beim
ersten xs bspw. ware das Kriterium gréRer/kleiner xs.

Es gibt also insgesamt 30 Teilungspositionen.

* berechne die Anderung der Unreinheit Ai(N,) fiir alle @
maoglichen ,Teilungspositionen” (Kriterien) fiir x; und x,

= Teilungsposition x, tberall zwischen x; und x,. moglich = oft
o Xp+x,

' 2
= wahle Kriterium, dass Anderung der Unreinheit maximiert

wird Mittelpunkt verwendet: x;, =

Ergebnis:
= Ai(N,) ist am groBten fiir x, zwischen 0,57 und 0,62
= daraus folgt 2 x, = 0,60

Man berechnet fiir jede Teilungspositionen die Anderung der Unreinheit. Die Teilungspositionen ist
Uberall zwischen zwei Auspragungen moglich, man nimmt aber meisten genau die Mitte. Man wahlt
dann das Kriterium, das die Anderung der Unreinheit maximiert.

Geometrisch sieht die Trennung so aus:

* Diese Trennung ist durch eine Linie parallel zur
1 x,-Achse gegeben.
Class 1

Class 2
08t
06
@
>

04
0.2 |

0

0 0.2 04 0.6 0.8 454 1

x1

Damit hat man die erste Unterteilung.
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Danach sieht es so aus:
... Ergebnis nach 1. Verzweigung

i(No) <(1,0)
X <06 e W

X1 X2 X X2
Ja Nein
0,15 0,83 0,10 0,29

? ? 0,09 0,55 0,08 0,15
i(N;) =? i(N,) =? 0,29 0,35 0,23 0,16
0,38 0,70 0,70 0,19

0,52 0,48 0,62 0,47

0,57 0,73 0,91 0,27

0,73 0,75 0,65 0,90

0,47 0,06 0,75 0,36

Also sind jetzt links fast nur noch blaue, aber doch noch ein paar orange. Die Kindknoten sind also
nicht rein. Man muss demnach neue Kriterien fir neue Verzweigungen bestimmen, bis man eine
Unreinheit von 0 erreicht und dann kann man die Knoten in Blatter verwandeln.

= die Knoten N; und N, sind nicht rein
= bestimme neue Kriterien fur weitere Verzweigungen
* bis die Unreinheit aller Blatter 0 wird

Ergebnis des Beispiels: i(N,) = 1,0
Xq = 0,6
i) =08~~~ i(N;) =065 )
X2 <032 X, < 0,61
i(N3) = 0,81 i(Ny) =10
x; <0,35 x; < 0,69

W) (W) we)  (wy)

Grafisch sieht das so aus:
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70 MW&BEJ&WB.

Class 1
Class 2
0.8
R, R,
R,
06
04 | R,
02} :!{« v
| 2 R,
0 0.2 0.4 0’6 0.8 86 1

&y

Man hatte zunachst den Strich bei 0.6 x1, dann hat man den rechten und linken Bereich geteilt.
Zunachst in (bei links) x2 auf ungefdhr 0.3 und (in rechts) bei ungefahr 0.6 x2.

Stoppen des Trainings

Wann soll ein Knoten in Blatt umgewandelt werden? Wann soll die Trennung der Knoten gestoppt
werden?

Unterschiedliche Verfahren haben unterschiedliche Antworten. Classification and Regression trees
sagen jeweils, das sein Knoten ganz rein sein muss.

Probleme bei Classification and Regression Trees ist, dass oft ein Overfitting passiert. Man darf aber
auch nicht zu friih stoppen, weil dann vl. nicht genau genug eingeteilt wird. AuBerdem sind
Entscheidungsbdume sehr empfindlich auf kleine Anderungen in Entscheidungsdaten.

Beispiel:
wy wWa
X1 X3 X1 @
0,15 0,83 0,10 0,29
0,09 0,55 0,08 0,15
0,29 0,35 0,23 0,16
0,38 0,70 0,70 0,19
0,52 0,48 0,62 0,47
0,57 0,73 0,91 0,27
0,73 0,75 0,65 0,90

0,47 0,06 0,75 @,as >
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Das verandert den Baum gleich immens. Das ist der Datensatz von vorher, der Baum sieht aber jetzt

SO aus:
i(Ng) = 1,0
xy < 0,33
i(Ny) = 0,59/\ i(N,) = 0,76
x, < 0,09 x; < 0,60

, i(Ns) = 0,92
(wy) W) (wy) | x <069

W) (

NZ2/ Wy

Zusammengefasst generell, nicht Classification and Regression trees

Man konnte:

Ein unabhangiges Validierungsdatenset nehmen (das ist ein neues Testdatenset) — wenn der Fehler
auf dieses Validierungsset klein genug ist, bricht man ab.

Man kénnte es aufgrund der Anderung der Unreinheit machen, also sagen, dass wenn die Anderung
zu klein wird, also die Verbesserung nimma groR ist, man abbricht.

Man kann auch nach Anzahl der Muster gehen. Wenn in einem Knoten die Anzahl der Muster unter
einen Prozentwert der Trainingsdaten geht, kann man ihn zu einem Blatt machen.

4 - Pruning

Es besteht das Problem, dass man im Blatt entscheidet, ob man weiter spaltet oder nicht. Nicht aber
den ganzen Baum im Blick hat. Das nennt man den Horizon Effect. Das will man verhindern. Eine
Losung dafiir ist Pruning. Dieses Verfahren kann man auch auf Classification and Regression Trees
anwenden.

Training wird gestoppt, wenn Unreinheit aller Knoten null ist
Fur alle Paare von Knoten (mit gemeinsamem Elternknoten):
* Uberprufe den Einfluss der Knoten auf die Unreinheit
« falls Einfluss klein (Unreinheit wird nur leicht erhoht)
-> entferne Knoten, Elternknoten wird zu Blatt

Man rechnet zuerst also aus und schaut dann auf alle Paare von Knoten, ob sie die Unreinheit sehr
viel schlimmer wiirde, wiirde man sie entfernen.

5 - Klassenzugehorigkeit

Wenn jetzt nicht klar ist, welche Klasse etwas ist, nimmt man einfach die Klasse, die am haufigsten im
Knoten vorkommt. D.h. die meisten Muster des Trainingsdatensatzes in dem Blatt waren dieser
Klasse zugeordnet.
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6 — Fehlende Daten

Fehlen Daten beim Training, ist das oft menschliches Versagen, manchmal import export Probleme
oder Probleme von Datenbanken. Man kann bspw. die unvollstdndigen Muster |6schen, das geht
aber nur mit grolRen Datensatzen, wo es wurscht ist. Man kann aber auch die Unreinheit und
Anderung der Unreinheit einfach mit den vorhanden Werten berechnen.

* Berechnung von i(N) und Ai(N) auf den vorhandenen
Informationen — -

* 7.B.: InKnoten N gibt es drei Muster mit zwei Merkmalen, wobei in einem
Muster das zweite Merkmal fehlt. Um die beste Teilung zu finden, ermittelt
man alle drei moglichen Teilungen basierend auf dem ersten Merkmal und nur
zwei Teilungen fur das zweite Merkmal.

Moglichkeiten und Einschrankungen von Entscheidungsbaumen

Man kann beliebige Entscheidungsgrenzen approximieren, wenn man einen Entscheidungsbaum
grold genug macht.

Wie gut ein Entscheidungsbaum als Klassifikator funktioniert steht und fallt damit, wie sinnvoll man
Merkmale wahilt.

) 8
~—

= X, <0.27
a ®
= R, ‘e A
— L]
o . . d X, < 0.32 X, <06 ‘
Q of o8
2 e * |8 k
E p : . . ® Xy < 0.07 W W 1, < 0.55
[} < .
© ' -
-g 4 ¢ ..'.' » R, Wy UJa W X, < 0.86
(=) L) . /
- L] ™
2 |+ -
[ o w x; <081
1 2
2 /\
—
0 > X
2 4 6 8 1 — w, Wy

Hier sieht man sehr schlecht gewahlte Grenzen. Man sieht ndmlich, dass diese Treppen vollkommen
unnotig sind. Viel eher kénnte man hier eine gerade Linie durchlegen.

Vorverarbeitung mit PCA -12x4x;,<01
* auffinden der wichtigsten Achsen
* optimierte Kriterien in den Knoten W Wy

Beispiel:
* Entscheidungsgrenze: 8
linear Kombination

* Entscheidungsbaum:
Wurzelknoten + zwei Blatter 4

[T00Z “Ie 12 BPNQ :3||]2ND)]

4 6 8 i

Man kann hier einen PCA benutzen, um die wichtigste Achse zu finden und dann einfach damit einen
einzigen Knoten machen.
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Manchmal gibt es Trainingsdaten, die Entscheidungsgrenzen geben, die nicht achsenparallel liegen.
Deswegen ist CART nicht geeignet, um dieses Problem zu I6sen. Man miisste hier mit multivariaten
Bdumen arbeiten — Das ist aber nicht Stoff.

Evaluierung

Man muss zunachst Daten aufteilen. Namlich in Trainings- und Validierungsdaten und Testdaten. Oft
sind die Testdaten ein Drittel, Training und Validierung zwei Drittel.

Die Trainingsdaten benutzt man zum Lernen. Damit optimiert man die Parameter eines Klassifikators.
Die Validierungsdaten werden zum Optimieren von Hyperparametern eines Algorithmus oder
Modells.

Trainingsdatensatz wird verwendet, um die Entscheidungs-
kriterien auszuwahlen und Baum zu erstellen

Validierungsdatensatz wird gebraucht, um ,max_depth®,
,min_samples_split“ etc. festzulegen

min_samples_split = Wie klein darf eine Untergruppe sein, dass man sie noch weiter aufteilt. Das
davor ist einfach die Abbruchtiefe des Baums.

Man trennt Validierung und Testdatenset, weil die Validierung benutzt wird um ein Modell zur
Auswahl zu bestimmen. Da aber diese Daten eben dafiir verwendet wurden, muss man dann andere
Daten, namlich die Testdaten, benutzen um die Fehlerrate des Systems zu testen. Wiirde man da die
Validierungsdaten verwenden, ware die Fehlerrate ja 0 oder nahe 0. Nachdem man da Modell am
endgiltigen Testdatensatz evaluiert hat, darf man es auch nicht mehr andern.

._: P S N D S D S S S S S M Gy S S U U S S S S S, SO S [, o ~
3 1 )
- [ 2
8 Bes |
- 9 | |
c vy
€| Model, |
gz '
= I
- I I
| Model, |
: : Fina
Error
' I - .
| |
| Model |
l I
| |
I I
| |
| |
| |
\ /
o Y,
Model Error
Selection Rate

Man hat hier vier Modelle zur Auswahl. Man verwendet die Trainingsdaten um die Modelle zu
optimieren. Dann benutzt man das Validierungsset um die Fehlerrate der Modelle zu ermitteln und
gewisse Parameter finezutunen. Schliellich optimiert man das finale Modell indem man Trainings
und Validierungsdaten zusammennimmt. Dann berechnet man den finalen Fehler mit dem Test set.
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Cross Validation

Meist stehen fir Design und Evaluierung eines ME-Systems zu wenig Daten zu Verfligung. Man sollte
aber nicht die gesamten Daten fiir das Training benutzen, das fiihrt zu Overfitting, hoher Varianz,
Unterschatzung von Fehlerraten und natiirlich auch zu einer 100% richtigen Klassifizierung der
Trainingsdaten. — no na ned.

Cross-Validation ist eine Methode zur Evaluierung von Klassifika-
toren, bei der ein Teil der Daten vor dem Training entfernt wird.
Dieser separate Teil der Daten wird verwendet, um die
Performance des erlernten Modells zu testen.

‘ T

Fiir CV gibt es verschiedene Methoden.
die einfachste ware:

Hold Out

Dabei legt man einfach eine Regel fest nach der man teilt und teilt die Daten so in Training und Test.
Bspw. kann man sagen ein Drittel fiir Test, zwei Drittel fiir Training.

Random Subsampling

Ist eine mehrmalige Wiederholung der Hold Out Methode. Hier macht man eine zuféllige Auswahl
der Testdaten. Man nimmt nicht einfach das erste Drittel flir den Test und den Rest fir Training. Man
macht sattdessen mehrere Experimente. Man teilt mehrfach random ein (in einem gewissen
Verhiltnis, bspw. eben 1/3 und 2/3)

Dann trainiert man mit diesen Daten den Klassifikator und schaut, welche Aufteilung am besten
fuktioniert.

zufdllige Auswahl der Testdaten

fur jede Aufteilung k:
* Training des Klassifikators
* Ermittlung der Eehlerrate am Testdatensatz

Total number of examples

_~ Test example
|~

Experiment 1 -

Experiment 2

Experiment 3

[Quelle: Dougherty 2

k-Fold Cross-Validation

Ist eine Variante des Subsamplings. Es ist nicht mehr so zufallig. Man unterteilt den ganzen Datensatz
in k gleichgroBe Abschnitte. Dann wird ein Teil Testdaten und der Rest Trainingsdaten. Unterteilt
man also das Datenset in 4 Teile, gibt es vier Moglichkeiten. Damit hat man dann wieder 4
Experimente. usw.
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Total number of examples

Le
Y

Expenment 1

———

Experiment 2

Experiment 3

Test examples
Experiment 4 /

[Quelle: Dougherty

Leave-one-out Cross-Validation

Man macht k Unterteilungen und k ist so grof$ wie die GroRRe des Datensatzes. Es gibt also 1-n
Experimente und der Testdatensatz besteht nur aus einem einzigen Element. Das nutzt also den
moglichst grofSten Datensatz fiir das Training.

L Total number of examples

y
Experiment 1_ ”

Experiment 2 ln

SN § WS | S

Experiment 3 | ”

Single test example

Expenment N I

[Quelle: Dot

Quantitaive Evaluierung
Welche Kennzahlen kann man mithilfe der Testdaten berechnen?

Hat man einen Klassifikator und zwei Klassen w1 und w2, und sagt alle die links von einer Trennlinie
liegen sind w1, alle rechts sind w2.

Klasse wy: negativ (links von der Entscheidungsgrenze)

Klasse w,: positive (rechts von der Entscheidungsgrenze)

——

a b 1
P
TPF
. AUC -~ 0.859
negativ 1 ‘
0 FPF 1
ROC curve

Man hat hier aber einen overlap.
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* TP =True Positive = TN = True Negativ
* FN = False Negative = FP = False Positiv

Dunkelorange ist true positive, wahrend dunkelblau true negatives sind. Das sind die die richtig als
negativ/positiv klassifiziert werden. FN ist dann das, was falschlicherweise als negativ klassifiziert
wird, FP ist das Aquivalent auf der anderen Seite.

Die area under the curve sagt uns was Uber die Qualitat des Klassifikators.

AUC =~ 0,6~ (fast) vollstandiger Uberlapp der
beiden Klassen (Kurven)

FNF B3
0446 BFEZN TPF

0 FPF 1
ROC curve

AUC nahe an 1 2 Klassen Uberlappen kaum

B TPF
LR 0.117
w—
0.117 KN  TPF

AU.C~0955|
0 FPF 1
ROC curve

Ist die AUC klein, ist die Uberlappung klein...

Man kann die Confusion Matrix auch als Tabelle darstellen.
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Predicted
Actual Positive Negative Total
Positive P FN p | _ Ground
Negative FP TN T
Total P n' N
Anzahl der positiv Anzahl der negativ
klassifizierten Elemente klassifizierten Elemente

In einer Confusion Matrix kann man auch die Kennzahlen von mehr als zwei Klassen darstellen.

fur mehr als zwei Klassen

Idealfall: alle Werte aul3er jene in der Diagonale
sind ,,0”

50

setosa

versicolor
—

virginica 0

setosa versicolor virginica
Setosa hat 50 true positives. Versicolor wurde zweimal als Virginica klassifiziert...

Precision

Die Precision sagt, welcher Anteil der Muster, die als positiv/negativ klassifiziert wurden auch
tatsachlich zur Klasse gehoren.

Precision kann fur jede Klasse ermittelt werden:

TP TN
(W ) _lTP FP,und P(w,) = TN+FN
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Recall

Recall R gibt an welcher Anteil der positiven/negativen Muster
auch als solche klassifiziert wurden.

Recall kann fir jede Klasse ermittelt werden: =
TN
R(wp) = TP+FN fiileion e TN+FP

Wy, ... positive Klasse
w;, ... positive Klasse
Also diesmal andersrum.

Overall Accuracy

Sagt welcher Anteil der Muster klassentibergreifend richtig klassifiziert wurde.

Overall Accuracy A gibt (klassenibergreifend) an welcher Anteil der
Muster richtig klassifiziert wurde. Fir M Klassen und N Muster
berechnet sich die ,Overall Accuracy” wie folgt:

A==FM, C(i,i) wobei
C die Confusion-Matrix ist und die Elemente C(i, 1) auf ihrer Diagonale
liegen.
Fir zwei Klassen:
A TP+TN
~TP+FP+TN+FN

Ist einfach die Summe der Confusion Matrizen.

NI

Anteil der Fehlklassifikationen: £E =1 — A
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4. Bayes Theorem

Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable x ist diskret, wenn sie nur endlich viele Werte annehmen kann. Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines dieser Ereignisse ist durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
p(i) gegeben. AuRerdem sind alle Wahrscheinlichkeiten summiert 1 und jede gréRer als 0.

Um Verteilungen zu beschreiben, braucht man KenngréRen. Die relevanten KenngréRen sind dabei:
Mittelwert,

Varianz — misst wie weit die Werte in einer Verteilung gespreaded sind.
(https://simple.wikipedia.org/wiki/Variance)

und Standardabweichung. — Ist die Quadratwurzel der Varianz, je kleiner sie ist, desto naher sind die
meisten Werte am average. (https://simple.wikipedia.org/wiki/Standard deviation)

Man kann mit Stichproben (Trainingsdaten) KenngroRen schatzen.
Erwartung

Die Erwartung E einer Funktion h(x) (x ist dabei eine Zufallsvariable) ist definiert als:

e[h()] = ) h()P(x)
xeX

Funktion mal Wahrscheinlichkeit der Zufallsvariable. Und das fiir alle Zufallswerte x aus X (= alle
Zufallswerte)

h(x) = x' ist das Moment i-ter Ordnung der
Verteilung

fur i = 1 erhalt man den Mittelwert u

Mittelwert

Der Mittelwert ist das Moment der ersten Ordnung.

Der Mittelwert einer Zufallsvariable x ist definiert als
m

e[x]=u=ZxP(x)= V;iDp;
XEX i=1

Erwartung von x ist Mittelwert von x. Man geht lber alle Werte, die x annehmen kann und summiert
x mal die Wahrscheinlichkeit fiir x. Oder man geht fir alle 1 bis m und summiert die Werte die x
annehmen kann mal der Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir den Wert.


https://simple.wikipedia.org/wiki/Variance
https://simple.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation
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Beispiel Wurf zweier d6

=2 1+3 2+4 3+5 4+6 5+7
elx] = 2-3¢ 36 36 36 36 36

5 4 1
+8-—+9-—+ 10-

2
36 36 36 T Mgt 12:35=7

Die Erwartung ist 7, weil die Erwartung fiir das Ereignis 7 am groRten ist (namlich 6/36).
Man kann den Mittelwert auch als Schwerpunkt interpretieren.

die Wahrscheinlichkeitsfunktion p; steht fur das

Gewicht eines Ereignisses x = v;

der Mittelwert ist somit der !

P(x =v;)

Varianz

Ist das zentrale Moment zweiter Ordnung.

Die Varianz o2 ist definiert als

0% = el(x - ] = ) (x = W2P(x)
xeX

Man rechnet die Erwartung von (x — Mittelwert)*2 Im Endeffekt also wieder die Summe Uber alle x
aus X wobei man eben diesmal nicht einfach x mal Wahrscheinlichkeit rechnet, sondern eben (x —
Mittelwert)*2 mal die Wahrscheinlichkeit fur x.

Man kann aber auch einfach schreiben:

0% = £[x2] — (€[x])?
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Standardabweichung

o = ellx—u?]

Zeigt eben wie weit die Werte vom Mittelwert abweichen.

Beispiel
.
o
m
S -
™
o
—~
S -
o
g
-3060 =20 -lo M lo 20 30
. 68.2% |
95.4%
99.7%
< >

Man hat in der Mitte den Mittelwert, innerhalb von einmal die Standardabweichung nach links und
rechts, findet man rund 70% der Werte. Bei zweimal bereits 95, bei dreimal dann schon 99.7%

Wiirfelbeispiel

az=(2—(7})2-i+(3—7)2-i+(4—7)2~i+(5—7)2-

356 366 356 346
6-—7)2 —+(7-7)2 - —=+@B-7)2 - —=+09-7)? -—
+( ) 36+( ) 36+( ) 36+( ) 36

3 2 1
10—-7)2 . —+(11-7)%2. —+(12-7)?-—=5,83
+ (10 )36+( )36+( )36 :

Die Varianz ist einfach statt x jeweils (x — Mittelwert)”~2 Die Varianz ist also 5.83

Die Standardabweichung ist dann:

o=+02=,/583=242
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Paare von diskreten Zufallsvariablen

p(X,Y) p(Y)

L]
® ’ ®
¥ 2 Y ®
2 1RL
y=1 u' E_I‘;” Y°
L ] ° @ .. °
X
p(X) p(X|Y =1)

HH A | L

X

Rechts oben und links unten sieht man Randverteilungen. Man hat eine Wahrscheinlichkeit (rechts
oben) fur das Ereignis 1 und 2 bei Y und sieht dazu durch die Balkenlange die Wahrscheinlichkeit.

Neu ist dabei, dass man eine zweite Zufallsvariable hat. Man kann eine Verbundwahrscheinlichkeit
berechnen. Wie wahrscheinlich ist es, dass X und Y gewisse Werte annehmen. Wie hoch ist bspw. die
Wahrscheinlichkeit, dass Y=2 und X=4. Das ist links oben im oberen Bereich das vierte Rechteck. Die
Wahrscheinlichkeit ist relativ klein, es fallt nur ein blauer Punkt rein. Die blauen Punkte sind die
Stichproben/Trainingsdaten.

Zuletzt sind noch Bedingte Wahrscheinlichkeiten interessant. Das ist rechts unten. Die
Wahrscheinlichkeit fiir X unter der Bedingung, dass Y=1 bereits eingetreten ist. Das lasst sich fir
jedes Ereignis von X betrachten. Von 1 —9. Man hat nur 7 Balken, die Bedingte Wahrscheinlichkeit
bei Y=1 fur X>7 ist namlich null.

Verbundwahrscheinlichkeit

= seien x und y zwei diskrete Zufallsvariablen
* x nimmt Werte aus der Menge X = {v4, ..., vnx} an
* y nimmt Werte aus der Menge Y = {ul, v Uy } an
¥
:' Die Verbundwahrscheinlichkeit (joint probability)
' pij = P(x = v;,y = u;) gibt an, wie wahrscheinlich
. es ist, dass das Wertepaar (v;, uj) auftritt.

S S e

= es muss gelten: |

Py)20 ) ) Pexy=1c¢

[ XEX yEY

Auch joint probability. Ist, dass eben genau ein Wertepaar auftritt.
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Beispiel Tierarzt

Zufallsvariablen beschreiben Verteilung der Merkmale
* n, = 4 Gewichtsstufen X = {1,2,3,4}
*n, = 2 Temperaturstufen Y = {1,2}

Wahrscheinlichkeitsfunktionen:
- fir Gewicht  p; = P(x = v;)
* fur Temperatur p; = P(y = u;)

beide Temperaturstufen sind gleich
wahrscheinlich:

«P(y=1)=05
«P(y=2)=05

die Gewichtsstufen verteilen sich wie folgt:

1 2 3 4

Gewichtsstufen

S o o o
Now A !

Wahrscheinlichkeit

o
i

o

Das sind bereits die Randverteilungen fir Temperatur und Gewicht.

'Wahrscheinlichkeitsfunktionen p; und pj

1 2 3 4
P; 01 | 03 | 04 | 02
p; 05 | 05

'Verbundwahrscheinlichkeiten Dij

X
1 2 3 4
1 0,08 | 0,12 | 0,15 | 0,15
2 0,02 | 0,18 | 0,25 | 0,05

Man sieht also hier, dass die Wslk dass y=1 und x=1 ist nur 0,08.

Die Verbundwahrscheinlichkeit ldsst sich aus den Stichproben(Trainingsdaten) bestimmen.
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Die Randverteilung kann man damit auch berechnen.

* Die Randverteilung (marginal distribution) p; von x,
erhalt man aus p;; indem man fur jedes Ereignis von x
Uber alle moglichen Ereignisse von y summiert:

Pi=P = prj Analog erhélt man p ;
j=1

Man summiert hier alle Moglichkeiten, dass x=1, egal was y ist und erhalt damit die Randverteilung

von x=1.
Unabhangigkeit

Ist sozusagen das Umgekehrte von der Randverteilung. Hierbei geht man andersrum vor. Man hat die
Randverteilungen und will sich die Verbundwahrscheinlichkeiten ausrechnen. Das geht aber nur,
wenn die Wahrscheinlichkeiten unabhangig sind — bspw. der Wurf zweier Wiirfel. Dann kann man
einfach die Randwahrscheinlichkeiten multiplizieren.

e ———

:’ Falls die Zufallsvariablen x und y unabhangig

' voneinander sind, dann gilt: =
1

1

@=pi’_p"j Vi<i<n undVI<j<n,

= d.h., man kénnte die Verbundwahrscheinlichkeiten als Produkt der
korrespondierenden Randverteilungen berechnen
*+2B: 005=01-0,5

W1 | 2 | 3] 4 |p;
1 0,15 /0,2 [ 0,1
2 |[0,05/0,15[0,2|0,1]0,5
Pi. 03 /04(02]| 1
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Ereignisse x = v;und y = u; kann man kurz als A und
B bezeichnen.

‘ Die bedingte Wahrscheinlichkeit (conditional probability)
' P(A | B) von A unter B, ist die Wahrscheinlichkeit, dass 4
l eintritt, nachdem B bereits eingetreten ist. %’

- - e WS EE RN e e RN N e R EE W E Em E e e e e e e Ew e e

Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(A,B P(x =v,y = uj) pl]
peais) <S4 _ =t
HAR) = P(y = u;) P.j

Hier braucht man also die Verbundwahrscheinlichkeit von A,B und die Randverteilung von B (also die
Wabhrscheinlichkeit fiir B)

x=vi heilt in dem Fall einfach bspw. x=1

Beispiel — Temperatur ist bereits 1, was is die Wslk. dass x=1

g~ 1 2 3 4 D,

1 0,12 | 0,15 | 0,15 | 0,5

2 0,02 | 0,18 | 0,25 | 0,05 | 0,5
D, 0,1 0,3 0,4 0,2 1

P(A,B) _ P(x =v,y =1u) _Dij
P(B) Py =) P.j
Px=1y=1) 008

Px=1y=1) = PG - = 0,16

.. alle restlichen Werte

T3] 1 2 3 a | p;

1 |oo08]o012] 015015 ]| 05

2 | 002018025 | 005 | o5
p. | o1 ] 03 | 04 | 02 1

g

1 2 3 4
P(x =v;ly=1| ©16>| 024 | 030 | 030 1
P(x=vly=2)| 004 | 036 | 050 | 0,10 1

P(A|B) =

Die Bedingte Wahrscheinlichkeiten aufsummiert sind wieder 1.
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P(x = v;ly = 1)wilp

lichkeit
o
S

c 0,3
‘@
0,5 g 0,2
£=
£o4 P(x) §o1 l
] 0
=03
2 1 2 3 a4
S 0,2 ;
] Gewichtsstufen
& 01
' W
0 =
=04
1 2 3 4 5
Gewichtsstufen % 0,3
g 0,2
P(x =vy =2)mfp 501 I
o W=
1 2 3 4
Updated: 29.10.2020 © Nicole M. Artner, JiFi Hlzdivks  Gewichtsstufen /;

Berechnung Vebundwahrscheinlichkeit
Man kann die Vebundwahrscheinlichkeit auch mit der Bedingten Wahrscheinlichkeit berechnen.

Die Verbundwahrscheinlichkeit kann aus den bedingten
Wahrscheinlichkeiten und den Randverteilungen
berechnet werden: P(4,B) = P(A|B) - P(B) Er

P(A,B) = P(B|A) - P(A)

wenn die Zufallsvariablen x und y unabhangig sind,
dann gilt:

P(A,B) = P(A|B) - P(B) = P(A) - P(B)

und somit gilt: P(A|B) = P(A)

Sind die Wslk. unabhangig, dann kann man die beiden einfach multiplizieren. Da sie ja eh keinen
Zusammenhang haben.
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Begrifflichkeiten

Randverteilung (marginal distribution):

P(A) = Z P(A,B) |— Summenregel (sum rule)
B

Verbundwahrscheinlichkeit (joint probability):

I;Eg,’i% z g%gﬁ;ig% — Produktregel (product rule)

Bayes Theorem Herleitung

... basierend auf der Produktregel und der Symmetrie-
eigenschaft P(A, B) = P(B, A), kann man direkt auf

folgenden Zusammenhang zwischen den bedingten
‘Wahrscheinlichkeiten schlieBen:

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(4)

Man kann auf einen Zusammenhang zwischen den bedingten Wahrscheinlichkeiten schlieRen.

P(B|A)P(A
P(A|B) = ( (4) Bayes-Theorem

P(B)

Damit kann man die bedingte Wslk. berechnen ohne direkt mit der Verbundwslk. zu arbeiten.

Das Bayes-Theorem erlaubt es, die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(B|A) als Funktion der Randverteilungen P(A), P(B) und
der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A|B) auszudriicken.

__________________________________________

=,

_ P(AIB)P(5)
TP

P(E) = a priori Wahrscheinlichkeit (prior) von B

P(B|A) = a posteriori Wahrscheinlichkeit (posterior) von
B unter A
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Bayes-Theorem {iir ME

P(x=ilu=j)Pu=j)
P(x = i)

Plu=jlx=i)=

.. Merkmal

.. Klassenzugehorigkeit von Mustern

Das Bayes-Theorem gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das ‘.
Muster zur Klasse j gehort, basierend auf der Merkmalsaus- =), |
pragung X=1. )

- — -’

[/
I
|
I
|
|

In der Mustererkennung wird flr die Auspragung der Klasse oft wj geschrieben. Das heifit nichts
anderes, als dass die Zufallsvariable u den Wert j annimmt.

wird fur die Klassifizierung verwendet
\ P(wj|x =)=

Normalisierungsfaktor:
kann aus dem Zahler berechnet werden

PG = lp_lpu
PG=0)

Bayes descision rule

.

| Gegeben die Beobachtung (Merkmalsauspragung) x = i,
| entscheide fir die Klasse k, welche die grofte a posterlon
. Wahrscheinlichkeit aufweist.

Man nimmt die Klasse, die die groRte a psoteriori Wslk. hat. Bezieht sich einfach auf die Entscheidung
flir eine Klasse am Ende.

Summe der a posteriori Wahrscheinlichkeiten tber alle Klassen
muss 1 sein: 2

[
)
=

£

EX
I

N
I
T

Berechnung des Normalisierungsfaktors (Nenner des Bayes-

Theorems): c
P(x=1i)= Z P(x = ifw;)P(w))
=1

Tum
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Wenn man Uber alle Klassen aufsummiert, also 1 bis ¢, dann kommt 1 raus fiir die a posteriori
Wslktn. Dazu braucht man den Normalisierungsfaktor, der lasst sich berechnen, indem man den
Zahler einfach Uber alle Klassen aufsummiert.

Beispiel Tierarzt

" 60 % Hunde und
=40 % Katzen

W; ... ist die Klasse der Hunde
W, ... ist die Klasse der Katzen

.P((Ul) == 0,6
.P((l)z) = 0,4.

Klassifizierung anhand der a priori Wahrscheinlichkeiten:
alle Tiere sind Hunde -2 falsch in 40% der Falle

Um Fehler zu verkleinern: Berlcksichtigung des Gewichts
der Patienten mit Hilfe des Bayes-Theorems.

Klassifiziert man einfach nur mit dem prior und sagt einfach, dass alle Hunde sind, weil das
wahrscheinlicher ist, so hat man 40% falsch. Man kann aber auch das Merkmal Gewicht
beriicksichtigen.

4 Gewichtsstufen werden definiert x = {1,2,3,4}

fir jede Klasse (Hunde und Katzen) wird Verteilung
des Merkmals gemessen 2 P(x = i|w;)

1 2 3 4
P(x = i|w,) 0,50 | 0,30 | 0,15 | 0,05
P(x = i|w;) 0,30 | 0,25 | 0,25 | 0,20

* mit Hilfe der Patienten von denen die Klasse bekannt ist
(Besitzer haben dem Arzt ein Bild geschenkt)

* es wird ermittelt wie viele Patienten der Klasse 1 in die
Gewichtsstufe 1 fallen 2 P(x = 1|w,), usw.

Man macht zuerst Stichproben um zuerst zu sagen wie wsl. ist es, dass ein Tier mit Klasse 1 in
Gewichtsstufe 1 ist. usw.. Das macht man mit einem Testset, das label hat.

Man hat damit die Merkmalsverteilungen in beiden Klassen, also die bedingten Wslkten.
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Merkmalsverteilung in beiden Klassen:
1 2 3 4

P(x = ilw,) | 0,50 0,30 | 0,15 | 0,05
P(x = i|w,) | 0,30 | 0,25 | 0,25 | 0,20

Erledigt

P(x = i|w;)P(w;)
P(x =1i)

P(wj|x =i) =

Damit hat man den Zahler des Bayes Theorem schon erledigt.

Den Nenner bekommt man lber die Formel von vorher:

4

P(x =1i)|= Z P(x = i|w;)P(w))

j=1

P(x=1) =Z J)l

a priori 3 4
P(w,) =06 P(x = ilw;) 0,30 | 0,15 | 0,05
P(wy) =04 P(x = ilw,) 0,25 | 0,25 | 0,20

P(x=1)=0,5-0,6+03-04=0,42

1 2 3 4
P(x=1i)|0,42|0,28|0,19 |0,11

Zusammengesetzt haben wir dann:

Plx=i m]-)P(wj)
:P(x = §)

P(a)j|x = i) =

1 2 | 3 4

B

P(x=ilw) 050 030 015 005 [P(w;)=0,6|P(wz) =0,
P(x =ilwz) 0,30 0,25 0,25 0,20

| |1 | 23] a]
P(x=1i) 042 028 019 011

Px=1lw=1)Pw=1) 05-06
Pw=1lx=1) = —— = =071

——
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Wir wollen also wissen — Was ist die bedingte Wslk., dass das Tier in Klasse 1 == Hund fallt, wenn es
in Gewichtsstufe 1 fallt.

P(,\" = l‘(!)/)P((A)j)
Piy = 1)

P(wj|x = i) =

1 2 3 4
P(x = ilw;) ©50) 030 015 005 |P(wy) <0,6]lP(w;) =04

P(x = ilwy) /0,30 0,25 0,25 0,20

[ 1 [ 2] 3] a
P(x=1i) 042 028 019 0,11

P(x =1|lw =|1)P(w=1) 0,5:0,6

MasilE=1)= P(x ¥ 1) 0,42

Alle Ergebnisse:

... a posteriori Wahrscheinlichkeiten fur jede
Klassen-/Merkmalskombination:

Klassifikation anhand der a
posteriori Wahrscheinlich-

P(wj|x = 1) keiten:
 alle Patienten der
P(wflx _ 2) Gewichtsstufe 1 = Klasse 1

¢ alle Patienten der
Gewichtsstufe 3 2 Klasse 2
¢ etc.

P(w;|x = 3)
P(wj|x = 4)

Was passiert bei einer anderen Merkmalsverteilung?

1 2 | 3| a
P(x = i|lw,) | 0,70 | 0,15 | 0,15 | 0,00
P(x = ilw,) | 0,00 | 0,00|0,30|0,70

\}/ In

P(w)|x = 1)
P(w;|x = 2)
P(w;|x = 3)
P(w;|x = 4)

Die a posteriori Wahrscheinlichkeiten
sind generell hoher.
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Bedingte Fehlerwahrscheinlichkeit

Alle Patienten der Gewichtsstufe 1 werden der Klasse 1 zugeordnet,
da ihre a posteriori Wahrscheinlichkeit am hochsten ist = 0,71

Dabei werden 29% der Patienten falsch klassifiziert!

1| 2 Bedingte
Fehlerwahrscheinlichkeit
P(“’i"‘_:_l) P(error|x = 1) = 0,29
P(w;|x =2) P(error|x = 2) = 0,36
P(wj|x =3) P(error|x = 3) = 0,47
P(“’jlx =4) P(error|x = 4) = 0,27
Fehlerrate

4

P(error) = P(error|x = i))P(x = i)

45

Bedingte 1 2 3 4
Fehlerwahrscheinlichkeit \P(x =i) 042028 ‘ 0,19 | 0,11
Gl = L=l Wahrscheinlichkeit des
P(error|x = 2) = 0,36 Eintretens einer Gewichtsstufe
P(error|x =3) = 0,47
P(error|x = 4) = 0,27

p(wj|x = 1) 0,29-0,42 =0,12
+
P(wj]|x = 2) 0,36+0,28 = 0,10
+ P(error) = 0,34
P(wj]|x = 3) 0,47-0,19 = 0,09
+
P(wj|x = 4) 0,27-0,11 = 0,03

Man entscheidet sich beim Bayes Theorem im Endeffekt fur die Klasse, die die hochste a posteriori

Wslk. hat. Weil aber fiir alle Klassen der Normalisierungsfaktor gleich ist, ist kann man den auch
einfach ignorieren.

= fir die Klassifizierung, ist Nenner nicht
notwendig, weil P(x = i) fur alle j gleich ist.

P(x = i|w;)P(w;)
P(x=1)

k= argmaij(wj|x = i) = arg max;

= Sinn der Normalisierung:

C
ZP(wj|x . i) =1
j=1
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Dariber hinaus kann man aber auch, falls die a priori Wslkten gleich sind, diese weglassen. Sie
verandern das Ergebnis dann ja auch nicht.

=" im Falle identischer a priori Wahrscheinlichkeiten:
P(a)l)—P( )V1<lj<C

Plx = P
k = arg maij(wj|x — 1) = arg max; (x—]::(llgj“)l) \(Ul

k = argmax;P(w;|x = i) = argmax;P(x = i|w;)
In diesem Fall also gilt dann diese Formulierung.

Stetige Zufallsvariablen

Bisher haben wir nur diskrete Zufallsvariablen betrachtet. Sehr oft arbeitet man in der Realitat aber
mit stetigen Zufallsvariablen.

Hund oder Katze hatten bspw. 4 Gewichtsstufen und 2 Temperaturstufen. Das ist aber nicht
realistisch.

Bei stetigen Zufallsvariablen sind die Variablen x Element von R. Stetig heiRt, dass sie unendlich viele
Werte annehmen kdnnen. Damit ist die Wslk., dass x einen bestimmten Wert annimmt auch gleich 0.

Statt einer Wahrscheinlichkeitsfunktion benutzt man deswegen jetzt eine Dichtefunktion.

.' Fiir stetige Zufallsvariablen wird eine Dichtefunktion (DF)

, p(x) statt einer Wahrscheinlichkeitsfunktion i = P(x =v;)
verwendet

L T O R e

... Dichtefunktion wird auch als ,probability density function” oder
kurz ,pdf” bezeichnet, z.B.: Normalverteilung/Gaul3-Verteilung

0,5
5 . 1 e
/ p(x) = e 20’
203 oV2m
B2
0,1

A =

Man berechnet nicht mehr die Wslk., dass x = vi sondern man berechnet die Wslk., dass x in Intervall
[a, b] fallt.
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! Die Wahrscheinlichkeit P das x in das Intervall [a, b] fallt, kann
. durch Integration ermittelt werden:

Px € (a,b)] = f e

|
I
I
N a g

0,5
oy z.B.: P[x € (0,1)] ,’ Folgende Voraussetzungen muss
' i eine DF erfillen:
| B
Bo,2 ! i p(x) =0
I
0,1 I 00
|
p(x)dx =
¢ == I\ —00
5 4 -3 2 -1 1 2 3 4 5 < ’

- - -

Man summiert also die Wslkeiten auf jedem Punkt in diesem Intervall auf.

KenngroRen fur stetige Verteilungen sind in den meisten
Fallen sehr ahnlich zu jenen von diskreten Verteilungen

meist reicht es aus die Summen durch Integrale zu
ersetzten ...

Erwartung bei stetigen Zufallsvariablen

Die Erwartung €[] einer Funktion h(x) einer stetigen
Zufallsvariable x ist definiert als

T

[oe]

E[R)] = | h(x)p(x)dx

* zum Vergleich: Erwartung fiur diskrete Zufallsvariable x

e[h(x)] = Z h(x)P(x)

xXEX

Der Mittelwert einer stetigen Zufallsvariable x ist

definiert als © =

Elxl =1 =f xp(x) dx

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e M e e e e e e R e e e e e e

= zum Vergleich: Mittelwert fir diskrete Zufallsvariable x

glx]l =pu= ZxP(x)

xeX
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Die Varianz o2 ist definiert als

o? =E[(x —p)?l = f_ (x — w?*p(x)dx

® es gilt natiirlich auch: 02 = £[x?] — (E[x])?
= zum Vergleich: Varianz fur diskrete Zufallsvariable x
o = g[(x — w)?] = Z(x — w)?P(x)
xXeX
Bayes Theorem mit stetigen Merkmalen

= diskret: -
P(wj|x = i) = P(x :(llal)g(w])
2

v

® fUr eine stetige Zufallsvariable/Merkmal x mit
zugehoriger Dichtefunktion (pdf) p(x):

hlichtetton = P e B _ p(,\‘|m/)5\

Dichtefunktionen = p TR p(x)
Das Ergebnis bleibt eine bedingte Wahrscheinlichkeit.

Dichtefunktion einer Xlasse

p(xIa)j) ... wird als ,,class conditional” pdf bezeichnet

= beschreibt die stetige Verteilung eines Merkmals x far
eine gegebene Klasse u;

= besitzt alle Eigenschaften einer ,normalen”
Dichtefunktion

p(x|w;) =0

[0}

J_oop(xle)dx =1

Bayes Theorem in Worten:
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Bayes-Theorem
_ p(x|w;)P(w))
P(wjlx) = ~ o
2

v

likelihood X prior

osterior = -
p evidence

Grafisches Beispiel:

Likelihoods

blau: u =2,0 =2 grin:u=6,0 =3

03 r
025
02 r
0.15 |

01

005 | \

0 )
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Man hat also fir jede Klasse eine Kurve.

Gewichtete Likelihoods = Likelihoods mal Priors

gewichtete Likelihoods: P(blau) = 0,4 P(grin) =0,6
044
_—
01
o
i 6
004

002

0 o . . . . \
-4 2 0 2 4 6 8 10 12

Ergibt sich dadurch, dass man die Priors der Klassen, also hier 0,4 und 0,6 mal den Likelihoods von
vorher rechnet.
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Evidence

Diese ergibt sich wenn man die gewichteten Likelihoods aufsummiert tiber die Klassen.

0.15

005

Und zuletzt der Posterior

Wahrscheinlichkeiten summieren sich auf 1 fur jedes Ereignis
-
09
08
07
06 \
05 F
04
03 F

02

01 |

0 . —— . ) . . )
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

An der Stelle 4 sind die Wslk. gleich gro3, deswegen miissen sie genau beide 0.5 sein. Bei 2 is es 0.1
zu 0.9.

Zu Evidence, man kann auch hier weiter vereinfache, wie zuvor:

entspricht dem Normalisierungsfaktor (siehe Bayes-
Theorem fir diskrete Merkmale)

p(x) ist fur alle Klassen identisch = keinen Einfluss auf
das Verhaltnis der posteriors

fur Bestimmung der Klasse mit groRter posteriori
Wahrscheinlichkeit ist likelihood X prior ausreichend

bei identischen priors wird mit likelihoods klassifiziert
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Die Entscheidungsregel nochmal grafisch:

Posterior: falls P(w4|x) > P(w,|x) = w,

p(Cylz) p(Calx)

08}

0.6

0471

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Klassifiziert man mit den gewichteten likelihoods: (Ldsst man eben die Normalisierung weg)

gewichtete Likelihoods:

falls p(x|w;)P(w1) > p(x|wz)P(wz) 2 uy

fiir P(w,) = 0,3 und P(w,) = 0,7

03r
02f

01rp

Und falls die Priors auch gleich sind, nur die likelihoods:

Likelihoods:
falls p(x|w,) > p(x|w,) 2 w,
nur fur P(w,) = Pz(;z)—: (E——_
03
02

0.1

6 7 8 9 10

Hier sieht man, dass die Normalverteilungen gleich hoch sind, weil die Wslk. eben gleich ist.

Man kann auch mit dem Likelihoods-Verhaltnis entscheiden. Dabei nimmt man statt dem
vollstdndigen Bayes-Theorem nur die Likelihoods und berechnet wie folgt:
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... im Fall von ¢ = 2 (zwei Klassen), kann man die Bayes-
Entscheidungsregel auch so formulieren:

Entscheide flir Klasse 1, falls
P(wq|x) > P(w,|x)

p(x|w)P(wq) > P(%Wz)P/(Iwz)

Likelihood __ | PCI@Df_[P(@2)]  schweliw
Verhaltnis (Ratio) p(,\‘|(,)2) P(w,) (Threshold

Trifft die unterste Formel zu, entscheidet man sich fir Klasse 1.
Fehlerwahrscheinlichkeit und Fehlerrate

Ist auch im stetigen Fall immer noch eine Wahrscheinlichkeit.

... die (bedingte) Wahrscheinlichkeit der Fehlklassifikation
(conditional error) P(error|x) ist ...

» P(w4]|x), falls man fir Klasse 2 entscheidet und

» P(w,]|x), falls man fur Klasse 1 entscheidet.

Die Fehlerrate (oder der mittlere Fehler) P(error)
berechnet sich als

P(error) = f°° P(error|x) p(x) dx

Es ist einfach immer der Posterior von der anderen Klasse. Die Fehlerrate ist dann einfach das
Integral der Fehlerwslk. mal Dichtefunktion.

Reject Option

An manchen Positionen ist die Entscheidung durch Posterios nicht eindeutig und die decision rule
bringt nix. Man kann dann einen Threshold einfiihren und wenn die grof3te Posterioswslk. kleiner
gleich dem Threshold ist, ist man in der reject region und die Entscheidungen werden sozusagen
zurlickgewiesen und man muss neu entscheiden.

Posterior Entscheidung

. . Hund Katze Klassen ID
reject region [0, 93 0, 07] [1
— -

.

0,09
0,52 0,48

?
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Parameterschatzung fiir Bayes-Theorem
Wie kommt man zu den Parametern im Bayes Theorem?

Wie geht sowas mit Trainingsdaten, wie kann man Likelihoods, priors und Normalisierungsfaktor
berechnen?

wird fiir die Klassifizierung verwendet

\ P(wjlx)|=

Bei stetigen Merkmalsverteilungen ist das Schatzen nicht so einfach.

Man hat eine Grundgesamtheit an Daten, das sind alle Auspragungen, die die Zufallsvariable
annehmen kann. Die sind unendlich und nur schatzbar. Darin hat man aber eine Stichprobe, die
tatsachlich gemessen ist. Die Parameterschatzung dann festzulegen ist das Training bzw. supervised
learning.

Mit Trainingsdaten aus N Stichproben, die ¢ Klassen zugeordnet sind, kann man:
Die Priors schatzen P(wj)

die evidence schatzen p(x)

und die class conditional pdfs schatzen p(x|wj)

Ziel ist dabei natiirlich, dass der Klassifikator neue Muster richtig klassifizieren kann.

Schatzung der priors

meist einfach zu schatzen

Schatzungen basieren auf
* Klassenverteilung in den Trainingsdaten
* zusatzliches Wissen uber die Verteilung

oft werden einfach gleiche Priors fir alle Klassen
angenommen

p(x|wy)P(w)

p(x)

P(wjlx) =
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Schatzung der Evidence

Evidence (Normalisierungsfaktor) erhalt man als:

p(x) = Zp(xle)P(wj)

man braucht unter anderem die Dichtefunktionen
der Klassen (class conditional pdfs)

N

P((l)_l,')
p(x)

Bei der Evidence summiert man ja den Zahler auf, das Problem ist aber, dass man den ersten Teil des

P(wj|x) =—

Zahlers nur schwer schatzen kann, dazu gibt es mehrere Methoden.

... die sind am schwierigsten
zu schatzen P(w;)
Plwj|x) = :
() =

* Anzahl der Parameter nicht fix * Anzahl der Parameter ist fix
* keine Annahme liber die * man macht am Beginn eine
Verteilung Annahme Uber die Verteilung
(z.B. Normalverteilung)

Ein einfaches nicht-parametrisches Verfahren ist kNN.

= k-Nearest Neighbor Estimation (k-NN Schatzung): einfaches
Verfahren zur Dichteschatzung aus N Stichproben von Klasse j

* zentriere ,Zelle” Giber x

* lass Zelle wachsen bis k
Stichproben enthalten sind

* V., = GroRe der Zelle (z.B.
Lange der Linie)

.
1/}
Vx / l i
— . *r-——o———X

1l Schatzung der Dichte

T e R

Man hat N Stichproben und will die class conditional pdfs. Man hat eine Zelle tiber einer Position auf
X. In diesem Fall bei Vx. Dann lasst man die nach links und rechts so lange wachsen, bis k Punkte
drinnen sind. Je langer das dauert, desto niedriger ist die Dichte. Man rechnet 1/Ladnge.

Der Parameter k ist sehr relevant fiir das Ergebnis. Ist k zu klein, ist die Dichte zu stark von lokalen
Unterschieden abhangig. Wenn k zu grof ist, gehen wichtige Infos evtl. verloren.
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Dichteschatzung in nD

kNN geht auch in 3D und mehr. Dazu muss man einfach die Form der Zellen verandern. Bspw. Kreise,
Rechtecke usw. statt eben nur Linien.

Schitzung mit Histogrammen (nicht-parametrisch)

_________________ A =0.04 '
\\

unterteile Wertebereich G

von x in Bins mit Breite A; gl 0.5 1

ermittle Anzahl n; von

-

]
l ..
I -
|
|
c |
Bin fallen I 00 0.5 1
normalisierte pdf: : STA=02
n; |
pi = '
NA; & y 00 0.5 1

Man macht bins und deren Hohe hangt von der Anzahl der Stichproben in ihnen ab. Man normalisiert
am Ende noch. (Mit der Gesamtanzahl der Stichproben N mal der Breite)

Parametrische Verfahren

Hier geht man davon aus, dass die Verteilung der Dichtefunktion einfach einer gewissen Funktion
folgt. Bspw. normalverteilt ist. Man schatzt dann nur noch die Parameter dieser Verteilungsfunktion.

R =

* weniger Parameter zu * nicht so flexibel wie
schatzen nicht-parametrische
* kleinerer Trainings- Verfahren

datensatz notwendig
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haufig wird eine Normalverteilung angenommen

Grinde
* eine der meist studierten Verteilungen
* gute analytische Eigenschaften

* gutes Modell fur die Verteilung eines Merkmals
0,5

0,4

0
X ~e

Man geht oft von Normalverteilung aus. Dabei muss man Standardabweichung, Mittelwert und
Varianz schatzen. Wobei das eine ja nur die Wurzel des anderen ist.

Parameter: p(xX)~N(y, 02)
* Mittelwert u 1 (x—w)?
* Varianz g2 p(x) = e 20°

V2

0,5
U
0,4

0,3

p(x)

0,2

0,1

Man hat N Stichproben mit Klassenlabel und man hat 1 bis ¢ Klassen und Nj von den Stichproben sind
der Klasse wj zugeteilt.

Die Schatzung des Mittelwerts [i; fir Klasse j aus den

Trainingsdaten x; der Klasse j 1
bt ¥
N;j

Xi€w;j
Mittelwert hier mit Dach, weil es nur der geschéatzte ist.

Man bildet also die Summe Uber alle x die in die Klasse wj fallen und normalisiert das mit dem Fakotr,
des sagt, wie viele Stichproben in die Klasse fallen.

Fur die Varianz:
Falls tatsachlicher Mittelwert Ui bekannt ist, wird Varianz

folgendermalRen geschatzt: Tz_ 1 2
9j =ﬁj Z (xi — 1)

Xi€wj
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Falls nicht der echte Mittelwert bekannt ist:

Bei geschatztem Mittelwert [i;, wird folgender Schatzer

verwendet: 1
A2 _ z ~ )2
oj = —Nj—l (xi — “J’)

XiEwj

@

Beispiel Botanik

50 Stichproben mit je 4 Merkmalen aus drei Arten von Schwertlilien.

5.1 35 1.4 0.2

l. setosa
4.9 3.0 1.4 0.2 l. setosa
4.7 3.2 1.3 0.2 l. setosa
4.6 3.1 1.5 0.2 l. setosa
5.0 3.6 1.4 0.2 l. setosa
54 3.9 1.7 0.4 l. setosa
4.6 3.4 14 0.3 l. setosa
5.0 34 1.5 0.2 l. setosa

Fiir die Trainingsdaten nimmt man einfach mal nur ein Merkmal her.

Merkmal: Petalumlange

+ setosa = versicolor 4 virginica
8,00
7,00 i
6,00 & &, 4 s a i
5,00 Ay Attt bgamy gl x PR T S |
4,00 B ]
3,00 =
2,00 . o, 0
.60 R .',oa‘."o‘, . o.
0,00

*
* TP L TTIN

Man schétzt zuerst die Priors und geht einfach davon aus, dass alle Klassen 1/3 als Prior haben.

Dann schatzt man Mittelwert und Standardabweichung fiir alle Klassen um damit dann die class
conditional pdfs zu machen.
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fir class conditional pdfs (Dichtefunktionen der Klassen)

geschatzte Mittelwerte und Standardabweichungen
(Varianz) von den Trainingsdaten:

Petalumlinge setosa versicolor virginica

Mittelwert (1,46) 4,26 5,55
Standardabweichung @ 0,47 0,55
1 (x—1,46)3
~|T 0,058

X|lw) = ——F—e
p(x|w,) —

Zuletzt muss man die Evidence schatzen.

25

Berechnen von p(x = 5) Iris-Setosa

Ins-Versicolor ————
Iris-Virginica ————

(x |, )P((u. )

plx =5) ist die Summe der 3 likelihoods
(geteilt durch 3).

2 [ | 3

‘ " px)=>"p

j=1

05

0 1 2 3 4 5 6 7 174 8

Petal Length (cm) Px=5|w)=0

0.8

p(x)
0.7 +

06

05

P(a ) = P(ﬂ‘;)’é’)’(wj)

04

03

0.2

0.1

Dann hat man alle Entscheidungsregeln und man kann die Bayes-Entscheidungsregel machen:
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08 -

06

04 r

02

P((u ‘\) = P x|w]')P(wi)
2 J p(x)
Iris-Setosa
Iris-Versicolor ———
. ; : Iris-Virginica
0 1 2 4 5 6 8

An den markierten Stellen sind zwei Klassen gleich wahrscheinlich. Im ersten Bereich nimmt man
Klasse 1, im zweiten 2 und im dritten 3.

Das war aber nur ein Beispiel. Wir haben hier nur ein Merkmal angeschaut. Normalerweise braucht
man mehr Merkmale.

Zusammengefasst nochmal

2.00

1.75

1.50 1

1251

1.00
0.75

0.50

0.25 1

0.00 4

Gosterid)=

_ likelihood X prior

evidence

p(x|wg) P(wq)

tkelihood X prior

posterior =

P(X|(U 1 ) PCU) 1 )

evidence

P(wylx) = P(wql|x) =
p(x) p(x)
ighted likeliho Evidence p(x)
2,00 2,00 2.00
— plx|wo) =N(-1.3, 0.5) —— 0.2 p(x | wo) Joix)dx=1.0 — Plwg|x)
pix|w) =N(+14,1.0) | 175 0.8 pix|w;) | 175 175 Pliw; | x)
« prediction
1.50 1.50 1.50 Kartx)
1.251 1.25 1.25
1.00 1.00 1.00
0.75 0.75 0.75
0.50 0.50 0.50
. 0.25 0.25 _/J\ 0.25
— 0.00{ —=" 0.00 1 0.00
-4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4 -“ -2 0 2 a H

x
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5. Bayes und Diskriminantenfunktionen

Es ist unrealistisch, dass man nur mit einem Merkmal klassifiziert.
Statistische Grundlagen:

Erwartung in 2D

Die Erwartung &[] einer bivariaten Funktion h(x, y) von
zwei diskreten Zufallsvariablen ist: =

elh(xy] = ) ) h(xy)P(Y)

X€X yEY
Mittelwerte beider Zufallsvariablen

uy = Elx] = Z Z xP(x,y)

xeX yEY

u, = €[yl = Z Z yP(x,y)

xeX yeY

Varianzen beider Zufallsvariablen

or = E[(x — py)?] = Z Z(x — U )?P(x,y)

xeX yeY

of = E[(y — my)?| = Z Z(y — 1y)?P(x,y)

xeX yeY

Man kann natdrlich fur jeden Zufallswert einen Mittelwert berechnen. Die Varianz ist die
Abweichung vom Mittelwert, dabei muss man natirlich auch zwischen x und y unterscheiden.

Beispiel Wiirfel

P(x) ':% x={123,4,5,6}und P(y) ﬁ%y =11,2,3,4,5,6}
P(x,y) = :@x und y unabhangig)

= Berechnung des Mittelwerts ,.:

6 6 .
@: 1zp(x'y)+zzp(x'Y)+3ZP(x,y)+...+
6 = y=1 y=1

1+424+3+44+5+6
+6 Z P(x,y) = = 3,5

[
[«X

6
y=1
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Beim Wiirfelbeispiel sind die Zufallsvariablen voneinander unabhangig. Deswegen ist die
Verbundwahrscheinlichkeit immer 1/36. Das ist aber nicht immer so. Manchmal sind die
Zufallsvariablen eben schon voneinander abhéngig. Dann berechnet man, wie stark sie von einander
abhangig sind. Das nennt man die Kovarianz.

Die Kovarianz ist ein Mal’ fir die statistische —
Abhangigkeit zwischen Zufallsvariablen:

Gy = E[r =) = 1)) = ) Y - )@ - m)PY)

XEX yEY y

Schatzung der Kovarianz:

N
1
Oxy = mzl:(xi — ) (i — “y)
i=

... falls die wahren Mittelwerte bekannt sind, wird mit% normalisiert.

Das ist die Erwartung von x-Mittelwertvon x mal y minus Mittelwert von y.
Beim Wiirfelbeispiel ware das 0.

Man kann die Kovarianz auch schatzen. 1/N bei richtigen Mittelwerten, 1/(N-1) bei geschatzten
(meistens eher so) Das ist sehr viel wichtiger bei kleinen Sets.

Eigenschaften der Kovarianz

Kovarianz 0 kann heiOen, dass x und y unabhangig voneinander sind oder, dass sie unkorreliert sind.
Es bedeutet nicht, dass es keinen nicht-linearen Zusammenhang geben kann.

Eine positive Kovarianz bedeutet, dass x und y sich gemeinsam vergréoRern und verkleinern.
Eine negative Kovarianz heilt, dass wenn x groRRer wird, y kleiner wird und umgekehrt.

Positive

covariance

2 *

L
*qe * %
* *7

+*
‘)'-u,c':’L

+>
+* *
*~ % f;_
Boag
+* +~
¥* +*

Bivariat -> Multivariat

In der Praxis hat man meist einen ganzen Vektor an Merkmalen. Man kann fiir jeden einen
Mittelwert errechnen und hat dann einen Mittelwertvektor.
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Wi = £l x;| Jst der Mittelwert
der iten Komponente (ites
Merkmal) des Merkmals-
vektors X.

Der Schatzer des Mittelwertvektors ergibt sich, analog zum

univariaten Fall, als
N
1 \ N p-dimensionale

H= N X Merkmalsvektoren
i=1

Man hat dann sehr viele Kovarianzen, weil man ja viele verschiedene Zufallsvariablen hat.

Eine Kovarianzmatrix X' setzt sich aus zentralen Momenten 2.
Ordnung zusammen. Die Elemente o;; bezeichnet man =
als Varianz wenn (i = j) und als Kovarianz wenn (i # j).

0 = €[(x; — 1) (x; — uy)]
011 O1p
Covi(x)=X=|+ ™~ i |=Ex-wkx-—w']
Op1 " Opp

Die Diagonale sind die Varianzen, das ist wenn die indices gleich sind.

Unten rechts bspw. sieht man den linearen Zusammenhang zwischen p und 1, also die Kovarianz aus
p und 1. Die fettgeschriebenen x und Mu auf der Seite sind einfach der Vektor der Zufallsvariable und
der Mittelwertvektor.

Eigenschaften einer Kovarianzmatrix

.. einer Kovarianzmatrix

011 012 = O1p
021 O3 - Ozp o,
=\ . : 2 N I :
: : / : : Kovarianzen
o-pl Gp2 O'pp (Tl:_
* symmetrisch:(g;; =(g;;)fur 1 < ,j < p und
somit X = 2T

= positiv semi-definit: 2 hat nicht-negative Eigenwerte

= diese Eigenschaften gelten auch fiir £

Aus einer Kovarianzmatrix kann man nicht-negative Eigenwerte berechnen, das gilt auch fir die
geschatzte Kovarianzmatrix.
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Ein Schatzer der Kovarianz-Matrix ist

= 1 '
3 =m§@@("" ~f?
l:

p XDp px_/l 1X p

Beispiel

Gegeben folgende Trainingsdaten:
* 2 Merkmale und 2 Klassen

SEEL B

Bei der blauen Klasse hat man 4 Trainingsdaten, bei der orangenen 3.

4
I
1
1
I
I
1
I
I
1
I

o Klasse 1 Klasse 2

10

0 1 2 3 4 5

Fur die Kovarianzmatrix braucht man einen Mittelwertvektor.

i Ese 1)

w3+ B[
-2 e

=[4

(X
=
o\
N
N
N
\
N

N
N\

0 1 5 Mittelwertvektor

ABNONRO®O
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Man schaut sich also die Merkmale an, summiert diese und rechnet schlieflich durch 4, weil es 4
Testdaten sind. Die Kovarianzmatrix dann:

N
& 1
| P 3 T=——) (x—W;—m"
GLELE-Bl; ma=[g] i 1;

=l E-ENE- )+ (8- ElE-w )

(R e e
(50 -2)+ (Bl 2)+ (- o)+ (Gl o)) -
HE 9+C 946 9+ 0=(7 o)

0o 8/

+

3 3 3
6 6 6

Multivariate Normalverteilungen

Eine Univariate Normalverteilung ist klar:

Parameter: .
* Mittelwert 1) p(x)~N(u,0%)

. Varianz ()"

T 202

Mit der Dichtefunktion p(x) gibt die Kurve die Verteilung an.

Mit Multivariaten Normalverteilungen schaut das bissl anders aus:

Parameter:

. Mittelwertvektor@
¢ Kovarianzmatrix X

() = ——elzTE )]
p 1
(2m)2| 2|2
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Man hat statt der Varianz jetzt eine Kovarianzmatrix. Das verkompliziert die Dichtefunktion. Man hat
beispielsweise im Nenner auf einmal die Determinante der Kovarianzmatrix.

p(X) = — TR )
p 1
(2m)2|Z|2

/x) p-dimensionaler Merkmalsvektor (Spaltenvektor)
U ... p-dimensionaler Mittelwertvektor (Spaltenvektor)
X2 ... p X p-dimensionale Kovarianzmatrix
|XZ| ... Determinante von X
Z~1 . Inversevon X

(x — w)T271(x — p)... Mahalanobisdistanz

Determinante und Inverse nochmal

z ZJ istlg Z| = ad — bc.

|Z] = 0 ... wenn X singulér ist = hat X keine Inverse

Determinante von l

— 1 —_
Inverse 31 z—[d b]
ad—-bc L—¢ a

Fir diese VO reicht es aus, wenn ihr die Determinante und
Inverse einer 2 X 2 Matrix bestimmen kénnt.

Weil eben das Inverse 1/Determinante ist, kann man kein Inverses bilden, wenn die Determinante 0
ist. Beim Inversen muss man wieder Platz zwischen a und d tauschen und bei c und b das Vorzeichen
andern.

Bayes-Theorem fiir multivariate Normalverteilungen

All das Folgende basiert auf der Annahme, dass man die Dichtefunktion jeder Klasse j mit einer
multivariaten Normalverteilung beschreiben kann:

P(w))
p(x)

Anhand des Beispiels mit den Blumen.

P(wj|x) =
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® aus dem Trainingsdatensatz schatzt man
Mittelwertvektor f; und Kovarianzmatrix f'j je Klasse

ol

o ———— P

Iris virginica

Trainingsdaten N5

———————
-

I
!
N

Il

Trainingsdaten e ﬁz =

Man bestimmt mit den Schatzern Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix.

... mit 4 Merkmalen

*4 Mittelwerte

@Varianzen
;/ b
"@(ova rianzen

Insgesamt 4 + (4 + 6) = 14 Parameter je Klasse j

Also insgesamt 28. Um das zu verringern kann man einen naive Bayes-Klassifikator benutzen. Dabei
sagt man einfach, dass es keine Korrelation zwischen den Merkmalen gibt. Dann waren alle
Kovarianzen 0. Damit die ganze Matrix null, aufSer in der Diagonale.

um Anzahl der Parameter zu reduzieren, werden
Annahmen Uber die Form der Kovarianzmatrizen
gemacht

Naive Bayes-Klassifikator nimmt an, dass es keine
Korrelation zwischen den Merkmalen gibt > Oxy =0

je Klasse 8 Parameter
* 4 Mittelwerte + 4 Varianzen
* statt 14 Parameter

AuRerdem nimmt man an, dass alle Klassen dieselbe Kovarianzmatrix haben.
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Alle Klassen haben die gleiche Kovarianzmatrix
*im Beispfel:%

. ittelwerteje Klasse

* 10 Parameter (1 Kovarianzmatrix) fiir alle Klassen
Bt

* nur2x4+10 =18 Parameter - statt 14 x 2 =28

Alle Klassen haben die gleiche Kovarianzmatrix und sie ist
diagonal - g,, =0

* 4 Mittelwerte je Klasse

* 4 Varianzen (1 diagonale Kovarianzmatrix) fiir alle Klassen

* nur2x4+4=12 Parameter > statt 28 Parameter im allgemeinen Fall

Man kann aber sogar sagen, dass die Kovarianzmatrix diagonal ist, wie eben beim naive Bayes-
Klassifikator und dann hat man nur 12 Parameter.

... mit den geschatzten Parametern

/
1
1 1 o Te-1,
E p(x|(1)1) =T6[ z(x Hi) zll(x 1“1)]
: F, . =
: (2m)z|Z, |2
l
1 _l B TR T sont TSV TN
p(xl(ﬂ)z) =Te[ Z(x )" 25" (x—] )]
(2m)z|2, |2

Weil man von einer Normalverteilung ausgeht, kann man dann entsprechend in die Formel
einsetzen.

p(x|wy)| P(w;) _|pGxlwa) |P(wy)

Plwq|x) =——— P(w->|x) =
(( l‘x p(x) ( _[x. p(x)
1
1 L o \Te—1(y_;
i p(xlwl) =—p le[ z(x B)TEIT (x I’J)]
: .
i
-

Man macht also das bayes-Theorem, aber man nimmt als Dichtefunktion eben diese lange Formel.
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Diskriminantenfunktionen

Man kann einen Klassifikator als Gruppe von Diskriminantenfunktionen beschreiben. Man hat fir
jede Klasse eine Diskriminantenfunktion. Der Klassifkator weist dann den
Testdatenpunkt/Merkmalsvektor x der Klasse wi zu wenn die Diskriminantenfunktion von dieser
Klasse groRBer ist als jene einer anderen Klasse. man sucht also die grofSte Diskriminantenfunktion.

Ein Klassifikator kann als eine Gruppe von Diskriminanten-
funktionen@a@tj_= 1, ..., c dargestellt werden. Der
KIassifikat%st den Merkmalsvekto@der Klasse\/g)}zu,

wenn gilt: g; (x >@ﬂjr allej #1i.

\

Beschreibung eines Bayes-Klassifikators mit Diskriminanten-
funktionen:

9i(x) = P(w;|x)

Beim Bayes-Theorem ist die Diskriminantenfunktion einfach die Posteriorwahrscheinlichkeit der
Klasse wi.

= 2 Merkmale x = {x, x5}

= 3 Klassen w,, w,, w; =2 3 Diskriminatenfunk. g, (x), g, (x),

e

4

x gehoren zu wq
91(x) > g2(x) und

g1(x) > g3(x) x gehoren zu w4

g3(x) > g1(x) und
g3(x) > g,(x)

rx1

N

x gehoren zu w,
g2(x) > g1(x) und
92(x) > g3(x)

- () ‘

Man hat hier drei Klassen, also drei Diskriminantenfunktionen.

Entscheidungsregionen/grenzen

Diskriminantenfunktionen unterteilen den Merkmalsraum in ¢ Unterscheidungsregionen R1 bis Rc.
Wenn gi(x) > gj(x) fir alle j !=jim dann liegt x in Ri, x wird dann der Klasse wi zugewiesen.

Die Entscheidungsregionen sind durch Entscheidungsgrenzen getrennt. Die Entscheidungsgrenze
zwischen Ri und Rj ist durch die Gleichung gi(x) = gj(x) gegeben. Sprich genau dort, wo sie ident sind,
ist die Grenze.
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T o i
x gehoren zu w; 191(x) = g3(x) *<

913 = 9:(0) |

! g1(x) > g2(x) und
g1(x) > gz(x)

x gehoren zu w5
g3(x) > g;(x) und
93(x) > g>(x)

X1

-]
R3

x gehoren zu w,
g2(x) > g1(x) und
92(x) > g3(x) 2

Fur zwei Klassen

Im Fall von zwei Klassen braucht man nur eine Diskriminantenfuktion. Die Entscheidet sich fur Klasse
1 oder 2.

Im Fall von 2 Klassen ist es liblich nur eine Diskriminanten-
funktion zu definieren g(x) = g, (x) — g,(x). Diese Funktion
entscheidet fir Klasse w; wenn g(x) > 0; ansonsten fir
Klasse w,.

g(x) ist definiert als g1(x) — g2(x)

z.B.: Minimierung der Fehlerrate (,minimum-error-rate
discriminant function”) beim Klassifizieren mit dem Bayes-
Theorem 2 g(x) = P(w,|x) — P(w,|x)

Klassifikatoren die nur zwischen zwei Klassen unterscheiden
nennt man ,,Dichotomizer”, Klassifikatoren fur ¢ = 3 bezeich-
net man als ,,Polychotomizer”.

Beispiel

bivariate Normal-
verteilung je Klasse

Entscheidungsgrenze
besteht aus 2
Hyperbeln

Entscheidungsregion
R, ist nicht
zusammenhangend
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Man hat zwei Entscheidungsregionen, die sind aber nicht zusammenhangernd.

Wabhl der Diskriminantenfunktion

Wenn man alle@x_) urch f(g;(x)) ersetzt, wobei f(-) eine
streng monoton wachsende Funktion ist, dann wird das Ergeb-
nis der Klassifikation dadurch nicht beeinflusst.

Wenn man also alle gi(x) durch die Funktionswerte der Diskriminantenfunktionen ersetzt, ist das
Ergebnis immer noch dasselbe.

Man muss eine kluge Wahl treffen...

= Folgende Diskriminantenfunktionen fiihren alle zum
gleichen Klassifikationsergebnis:

IS

In(x)
- < N w K
OV UNOWWLEONWM

9:(%) = P(wi]x)
gi(x) = p(x|w;)P(w;)
p(x|w;)P(w;)

p(x)

[

gi(x) =1In

o

201 401 601 801

-

Obwohl alle obigen Diskriminantenfunktionen zum gleichen
Ergebnis flihren, kénnte eine davon besonders einfach zu
verstehen oder effizient zu berechnen sein.

Hier hat man Posteriors, weighted likelihoods und logarithmierte Posteriors.

Beim Bayes-Theorem empfiehlt es sich logarithmierte Posteriors zu verwenden.

... fir multivariate Normalverteilungen unter Verwendung
eines Bayes-Klassifikators

® durch Logarithmieren der Posteriors
4 T“fi x—Ji
(xlm,)P(m,) e[_E(X—,H,;) 21 ’/')]P(m/.)
‘(//;(X) - ln\ ; =ln .p 1
) p(x) (21[)5|.“. ,|§ p(x)

» erhalt man die folgenden (optimalen) Diskriminanten-
funktionen

il 1
g;(x) = —E(x - u}-)sz‘l(x - 1) —Eln|2j| +InP(w;) —gln 21 — Inp(x)

Der Ausdruck da unten lasst sich vereinfachen...

Man kann zunachst die letzten beiden Terme weglassen, weil sie keine Information beinhaltet, die
fur unterschiedliche Klassen unterschiedlich ware.
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1 T 1 ;
gj(x) = _E(x —p) Zit(x— ) —iln\E;\ +InP(w;) —gM)\

= die letzten beiden Terme konnen weggelassen werden,
weil sie unabhdngig von den Klassen w; sind

Der Rest ist auch vereinfachbar:

Diskriminantenfunktionen vereinfachen sich zu

1 1
9,00 = =52 @)+ [~ 5 ]2, + nfp (o)

Mahalanobisdistanzl

Determinante von X Prior

Manchmal kann man sogar die Priors weglassen und die Determinanten weglassen, wenn beide bei
beiden Klassen gleich sind. AuRerdem kann man dann das 1/2 vorne weglassen.

gj(x) — _X(x _@)T@('x - #}.) —%><+ l% —gm

mit Annahmen
= gleiche Priors

= gleiche Determinanten
= Diskriminantenfunktionen vereinfachen sich zu

gj(x) =— djz(x)

— (Mahalanobisdistanz)?

Damit bleibt die Mahalanobisdistanz zum Quadrat mit einem Minus davor.

Die Mahalanobisdistanz nochmal grafisch:
d*(x)=(x -2 (x —p)

® alle Punkte {x : d?(x) = c}
liegen auf einem
r2 Hyperellipsoid im RP mit
Mittelpunkt
= flr alle diese x liefert die
Dichtefunktion p(x)
denselben Wert

= Hauptachsen der Ellipse sind

definiert durch Eigenvektoren
u, und u, von ¥

= Eigenwerte 1, und 4,

s bestimmen die Lange der
Achsen
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Fir alle Punkte auf der roten Ellipse, alle Merkmalsvektoren auf der Ellipse liefert die Dichtefunktion
denselben Wert. Allgemein nennt man sowas Hyperellipsoid. Der Mittelwert ist Mu. Mit dieser
Distanz kann man klassifizieren.

Man berechnet fiir die beiden Klassen die Distanz und ordnet x dann der Klasse zu, die die kleinste
Mahalanobisdistanz verursacht.

()= x—a)' I =) dI) = (- ) (- 1)

x wird der Klasse mit der
kleinsten Mahalanobisdistanz
zugewiesen

-

P ———

Vereinfachte Darstellung:

X2

X1

3 Fille

3 Falle 9@zl [-gulzlsnke)

Mahalanobisdistanz l

e

Prior

= Allgemeiner Fall
* Unterschiedliche Kovarianzen
« X+ Ej

= Spezialfall 2

" Identischew
- Ei = 2]
= Spezialfall 1“

* Identische und isotrop. Kovarianzen

4—’__4—\2—__”‘—_—’_,_‘_’_—
'Ei=£j=O'I

~—Tew
Wir gehen von komplexesten Fall zu einfachsten...

Im allgemeinen Fall hat jede Klasse eine Kovarianzmatrix und die Entscheidungsgrenzen sind durch
sogenannte Hyperquadrics gegeben. Das sind einfach komplizierte Formen bspw. Hyperebenen,
Hyperkugeln... Dabei gilt, dass die korrespondierenden Entscheidungsregionen nicht
zusammenhangend sein missen.
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... fur bivariate Normalverteilungen mit beliebigen Kovarianz-
matrizen

Entscheidungsregionen sind dabei die durch die Linien getrennten Bereiche. In 3D kann es dann so
aussehen:

... fr trivariate Normalverteilungen mit beliebigen Kovarianz-
matrizen

Es konnen aber natlrlich auch viel mehr Klassen sein als zwei.

Spezialfall 2

Hier haben alle Klassen dieselbe Kovarianzmatrix. Die Form der Verteilungen ist durch
Hyperellipsoide in R*p gegeben. Die Entscheidungsgrenzen sind linear, aber nicht normal zur
Verbindungsstrecke zwischen den Klassenmitteln.
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Die Entscheidungsregionen sind zusammenhangend. Die Ellipsen zeigen wo die Mittelwertvektoren
liegen. Wenn man die verbinden wiirde, sieht man, dass die Verbindungsstrecke nicht normal auf die
Entscheidungsgrenze ist.

Wenn man auf die rechte schaut, sieht man, dass der Unterschied in den Priors liegt. Bei der rechten
sind die Priors verschieden und die Entscheidungsgrenze verschiebt sich hin zur schwacheren Klasse.

Spezialfall 1
Alle Merkmale sind hier unabhangig und alle Merkmale haben dieselbe Varianz.

Zi = 0'21
Merkmale sind unabhangig 0;;=0 furallei # j

alle Merkmale haben dieselbe Varianz g;; = 02

—

1 1

(-2)(z) (x—uj)fu—u,-) ~3hnl5] +np(w)

1 ) 1
= —T‘Z(xTx —2pfx+plpn;) - Eln|£j| +1InP(w;)

... fiir alle Klassen gleich

Hier fehlt die Inverse der Kovarianzmatrix, aber die braucht man hier nicht, weil man das 1/sigma”2
hat, das ist dabei im Grunde dasselbe.

Wenn man das ausmultipliziert, kann man das weiter vereinfachen:

~—r =
*

T —2uix+ pip;) — =] + In P(w))

... fur alle Klassen gleich

Die Klassen unterscheiden sich nur noch in Mittelwertvektor und der Kern der Determinante kann
auch wegfallen.

Man kann den Spezialfall 1 auch anders anschreiben.

... man erhalt die aquivalente lineare Diskriminaten-
funktion

1 )
9;(x) = aﬁ;('—zI‘?x + ujn;) +1nP(w;)

gj(x) =wx+

1 1,
Wi =S H Wjo = =5 S Hjl; + In P(w)
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Man macht, um zu dieser Schreibweise zu kommen, nichts, auBer, dass man den Faktor
reinmultipliziert. Diese Schreibweise gilt fiir das Perceptron. Bei der Priifung sollte man fiir Spezialfall
1 der Diskriminantenfunktion das hier berechnen.

Ein Beispiel fir Spezialfall 1

Spezialfall 1 |

* univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit X, = %, = Ia?

¢ Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

* bei gleichen Priors verlauft Entscheidungsgrenze durch (p, + p,)/2

¢ ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.

as annn N -

Diesmal ist die Verbindungsstrecke normal auf die Entscheidungsgrenze. AuRerdem wird die
Verbindungsstrecke genau halbiert. Das aber nur, wenn die Prior gleich sind. Wenn dem nicht so ist:

ME’ U Geal) &0, FY 200 L. DAY O M D
4

2

plxjw,)
w
041t

0.15
0.3 ¢ 0l

0.05

2 0 2

4
s
R R

« univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit Z, = %, = lo?

¢ Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

* bei gleichen Priors verlauft Entscheidungsgrenze durch (p, + p,)/2

= ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.

Updated: 16.11.2020 % 6
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iate Normal-

trivar

ur zwei

.

Entscheidungsgrenze f

verteilungen mit X, = X, = 2.

(=]
&
(=]
S
o
pa
=3
]
=
a
8

eispiel

lonen von

inantenfunkt

Klasse A und B und ihre Entscheidungsgrenze...

im

Ermittle die Diskr

Aufgabe

1. fir den allgemeinen Fall

2. far Spezialfall 1

Annahmen

p(xle) -> multivariate Normalverteilungen

P(w,) = P(wg) = 0,5 - gleiche Priors

(6 D

2A=ZB=

fur Spezialfall 1
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Trainingsdaten:

e e e

Klasse A |
][][4][4] .

T e e e e i e i e o

Klasse B

[8] [l [2]: [1°]

______________________

Schatzung der Mittelwertvektoren

2|»—-
Mz

) 9 2
R HERIESH

- ~———

fir allgemeinen Fall
. Schatzen der Kovarianzmatrizen

= 1Z(xl DIcED

) i TG+
(133~ LE))(C1- O re-C20'
(o -3 )( o3-(3] )_) r

- /3_‘}«{[";][.4 31+[-‘_423 -1 31+[/3f)1 R AEREN

(e -3k AR

e (913 ©
n A'|{ LoJ AZ

Das ist nur fur Klasse A.
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Ergebnis fur B.

... fir allgemeinen Fall

3. Determinanten ermitteln

|Z|=|Ccl Z|=ad—bc

12| =| 3 =4/,.12=16
YTl 12 /3

4/3

|ZB_

— 4—/3 i 4/3 — 16/’9

4

/3
... flir allgemeinen Fall o :
4. Inverse berechnen

gl
ad —bcl—c a

o A1 0] l3/4 0
A= 0 4 — 1
16[0 %/3 o0 1.

B — _— —_—

16| 0 4/3 0 3/’4
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5. Diskriminantenfunktionen bestimmen
1 1
g;(x) = _E(x— ﬂj)sz_l(x — 1) — —1“| | + lnP( ;)

g4 0x) > ‘%.{((&ﬂ ‘(?) T ) m)[[ -i'.ztnas)
, ey
1 ((X2=3) (- 3)) (-zw ’sz.) (%1 -13)

(&-1. i 3)

(R HH R
(Qx4 _.__) (W 3) + (,“- | %}(M_-zj L

3/q>k.."--9/‘1x4-q/qx4+ /c 4’ xz_‘j’?‘-l.-/.'.x?.'f’/'-t"

- . L
3/‘1 M__AE'/.__' Rat /}/’1...“1 «s ?qx?-.'f"’o/q = dP\

Das fette x ist der Merkmalsvektor. Den Prior kann man weglassen, weil die fur beide Klassen gleich
waren:

1 - . |
: -5 (x =) T (x - py) — 5[z +M

Das was unten rauskommt ist nur mal der Term fiir die Mahalanobisdistanz. Die muss man dann erst
wieder in den Term fir die Diskriminantenfunktion einsetzen. Man hatte ja das -1/2 und das -
1/2In(16) vorher noch.

5. Diskriminantenfunktionen bestimmen
94 (X\)t —A/Z. _ ?:L U"C"Q) - "'9/8 x 1'7""5/9 Kq—/}';_l{ Xf’+3’?x7_-3"/(2 -

i € C16Y == ¥ e ™ T a = Vil X YR - Sy~ G CARY |

| 5.0y = =% TGN (%) (G l)}« Lt (459) 1
" U
S Mo ) (6 ) -

(5 -2 -D)(E)-

(S ISR N SRee

~

2/q "“‘1"23{474‘1“L:/EX‘1+1‘2 T?/qx}—q/q,._,_—%qx{_+?-% =
2 : 730 iz




Konstantin Lackner 05.02.2021

Fur die Klasse A erhalt man also als Endfunktion das Kastl im Blauen Bereich. Fiir Klasse B bekommt
man:

96 (%) =5 de*C % b (46/a)y ~Ta it 4 % xo - %o st 4 Fp et B -
A (o (15/9) =\ 3/8")‘.-\2‘-(-?'4/4 xn =g xz}i-?/q o 4"’,% - %0 ("G/u?)

Jetzt muss man die Entscheidungsgrenzen berechnen. Die liegen dort, wo die Entscheidungsgrenzen
gleich liegen. Um also die Entscheidungsgrenzen zu berechnen, muss man die
Diskriminantenfunktionen einfach gleichsetzen.

El(xw S%hﬂj 0=9a(x) - 9¢ (%)

0 -:E’y_& xnr Vef 3eq =24 Xy Yy ¥ Ay Y (%6) +/g )_:41” - '2‘3{« xa t % " =
Wy xo + B+ Ve (0 (A= =" T + T4 20 =y 0 4 Ny -
Hs (0 (48) + Tz 0 (469) = B AR 20 e Ay AGIC I

A, n(46/9)+30= ‘—c"/z_ %1 +Y2pq =Lxg T 2’*2,?04‘(\\

Also schreibt man 0 = und dann gA(x) — gB(x)
Fir den allgemeinen Fall sieht das dann so aus:

7

Merkmal x2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Merkmal x1

Beispiel Spezialfall 1
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2. Diskriminante ktionen ermitteln

ox (A=Y (2 (23 (x)+ (3 3)(3) =
4, ((-€ -6) (;:2)-1- 48) =
=y (—Exa—Exy A3) =

\37\4 + 35 R "ﬂ

Man braucht keine Inverse oder Determinanten mehr, sondern nur den Mittelwertvektor.

BE % % S 50§

Das Ende lasst sich wieder wegstreichen, die Prior sind ja gleich.

Fir Klasse B geht das ebenso:

96()&)_:-"/2_ (-2 (9 3) (i;)+(q 5)(2))_;
-y ((-4\2 -¢<) (:;) 90 =
17 (—4‘8')(,‘ - Exy +99) =

qX1+37\2_-'qS\
= —_—

Die Entscheidungsgrenze funktioniert wieder wie vorher:

A (%) I8 & O~=ga (x) -;960()
Bxa+3% =3 = 9xq +3% =45
—6><»\ -9 = -45

QX4 = =3
*, = 6
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Merkmal x2

Merkmal x1

Man sieht also, dass man einfach einen Threshold hat. Wenn man die Mittelwerte (3/3) und (9/3)
anschaut, sieht man, dass die Strecke zwischen denen normal auf die Trennlinie ist.
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6. Lineare Modelle

Wiederholung: Diskriminantenfunktionen
Abstecher: Regression

Klassifikation mit Regression?

Lineare Klassifikatoren

Perceptron

Lineare Modelle fiir mehrere Klassen

WH

Bei Spezialfall 1 der Diskriminantenfunktionen, hat man lineare Diskriminantenfunktionen. Die
Entscheidungsgrenze ist linear.

Beim Spezialfall 1 hatte man eine Kovarianzmatrix fiir alle Klassen und die Varianzen waren auch alle
gleich, damit hatte man dann die Vereinfachung:

—> gj(x) =
1 1
— — T
W = —ZHj Wjo = =53 M + In P(w;)

Bisher hat man sich mit parametrischen Verfahren und nicht-parametrischen Verfahren befasst.

* Anzahl der Parameter nicht fix ¢ Anzahl der Parameter ist fix
* keine Annahme lber die * man macht am Beginn eine
Verteilung Annahme Uber die Verteilung
der Dichtefunktionen (z.B.
Normalverteilung)

Jetzt aber geht man davon aus, dass die Entscheidungsgrenze linear ist und fixiert wird. Damit ergibt
sich wieder ein parametrisches Verfahren.

Regression

Mit Hilfe der Regressionsanalyse kann man nach einem Modell suchen, dass Zusammenhange
zwischen Daten erklart.
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Schatzung der Zusammenhange zwischen Variablen
- Suche nach Modell

Trainingsdaten: N = 10, X = (x4, .., xy)" und T = (¢4, ..., ty)"

Tatsachliches Modell: sin(2mx), Trainingsdaten beinhalten
Storungen (noise)

- 0 . 1 Ag
Die Trianingsdaten liegen nicht genau auf der Kurve, sie beinhalten Stérungen.

Mit Hilfe von Polynomial Curve Fitting kann man das Modell finden.

.. Kurvenanpassung mit Polynomen (freie Ubersetzung)

M

: wo +wW1T + 'U'gmz +...+ uw.) Z ‘U-‘j.’l,'j
o A J=0
\’107\ e \I‘JAX
Grad des

Vektor mit Polynoms
Koeffizienten

= Werte der Koeffizienten werden durch Anpassung des
Polynoms an die Trainingsdaten ermittelt

Man macht sich also ein Polynom und schéatzt dann die Variablen so, dass man auf ein Modell
kommt. Um dieses dann zu bewerten, braucht man eine Fehlerfunktion.

= Fehlerfunktion misst Abweichung der Beobachtung ¢,
von Schatzung y(x,,, w)

¥(@n W) gum-of-Squares Fehlerfunktion:

1 s ,
E(w) = 3 Z {y(zn, w) — tn}“)

n=1

t
Tn T

Hier schaut man jetzt wie weit man von der Beobachtung abweicht. Die Beobachtung sind die
Testdaten, die Schatzung eben ... die Schatzung.
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Mit der Sum-of-Square Fehlerfunktion ermittelt man einfach alle Distanzen summiert.

Man passt das Modell an, indem man eine Kurvenanpassung entsprechend einer Minimierung der
Fehlerfunktion macht. Dazu gibt es die Methode der kleinsten Quadrate = least Squares Estimation.

Als Ergebnis bekommt man einen Koeffizienten w* und ein Polynom y(x,w*). Darin liegt auch das
Problem. Woher weiR man, welchen Grad das Polynom haben soll?

Wahlt man ein Polynom nullten Grads, hat man einen Freiheitsgrad.

Grad des Polynoms = M y(x' W) . @

Freiheitsgrad(ew

1t a M=0
t
o o
of 7 e T
o
_1-
0 1

T

Ein Polynom ersten Grades hingegen hat zwei Freiheitsgrade:

y(x,w) = @ +@x

Ein Polynom neunten Grades ware aber zu viel:

y(x,w) = wy + wyx + wyx? + - + wgx® + wox?
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Hier spricht man von zu starker Oszillation — Die Kurve reagiert zu stark auf die Testdaten.

Hier ware also ein Polynom dritten Grades am besten:

y(x,w) = wy + wyx + wyx? + wyx3

T

Dabei handelt es sich jetzt in x nicht um ein lineares Modell. Aber man sucht eine Linearkombination
mit dem Koeffizientenvektor w. Man hat eine Linearkombination.

y(x,w) = wy + wyx + w,ox? + wyx?

= in x: Polynom 3. Grades
il

" in w: Linear (wir suchen w, ..., wy)

= 1 Merkmal = 4 Merkmale:

x—od=0d(x)= =

= [inear-kombiniert:
wol + wyx + wyox? + wyx3 = wlo

Klassifikation mit Hilfe der Regression

Iris: versicolor vs virginica/

— 0(-39+0810)
— =18+05L

10

target value
o
n

00

0 2 a 6 8 10
L (petal Length) [cm]
e
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Hier sieht man zwei Modelle die mittels Regression bestimmt wurden. Man hat ein Polynom ersten
Grades, das ist die griine Linie. Damit kann man die beiden Klassen nicht fehlerfrei trennen. Mit dem
komplexeren Modell kann man die Daten fehlerfrei rekonstruieren. Wie mit logistischer Regression
die Kurve angepasst wird, ist nicht Teil der LVA. Man bekommt eine Kurve und verschiebt diese nach
links und rechts und verandert die Steigung. (sehr einfach erklart).

Man kann logistische Regression mit mehr als einem Merkmal machen. mit drei Parametern bspw.

Logistische Regression
(2 Merk\male =3 Parameter w)

0(1.2-3.5x —1.9x;)

—Loo <

4

]
(]

0

—4 —4
(o]
-6 -6
e
-8 -8
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

Figure 4.4 The left plot shows data from two classes, denoted by red crosses and blue circles, together with
the decision boundary found by least squares (magenta curve) and also by the logistic regression model (green
curve), which is discussed later in Section 4.3.2. The right-hand plot shows the corresponding results obtained
when extra data points are added at the bottom left of the diagram, showing that least squares is highly sensitive
to outliers, unlike logistic regression.

Man sieht hier, dass, wenn man zuséatzliche Datenpunkte hinzufiigt, flihrt das bei der linearen
Regression dazu, dass das Modell stark beeinflusst wird. Bei der logistischen Regression hingegen ist
das weniger stark ein Problem.
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Lineare Klassifikatoren und lineare Modelle

Im Fall dass man zwei Klassen hat, spricht man von bindren Diskriminantenfunktionen. Man braucht

also nur eine Funktion.

r eine Diskriminanten-
—(g, (x).)Diese Funktion

x) > 0; ansonsten fiir

Im Fall von 2 Klassen ist es tblic
funktion zu definieren g(x)
entscheidet fiir Klasse - w; wen g
Klasse wy.

gx) = g:.(x) — g2 (x)
= wlx + ) —(wlix+ )
=Wwi-w)) x+( 2,0)
=wy; —wy)Tx+( W5 0)

Man entscheidet sich eben fiir diejenige Klasse, die groRer ist. Darunter steht nochmal wie man sich
die Diskriminantenfunktion errechnet. Das ist eine binare Diskriminantenfunktion fir zwei Klassen.

.. linearen Diskriminantenfunktionen

Entscheidungsgrenze | = kbnnen optimal sein,
wenn die Datenver-
teilungen geeignet sind

= schnell und einfach zu
trainieren

= geeignet flir einen ersten
,Probe-Klassifikator”

Die griine Entscheidungsgrenze ist die lineare Diskriminantenfunktion.

Bei einer bindren Diskriminantenfunktion kann man den Absolutbetrag anschauen. Dieser kann
Aussage Uber das Vertrauen in die geschatzte Klasse geben.

fi Der Absolutbetrag der Diskriminantenfunktion |g| ist ein
MaR fir das Vertrauen in die geschatzte Klassen- =

J_ugeh_m'_lg@ eines Merkmalsvektors x.

D S e R UMY o e S S

= eine lineare Diskriminantenfunktion hat folgende Form

gx)= ) wx;—0=wlx—-0
=wlx+ Wo

x € K?... Merkmalsvektor

6 € R ... Bias / Schwellwert (Threshold)

Man hat eine Summer von 1 bis Dimension des Merkmalsvektors. Je groRer namlich der
Absolutbetrag, desto sicherer. Hier ist das Theta der Bias/Schwellwert. Das ist aber im Grunde
dasselbe wie vorher beim Spezialfall 1 das wO0. Bei diesem Thema nennt man den Koeffizient

Gewicht.
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Geometrisch lasst sie sich interpretieren durch:

fur x, w € R9, legt

da
Z W;X; =@ =@ \ Entscheidungsgrenze
i=1

= &)
eine in R? eingebettet @
(d — 1)-dimensionale ® ?R m R
Hyperebene fest 3 O

» fiir R? eine Gerade (1D)
» fiir R? eine Ebene (2D)

. \

Man hat das Skalarprodukt und das Theta. Die Diskriminantenfunktion ist eine in Rd d-1
dimensionale Hyperebene. Sprich es ist immer eine Dimension weniger als der Merkmalsraum.

\ Entscheidungsgrenze I

® falls & = 0, dann geht die
Hyperebene durch den u
Ursprung o L
® ansonsten, ist sie entlang w - [ w [ | 721
um den Betrag ¢/, vom R, ‘ N
Ursprung verschoben o

Generell steht die Entscheidungsgrenze normal auf den Gewichstvektor. Der Abstand zum Ursprung
ist dabei Theta durch die Vektorlange. Wenn Theta 0 ist, geht die Grenze dann natirlich durch den
Ursprung.

Die Entscheidungsgrenze beschreibt man also durch den Gewichstvektor und die Distanz der
Entscheidungsgrenze vom Ursprung. Wenn man | |w| | auf 1 vereinfacht, also den Vektor
normalisiert, kann man sagen dass der Abstand == Theta ist.

! Die Ensgrenze (Hyper- |
ebene kann durch ihren Entscheidungsgrenze I

|

I - -

i Normalvektor w und ihre Distanz
|

i von Ursprung 0/||w||' gemessen =
. =

. |
«_entlang w, beschrieben werden. ° |
im Beispiel rechts: ® . w :Rl
R, m

= falls @ dann ist 6/||w|| =@ ®

= flr alle ,quadratischen” Daten-
punkte € w, gilt wl'x > 8 und

= fur alle ,runden” Datenpunkte € ( 3 \

w, giltwlx <8
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damit kann man dann anhand vom Skalarprodukt auch sagen, dass bei allen Punkten rechts der
Grenze das Skalar groRer als Theta ist und links kleiner.

Homogene Koordinaten

Diese kann man verwenden um kompakter zu schreiben. Man kann den Bias in den Gewichtsvektor
schreiben. Da steht dann einfach der Bias an erster Stelle des Vektors. Man muss dann natiirlich auch
die Merkmalsvektoren um einen ler am Anfang erhéhen.

Dazu erweitert man den Merkmalsvektor x und den
Gewichtsvektor w um eine Dimension:

* xg =1lundwy = —60
Xq wy wq
f — xz @: W2 == Wz
_xa_ -Wd— _Wd_

Dadurch erhélt man:

d
gx) =wTx Zwixi -6=wlx—-0
i=1

= Transformation in homogene Koordinaten vereinfacht
Problem indem Dimensionalitat um 1 (von d aufd + 1)
erhoht wird

= obige Gleichung definiert eine d-dimensionale
Hyperebene im R2+1, welche durch den Ursprung geht

= im folgenden werden stets homogene Koordinaten
verwendet = daher schreibt man einfach w’ x fiir w’'x

Heillt man kann jetzt kiirzer schreiben (das erste neben dem g(x)=)

Man hat jetzt eine Dimension mehr und die Hyperebene geht jetzt durch den Urpsrung.

Beispiel zu homogenen Koordinaten

= zum Verstandnis der homogenen Koordinaten
Trainingsdaten Klasse w,: {1, 2,3}
Trainingsdaten :{4,5, 6}

0-D Hyperebene

Ohne homogene Koordinaten sahe es so aus.
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= Transformation in homogene Koordinaten

Trainingsdaten Kla )y: X1

A R2

()G o7 ®
wt @
Tralininglsdateln ] <4 o
() 6)- () S
~t o

TS

1 e

Mit homogenen Koordinaten hat man jetzt die Dimension erhoht. Alle Vektoren bekommen einen
Einser dazu.

X1

]RZ
or @
n+4 O !
DN Y
o A
~t /) (@)
% — - ’ o
| «ué / : XO
1 -

Damit hat man anstatt eines Thresholdwerts wie vorher eine Gerade — also eine Dimension mehr.
Man klassifiziert mit dem Skalarprodukt. HeiRt, wenn das Skalarprodukt gréRer als 1 ist, fallt man in

Region 1. Ist es genau 0 auch, bei kleiner 0 fallt man in Region 2.

T

w, . =
v ow=v w=[vy, v;] [W2]= V1 Wit Uy Wy .. in2D =

OUpposing directions

4/ ~

Anhand des vorigen Beispiels:

Xq - X4

ot O ot o [
wt Yo wt o/
<4 <4 o

2
]
= .,‘O:,\,_‘AQ,
2
t
Lk o O o Ok
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Perceptron

Dieser Algorithmus legt lineare Entscheidungsgrenzen in Datensets. Diese wird immer wieder
korrigiert, bis der Prozess iwann konvergiert und man eine gute Grenze gefunden hat.

Das Perceptron ist ein Trainingsalgorithmus, mit dem man fiir binare Klassifikationsprobleme (zwei
Klassen) eine lineare Entscheidungsgrenze finden kann. Man sucht also eine Diskriminatenfunktion,
fir die gilt:

Annahmen: d-dimensionaler Merkmalsvektor x € R und zwei
Klassen w,und w, = bindre Klassifikationsproblem

Ziel: Finde eine Diskriminantenfunktio@ @Nelche die
Klassenzugehorigkeit wie folgt kodiert:

g(x) >0 fallsx € w,
g(x) <0 fallsx € w,
Geschichte
1957 von Frank Rosenblatt am Cornell Aeronatutical Laboratoy erfunden.

Entspricht der linearen Diskriminatenfunktion wie besprochen. Allerdings hat man auBenrum noch
eine Signumfunktion.

Die Architektur eines Perceptrons ‘I
entspricht einer linearen Diskriminan-
tenfunktion mit nachgeschalteter

Signumfunktion = e ( =
é @_ @ fallsgx)=0 |
sgnlgx ‘{—1 falls g(x) <0 | - l

1 2( N M. Art Hiaduvk -2 -5 -1 -05 0 0s 1 15 :
Das heil3t nur, dass man 1 oder minus 1 bekommt, he nachdem, ob man >= 0 ist oder <0

" man kann eine lineare Diskriminantenfunktion auch als
Signumfunktion anschreiben:

'y
W BT o = 1 fallsw'x=>0
o /) sgnO -1 fallswix <0

0(x) ... ist die Ausgabe des Perceptrons
Ziel des Perceptron-Algorithmus: Bestimme einen
Gewichtsvektor w, sodass
o(x) = (ewlx>0) fallsx € w,
o(x) =—-1 (ewlx<0) fallsx € w,
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Der Trainingsdatensatz schaut dann so aus, dass man Merkmalsvektoren x1 bis xn hat (homogene
Koordinaten) und man hat einen Labelvektor y, da steht -1 oder 1 drinnen.

Trainingsdatensatz:
X =(xq,x3,...,xy5) € R@X‘N ... N homogene Merkmalsvektoren

¥ =0nY2 YN Vi € ... N Klassenlabels

Beispiel:

Wenn man das bindre AND-Problem mit Hilfe eines Perceptrons
|6sen wollte, hatte der Trainingsdatensatz folgende Form:

1111 1
X=(0 1 0 1
00 1 1

J’= (_1,_1|_1; J )

2 e
d: 22.11.202( Nicole M. Artr i Hlac é §§

Da sieht man, dass nur 11 1 ergeben darf. Das ist das ,,AND-Problem*”.

Lineare Separierbarkeit

Heilt, dass es einen Gewichtsvektor gibt, sodass das Skalarprodukt mit dem Gewichstvektor
eingegeben in die Signumfunktion fir jeden Merkmalsvektor das richtige Klassenlabel asugibt.

Trainingsdatensatz:

X = (x,, %5, ..., xy) € RA+DXN N homogene Merkmalsvektoren
Y= uY 0 Vn) Vi € {—1,1} ... N Klassenlabels

B P ey

I‘ X ist genau dann linear separierbar (beziiglich y), falls es = PR
" einen Gewichtsvekto@e RA+DXN gibt, sodass :
I o(xi)=sgn=@ 1<i<N ;

Grundidee

1 Ziel: Finde einen Gewichtsvektor w, sodass

—>0(x) = sgn(w'x;) =®1 <i<N

' falls ein ,,positive X; (mity; = 1)
falsch klassifiziert wird (w” x; < 0):
* dann addiere ein Vielfaches von x; zu w

* dadurch wird die Hyperebene auf den falsch klassifizierten
Vektor hinbewegt

' falls ein ,,negativer” Trainingsvektor x; (mit y; = —1)
falsch klassifiziert wird (waj > 0):
* dann subtrahiere ein Vielfaches von x; zu w

* dadurch wird die Hyperebene vom falsch klassifizierten Vektor
wegbewegt
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Man nimmt einmal einen random Gewichtsvektor her und schaut dann, ob alles richtig klassifiziert
wurde. Wurde ein positiver Vektor falsch klassifiziert, so addiert man ein Vielfaches dieses Vektors
zum Gewichtsvektor. Man bewegt damit die Hyperebene zum Gewichtsvektor.

Falls ein negativer Trainingsvektor falsch klassifiziert wurde, muss man diesen vom Gewichtsvektor
subtrahieren. Damit bewegt man den Gewichtsvektor weiter weg.

Dieser Prozess wird iterativ so lange wiederholt, bist keine Fehler mehr auf dem Trainingsset
passieren.

Lernrate
Wit yx) x; > w'x;
—_—

'y > 0 (positiver Faktor) = wird auch Lernrate genannt

' wird verwendet um ,Vielfaches”
* von x; zu W zu addieren: w+=y
* von x; von W zu subtrahieren: w —= yx;,

Die Lernrate ist einfach der Faktor mit dem man den fehlklassifizierten Punkt zum Gewichtsvektor
addiert oder subtrahiert.

Iterativer Prozess

Der Perceptron-Algorithmus ist ein iterativer Prozess der die =
Parameter der linearen Diskriminantenfunktion w aus einem
Trainingsdatensatz bestimmt.

S o o o o o e e e S S S e m w m ww

Wahrend des iterativen Trainingsprozesses ist es moglich,
dass zuvor richtig klassifizierte Vektoren durch die aktuelle
Hyperebene falsch klassifiziert werden = siehe Beispiel
auf den nachsten Folien

D.h. dass nicht jede Iteration zu einer Verbesserung fuhrt.

Da sich das Ergebnis auch verschlechtern kann, muss man warten, bis der Perceptron konvergiert.
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Beispiel

w® =1, DTy >1

positive Klasse 11
m negative Klasse
wl(©
1
m o
]

Man nimmt einen Gewichstvektor und schaut, wo es passt:

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus

X0

der blaue Datenpunkt ist falsch. Man nimmt also ein Vielfaches vom Vektors des Punktes und
subtrahiert dieses vom Gewichtsvektor.

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus

Xo
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.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus ¥

w®

®
2
®
| e o

X0

Damit ergibt sich diese neue Entscheidungsgrenze. Hier hat man also einen neuen Fehler eingebaut.
Also macht man das nochmal.

1

w@

-4
[
v

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus

(2)
Xy w
o

w\ﬂ ¥ s}

o2
%,
®©
[

X0
0%
‘Sd\e\do
o

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus %y w®

e, SChas
Cidy, "gsg
ren,
2e

X0
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Mit der neuen Entscheidungsgrenzte passt jetzt alles und dadurch terminiert der Perceptron
Algorithmus.

Vereinfachung

Man kann das Nachschauen, ob es sich um positive oder negative Klasse handelt verhindern. Man
zieht also im Endeffekt das Label rein. Damit schaut man dann nur noch ob >0 rauskommt falls ja, ist
der Punkt richtig, falls nein, ist er falsch. Ist er falsch, muss man nur noch y * xi * yi dazurechnen. Also
die Lernrate mal den Vektor des Punktes mal das Label des Punktes. (das Label ist -1 oder 1)

Falls man unabhangig von der Klasse (,positive” oder , negative”, 1

oder -1) immer die gleiche Operation (Uberprifung und Update)
durchfiihren will, dann kann man folgendes tun:

(//_—\_‘l\ =
o

D.h.: Man sucht nun nach einem Gewichtsvektor w der den modi-
fizierten Trainingsdatensatz x;y;, 1 < i < N in die positive Halb-
ebene abbildet.

So sucht man dann einen Gewichtsvektor, der alle Werte in die positive Halbebene abbildet oder so.

. Initialisiere w und
. do — @@

1
2
3. fori=1toN

4, if wl'(x;y;) < 0 (falsche Klassifikation des Vektors x;)

5 w < w + yx;y; (Update Gewichtsvektor)

6 end if

7. end for

8. until = alle Merkmalsvektoren x; richtig klassifiziert werden

3. — 7. Schritt: Epoche
5. Schritt: Gewichtsupdate

Eine Iteration Uber alle Vektoren heildt Epoche und das macht man eben bis alle richtig klassifiziert

werden.
Initialisierung des Gewichtsvektors

Den ersten Gewichtsvektor muss man ja irgendwie raten. Um das zu tun, benutzt man oft einfach
einen 0 Vektor. Das hat als Vorteil, dass im Endeffekt der resultierende Gewichtsvektor einfach die
Summe aller Fehler ist.
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= hjufige Initialisierung: w = 0

= dadurch erhalt man mit Perceptron-Algorithmus
folgenden Gewichtsvektor:

N N
@zzxi()&'}’ )=szi()’i ), ki € Ny
i=1 i=1

w,, ... linear Kombination aller falsch klassifizierten
L _—
Merkmalsvektoren x;

(k)

Initialisierung der Lernrate

wix =0 (aw)"x = ab (Vx € RY)
aw)Tx > af)(Vx € RY)
Obige Gleichungen bedeuten: falls man w und 8 mit dem gleichen
positiven Faktor @ € R* multipliziert, bleiben die Entscheidungs-

regionen unverandert.

Daraus folgt: y ist nur ein Skalierungsfaktor = hat keinen Einfluss
auf die Entscheidungsgrenze.

Einfachheitshalber setzt man y = 1 flr den Perceptron-Algorithmus
y = list nicht fur jedes Trainingsverfahren geeignet! A

Beim Perceptron ist die Lernrate mit 1 passend, weil es eh keinen Einfluss hat.

Konvergenztheorem
wann konvergiert jetzt der Perceptron?
Genau dann, wenn es sich um einen linear separierbaren Trainingsdatensatz handelt.

Wie viele Epochen man braucht, ist eine andere Frage. (und wird apparently nicht beantwortet)

Die Anzahl der notigen Iterationen kann damit auch sehr hoch werden. Man weiR auch erst nach der
Konvergenz, ob das Problem linear separierbar ist. Auerdem gibt es mehr als eine Lésung fir den
Gewichtsvektor. Wie schnell der Algorithmus konvergiert, hangt von der Reihenfolge der
Trainingsdaten ab und von der Initialisierung des Vektors. Es gibt auch unendlich viele lineare
Entscheidungsgrenzen. Welche die Beste ist, ist fraglich.

Eine die schnell gefunden wird?
Eine die moglichst weit von den Daten entfernt ist?
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Beispiel
- Klasse @, = {(1,-1,0)7,(1,0,1)7}
| o — S— T T
Klasse w, = {(1,0,—1)7, (1,1,0)7} Lon
N=4 10 o
w=0=(0,00) '
y=1
M (0,-1)
L
v
‘ o'\ec'ﬁl‘oﬂx
! < T

berprife fir jeden Vektor x; ob w! (x;y;) <0
fuhre Update durch falls obige Bedingung zutrifft: w < w + x;y;

Beginn Epoche 1:

1
x1\'1)=[0 0 0|[—1]-1=0
- 0

0
0
0

1
—1
0

B

Man bricht wirklich einfach beim ersten Fehler ab und macht das Update.

Update: w'V = w'% +yx,y, =

1
wli(x,y.)=[1 -1 0] H v 1=1>0
1

Man nimmt dann das neue Gewicht, aber schaut sich den nachsten Vektor an.

Beim Dritten bekommt man wieder -1, also wieder ein Update.

1
wilT(xys) =1 -1 0]\0“1@
—1 “

| 1 1 0
Update: w2 = w1 +— —1|+]0 | (= -1
Lok ol s

1
w@T(x,y)=[0 —1 1][1]-—1 >0
0 v

Ende Epoche 1
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Damit beginnt Epoche 2

Beginn Epoche 2:

[ 1
W('Z') T(xl,)’l) = |0 -1 1J —1]1-1=1>0
. 0 v
1
wHT(xy,)=[0 -1 1]|0[-1=1>0
|1 \4/
1

wdT(x3y,)=[0 -1 1]| 0 -—1=1>(L/

s |
1
wHT(x,y)=[0 -1 1]|1]--1=1>0
0

Da alle passen, terminiert der Algorithmus nach zwei Epochen.

Lineare Modelle fiir mehrere Klassen

Kann man einen Merkmalsraum in drei oder mehr Klassen unterteilen?

Mehrere Klassen - Versuche

Quelle: Bishop 2006

G
Rs

C2

not C;

not Cy

Figure 4.2 Attempting to construct a K class discriminant from a set of two class discriminants leads to am-
biguous regions, shown in green. On the left is an example involving the use of two discriminants designed to
distinguish points in class C;. from points not in class Cx. On the right is an example involving three discriminant
functions each of which is used to separate a pair of classes C;. and C;.

Eine Methode ist one vs the rest. Also C1 und nicht-C1. Bldderweise bekommt man damit eine
ambigiuous region, wo man nicht weil3, was passiert. Man kann auch drei Diskriminantenfunktionen
machen. Aber auch da hat man in der Mitte den Problembereich. Mit vier Klasse hat man dasselbe

Problem:
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Ll

!
not oy

not @y

Wir suchen gleichzeitig nach:

= k lineare Disckriminantenfunktionen die durch

= k Vektoren von Dimension 1+d gegeben sind [wig wao ... wWio
wyp w21 ... Wkl

Wkd

Figure 4.3 lllustration of the decision regions for a mul-
ticlass linear discriminant, with the decision
boundaries shown in red. If two points xa
and xg both lie inside the same decision re-
gion Ry, then any point x that lies on the line
connecting these two points must also lie in
R, and hence the decision region must be
singly connected and convex.

-__’__—_————_—'.xB
XA X

Die Losung ist gleichzeitig nach k linearen Diskriminantenfunktionen zu suchen. AuBerdem geht es
mit Regression:

Least Squares vs.
Logistic Regression

[

-4

-6
- -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0

(S0 3

4 6

Figure 4.5 Example of a synthetic data set comprising three classes, with training data points denoted in red
(x), green (+), and blue (o). Lines denote the decision boundaries, and the background colours denote the
respective classes of the decision regions. On the left is the result of using a least-squares discriminant. We see
that the region of input space assigned to the green class is too small and so most of the points from this class
are misclassified. On the right is the result of using logistic regressions as described in Section 4.3.2 showing
correct classification of the training data.
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7. Gradient Decent, Neuronale Netze

Perceptron — Findet fiir ein bindren Klassifikationsproblem eine lineare Grenze, also eine
Diskriminantenfunktion.

Perceptron als Optimierung
Da ist immer die Frage — Was sind die Kosten? Was suche ich? Wie suche ich?
Beim Perceptron ist das Was der Gewichtsvektor w, der normal auf die Entscheidungsgrenze steht.

Die Kosten ergeben sich dadurch, dass man sich den aktuellen Status von den Trainingsvektoren
anschaut. Man ermittelt sich einen ,Loss”. Dieser kann bspw. einfach die Summer der Fehler sein.

= Cost = Z@EX LOSS(X) ... missklassifizierte Punkte
W)= Taex LGD = (Zier 1]

6

— W =[-15-10]
boundary

5 missclassified by w

a

N
B3

TN

-2 =1 0 1 2 3
Xo

Man sieht die Kostenfunktion, hier wird einfach berechnet, wie viele Vektoren mit dem aktuellen
Gewichtsvektor falsch klassifiziert werden. Es sind zwei, darum kommt man auf 2 bei der L Funktion.

Das Problem bei der Kostenfunktion ist, dass sie nicht differenzierbar ist. Weil das Gradient Decent
Verfahren das brauchte.

Eine mogliche Cost Funktion die differenzierbar ist, ware diese:

Man iteriert Gber die falsch klassifizierten Punkte und ermittelt wieder den Loss.

Cost = ZxEX LOSS(X) ... missklassifizierte Punkte

JW) = Trex LW, x) = (= Tiepys W', |

J(-15,-10)=80

6 B

— W =[~15-10] Y
boundary :
missclassified by w

; 8 e
. 2 &8
1 L ]

1 L]

i -2
0 * -2 -1 0 1 2

/ ", w
-1
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Rechts sieht man eine Funktion, die zeigt, was die Kostenfunktion fiir jeden moglichen
Gewichtsvektor ist. Man will den Bereich erreichen, wo keine Linien sind, das Blaue oben. Da wére
der Loss 0.

Berechnung des Loss:

Perceptron: Loss

» g(w,x) = w!'x € R... Ausgabe der Diskrim. Funk. im Punkt x
»y € {—1,1}... die Wahre Klasse (Label)

= Loss in Fa i\ (g(.,x)<0<y )
Lw,x) =—gw,x) =—-wlx=- =—yw'
" Loss in False Positive (g(w x)>0>y=-1)
Lw,x) =+gw,x) = +wix =—(-1)wlix = —y u"‘ X
* Loss in False Positive/Negativ: 3 &
Liw,x) =—-yw'x P S R
= Loss in True Positive/Negative: NS |
Llw,x)=0 LY

Positive Halbebene ist dort, wo der Gewichtsvektor hinzeigt.

Hat man false negatives, muss man den Loss anders berechnen als wenn man false positives
bekommt. Man hat bei flase Negatives ein Minus davor, weil der Loss in positiven Werten
ausgedriickt wird, die Funktion aber einen negativen zuriickliefert. Der Wert des Loss zeigt namlich
bei dieser Berechnung als Skalarprodukt wie weit der Punkt von der positiven Halbebene weg ist, das
ist aber dann eine negative Zahl und die muss geflippt werden. y ist bei beiden das Klassenlabel. Im
Endeffekt ist es aber gleich, weil man ja -1 und +1 hat fiir die negativen und positiven Werte.
Zusammen kommt es dann auf dasselbe hinaus.
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Damit sind zwei Fragen beantwortet — was wird optimiert? Gewichtsvektor.
Was sind die Kosten? Werden mit Lossfunktion ermittelt.

Jetzt fehlt noch — Wie bewegen wir uns jetzt sodass wir ein lokales oder vl. sogar globales Minimum
bekommt? Sprich die Kosten minimieren und alles richtig einordnet.

Die Antwort auf die Frage wie ist Gradient Decent.
Gradient Decent

Beispiel: Man ist auf einer Bergspitze, dort sind die Kosten sehr hoch. Man will sich in die Richtung
bewegen, wo die Kosten sich verringern. Man sieht aber nicht sehr weit, weil tiberall Nebel ist. Man
kann also nicht einfach ins Tal sehen und sofort sagen wo die geringsten Kosten sind und der Fehler
null ist. Mathematisch hei}t das, dass man nicht sofort springen kann, sondern updates machen
muss und sich schrittweise antastet. Man nimmt also den Gewichtsvektor w und subtrahiert den
Gradientenvektor. Wenn man den berechnet, zeigt der in Richtung des steilsten Anstiegs. Wenn man
also subtrahiert, geht man in die gegengesetzte Richtung des steilsten Anstiegs. AuBerdem gibt es ein
Gamma, das ist einfach eine Lernrate, also wieder eine Variable, die die Schrittweite bestimmt.

= VVerfahren zum Auffinden
lokaler Minima

* Abgangins Tal im Nebel

= mathematisch:
* Update von W @@—é‘-@
* V] ... Gradientenvektor

T
- (2.2

Berechnung des Gradienten

Quelle: 3Blue1Brown

Zuerst nochmal die Kostenberechnung

Jm == y-w'x
ieF -
VW) = = Xier Vi VW X)) = — Xier Vi X;

e 5 e
e (Wo+wixy + -+ wyxg) 1
é X
- m (W0+W1x1 + -4+ ded) 1
Vo (W %) = | *¥2 = = ¥
s Xp
_m (W0+W1xl + e + ded)_
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Man geht liber alle falschklassifizierten Trainingpunkte und rechnet Ground Truth mal Skalarprodukt
des Gewichtsvektors mal Trainingspunkt und all das mal -1. Das Ganze wird jetzt differenziert, partiell
abgeleitet nach w0 und wi1. (man hat ja hier zwei Dimensionen)

Damit bekommt man dann den Ausdruck:
Z ier Vi Xi
- —_—
Wen die Herleitung interessiert, der kann sich die Formel unten geben.

Gradient Decent

@: —VwQier Vi -» 1) =(— Xie yni_'_xn

| Gradlent Descent 1 \ Stochastic Gradient Descent (SGD) |
’ =) 4 T
Initialisiere w und y \\ [ Initialisiere w und y Y
do :: do
:: fori=1to N
:: if w(x;y)<0 (&i€F)
wew-—vyV,J l w <« w+yx;y; (Update)
:: end if
i, end for
until = alle x; richtig :" until - alle x; richtig
* Klassifiziert /" Klassifiziert 4

Am Anfang initialisiert man den Gewichtsvektor und die Lernrate. Dann macht man immer wieder
Updates und das eben mit dem Gradienten der Kostenfunktion mal Lernrate mit dem negativen
Vorzeichen um eben abwarts zu gehen.

Es gibt noch die Stochastic Gradient Decent. Die braucht man, wenn die Berechnung des Gradienten
sehr aufwandig ist. In diesem Fall braucht man die Stochastic Gradient Decent. Man iteriert einzeln
liber jeden Trainingsdatenpunkt und evaluiert fiir jeden, ob das Skalarprodukt von
Trainingsdatenpunkt mal Klassenlabel <= 0 ist und wenn das so ist, braucht man ein Update. Das
macht man fir jeden Punkt, bist man alle richtig klassifiziert hat. Das ist in Wahrheit einfach ein
Perceptron. Der Stochastic Gradient Decent ist meist schneller als der normale.

Stochastic Gradient Decent SGD

Beispiel:
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J(-10,00)=20

2
6 ' @ I | h
— W =[-1.0,0.0] RN
I I I boundary | \ \
2 ; mlssclassiﬁeq by w 1
4 1 ) [S—
3 £ £ 0
o ’ B
.‘\_‘ 4
k% & s S :
S
1 S =
-2 -
0 -2 -1 0 2
Wao
-1 _
T ([TTTTTTi
0 10
-2 t T
2 C 1 2 3 4

xa —

Man bewegt sich im Parameterraum an die neue Stelle und hat kleinere Kosten als vorher. (Vorher
jetzt nicht gezeigt). Der Abstand der falsch klassifizierten Punkten zur Trennebene ist der Fehler. Also
muss wieder ein neuer Gradient berechnet werden.

J(-05,15)=1.0

2
6 T T T A \\ \
— W =[-0515] \ \
P I . - munda[y [ ‘”"' \
2 3 missclassified by w 1 :
4
3 £0 S
\‘\\ /
2 S
-1 —
LN " I S =
.......... -2 S
O 1" -2 -1 0 1 2
......... Wao
-1
DT TTTTTT
0 5 10
""2 T
2 0 2 3 4

Xa —

Die Kosten wurden wieder verringert, aber man braucht nochmal ein Update.
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J(-10,10)=0.0

X
— W =[-1.0,1.0]
..... boundary
5 7 2 3 missclassified by w 1

4 {— —

xX1
~

I I
0 5

10

wH-
s

-2 -1 0 1 2

Xa Towwy

Jetzt hat man die Kosten von 0, aber der eine Trainingsdatenpunkt ist genau auf der
Entscheidungsgrenze und das darf nicht sein. Deswegen konvergiert der Perceptron nicht.

Man klassifiziert noch ein paar Mal falsch...

J(-15,1.0)=0.0

— W =[-1510)
o boundary | &
I missclassified by w [F b
£ e i
. :
3 £0 =
:\T\
Ul ., —
! \" — S
‘."‘ -2 == =
0 5 e -2 -1 0 2
< Wo
=Y 1B .;"
IERITITT T
, 0 5 10
2 a o 2 3 4

Xa

Man hat da final einen Gewichtsvektor mit Kosten 0. Mit diesem Ergebnis kann man jetzt auf
Testdaten die man noch nicht kennt klassifizieren.

Zusammengefasst:
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Perceptron Zusamenfassung
am Beispiel (2-Klassen, 3 Merkmale)

1 1 1
ry1 I21 .. IN
ry2 T22 ... IN,2
I1.3 2.3 S N3

o = sgn(g(x)) =sgn(w’X) -
X =

WT:[wO w; W ’LU3] [gl [P gN]

sgn
o1 0 ... oy ]

y=[+1 —1 ... +1]

JD == yi.g,
i€

V) == yix

Die orangen Boxen sind die Trainingsdaten, sie sind normalisiert.

. mit w missklassifizierte Trainingspunkte

Die zweite orangene Box sind die GT labels.

Man hat mit Hilfe des Optimierungsverfahren den Gewichtsvektor berechnet. Bei der Multiplikation
des transponierten Gewichtsvektors und der Matrix x erhalt man fir jeden Trainingsdatenpunkt das
Ergebnis der Diskriminatenfunktion. Namlich jeweils die g der Datenpunkte. Wirft man diese Werte
in eine Signumfunktion, erhalt man jeweils immer 1 oder -1. Man hat dann mit der Kostenfunktion
links unten die Moglichkeit zu bewerten wie gut der Gewichtsvektor ist. Da steht mal gi, das ist
einfach das Skalarprodukt des Gewichtsvektors mit dem Trainingsdatenpunkt. Daraus lasst sich ein
Gradient berechnen sodass man zu einem lokalen Minimum kommt. Dafiir braucht man die Formel
ganz links unten.

Logistische Regression
Ist ein komplexerer Algorithmus und wir schauen wie da die Optimierung funktioniert.

Wir betrachten es erneut als Optimierungsproblem.
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@ — 0o(wo + w1x)

Man hat zwei Variablen. w0 das ist die Verschiebung nach links und rechts und w1 ist die Steigung.
Diese zwei Parameter werden also optimiert.

Man macht auch hier wieder zwei Lossfunktionen.

for target class y = 0 : Loss(@) = —In(1 —/@) = —(1 — ) In(1 —[@)
for target class y =1 : Loss(@) = —Ilne = —ylno

valid for both classes : Loss(e) = —yIne — (1 — y)In(1 — 0)

Das o ist dabei das o(x) in der Funktion.

Loss functions

— =in (1 -0) |
4 1 =In o /
I|II
3 E
g
- 2 4
1 4 |
fﬂ"’ﬂﬁf
_._'__'_‘_,_.--""'_F
_-—'—'_'-._'_F
0 {1t
00 05 10
S -]

Hier hat man Loss gegen Output der Funktion (unten sollte o stehen)

Wenn man sich fir einen gewissen Trainingsdatenpunkt anschaut, der auf x 2 liegt und auf einer
Ebene mit allen anderen Blauen, so wére der richtige Wert fir ihn 0. Man bekame aber in der
Funktion ungefahr 0.1. Das ist relativ knapp, daher ist der Loss nicht grol8 und der Punkt ware in der
Loss function sehr weit links in der blauen Kurve.

Man kann auch hier wieder eine Formel machen, die fir beide Loss functions stimmt, das ist die
dritte Formel. Man hat nur die GT reingezogen. Die kombinierte Schreibweise bezeichnet man als
binary cross entropy. Wenn man die Losses aufsummiert, hat man den Output der Kostenfunktion.
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Zusammenfassung

_ _ P < : i _ , - . -,
1 1 1
331,1 21 -TN,I
r12 T22 ... IN2
Ir1.3 I23 IN.3

VVT = [’wg wyp wWa w3] [ a’l az —r aN]
: o
1+ exp(—a) o=[0o, 0 ... oy |

G=[+1 0 ... +1]

N
@= = Z In(o,) + (1 — y,) In(1 — 0,)
n=1

Selbes Beispiel wie beim Perceptron.

o=o(a(x)) =c(w'X)
X —

o(a)

o ist der Output. Der ergibt sich aus der Sigmoidfunktion mit Input a(x). a(x) ist die
Aktivierungsfunktion, das ist das, was beim Perceptron die Diskriminantenfunktion war, das ist
einfach der Gewichtsvektor transponiert mal Trainignsdatenmatrix.

Man hat wieder homogenisierte Trainingsdaten und einen Gewichtsvektor (Aus dem
Optimierungsverfahren das noch besprochen wird). Wenn man den Gewichtsvektor transponiert und
mit dem Trainingsdatenset multipliziert, bekommt man das a(x). Diese Werte aus a(x) steckt man
dann in die Sigmoidfunktion und damit bekommt man dann outputwerte o(x) flir jeden
Trainingsdatenpunkt. Die GT Daten sind hier 1 und 0 und nicht 1 und -1. Das liegt daran, dass man
von target Wahrscheinlichkeiten spricht.

Die Kostenfunktion ist dabei dann Die Summe Uber alle Trainingsdatenpunkte. (Diesmal Gber alle,
nicht nur die missqualifizierten!) Man summiert da alle Losswerte auf, also nimmt man wieder das
richtige label und rechnet das mal den In(on) (on = Output der Sigmoidfunktion). Summiert man das
alles wieder auf und macht es negativ, entspricht das den Kosten fiir den Status des aktuellen
Gewichtsvektors. Das sagt dann aus, wie gut der Gewichtsvektor ist. Um sich jetzt zu einem besseren
Gewichtsvektor zu bewegen, braucht man wieder einen Gradienten. Der ermittelt sich wieder aus:

(bin.) Crus‘:

N
= + Z(r{ - Vi )-Xp
R i

v

(Das bin cross is no von der vorigen Formel...)

Man hat also die Summe (iber alle Trainingsdatenpunkte und rechnet dabei die Differenz zwischen
On und yn mal Trainingsdatenpunkt selbst. Im Vergleich zum Perceptron hat man diesmal auch
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dieses on dabei. Man kann sich dann wieder entgegen diesen Gradienten ins Tal runter bewegen, wo
der Loss moglichst klein ist.

Mulitclass Logistische Regression

Multiclass-Logistische Regression

(X=3-Klassen, 3 Merkmale) [t 1 .. 1

q 31 T21 ... IN

0 =S(a(x)) =S(W'X) \5’— Ti2 T22 ... ZIN2
13 223 ... ZIN3

wio Wi Wi2 W13 ap1 a2y ... AN

= |w2,0 W21 W22 W23 l1,2 A22 ... QN2
W30 W31 W32 W334C|A1,3 A23 ... OGN3]
Softm -

“ v 011 021 ... OnN]

S\ | = X, explar) 02 ;
as 0 — 01,2 02,2 0N,2
013 023 ... ON3 |
.4 O0<or<1
Dk O0k =

01

k=1.K

Man produziert fir jeden Input einen Vektor als output, der einem die Wahrscheinlichkeit fiir alle
Klassen aufschlisselt. HeiRt der Output ist gesamt jetzt eine Matrix. Man hat bei O= diesmal ein S.
(Dazu spater mehr). Man bekommt fiir jede Klasse einen Aktivierungswert flr jeden
Trainingsdatenpunkt. Die Outputs kann man dann interpretieren als Position in diesem Dreieck. Das
ist ein ?probabalistic symplex? — Die S Funktion (Soft-max Funktion) ist der Ersatz fiir die
Sigmoidfunktion und die mapt die Aktivierungswerte dann auf dieses Dreieck. Die Summe (iber alle
Outputwahrscheinlichkeiten muss 1 ergeben und jede ist groBer 0 und kleiner 1.

Optimierung

Fir die Optimierung braucht man noch die GT. Die Kosten bekommt man mit:

N K
JN == yeuInos,

n=1 k=1

Man iteriert nicht nur iber die Trainignsdaten, sondern auch Gber die Klassen.

Der Gradient wird dann errechnet mit:

N
Vwk JW) =+ (Okn — )- Xn

n=1
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Neuronale Netze

Dabei betrachtet man das Perceptron als Neuron. Mit folgendem Perceptron kann man ein UND

l6sen:

1 J
0 x T =Z+_|_—-1.()
\
¥

-15+1x1+1x0=-0.5

Das Kastl is das Neuron, da werden die Infos die an den Synapsen liegen zuerst summiert mit jeweils
Gewicht mal Merkmal, dann gesigmoided und das gibt dann einen Wert zurlick der -1 oder 1 ist. 1

hier nur wenn das insgesamt 1 ist.

d
WH: Signumfunktion: o(x) = sgn Z wix;
=0
Perceptron ist eine gute Annahrung an ein biologisches Neuron:

Aktivierungsfunktion
euron”

Z e J_ — - 0(Xx)

/ £ A
X1 / | [ '\\
“Synapse”
. Wy sl = { 1 fallsz=0

d -1 fallsz<0

—Tew

Z ist die Summe von Gewicht mal Merkmal.

Ein einstufiges Perceptron kann nur linear separierbare Mengen,
d.h. Mengen die durch eine Hyperebene trennbar sind, fehler- —
frei klassifizieren.

o mm mm mm Em Em EE EE EE EE R EE W EE R R EE EE EE MR EE EE EE EE R EE EE W R S W EE W R O W EE E

Ein bisschen Geschichte ...
1969: M.L. Minsky und S.A. Papert zeigen unter anderem diesen
Nachteil in ihrem Buch mit dem Titel ,,Perceptrons” auf. Nach der

Veroffentlichung dieses Buches war der Enthusiasmus fiir Forschung
auf dem Gebiet der Neuronalen Netze fiir etwa 15 Jahre gedampft.

Ein Perceptron ist ein einstufiges Perceptron. Es kann nur linear separierbare Mengen fehlerfrei

klassifizieren.
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Beispiel UND grafisch

Wir wissen hier, dass es linear separierbar ist.

:$ =
0 R |
1

®

X2

0 1
1 0
1 1

XOR

Mit einstufigem Perceptron nicht I6sbar.

B
o

'
0 0 1
— 0 1 1 "
. 0 1
1 1 -1
[ i
0 Xy 1

Hier ist keine Grenze einzeichenbar, die linear ist und die Regionen trennt. Da kommen die
neuronalen Netze ins Spiel. Denn das Perceptron ist:

Nur fir linear separierbare Probleme
Sgn: Ausgabe -1 oder 1, keine Wahrscheinlichkeit

Nur ein Ausgabewert
* Nur flr Bindre (2 Klassen) Klassifikationsprobleme geeignet

Viele Probleme nicht losbar

* z.B XOR tid Bias Einheit N ‘
Aktivierungsfunktion

Xy < Neuron*

J \ ’/
Xy -——‘—Fz_________’ 2

X1 (’. l\\
- .Synapse” )" 1 wemnzz0
) d sgn(:)zl

wd -1 wennz<0
- T

—.(J(X)

=
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Mit einem mehrschichtigen Perceptron bzw. neuronalen Netz geht das aber schon.

Ausgabe: Summe der gewichteten Signale der ,verborgenen” Schicht
b

output k & Ji < o

v, Wki

hidden j ' X;

input i . Ny .

X1 und X2 sind Merkmale. Dann hat man in den folgenden Knoten zwei Neuronen, das ist der hidden
layer, und im output layer auch noch ein Neuron. Auf den Kanten die die Neuronen verbinden hat
man Gewichte liegen. Da heillt man hat die Kanten/Synapsen von den Merkmalen zu den Neuronen
und von den Neuronen dann zum Output auch wieder Synapsen/Kanten mit Gewichten. Der Bias
zeigt, dass man fir jedes Neuron im hidden oder output layer auch noch einen bias hat. Dieses
Netzwerk schafft es eine nicht zusammenhangende Entscheidungsregion zu erschaffen wie da rechts
zu sehen.

Grafisch passiert Folgendes:

[Quelle: Duda et al., 2001]

NN kénnen beliebige Entscheidungsgrenzen modellieren. Solang man keine Obergrneze fiir die
Komplexitdt des Netzwerks festlegt.

[Quelle: Duda et al., 2001]

NN kénnen beliebige
Entscheidungsgrenzen
modellieren

Leider gibt es keine

konkreten Regeln fir die
Anzahl der verborgenen
Einheiten

three layer
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Schichten

verborgene Schichten Ausgabeschicht
(hidden layers) (output layer)

i l l

Eingabeschicht
(input layer)
|

. ... Einheiten

Facts

bestehen aus kiinstlichen Neuronen \
haben mindestens eine verborgene Schicht
sind nicht intelligent

kénnen nicht wirklich denken

konnen begrenzte Mustererkennungsprobleme l6sen

sind nicht zwingend besser als andere Mustererkenn-
ungsalgorithmen

menschliches Gehirn besteht aus 10.000.000.000
Neuronen

x ... Eingabevektor mit N; Eingabeeinheiten (input units)
N; verborgene Einheiten (hidden units) mit Aktivierung v;
N, Ausgabeeinheiten (output units) mit Aktivierung oy
Die Eingabeeinheiten sind bspw. Trainingsvektoren.
Die griinen Kreise sind verborgene Einheiten, die haben einen Aktivierungswert.

Und die Ausgabeeinheiten haben eine Aktivierung.
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Anzahl der Eingabeeinheiten = Anzahl der Elemente des
Merkmalsvektors

Anzahl der verborgenen Einheiten = nicht einfach
festzulegen, Erfahrungswerte oder Experimente

Anzahl der Au veeinheiten = Anzahl der Werte im
Ausgabevektor = Anzahl der Klassen (in den meisten
Fallen)

Bei zwei Klassen hat man nur eine Ausgabeeinheit. Das ware 0 oder 1. Bei mehr als zwei Klassen hat
man so viele Ausgabeeinheiten wie es Klassen gibt.

= Ausgabevektor o besteht aus\NElementen
» 1-of-N Kodierung, z.B.: 0 = [0,0,1,0,0]T = Klasse 3 von
5 ___/____,_/

Die Eingabeeinheiten tun nichts auller Schicken. Die verborgenen Einheiten und Ausgabeeinheiten
sind die Neuronen und die arbeiten dhnlich wie Perceptrons. Man hat allerdings andere
Aktivierungsfunktionen, keine Sigmoidfunktionen, sondern differenzierbare.

Aktivierungsfunktionen

= statt Signumfunktion = differenzierbare, s-férmige
Aktivierungsfunktion

= Sigmoid-Funktion

a{x) =

1+e™*

g(x) = tanh(x) A5

Synapsen und Gewichte

Jede Einheit in einer Schicht ist mit allen Einheiten in den Folgeschichten verbunden. Auf jeder dieser
Kanten liegt ein Gewicht das trainiert werden muss. Die Indizes funktionieren so, dass das Gewicht
wji das Gewicht von Einheit i nach Einheit j ist. Es ist also iwie umgedreht.
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Wen

Bias

Der Bias wird entweder explizit als Bias bezeichnet, oder aber wird zu w0 im Gewichtsvektor. Der
Bias ist dennoch wichtig.

= zusatzliche Einheit: Aktivierung 1, mit allen Einheiten
verbunden

= Bias: je Neuron (Einheiten der verborgenen Schicht und
Ausgabeschicht)

4

/ h

" S-formige
Aktivierungsfunktion

Manchmal gibt es eine zusatzliche Einheit da oben bei der der w0 steht.
Ausgabe berechnen

Wir gehen jetzt davon aus, dass wir die Gewichtsvektoren schon kennen, die Optimierung also schon
abgeschlossen ist.

... wird als ,, Forward Pass” bezeichnet

In unserem Beispiel:

1. Aktivierungswerte der verborgenen Schicht berechnen

Nr. Ni
=9 ijlxi =¥ ') ijlxl 911
=0 i=1
z.B.:
( Wi1X1 + WypXxs + )
v —
1 Wi3X3 + WyaXy — 614
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Man beginnt mit den Einheiten in der verborgenen Schicht. (eigl beim input, aber der gibt nur weiter)
Dazu muss man sich zuerst die Aktivierungswerte in den Einheiten der verborgenen Schicht
anschauen. Man geht tiber alle Elemente des Inputvektors driiber und multipliziert das Gewicht mal
Element des Inputvektors und summiert all das. Rechts ist die Schreibweise wo der Bias separat
drauRen steht. Diese Formel steht dann in bspw. einem Sigmoid drinnen. Der Aktivierungswert von
vl ist unten an einem Beispiel gezeigt. Man nimmt w11, also von der ersten Inputeinheit zur ersten
hidden Einheit:

Plus w12, das ist:

USW...
minus Bias.

Dann folgt die Ausgabeschicht

Aktivierungswerte der Ausgabeschicht berechnen

By N
@=9 Zwkjvj =g Zwkjvj—az;c
Jj=0 j=1

Man summiert wieder liber alle Elemente und rechnet dabei jeweils Gewicht mal Wert von vj. Das g
ist die Aktivierungsfunktion, bspw. eben die Sigmoidfunktion. Der Boas hat 2k dabeistehen, das ist
der Bias des zweiten layers des Netzwerks. k und j(vorige Folie) stehen fir die Layer.

Eine Formel um direkt den Output zu berechnen sieht so aus:
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kann auch direkt berechnet werden

Interpretation

2 Klassen, g = o
= Ausgabewert o liegt im Intervall [0,1]

» Eingabevektor/Merkmalsvektor x gehért zu
~* Klasse 1 wenno < 0,5
~3 Klasse 2 wenn o > 0,5

N > 2Klassen, g = o
= Ausgabevektor o besteht aus Werten vom Intervall [0,1]

®* Merkmalsvektor x gehort zur Klasse mit dem groRten Aktivierungswert
. e ————— ST
in o
* zB..0=[0,1 0,31 0,61]7 « das sind keine Wahrscheinlichkeiten!
\Dafﬁr musste mann ,Softmax” als g einsetzen!

x gehort zur Klasse 3

Beispiel

... Berechnung Forward Pass

Neuronales Netz mit N; = 3 Eingabeeinheiten x;, N; = 2

verborgenen Einheiten v; und N = 1 Ausgabeeinheiten
Og-
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Wi 04; Wy 021
wy; = 0,2 =1 wiy = 0,4 b2, = 0,5
Wiz = 0,6 312 = 0,5 Wi — 0,6
wyz = 0,2
wy, = 0,1
wy, = 0,8
wyz = 0,1

@\
4'@
g)‘@

Das Netzwerk wurde bereits trainiert. Hier die Gewichte. Der Bias 012 ist fiir die zweite Einheit im
zweiten Layer.

Schritt 1: Ermittle die Aktivierungswerte der verborgenen
Schicht fur Eingabevektor x; = 3,x, = 1 und x5 = 2,
wobeig = o

N Wji 01
E W11 = 0,2 911 = 1
vj' =4 Z Wjixi = 91] wyo = 0,6 6, =0,5
i=1 W13 S 0,2
W21 — 0,1
Wao = 0,8
Wogq = 0,1

v, =g(02-34+06-1+02-2—1) =g(0,6)=0,6457
v, =g(0,1-3+08-1+0,1-2—0,5) =g(0,8) = 0,69

Man bekommt als Aktivierungseinheit fir vl 0.6457.

Schritt 2: Ermittle Aktivierungswert der Ausgabeeinheit.

N Wy 0,y
J wy, = 0,4 738 -10.5
O = g Z Wi jVj — Oz iz = 06
j=1
v, = 0,6457
v, = 0,6900

0, = g(0,6457 - 0,4 + 0,6900 - 0,6 — 0,5)
= g(0,1723) = 0,5430
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Bei der Berechnung ist die Reihenfolge bissl vertauscht, da ist zuerst der Aktivierungswert und dann
das Gewicht.

Bei einer Outputeinheit handelt es sich ja um ein Zweiklassenproblem.

Interpretation des Ergebnisses: 0, = 0,5430
* Klasse 1 wenno < 0,5

——

Beispiel Zahlen erkennen

Erkennung der Zahlen von 0 —9

Eingabe: Scann einer Zahl, Grauwertbild
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Design neurales Netz

S 28 x 28 Pixel

verborgene Schicht (15 Neuronen)

Eingabeschicht

784 Einheiten

Ausgabeschicht
10 Einheiten

Quelle: http://neuralnetworksanddeeplearning.com

Flr 28x28 Pixel hat man schon 784 Eingabewerte. Das ware ein riesiger Merkmalsvektor.

Neuron 1 Neuron 2 Neuron 3 Neuron 4

,. "'I.L |

Das erste Neuron feuert, wenn diese Kombi von Grauwerten vorkommt ... und immer so weiter.
Wenn die vier in Kombi feuern, dann kommt ein Nuller raus.

Zwei Terme

Multilayer-Perceptron (MLP): Neuronale Netze werden oft als
MLP bezeichnet. Dieser Name ist aber irrefihrend, da die
Neuronen in einem neuronalen Netz andere Aktivierungs-
funktionen verwenden als das Perceptron.

Backpropagation-Netz nennt man neuronale Netze die mit

dem Backpropagation-Algorithmus trainiert wurden. Dieser
Algorithmus ist ein Uberwachtes Lernverfahren das aus drei
Schritten besteht (mehr dazu im nachsten Abschnitt).
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Training NN
automatische Einstellung der Gewichte (inkl. Biaswerte)
basierend auf Trainingsdaten (Supervised Learning)

Neurale Netze ,lernen” beim Training Probleme zu losen
(Muster zu klassifizieren)

in dieser Vorlesung lernen wir den Backpropagation
Algorithmus kennen ...

Beispiel Back propagation Algorythmus.
Beispiel:
= N; = 4 Eingabeeinheiten

* N; = 3 verborgene Einheiten

= N, = 2 Ausgabeeinheiten
Jede Einheit ist mit jeder anderen in der darauffolgenden Schicht
verbunden. Deshalb gibt es folgende Parameter zu trainieren:

Gewichte zwischen N. - N. N.-N N. N
Schicht 0 und 1 g Nt 1Y kT Ny + Ny

» fur das Beispiel: 43+ 3+2 4+ 3 4+ 2 = 23 Parameter

flr Parameter (Gewichte, Bias) werden Zufallswerte
angenommen

Backpropagation-Algorithmus dandert die Parameter mit
Hilfe eines Trainingsdatensatzes
* Uberwachtes Lernen (Supervised Learning)

Trainingsdatensatz besteht aus:
* N Eingabevektoren x,, und den zugehdrigen
* N Ausgabevektoren t,, (target vectors)
* idealerweise ein moglichst groRer Datensatz
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Folgende Schritte werden wiederholt durchlaufen !
(iterativ) bis das Netz ausreichend trainiert ist =2 der
Fehler klein genug ist:

/1) Forward Pass
2. Bestimmung des Fehlers
3 Backward Pass

" Training lauft Gblicherweise in mehreren Epochen
(Zyklen) ab, wobei eine Epoche bedeutet, dass alle
Eingabevektoren x,, abgearbeitet wurden.

Forward pass:

Fur einen beliebigen Eingabevektor x,, aus dem Trainings-
datensatz wird der Ausgabevektor 0,, ermittelt. Seine Elemente
0;, ergeben sich wie folgt:

N o e e e e e e e e e e e e e e o e e En EE Ee e Em EE e e e e e em e e . -

Fehlerbestimmung:

Der vom neuronalen Netz gelieferte Ausgabevektor 0,, wird
: § . _ &
mit der Zielausgabe t,, verglichen, z.B:

1
JW) =5 lit = 0all% =5 ) (8 — 0,)°

Das Ziel des Trainings ist es J(w) (Sum of Squares Error) zu mini-
\mieren.](w) wird auch als Kostenfunktion bezeichnet.
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Backwardpass:

... hur der Grundgedanke

——————————————————————————————————————————

| Der Backward Pass erfolgt in umgekehrter Reihenfolge wie
. der Forward Pass. Beginnend mit der Ausgabeschicht werden die

| Gewichte/Biaswerte abhangig von ihrem EinfluB auf den Fehler

' verandert.

- Em o Em o Em Em EE Em EE EE EE R EE EE EE EE R EE EE EE EE EE EE EE R EE EE EE EE EE EE Em EE Em e Em Em Em Em

<@

Der aktuelle Status des neuronalen Netzes wird wahrend
des Trainings durch einen Gewichtsvektor w beschrieb-
en. w enthalt:

* alle Gewichte
* und alle Biaswerte =

- . O e W S W W O R W M N O S W e e e W W W W W W e W o W S

* im Beispiel 23 Werte =2

Fragen die man sich stellen muss:

abhangig vom Fehler im Ausgabevektor werden
Gewichte und Biaswerte angepasst

Backpropagation arbeitet vom Output zum Input, z.B.:
* Sollten Werte im Ausgabevektor hoher oder niedriger sein?

* Wie mussten sich die Aktivierungswerte im Hidden-Layer
andern damit Werte im Ausgabevektor sich verbessern?

* Wie muss man dafur die Gewichte und Biaswerte anpassen?
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Korrekturen basierend auf Fehler

Output-Layer:
Ok = (tx — 0p)
AWI(]' — ()‘k * v’

Hidden-Layer:

5}' - Zk((gk' ij)
AW]‘i = 5] * X

T ohne Aktivierungsfunktionen T
V] = (AW“ ...AW14 ...AW34AW11 Ang ...AWzg)T

Man beginnt ganz hinten. Aus Differenz zwischen Targetwert 1 und Outputwert 1 kann man sich das
Delta 1 errechnen. Das wird dann zum Anpassen verwendet. Durch das Deltak mal die
Aktivierungseinheit der Einheit in der verborgenen Schicht, kann fiir jede Synapse ein neues Gewicht
errechnet werden. W23 bspw. errechnet sich aus Delta2 mal Aktivierungswert von v3.

Im hidden layer muss man auch wieder ein Delta berechnen. Das ist die Summe aller
Outputeinheiten und man multipliziert die Deltas mal den Gewichten der Synapsen. Das neue
Gewicht fir die Synapsen zum Input bekommt man jetzt mit dem Delta mal der Aktivierungswerte
der Inputeinheiten.

Output-Layer:

Or = g2(by) - (tx — 0y)

AWI(]' = (Bk . v,-

Hidden-Layer:

5}' — gi(g;) ’ Zk((("!{' ij)

iji = O} 8 xi

g ... z.B.tanh, sigmoid, (oder Identitit = g'= 1)
V] - (AW“ ...AW14 ...AW34AW11 AW13 ...AW23)T

Wenn man die Aktivierungsfunktionen auch noch dazunimmt, muss man noch das gi1(aj) berechnen
bspw. Das ergibt sich aus der Sigmoidfunktion von aj, aj ist dabei einfach das Skalarprodukt von
Gewichtsvektor und Inputvektor. Es werden also jetzt einfach die Aktivierungsfunktionen
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dazugehaut. Dabei sieht man, dass man die erste Ableitung der Sigmoidfunktion an der Stelle bk oder
wo auch immer nimmt.

Gewichtsvektor@}'@ entspricht einer bestimmen

Position auf der , Kostenoberfliche” (iiblicherweise eine
multidimensionale Oberflache)

Lernverfahren veréndert die Gewichte von w,, sodass
W (o) in ein (moglichst globales) Minimum bewegt wird

v

“‘ll

Verwendung eines Gradient-Descent-Verfahrens

Punk@ wird in Richtung des steilsten Abstiegs um

eine vorgegebene Liange (Lernrate) bewegt = dadurch
erhdlt man wq,

\\’“ ||'] \\‘: w
Problem...

Der Erfolg des Gradient-Descent-Verfahrens hangt stark von
den Anfangsgewichten in w,) ab. Es ist nicht sicher, dass das
Lernverfahren das globale Minimum findet.
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Random ,fun“ facts

Da die Gefahr besteht, dass das Backpropagation-Netz die
,Reihenfolge” der Trainingsdaten lernt, sollte die Reihenfolge
in jedem Zyklus verandert werden.

Merkmale liegen oft in unterschiedlichen Einheiten vor
* 2.B.: Meter, Millimeter, Liter, etc.

damit alle Merkmale gleichen Einfluss haben =
Standardisierung (Mittelwert = 0, Varianz = 1)

zusatzlicher Vorteil: Gradient-Descent-Verfahren
konvergieren schneller auf skalierten Merkmalen

Netz mit zu wenig verborgenen Netz mit zu vielen verborgenen
Einheiten kann Trainingsdaten-  Einheiten trainiert zu lange und

satz nicht ausreichend lernen hat schlecht Generalisierungs-
(underfitting). fahigkeit (overfitting)
395¢
S T ® Hunde
] & Kafzen gL " " _Katzen
5385 2 38
3 =
E 38t 2 38}
375 315
37 1 : : : : ' 37 : : - : : -
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Gewicht o o o Gewicht e
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Daumenregel: Anzahl der verborgenen Einheiten = % q@

Ermittlung der geeigneten Anzahl an verborgenen
Einheiten aus Trainings- und Testdaten:

1. Beginne mit einer groRen Anzahl an verborgenen Einheiten
2. Verborgene Einheiten nacheinander entfernen (Pruning)
3. Fehler fur Trainings- und Testdaten messen

... wird oft klein angesetzt

= man will die Gewichte und Biaswerte ,vorsichtig”
verandern und ihren Einfluss auf den Fehler beobachten

= flir viele Probleme ist y = 0,1 geeignet
' Man sollte die Lernrate aber auch nicht zu klein ansetzten, sonst
dauert es sehr lange bis das Gradient-Descent-Verfahren in !
~einem lokalen Minimum konvergiert.

~ —

" Praxis: es wird beim Training von neuronalen Netzen
nicht gewartet bis das Lernverfahren konvergiert

Oft bricht man vorher ab, wenn der Fehler klein genug ist. Einfluss der Lernrate:

J
J 7’<nnp[ N="opt J Nopt <'f7<27)0p1 J 77>2nopf

w w w w*

Figure 6.18: Gradient descent in a one-dimensional quadratic criterion with different
learning rates. If < 7op¢, convergence is assured, but training can be needlessly
slow. If n = 7oy, a single learning step suffices to find the error minimum. If
Nopt < N < 27ope, the system will oscillate but nevertheless converge, but training is
needlessly slow. If n > 2nopt, the system diverges.
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Vorteile:

einfacher Trainingsalgorithmus

ermoglicht Implementierung komplexer
Entscheidungsgrenzen

schnelle Hardwareimplementierung moglich =2
Parallelisierung

Nachteile:
' Training kann langwierig sein (falsch gewahlte Lernrate, etc.)

' Training bendtigt viele Parameter die teilweise schwer
wahlbar sind
* Anzahl der Schichten
* Anzahl der verborgenen Einheiten
* Lernrate

' Neurale Netze mit vielen verborgenen Einheiten neigen zum
»Overfitting”
* um dem entgegen zu wirken, sollte der Trainingsdatensatz groR sein

,,Black-Box“
* es ist schwierig nachzuvollziehen wie ein Netz ein Problem |6st
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8. Markov Modelle

Markov Modelle ermoglichen die Klassifikation von Mustern di aus einer Sequenz von ,,Sub-Mustern“
bestehen. Es geht also um Muster die sich zeitlich verdndern.

Beispiel: Angenommen das Wetter eines Tages kann als
sonnig (S), bewolkt (W) oder verregnet (R) beschrieben
werden.

» typische Sommerwoche: S-S-S-W-S-S5-S :©—

= typische Woche im April: R-R-W-R-R-W-R”, "
|

» jede Woche wird durch Sequenz von Symbolen 4% ¢

(Sub-Muster oder ,,States”) beschrieben

= zwischen jeweils zwei aufeinander folgenden Symboler
gibt es einen Ubergang (,, Transition®)

» Ubergange haben eine Wahrscheinlichkeit

* 2.B. Ubergang von W = S ist wahrscheinlicher im Sommer,
Ubergang W = R ist wahrscheinlicher im April
Mit Markovmodellen lassen sich Prognosen machen. Man sieht sich eine Entwicklung an und

versucht neue States abzuschatzen. Markovmodelle schatzen allerdings nur anhand von naher
Vergangenheit und beziehen nicht alle States an.

Grundlagen

Ziel: Schatze wie das Wetter morgen sein wird

e, S
basierend auf der Beobachtung des Wetters
der Vortage.

Annahmen:

* Vereinfachtes Modell > Wetter hélt ganzen Tag an

d.h. andert sich nicht von sonnig auf wolkig

*» Vereinfachte Statistik 2 Wetter des aktuellen Tages
W,, hangt vom Wetter der vorherigen Tage w,,_1, Wy,_>, ... ab

d.h. man sammelt Daten tUber P(w,,|W,,_1, Wy 2, -.., W1)

Wir machen hier ein sehr vereinfachtes Beispiel.
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Wenn wir das Wetter der letzten drei Tage kennen:
{sonnig, sonnig, bewdolkt}, dann drickt sich die Wahr- ‘
scheinlichkeit fir Regen am morgigen Tag als

P(w, = R|lw; =W,w, =5,w; =S§) aus.

Problem: Umso gréRer n (Anzahl der Tage), umso mehr
. Informationen (Trainingsdaten) muss man sammeln.

\ -

Firn = 5 wiren das 3° = 243 Fille!

Weil das natiirlich extrem viele Falle sind, muss man eine Form der Approximation anwenden. Hier

kommt die Markov Annahme ins Spiel.

" Markov Annahme (1. Ordnung): _

P Wnlwn—lrwn—Z: ---JW1) P(Wnlwn—l)

Wahrscheinlichkeit von w,, hangt nur von der Beobachtung
Wy, _,ab. Folglich: Bei einer Markov Annahme 2. Ordnung

‘ beriicksichtigt man w),_;und w;,_;.

Diese Annahme hat einen groRen Einfluss auf die nétigen Trainings-
daten (Falle). Bei einer Markov Annahme 1. Ordnung braucht man

nur 32 = 9 Fille beriicksichtigen.
Man schaut sich also nur ein paar Tage an.

In unserem Beispiel haben wir eine Markov Annahme erster Ordnung, wir schauen also nur das

Wetter von heute an um das fiir morgen zu schatzen.

Wahrscheinlichkeiten flir das morgige Wetter basierend
auf dem heutigen Wetter P(Wyorgen|WHeute):

morgiges Wetter

—

Sonnig (S) 0,8 0,05 0,15

e Verregnet () |
Wetter 0,2 0,6 0,2
Bewolkt (W) 0,2 0,3 0.5

ir Die obige Tabelle zeigt die sogenannte ,Ubergangsmatrix” =
{ (State Transition Matrix).

Man sieht, dass es 9 mogliche Falle gibt. Heute sonnig auf morgen sonnig bspw. is 0.8
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.. aus den Wahrscheinlichkeiten
der Tabelle ergibt sich einem
Markov Modell 1. Ordnung

.. ein probabilistischer
endlicher Automat

Verregnet

morgiges Wetter
ig w
. Sonnig (S) 0,8 0,05 0,15
heutiges 02 06 02
Wetter
0,2 0,3 0,5

Man kann das als Automat darstellen.

Man man dann so einen Automaten oder ein Ubergangmodell, weil man ein Training gemacht hat,
kann man mit dem Modell Schatzungen machen.

.. Fragen an den Wetter-Frosch

Angenommen heute ist eg o) Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es morgen sonnig bleibt und
am Tag danach regnet? P(w, = S,w3; = R|lw; = §5)?

o e -

I’ Normalerweise gibt es in Markov Modellen
1 auch Wahrscheinlichkeiten fiir den ,Start-
: Status”, (In diesen Bsp. Ist das einfach 1.) A Verregnet

________________________ -
Foe
Updated: 6.1.2021 © Nicole M. Artner, Jifi Hladuvka §

P(Wz S|W1:S)_
0,05-0,8 =0,04

Das ist einfach das Multiplizieren bedingter Wahrscheinlichkeiten. Man kann das auch als Trellis-
Diagramm darstellen.
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Trellis-Diagramm

Pws=R|wy;=8)- Pwa=5 |wy =8) =0,05-0,8 = 0,04

= @0 0 O
Z o)
0--.0-~9
—
0,8
Tl TZ T3

Hier sieht man auch die Start Wahrscheinlichkeit. Die ist in unserem Beispiel immer 1.0. Man kann
auch etwas komplexere Fragen stellen:

Angenommen heute ist es hewdlkt. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass es i » regnet?

P(w;= Rlu)?

Hierflr gibt es drei mogliche

Sequenzen:
1. {WW,R}
2. {W,R,R}
3. {W,S,R}

P(ws=R|w,=W)

o
="
o ‘o

4} Ty T3

O
S
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P(w3=R|w, = W) =
P(wy= Rlw, = W)P(w,= Wiw, = W)+ [WWR}

P(w3= R|w, = R)P(w,= R|w; = W) + {W,R,R}

P(wz= R|lw, = S)P(wy= S|w; = W) = {W,S,R}
0,3:05+0,6+03+0,0502 =034 ()

Man nimmt alle Wege her und addiert diese auf.

Hidden Markov Models

Bei einem HMM kann man nicht direkt den Status einsehen, sondern hat nur hints. Beim Beispiel
Wetter bspw. ist die Information dann nicht direkt das Wetter, sondern bspw. die An- oder
Abwesenheit eines Schirms.

Angenommen man wird in einen Raum ohne Fenster eingeschlossen und
man wird nach dem Wetter draufSsen befragt. Der einzige Hinweis den man
hat, ist die An- oder Abwesenheit eines Regenschirms bei der Person die
tdglich das Essen bringt.

Schirm (True) | Schirm (False)
Sonnig (S) 0,1 0,9
+ 0,8 0,2
0,3 0,7

i
© Nicole M. Artner, Jifi HladGvka §

Wahrscheinlichkeit fur ,Wetter-Sequenz” im Markov Modell (,,States” sind
sichtbar):

" In HMM ist es nicht méglich das Wetter (,,States”) zu beobachten, )
deshalb bendétigt man das Bayes-Theorem:

P(uq, ..., Uy |Wyq, e, W )P(Wy, ..., W,,)
P(Wl' ""Wﬂlull ---aun) = i : TI.I 1 L 1 n

P(uq, ..., uy)
U; ... ist ,wahr” (T) wenn Besucher Schirm dabei hat, sonst ,falsch” (F)
P(wy, ...,w,) ... wie beim Markov Modell | |\, 7 (w;|w,_,)

I
I
I
|
I
|
|
I
I
I
I
|

P(u4, ...,u,) ... Prior fir eine bestimmte Schirm-Sequenz
. P(uq, o, Uy |Wyq, ..., w,,) ...schdtzt man als []j=, P (u;|w;) :

N

Wo man beim Markovmodell noch ein Produkt der Wslkten gebildet hat, muss man beim HMM ein
Bayes-Theorem machen. Rechts oben im Zahler Prior einer Wettersequenz.
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Links oben die bedingte Wslkt. fiir eine Schirmsequenz unter einer Wetter Sequenz - Dabei schatzt
man einfach aus dem Produkt der bedingten Wslktn. das ist die Tabelle von vorher.

Unter dem Bruchstrich der Prior fiir eine Schirmsequenz.
Beispiel:

Annahme Schirm-Prior: P(u =T) = P(u=F) = 0,5 v
4

Angenommen

= am 1. Tag an dem man eingeschlossen wurde, war es

* am 2. Tag bringt der Besucher einen@nit.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass es am 2. Tag regnet?

Also Bedingte Wslkt. dass es am zweiten Tag regnet, wenn es am ersten sonnig war und am zweiten
ein Schirm da war.

P(w, = Rlw; =S,u, =T) =

Gr — i _
P(u, =T|w, = R)P(w, =R|lw; =S5) 08-0,05
P(u, =T) 05

= 0,08

Links oben also Die Wslkt., dass es Regnet, wenn ein Schirm da ist. Das ist aus der Tabelle oben 0.8.
Rechts oben kommt dann die Wslkt. dass auf Sonnig Regen folgt.
Unten einfach der Prior 0.5.

Als Diagramm:
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Weiteres Beispiel:

Annahme Schirm-Prior: P(u =T) = P(u=F) =0,5

Angenommen

= am 1. Tag an dem man eingeschlossen wurde, war es E@
* am 2. Tag bringt der Besucher ein_e@@nit
= am 3. aber nicht.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass es am 3. Tag bewdlkt ist?

Da gibt es wieder mehrere Moglichkeiten.

1. {SWW}
2. {SRW}
3. {S.SW}

Man muss also die Wslktn wieder aufaddieren.

P(w =Wm = o
(ws lwy =S, u, 3 QW L
P(uz = Flwg = W)P(u, = T|wp, = W)P(ws = Wlw, = W)P(w, = W|w; = S) N

P(uz = F)P(u; =T)

P(uz = Flwz = W)P(u, = T|lw, = R)P(w3 = W|W2 =R)P(w, = R|W1 =S5) +
P(uz =F)P(u; =T)

P(uz = Flwg = W)P(u, = T|lw, = S)P(w3 = W|w, = S)P(w, = S|lw; =8)
P(uz = F)P(u; =T) -

07-03-05-0,15 N 0,7-0,8-0,2-0,05 N 07-01-0,15-0,8
0,5-0,5 0,5-0,5 0,5:0,5

Schirm (True) Schirm (False)
Sonnig (S) 01 0,9
ﬁb 0,8 0,2
Updated: 6.1.2021 03 0,7

Endergebnis ist 0.119

Das Diagramm dazu:
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Training von HMM

Hier geht es jetzt darum die Werte in der Ubergangsmatrix zu berechnen.

,States” (Sub-Muster) sind versteckt (nicht beobachtbar)

Beobachtungen die auf die versteckten Sub-Muster
schlieBen lassen kénnen verrauscht sein

Trainingsdaten sind ,,Beobachtungssequenzen”

meistens ist die Sequenz der Sub-Muster (States) flir
jede Klasse im vorhinein bekannt

* z.B.: Buchstabensequenzen von Wortern

Beim Training weill man wie viele States es gibt. AuRerdem weilR man die Anzahl der moglichen
Beobachtungen, also bspw. beim Schirm Ture/False. Und man kennt die Lénge der
Beobachtungssequenz, also beim Beispiel vorher die Tage.

N ... Anzahl der ,States” (Sub-Muster) im Model

= Wetterstatus: sonnig, verregnet und bewolkt E E i
= Zeilen der Zahlenmatrix/Binarbild (siehe rechts) alola

M ... Anzahl der moglichen Beobachtungen (Ausprigungen)
= Schirm: ,True” oder , False”

= Zahlen: {000}, {001}, {100}, {010}, {101}, {011}, {110}, {111},

L ... Lange der Beobachtungssequenz

= Anzahl der Beobachtungen
"0 =(04,0y..,0)
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... mit Hilfe der Trainingsdaten wird ein HMM@z (A,B,m)
je Klasse ermittelt

__________________________________________

' Ubergangsmatrix (State Transition Matrix): =
|
: A= [aij]iaij = P(St+1 = JjIS: = 1)
|
|
|
\

Wabhrscheinlichkeit fir den Ubergang von State i zu
_State j zum Zeitpunkt ¢.

__________________________________________

A ist die Matrix von vorher. Man hat Elemente aij und die sagen einem wie wsl der Ubergang von
einem Sate zum andern ist.

Beobachtungswahrscheinlichkeit (Observation Probability): =
bj(k) =P(O, =k|S; =j),1<k<M

Wahrscheinlichkeit die Beobachtung k zum Zeitpunkt t zu machen,
wenn der ,State” j eingetreten ist.

B ist die Wslk. die Beobachtung k zum Zeitpunkt t zu machen. Ot ist die Beobachtung zu Zeit t. Also
bspw. Regenschirm sehen bei Regen.

Anfangs-State-Wahrscheinlichkeit (Initial State Probability):
m; =P(S;, =i),1<i<N

Wahrscheinlichkeit das Sequenz mit State i beginnt.

Das ist diese Wslkt. die bisher immer 1 war. Also wie wsl. ist es, dass es am Anfang sonnig ist bspw..

Beispiel:
3x3 Muster flir Zahlen 1 und 7 olo B
jede Zeile im Muster ist ein ,State” olo]|1
{001} ist State S; und {111} ist State S, ojops
1
Zahl 1: S, 51, 5, Zahl 7: S3, 51, 51 0|01
1
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Man hat Bindrmuster. Wenn 0 weild ist und 1 schwarz, ergibt das ca. Zahlen. Jede Zeile in diesem 3x3
Ding entspricht einem Muster. Bei der zweiten Zahl geht man von state2 zu statel dann nochmal zu
statel.

Trainingsdaten fir Zahl ,,1“ mit Noise

0|1 101 0|11 0|00
0|1 1 1

1 1 1 1

0|0 0 0 0101

0 0
0|1 0 1 0|1

1 1 1 1
1 1 1

0|1 1 1 0

Man hat hier 4x3 Muster fir die Zahl 1.

Trainingsdaten fur Zahl ,, 7 mit Noise

11 0111 1(0(1 1(1(0
0|1
0|1 1 1 1
1|1 11 1|1 1(1(1
1 0
1] |0 1 01
1 1 1 1
1/ |0 1 0|1
1 0
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Man fihrt dann ein Clustering durch, um diese States mit Noise states zuzuordenen, die tatsachlich
moglich sind.

12 Trainingsmuster
* je 3 Beobachtungen O
* ein Trainingsmuster ist eine Sequenz O = (0, 0,, 03)
* 36 Beobachtungen von zwei moglichen ,States” 5, und 5,

23 mogliche Beobachtungen: OK.
2%% mogliche Beobachtungen, wenn Zeilen 64 Pixel sind!

2 Cluster
* Reprasentant von Cluster 1: {0,0,1} = §,
* Reprasentant von Cluster 2: {1,1,1} = S,

Die Klassen sind 1 und 7, man hat 12 Trainingsmuster fir die Klassen. Jedes Trainingsmuster besteht
aus 3 Beobachtungen. Eine Beobachtung ist dabei eine Zeile. Heil3t es gibt 36 Beobachtungen fiir jeds
Trainingsset.

Man wahlt dann je Cluster einen Reprasentanten. Man ordnet dann 1 oder zwei alle 36
Beobachtungen zu.

-~

I - P |
| 1. Clustering der Trainingsdaten: ®)
@

= jede Beobachtung O wird einem Cluster zugeordnet
= abhdngig von der Distan2)zu den jeweiligen Reprdsentanten
im Beispiel, fur Klasse ,1":

= Hamming-Distanz: zahlt die nicht Gbereinstimmenden Bits

= 30/36 Beobachtungen ({0,0,1} und {0,0,0}) werden Cluster 1
zugeordnet

= 6/36 Beobachtungen ({0,1,1} und {1,0,1}) sind von beiden Clustern
gleich weit entfernt - werden in diesem Beispiel Cluster 2
zugewiesen

Man benutzt also Hemmingdistanzen.

d.(,001) | dy(,111)
1

N|WIRLr|IN|RFPR|IN|]O
D =R |INR|ININW
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Cluster 1: 30 Falle, Cluster 2: 6 Falle

Hier nochmal alle 36 Beobachtungen mit den entsprechenden Clustern.

Jetzt sucht man die Parameter des HMM. Als erstes die Anfangsstatewslkt.

Berechnung der Parameter des HMM fir Zahl ,, 1

T e e e e e e e e e e e e e e e = == ~

| 2. Anfangs-State-Wahrscheinlichkeit: oy

&

_ Anzahl der Fille in denen 0y dem Cluster i zugeordnet wird
Gesamtanzahl der Muster

Man schaut sich dabei die erste Zeile an und schaut wie oft diese einem state zugewiesen wird und
dividiert das durch die Gesamtzahl der Muster.

dann errechnet man die Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Pa

| 3. Ubergangsmatrix: fox ey

_ Anzahl der Fille in denen O, in Cluster i liegt und O, in Cluster j
W= Anzahl der Fille in denen O, in Cluster i liegt

[y

g ==Y
11 =5, =5 @127
1

o _ 4
21_4_




Konstantin Lackner 05.02.2021

Man schaut also die Anzahl der Falle Zeile pro Zeile an und schaut wie oft man von 1 zu 1 wechselt,
von1zu2,von2zu?2undvon?2zul.

C...C. Berechnung von 24 Ubergénge:
C Q

¢ C _16_4 4 _1
C < @_@_5 12730 5
T
C

Dabei dividiert man dann durch die Anzahl der Félle insgesamt, in denen man bei dem Fall beginnt.
Sprich wie hier abgebildet alle wo man bei 1 beginnt fallen da rein. Man dividiert also die Falle wo
man bei 1 bleibt durch die, wo man bei 1 beginnt.

Py

e =)

Beobachtungswslkt. — Wie wahrscheinlich ist es eine Beobachtung fiir einen State zu machen.

| 4. Beobachtungswahrscheinlichkeit
: . Berechne die Distanzen (Hamming) d4, d>, ..., dy
zwischen ,Beobachtungsvektor” k und jedem der N_,States".

|
|
: d
|
|

bi(k) =1 maximal mégliche Distanz

\ Schritt 2: Normalisieren der Distanzen, sodass 2jbi(k) =1.

Oben sieht man nur eine von vielen Méglichkeit
bj(k) = P(O, = k|S; = j),1 = k = M zu ermitteln.

dy(,001) | dyf.,111) | 4 & Voo | ba0)
- i 3
000 1 3 2/3 0 1 0
001 0 2 1 1/3 3/4 1/4
010 2 2 1/3 1/3 1/2 1/2
011 1 1 2/3 2/3 1/2 1/2
100 2 2 1/3 1/3 1/2 1/2
101 il 1 2/3 2/3 1/2 1/2
110 3 1 0 2/3 0 1
111 2 0 1/3 1 1/4 3/4
Ergebnis des Trainings:
HMM fiir Klasse ,,1: 1, ={m, A, B}
= 15y
my = 1/6 b:() | bl
="/ 4 i 000 | 1 0
= (Z; = ( /s /5) 001 | 3/4 1/4
r 0 010 | 172 1/2
) o11 | 1/2 1/2
HMM fiir Klasse ,,7“: A ={m, 4, B} a0 | 1z 2
w; =0 101 | 172 1/2
m, =1 110 0 1
4 1
A= (au alz) _ ( /5 /5) 111 | 1/4 3/4
a,; Qa:
21 22 6/7 1/7
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Klassifikation

Man hat ein Muster, das aus einer Sequenz aus Beobachtungen besteht. Man kann dann eine
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ein Muster unter einem HMM berechnen.

" Zur Klassifikation wird die Wahrscheinlichkeit jedes HMMs fiir ein |

Muster m = (my, ..., m; ) ermittelt:

P(m|Ad) =m-b(my)-a-b(m,) - ..
7 ... Anfangs-State-Wahrscheinlichkeit fir m,

b ... Beobachtungswahrscheinlichkeit

~a-b(mp)

a ... Ubergangswahrscheinlichkeit (State Transition)

e e e e e e e e e S e e e e e e e S e e e e e e e e e e

Wabhrscheinlichkeiten (Anfangs-State, Beobachtung, Ubergang) werden abhiangig

von der Distanz zu Cluster 1 und 2 ausgewahlt.

Beispiel:

Klassifikation: Muster

P(m|A,) = (001) - a (001) - a (001)
P(m|2,) 1 S A s u

M) =8 4’5 454~ g
PP LR L2

M) =0 s 2’54~

‘ .
| Wahrscheinlichkeiten (Anfangs-State, Beobachtung, Ubergang) werden abhangig

I von der Distanz zu Cluster 1 und 2 ausgewahlt.
\

Man bekommt ein Muster m. Man berechnet die bedingte Wslk. fir jedes HMM fir jedes Muster.
Die Anfangsstatewslk. 5/6 entsteht weil man sich die Hemmingdistanz der ersten Zeile zu den beiden
States anschaut. Fiir die zweite Moglichkeit ist schon die Anfangsstatewslk. 0, weil man im Training
die Beobachtung 001 fir 7 nie vorgekommen ist. Deswegen ist die Anfangsstatewslk. 0.

Beispiel 2:
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° ° ° 0|01
Klassifikation: Muster oo
1101
m = (001,001,101)
P(m|1,) = m, + b;(001) + a4, * b, (001) - a4, * b,(101)
P A 534’311—00375 gi
(m| 1)_615155_ E o1
34311
P(m|l7)=0'z'§'z'§'§=0

——

I Wahrschelnllchkelten (Anfangs-State, Beobachtung, Ubergang) werden abhangig =
' von der Distanz zu Cluster 1 und 2 ausgewahlt. ';}

e R R R R R R R T N R R RN S IR SR m oS

Man sieht hier, dass das letzte Muster eigl. State 2 zugeordnet ist. Deswegen hat man einmal eine
nadere Ubergangswslkt. drinnen.

Beispiel 3:
° ° ° 1|/0]|1
Klassifikation: Muster [« o[
0|01
m = (101,001,001)
P(m|A,) = m, - b,(101) - ay4 - b1(001) - a4 - b1(001)
P A —111343—00375
(m| 1)—g'5' ‘2t 2-0
1
P(m|/17)=1-%-?-%-%-%=0,193
0

—— e — e ———————————————

i Wahrschelnllchkelten (Anfangs-State, Beobachtung, Ubergang) werden abhingig
I von der Distanz zu Cluster 1 und 2 ausgewahit.
\
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Hier sieht man nochmal gut, dass die Beobachtungswslkt. klassenunabhangig sind. es ist immer %, %
und % .

Anwendungsbsp.

Spracherkennung:

bereits als kommerzielle Software verfiigbar
auf unseren Smartphones

in einer kontrollierten Umgebung kénnen
ausgezeichnete Ergebnisse erzielt werden

ABER: Problem der Spracherkennung nicht geldst

existierende Losungen kénnen nicht mit stark
verrauschte Daten umgehen

* z.B. Sprachaufnahme einer Prasentation auf einer Konferenz

Tonspur wird in sogenannte ,,Frames” mit fixer Lange in
ms zerlegt

ein Frame entspricht einer Sequenz
Frames Uberlappen
daraus werden Features (Beobachtungen) extrahiert

akustische Events werden durch kontinuier > HMMs
modelliert

... S0 kdnnte eine System aufgebaut sein

Feature
Speech Vectors Words
W\’ DHDI:I "Stop that."
— Decoder F——P»
A Y w
r 4 .,
r"f h N
-'.",.-"’ i -‘."'-,.
Acoustic Pronunciation Language
[Quelle: Gales et al. 2008] Models Dictionary Model

Im Acoustic Model steckt das HMM.
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im Vergleich zur Spracherkennung ist die Segmentierung
in einzelne Warter einfacher

Aufgaben:

* optische Buchstabenerkennung (OCR)
* automatische Analyse von Formularen
* Worterkennung .

OHM
) § ¢

i

optische Erfassung der Handschrift (Scann)

Entzerrung

Kontrastverbesserung /}/M’ ,.ﬂy/‘f/ W

Segmentierung des Bildes %
in Textzeilen

Feature Extraktion:

= haufig wird die ,,Sliding-Window” Methode verwendet

= dabei wird Textzeile in GUberlappende kleine Bereiche
unterteilt (z.B. 1/15 der Zeile)

= aus diesen Bereichen wird je ein Feature-Vektor
extrahiert

Zeichen-Modellierung:
® mit Hilfe von HMMs

® Feature-Vektoren sind die Beobachtungen mit denen
man auf die ,hidden” States schlief3t

= oft wird ein Bakis-Modell eingesetzt
* diese Modelle erlauben es ,States” zu liber springen

0-0-0-0
DT
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Sprach-Modellierung:

* mit Hilfe von n-Gramm-Modellen

® statistisches Sprachmodell

= Sequenzen von n Elementen aus einem Text

® Elemente kdnnen Sprachlaute, Silben, Buchstaben oder
Worter sein

= ermoglicht die Schatzung des nachsten Elements

= 7.B.: 3-Gramm flr ,,Guten Morgen”
* {Gut} {ute} {ten} {en } {n M} { Mo} {Mor} {org} {rge} {gen}
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Clustering

Uberwachtem Lernen (Supervised Learning)
* Trainingsdaten haben Klassenlabel
* Anzahl der Klassen ist bekannt

Nicht iiberwachtem Lernen (Unsupervised Learning)
* Trainingsdaten haben keine Klassenlabel
* Anzahl der Klassen ist nicht immer bekannt

Die Idee hinter Clustering anhand eines Beispiels:

Drei Merkmale

» Fortpflanzung: Nachwuchs gebaren / Eier legen
= Atmung: Lunge / Kiemen

= Lebensraum: Land / Wasser

Elf Tiere (Trainingsdaten)

= S3ugetiere: Schaf, Hund, Katze
Vogel: Spatz, Mowe

Reptilien: Otter, Eidechse
Fische: Goldfisch, Hai, Karpfen
Amphibien: Frosch

Mit dem Merkmal Fortpflanzung ergeben sich zwei Klassen.

1. Merkmal : Fortpflanzung = zwei Klassen

Otter

Spatz  Mowe

Eidechse Goldfisch

Karpfen

Frosch
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2. Merkmal : Atmung‘é zwei Klassen (Kieme / Lungen)

Otter

Goldfisch Hund
Spatz  Mowe
Karpfen
Eidechse Schaf
Hai Katze

Frosch

Die Gruppen die entstehen sind unterschiedlich. Bei Kombination:

Kombination von zwei Merkmalen: Fortpflanzung und
Atmung =2 vier Klassen

Frosch

Otter Spatz
Mowe
Eidechse

Schaf
o Katze

Hier hat man vier Klassen/Cluster.

Hund

Einsatzgebiet unsupervised learning

Big Data

Ground Truth Erfassung kann fur groBe Datenmengen
(Big Data) teuer sein

' ssung ware winschenswert

Beispiele:
* Daten im Internet (Bilder, Videos, Text, ...)
* Rundfunk (Radio, Fernsehen, ...)

Klassifikator update
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Merkmalsauspragungen konnen sich tber die Zeit
verandern

Klassifikator passt sich automatisch an
Beispiele:

* Nahrungsmittel (Saison, Reifungsprozess)
* Personen (Wachstum, Alter, Gewichtsschwankungen)

Das braucht man wenn sich Merkmale verandern. Mittels Clustering kénnte man den Klassifikator
automatisch anpassen.

Data-Mining

Data-Mining bedeutet sinngemdfs ,in einem Datenberg nach
wertvollem Wissen suchen” [http://de.wikipedia.org/wiki/Data-Mining] @P

® gutomatische oder semi-automatische Erforschung und
Analyse von grolRen Datenmengen
= Ziel:
* bedeutsame Muster oder Regeln finden
* Gruppen oder Trends identifizieren
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Anwendungen

'Datenanalyse in der Wissenschaft

* Gruppierung von Genen und Proteinen
* Medizin

' Marketing
* Produktanalyse: Gruppierung von Produkten mit ahnlichen
Eigenschaften

* Warenkorb-Analyse: Gruppierung von Kaufern mit ahnlichem
Kaufverhalten

'Soziale Netzwerke
* Gruppierung auf Grund von Demografischen Merkmalen
* Finden von Trends, beliebte User, etc.

Definition

Clustering ist ein nicht iiberwachtes Lernverfahren oder

Trainingsverfahren, um (Trainings-)Daten in Klassen oder

sogenannte Gruppierungen (Cluster) zu unterteilen.

= fiir Menschen ist Clustering und Klassifizierung anhand von
Eigenschaften einfach, z.B. Ente:

Man bezeichnet als m-Clustering von X = {x;, x5, ..., Xy } die [
Unterteilung von X in m Cluster C4, ..., C,,,, sodass gilt

« C£0i=1.,m
N ClﬂC]=®,l ?tj,i,j:].,...,m

Die Vektoren x; von Cluster C; sind dahnlicher zueinander als zu
den Vektoren in den anderen Cluster. Diese Art von Clustering
bezeichnet man als ,,hard” oder ,,crisp“.

Alternativ gibt es fuzzy clustering
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Ein Fuzzy-Clustering von X in m Cluster wird durch m Mitglieds-
funktionen (membership functions) u; beschrieben, wobei  [£
u; : X - [0,1], j=1,...m
2?1:1 u;(x;) =1, J=1..,m
0<XV ui(x;) <N T

Jeder Vektor x; gehort gleichzeitig zu mehreren Clustern, wobei
der Wert der Mitgliedsfunktionen u; die Zugehdrigkeit

quantifiziert. Werte nahe 1 deuten auf eine Mitgliedschaft
hohen Grades hin.

Hier gehoren Vektoren zu mehreren clustern und die Mitgliedsfunktionen zeigen wie sehr ein Vektor
zu einem cluster gehort.

mehr als eine Losung: grob = zwei Cluster, fein = vier Cluster

[Quelle: Theodoris et al., 2009]

\ "
// \ o7 \\\
/ \ 4 \
3 \ P Y
4 4
/ \ p \
g

Entwicklung

Entwicklung eines Clustering-Verfahrens

= Merkmalsauswahl und Vorverarbeitung

= Distanzmal}

= Clustering-Kriterium (Gruppierungskriterium)
= Clustering-Algorithmus

= Validierung und Interpretation der Ergebnisse

(mehr Informationen in: Pattern Recognition, Theodoris et al., 2009)

. Ein Clustering-Verfahren kann, abhangig von den obigen Schritten, sehr A
unterschiedlichen Ergebnisse fiir die gleichen Daten liefern.



Konstantin Lackner 05.02.2021

Vergleich unterschiedlicher Verfahren auf synthetischen Daten

[Quelle: http://scikit-learn.org/stable/auto_examples/cluster/plot_cluster_comparison.html]

MiniBatchKMeans AffinityPropagation Meanshift SpectralClustering gglomerativeClustering DBSCAN

DistanzmaRe

* Ein DistanzmaR quantifiziert wie ,ahnlich” oder ,,undhnlich” =
zwei Merkmalsvektoren oder zwei Teilmengen von X sind. "'4
Es ist wichtig darauf zu achten, dass alle ausgewahlten Merkmale

X den gleichen Einfluss auf das Distanzmal haben.

-

Ein UnahnlichkeitsmaR (dissimilarity) d auf X ist eine Funktion d
XXX - R,wobeiddy ER: —o0 <d, <d(x,y) <+, =
- Vx,y € X. d, ist das kleinste UndahnlichkeitsmaR.

Ein ﬂhnlichkeitsmaﬂj_gLnM_gauf X ist eine Funktion
s: XXX > R,wobeids; € R: —o0 < s(x,y) <55 < 400,
VX, y € X. s, ist das groRte AhnlichkeitsmaR.

r

.. zwei (Merkmals-)Vektoren oder Punkten

' Die Distanz zwischen Vektor x und y kann durch
Unahnlichkeits- oder AhnlichkeitsmaRe bestimmt werden.
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UnahnlichkeitsmaR

" UnihnlichkeitsmaR fiir Vektoren: Gewichtete lﬂ Metrik

dp(x,y) =

wobei x;, y; die ite Dimension von x und y ist,
i =1,..,lundw; = 0 der ite Gewichtskoeffizient.

= z.B.: euklidische Distanz, [, Metrik:p =2, w; =1

Die Summe lauft Gber alle Elemente der Vektoren. Man rechnet sich immer die Distanz von Element i
in Vektor 1 minus Element i in Vektor 2 aus. Man rechnet den Absolutbetrag hoch p, p ist dabei die
Anzahl der Vektoren (glaube ich). Dann rechnet man das mal einem Gewichtskoeffizienten. Diese
Summe wird dann noch hoch 1/p gerechnet.

Die euklidische Distanz nennt man 12 Metrik.

AhnlichkeitsmaRe

Haufig verwendete AhnlichkeitsmaRe s fiir Vektoren: =

Skalarprodukt (inneres Produkt)

l
Sskalar (X, Y) :@: Z XiYi
i=1

Pearsons Korrelationskoeffizient

o ey = Ya¥a
S lxqllllyall
wobeixg = [x; — %, .., —X]Tund yg = [y1 — ¥, .., i — V17

N _ 1
mit X = - L% undy=7 Vs
~

Distanz zwischen Vektor und Teilmenge
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Distanz zwischen

... einem Vektor und einer Teilmenge von X

Solche Distanzmale sind notwendig, um zu entscheiden, ob man
einen Vektor (Punkt) einer Teilmenge (Cluster) C zuweist.

" Mogliche Distanzfunktionen zwischen Vektoren und Cluster:
* minimale Undhnlichkeit d(x,C) = mi(r:l d(x,y) E
yeE

.'

' = maximale Ahnlichkeit s(x,C) = mag{s(x, y)
I ye
I

» durchschnittliche Unihnlichkeit oder Ahnlichkeit
= il nc _ 1 ne
dx0)=—> "dxy)  S®O=—) sy
7o i=1 Nne i=1

‘. wobei n. die Kardinalitdt von C ist.

Eine Teilmenge ist bspw. ein Cluster wo bereits Vektoren drinnen sind. Die Distanz zwischen Vektor
und Teilmenge braucht man dann um zu entscheiden, ob man den Vektor auch in die Teilmenge gibt.

Man rechnet dabei die Unadhnlichkeit zwischen allen Vektoren in der Teilmenge und dem Vektor. holt
sich die minimale Unahnlichkeit und dann auch die maximale Ahnlichkeit. Die durchschnittliche
Unihnlichkeit oder Ahnlichkeit dividiert man dann einfach alle summierten
Unahnlichkeiten/Ahnlichkeiten zusammen und dividiert durch die Anzahl.

Clustertypen

g [Quelle: Theodoris et al., 2009]
L] L ]
e g0 .
e ® 9 - L] ° -
. o .
.. .. ° ° . - oo
o . L ] L] [
L] [ ] L] ‘ °
®eoe o ° o ,*
cee . . ®e o o
. .
L L L . *
o’ o
kompakt langlich kreisformig, elliptisch

Abhangig vom Clustertyp ist ein andere Art &
der Distanzbestimmung sinnvoll.
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. einem Vektor und einer Reprasentation von C

:o.+:. j .o

Reprasentationen: Punkt, Hyperebene, Hypersphare
S .

Manchmal kann man sich die Distanz zwischen Vektor und einer Reprasentation eines Clusters
berechnen. Bei dem Mittelpunkt bspw. eine Euklidische Distanz. Bei der hyperebene oder

Hypersphare einfach den Normalabstand, also eine Normale legen und dann den Abstand
berechnen.

Distanz zwischen zwei Clustern

Mogliche Distanzfunktionen fir zwei Cluster:

minimale Unahnlichkeit d(C;,C;) = min d(x,y)

xeC;,y€el;

= maximale Ahnlichkeit s(Ci,Cj) Jnax s(x,y)
xeliyel;

= durchschnittliche Unéhnlichkeit oder Ahnlichkeit

4(6G) = D D" dx)

¢t Jxeclyec}

5(Ci G;) nemc, Z Z s(x,y)

X€C; yeCj

-~

Man kann sich einfach alle Vektoren in beiden anschauen und zwischen allen Zweierpaaren
vergleichen und minimale Unahnlichkeit bzw. maximale Ahnlichkeit suchen. Man kann dann auch
wieder eine durchschnittliche bilden.

Partitionierungsverfahren

Dabei gibt es eine fix vorgegebene Anzahl an Clustern, die Partitionierung versucht die Punkte
innerhalb homogen zu machen und die Punkte unterschiedlicher Cluster moglichst heterogen.
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Die Grundidee von Partitionierungsverfahren ist es eine fix =

vorgegeben Anzahl von Cluster solange zu optimieren bis:

= die Punkte (Daten, Vektoren) innerhalb jedes Clusters moglichst
homogen und

= Punkte aus unterschiedlichen Cluster moglichst heterogen sind.

" k-Means ist der am haufigsten verwendete Algorithmus
zur Partitionierung

* Distanz zwischen einem Punkt und einer Reprasentation
* Reprasentation: Mittelpunkt des Clusters

k-Means

= futon’s Graphics [

——————————————————

| 1. Schritt 8,

Benutzer wahlt die Anzahl
der Cluster > k=5

e e o e e e e e e




Konstantin Lackner 05.02.2021

2. Schritt i©)

Positionen von k Cluster-
Mittelpunkten werden
zufillig gewahlt.

#

' 3. Schritt
Daten werden dem
nachsten Cluster-

Mittelpunkt zugeordnet

|
[
I
|
|
|

~

7’

| 4. Schritt

i Innerhalb jedes Clusters
. wird der Schwerpunkt der
\ Daten ermittelt
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= futon’s Graphics &

- — o ———

’ ~ 08 T
/5, Schritt '

Schwerpunkte der Cluster
- neue Mittelpunkte
(neue Reprasentation)

06 T

0.4

Schritte 3 — 5 werden

solange wiederholt bis

sich die Mittelpunkte
v _nicht mehr verandern. y

0,2 T

- =
- e e e e -

e

optimiert die Distanz von den Mittelpunkten der Cluster
= nur fir numerische Merkmale geeignet

Anzahl k der Cluster muss im vorhinein bekannt sein

am besten geeignet flir kompakte, gleich groRe Cluster
- ,Entscheidungsgrenze” liegt in der Mitte zwischen
zwei Cluster-Mittelpunkten

findet nicht die beste Losung

Losung hangt stark von den gewahlten Start-
Mittelpunkten ab

bei unpassendem k kénnen sich sinnlose Cluster ergeben

Stordaten (Noise) kénnen das Clustering-Ergebnis stark
beeinflussen

ﬂ Mittelpunkt |, \‘,
\‘
.4 ® e w ® 9
® e o

Es gib andere Versionen
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k-Median
* Median als Reprasentation fir Cluster statt Mittelwert
* dadurch robuster gegen Stordaten (Noise)

k-Means++
* Regeln zum Bestimmen der ,Start“-Mittelpunkte
* restliche Schritte wie bei k-Means
* konvergiert schneller als k-Means

Anwendung:

Segmentierung von Farbbildern - Datenpunkt = Farbvektor

k=2 k=3 k=10 Original
k=10 Uriginal_

Hierarchische Verfahren

Machen nicht nur Cluster sondern auch hierarchische Strukturen dazu.

Hierarchische Verfahren konnen in ,, Agglomerative” und
,Divisive” unterteilt werden. Neben homogenen Clustern
liefern hierarchische Verfahren eine hierarchische Struktur der
Daten, ein sogenanntes Dendrogram (Verzweigungsbaum).

(e () Les) e ) L)) ) X Xy Xy X5

y
HE SRR E N RE A NE ) | I

HETRE ST RE N RE N

Dendrogram

g, a) ey, g, a5))

Hay, a0y, x5, x4, X5}

Clustering-Hierarchie

[Quelle: Theodoris et al., 2009]

Hier sieht man welche Klassen wir miteinander verbunden wurden.
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Agglomerative Verfahren

Alle Vektoren in@ = {x4, ..., Xy} reprasentieren jeweils einen =
von N Clustern. Diese werden dann mit Hilfe eines agglomera-
tiven Verfahrens immer weiter gruppiert bis alle Daten in einem
einzigen Cluster liegen.

Abhangig vom Gruppierungskriterium unterscheidet man:

= Single Linkage Clustering: kleinster Abstand zwischen Vektoren in
Clustern

= Complete Linkage Clustering: groRter Abstand zwischen Vektoren in
Clustern

= Average Linkage Clustering: durchschnittlicher Abstand zwischen
Vektoren in Clustern

Man hat fiir jeden Vektor einen Cluster und lasst es so lange laufen, bis alle zusammengefasst zu
einer Gruppe sind. Dabei werden die drei Kriterien eingesetzt. Das erste sucht den kleinsten Abstand
und entscheidet daran, das zweite sucht den gréBten und das dritte das average.

Funktion:

Agglomeratives Verfahren

o [ ]

| Initialisierung | ,7 ° o

| t =0... Level der Hierarchie 1 °

'Ry ={C;={x}i=1,..,N} ! .

I\ _____________________ /I o

° o
R © © © © 06 © 0 0 0 0O

Am Anfang hat man alle Vektoren als eigene Cluster.

y - _. __________________ N e @ ®
[ 1. Schritt @ \

e I

p t=¢ i+ 1 1 @

: 2. Schritt : °

i Aus allen moglichen Clusterpaaren (C,,, C5)

' in R,_, finde (C;, C;), sodass ! =

1 t-1 fai) 1 ®
1 . C. )= i 1 ®

' g(CuG) LN d(x,y) oder .

I _ I

\ (G G)= mmax s(x.y). J

R, © © © © 0 © @ o

Man macht die erste Zusammenfassung. Aus allen moglichen Clusterpaaren sucht man diejenigen
raus, sodass das Gruppierungskriterium (z.B. minimale Ungleichheit) erfillt ist.
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________________________ \ ) ®
! 3. Schritt By ¢ Q)

: Definiere@ =t‘i U CJ und erzeuge neues \

I Clustering®, = Re_; — {C, GHU{C,). ! —

f I e )

% © 6000060 o o
9{000000006\0

Man macht dann eine neue Ebene fiir die Hierarchie. R1. Hier gibt es jetzt einen Cluster weniger, es
wurden ja zwei vereint.

________________________ i
Schritte 1 — 3 werden wiederholt @: @
bis alle Punkte (Vektoren) in einem | o e
. Cluster liegen. ' ®
o
. )
%‘RN_l °
R, © 6@ © © ©
% © 066 & O 0 o
R © O @ i oo e
R, © © © © 06 © 0 & e

Bei RN-1 stoppt man dann, weil alle im selben Cluster liegen.

Beispiel Single Linkage

Beispiel: Single Linkage

0~ ©® ' 'y ® 'Y 1 5 64 74

0

1 0 42 57 067
5 42 0 14 25
64 57 14 0 1.1
2+ 74 67 25 1.1 0

1+ P(X) =

Dissimilarity scale
N
1
T

[-XNV I SR

D(X) =
9__ XD

= N R

1 ) 3 a g 6

Man sucht hier die minimale Ungleichheit oder maximale Gleichheit.
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Im ersten Schritt sucht man die beiden Vektoren, die den kleinsten Abstand haben.

X, X, X3 X; X;

0 — ° ® ° 0 D 5 64 7.4
m 3 42 57 67
1+ @= S 42 0 14 25

64 57 14 0 1.1

o 2T 74 67 25 11 0
S 31

w

24T .
£5]

- 5 [ ]

Z 6y

& 7T “ 1

a

[a—
o
1
I

Man verbindet die beiden dann zu einem cluster. Die ndchsten beiden sind x4 und x5, die liegen nur
1.1 auseinander.

0 — ™ 0 1 5 64 74
| ‘ 1 0 42 57 67
1+ PX)=|5 42 0 14 25
64 57 14 1.1
11
2T 74 67 25 @ 0
=
3> T
| 4 T+ )
= 6 70
g 5 T //,
o~ 5 Ie ,
El6T Y
‘..a 7 1 4 ¢
8 +
D(X) =
9 - [ (X)
-~
10 - y

XX, X3 X4 Xs

0~ 0 1 5 64 74
1 0 42 57 67
1+ PXO=|5 42 0 25
64 57 1.1
O 2T 74 67 25 1.1 0
—
= 1
¥ g
-
4T s
b ¢ /
= T ! I, d
T 5 ® 70
€4 1

g e . l/( -
s 7T i 4
a 11 o ,/

8 T 2 1|’ ~

1 D=5 4|,
9 6 s| [l_d
10 + 65 6lhle o,
T~
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X1 X2 X3 X5
0 7.4
0T 1 s" 6.7
1+ PX)=]|5 i 4 25
64 57 14 1.1
o 2T 74 67 25 11 0
= 4
9 3 PR
> 4T R
E 6 /’ /e
= 5t / 7
e} 5 e, 7
EOT ' \¢ 4
3 74+ ¢ Lo 7
] ’
Q 8+ l : 3 y 4 N
2 /
1 DX)=|5 4|, y
9 6 s| - </
10 L 65 6l6le &,
P e 3 4 5 6

Am Ende zieht man die noch zusammen.

Man will aber natirlich nicht alle wirklich wieder zamfiihren. Was man aber tun kann ist, dass man
einen Threshold einflihrt, wie weit auseinander die cluster sein diirfen, damit man sie
zusammenfihrt. Setzt man die Grenze bei 4:

Xy X2 X3
0 1 5 64 74
0T 1 0 42 57 67
1+ PXO=|5 42 0 14 25
64 57 14 0 11
) o & 74 67 25 11 0
z 1
SPT N
z4T P
; e
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S5 )} /
=1 . ; o1
T /
g s le
é 7T \ K4
11
8 - & 2 I 3 '\,_N v
A pxO=|5 4,
2 6 5| [ U_d
10 -+ 65 6]ile o
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Wenn man den Threshold bei 1.5 setzt, hat man 3 cluster.

XX, X3 X4 X

0 1 5 64 74

0T 1 0 42 57 67

1+ PXO=|5 42 0 14 25

. ? 1.1
25

Dissimilarity scale
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nie A
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Dvisive Verfahren

Divisive Verfahren verfolgen die umgekehrte Strategie von =
,Agglomerativen” Verfahren. Beginnend mit einem einzigen
Cluster der alle Trainingsdaten X enthalt, wird dieser Cluster
immer weiter unterteilt bis in jedem Cluster nur mehr ein Punkt
(Vektor) liegt.

Naive Losung:
Suche die beste Unterteilung von X = {x;, ..., x)y} in zwei Cluster. Wahle ¢

aus den 2V=1 — 1 Méglichkeiten die beste mit Hilfe eines DistanzmaRes. Dieser
Vorgang wird wiederholt bis man N Cluster erhalt.

In der VO anscheinend nicht weiter relevant.

Anmerkungen zu hierarchischen Verfahren:

... ZU hierarchischen Verfahren

= Nachteil: es gibt keine Moglichkeit sich von einer
schlechten Gruppierung zu ,,erholen”

= \Jorteil: man erhalt eine Hierarchie

= um k Cluster zu erhalten, stoppt man das Verfahren an
der richtigen Stelle oder ,,schneidet” am Ende einfach die
passende Verbindung

Graph basierte Verfahren

Graph-basierte Verfahren reprasentieren die Trainingsdaten =

X = {x4, ..., xy } mit Hilfe eines Graphen G = {V, E} mit N Knoten
N(N-1)
2

und bis zu Kanten (man spricht von einem ,vollstandigen

Graphen®). In den Kanten wird die Ahnlichkeit/Unahnlichkeit als
Gewicht gespeichert. Das Ergebnis des Clusterings ist abhangig
vom Verfahren, vom Layout und von den Gewichten des Graphen.

Eine Moglichkeit sind MSTs
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Der Minimum Spanning Tree (MST) ist ein Baum (Tree) eines
Graphen dessen Gewichte in Summe minimal sind. Ein solcher
Baum enthalt alle Knoten des Graphen und hat keine Schleifen.

Das macht natirlich so gesehen Sinn, weil man damit ja immer die kiirzesten Wege bekommt. Am
Anfang hat man einen vollstiandigen Graphen und damit sehr viele Moglichkeiten einen Spanning
Tree zu generieren. Dafiir braucht es einen Algortihmus.

1. Erstelle einen vollstandigen Graphen G, sodass seine Knoten den
Vektoren (Trainingsdaten) in X = {x4, ..., xy} entsprechen und die
Gewichte w(y . ) = d(x;,x) Lj=1,..,N i+].

2. Bestimme MST.

Finde und entferne inkonsistente Kanten im MST.

4. Cluster ergeben sich als verbundene Komponenten (connected
components) des MST.

il

Damit hat man jetzt einen Graphen, den man zu einem MST machen will, dazu braucht man dann
den Kruskal.

1. Sortiere Kanten des Graphen G in aufsteigender Reihen-
folge (basierend auf den Gewichten)
2. Erstelle eine , Kanten-Liste“ A (anfangs leer)
fir jede Kante in sortierter Reihenfolge:
3. uberprufe, ob Knoten der Kante uber einen Pfad in A
verbunden sind
4. falls NEIN: dann flige Kante in A hinzu

Hier ein Beispiel ohne minimal spanning tree, andert nix am Algorithmus, is nur schneller.
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A={(C F)}
Vv ={A,B,C,D,E,F}
E = {£6-5; (A,F); (D,E); (C,D); (A, B); (E, F); (B, F); (B,C)}

A={(C,F);(AF)}
V ={A,B,C,D,E, F}
E = ({65448 (D, E); (C,D); (A, B); (E, F); (B, F); (B, C)}

A={(C,F);(AF);(D,E);(C,D); (A B)}
V ={A,B,C,D,E,F}
E = ({65 LA DAY 67D ARy L (B (B0}

Inkonsistente Kanten bei MSTs

... sind Kanten die ein ungewohnlich gro icht im Vergleich zu

ihren Nachbar aufweisen

P T T T T T T e e—.

&
/ Ein moglicher Ansatz: oy

* Fur jede Kante e betrachtet man alle Kanten e; die maximal k Schritte &
entfernt liegen.

* Aus dieser ,Nachbarschaft” berechnet man das durchschnittliche (mittlere)
Gewicht /1, und damit die Standardabweichung o,,,.

* Falls |w, — uy,| > q - 6, dann ist e inkonsistent

|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Bestimmung der inkonsistenten Kanten hangt stark von den gewahlten
' _Parametern k und q ab.

Beispiel:
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furk =2undgq =3 [Quelle: Theodoris et al., 2009]

Uberpriifung e:
My = 2,3

o, = 0,95
17-2,3>3:0,95

Ergebnis:

Uberpriifung e,,:
My = 2,5

o, = 2,12
3—25<3-212

Ergebnis: konsistent

d: 24
Hier muss eine inkonsistente Kante aus dem MST entfernt werden.

Man berechnet den Mittelwert, damit bekommt man 2.3, die Standardabweichung ist damit 0.95.

Damit wird eben die Kante mit 17 entfernt, weil sie zu grof8 ist.



