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1 Kapitel

Beispiel 1.1

Fiir das zeitbegrenzte Signal
0 n<0
znj=<n 0<n<10
0 n>10

zeichnen Sie folgende Signale:

a) y[n] = z[n + 5]

=}

yl

n| = z[—n + 5]
[n] = x[2n]

<

d) gerades + ungerades Teilsignal von xz[n]:

€

)
)
c)
)
) y[n] = x[n + 10] + z[—n + 10] — 105[n]

Losung zu Beispiel 1.1

a) y[n] = xln + 5J:

n+5| <0 0 1 2 3 4 516718910 >10

Lyl [ 0 Jo |1 ]2 ][3]4]5]6]7][8[9]10] 0

y%] | . e y[n] =z[n+5
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—n+5|>10[10] 9 716 3 1{0]<0
Lyl [ 0 [lo[o[8[7[6[5[4[3[2]1]0] 0 |
. y%] e y[n] = z[—n+5)
..0 N
..‘6”
L1
b |
-10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16"

2n | <0 |0 2]14|6|8|10|>10

y[n] i o y[n| = z[2n]

-10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16"

d) gerades + ungerades Teilsignal von z[n]: dazu muss man sich die Einzelnen Teile erst
berechnen:



Definition 1.1 Gerade und Ungerade

7.B.: Berechnung vom geraden Teil:

2y[~10] = %@[-10} + 2[10]) = %(o +10) =

7gl=9] = 5 (al 9] + 2[9]) = 3(0+9) =

vlo | S

=9

1 1 10
7y[10] = 3 («[10] + 2[-10)) = (10 +0) = ' =5
1 1 10
2u[-10] = 5 (2[~10] — 2[10]) = (0~ 10) = =" = =5
n [ >10]-10] 9] 8] 7] 6] 5| 4] 3] 2 -1
2] ] 0 | 0 Jololololo o o] o0]o0
x[—n] 0 10 9 8 7 6 ) 4 3 2 1
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
2l . B e I R e
zufp] | 0 | =5 =5l =5 =3 —2 =531 -5|-3[~3
n 0(1(2(3[4|5(6|7|8[9]10]|>1
2[n] 0123 |4(5(67]8]|9]10] 0
x[—n] 0(]0j]0]0|O|]0O]0O]O0O|0O]|0] O 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
[zl =aufrl [0 5 [ 355355332 0 |




’ e unger. Teil

e) y[n] = z[n + 10] + z[—n + 10] — 104[n]

Definition 1.2 (0-Einsimpuls)

n <10 -10] -9 8[-7[—-6] 5] -4
z[n + 10] 0 0 [ 1|2 34|56
2[-n+10] | 0 0 [0]0]0]O0]o0]O
yln) 0 [0 [1]2]3]
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Beispiel 1.2

Von einem Signal x[n] sei der gerade Anteil z4[n] und das Signal x1[n] gegeben. Bestimmen
Sie den ungeraden Anteil des Signals z[n].

® 2,[n| =gerader Anteil von z[n]

) xg[n] ®
4 1
I2 ” I
—25 —'26"'—'15"'—'1(')"'—5 5""1'0""1'5"-'2'0 25 T
o z1[n] = x[n+5lo[—n — 5
90000000000 Tg [n]
4 |1
I 2
: TWWH
—25 —20 —15 —10 ) 5 10 15 20 25 ™

Losung zu Beispiel 1.2

Wir beginnen nun schrittweise, die Funktion x[n] zu erzeugen:

1. Schritt:

2. Schritt:

Als erstes versuchen wir, das Signal z[n] zu rekonstruieren:
Dazu versuchen wir uns zuerst an z[n]:

Definition 1.3 (o-Sprungfunktion)

0 firn<0
J[n]:{

1 firmn>0

Somit unterdriickt der Ausdruck o[—n — 5] alle Werte von z[n| im Bereich
—5 < n < 0o. Das bedeutet, wir kennen die Werte von z[n + 5] im Bereich von
—oco<n< —5H.

Durch Verschiebung von x[n + 5](Rechtsverschiebung um 5) erhalten wir z[n]
im Bereich —oco < n <0.
Siehe tabelle 1.1 auf Seite 11

Als néchstes versuchen wir, z[n| im noch unbekannten Bereich 0 < n < oo zu
berechnen:



Dazu sehen wir uns die Formel fiir 4[n] an (siehe Definition 1.1 auf Seite 5)

zg[n] = =( zn] +z[-n]) Yn>0

unbekannt  bekannt
Somit kénnen wir, wenn wir uns die Formel etwas umstellen folgendes aussagen:

2. xz4[n| —z[-n] =2x[n] Vn>1

Da z[n] ¥n < 0 bereits bekannt ist, konnen wir uns so die fehlenden Werte

brechnen:

firn=12z[1]=2 241 —2z[-1]=2-1-1=1
firn =2: z[2] =2

fir n = 20: 2[20] = 2 - 24[20] — 2[-20] =2-0—-5= =5
Siehe tabelle 1.2 auf Seite 11.

® 1n|

3. Schritt: Nun besitzen wir bereits das Signal z[n| und wir miissen nur noch den ungera-
den Anteil des Signals bestimmen.

Die Formel fiir x,,[n] lautete: (siehe Definition 1.1 auf Seite 5)



u[—20] = %(x[—20] — 2[20]) = %(5 +5) =5

rul~5) = 5(al-5] ~ 2f5]) = (5~ 5) =0
rul 4] = S(e[4] ~ 24 = (4~ 9 =0

2[20] = %(J:[QO] — 2[—20]) = %(—5 _5)=-5

Siehe tabelle 1.3 auf Seite 12.

® 1,[n]

-10 -5 5) 1
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Tabelle 1.1: Berechnen von z[n]
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Tabelle 1.2: Berechnen von x[n]



-1

-2

o [T} ]
o
o o
_ S lo|o ;_u;_u
<f
o o
_ Xlo|o F“_u.h_u
0
o o o
| slels| |7]7
©
i i L0
0 10
I~
| | o\ 10 o
Llo|lo K_u_
00 0
[ | o) 0 |
Yol P
Tl = |2 |==] |T]1
o o [ Tovl B Yo}
[a\] 1O O
— — [ [ 1]
‘I_A5 o) 10
Yol Yo
1_.5 10 ¥
o 10O O
oo
— [ 11
o
— o 10 10 o o
| o o|o P
<t
Yo 10 O
© ©o|o|o F“_uz_u
1_.5 0 10
Yol el f¥o Yol fen}
I~
1_A5 0 o ||| S| <t [
|| ™o
00
1_A5 10 0o e o
o — D [ — |
— o Yol 0
| olo|o o|o
%5 0 10 = =
_ s | EE+EE
—| & | 3
xxmmx
= =
2= s
8 &

x[n + 5]

12

Tabelle 1.3: Berechnen von z,[n]



Beispiel 1.3

Jedes Signal x[n| kann in ein gerades Signal x4[n] und in ein ungerades Signal x,[n| zerlegt

werden. Zeigen Sie allgemein, dass
a) das Produkt z4[n]z,[n] ein ungerades Signal ist.

b) fiir das ungerade Signal gilt:

o0
Z Ty[n) =0
n=-—oo
c¢) die Signalenergie gegeben ist durch
oo oo o0

Z 22n] = Z a:g[n]—i- Z z2[n).

n=—00 n=—00 n=—00
Losung zu Beispiel 1.3

a) z.z.: das Produkt z4[n] - z,[n] ist ein ungerades Signal:
Definition 1.4 FEin Signal heifit gerade, wenn gilt:
z[—n] = z[n]
und ein Signal heifst ungerade, wenn gilt:

z[=n] = —z[n]

definiert:

gln] = 5 (aln] + al-n)

wuln] = 3 (aln] — al-n])

13

In Definition 1.1 auf Seite 5 wurde der gerade und der ungerade Anteil eines Signals




somit miissen wir folgendes berechnen:

1
5 (eln] + al—n]) -

1

g[n] - xy[n]

vyln]-waln] = G(alnl? —al-n]?)
Setzen wir nun n = —n:
1

(a[=n]* — z[n]?)

4

it

@l +al=nl) - (zln] - 2[-n])

(el ~ ol-r?))

z[—n]

Somit erhalten wir: x[—n]

2.2.0 ) 00 o

00 —1

> wmlil= 3w

n=—oo n=—oo

Laut Definition 1.4 auf der vorherigen Seite gilt: z[—n]
erhilt man: —x[—n| = z[n].

—z[n]

—z[n] und gerade das ist die Definition der ungeraden
Funktion (siehe Definition 1.4 auf der vorherigen Seite).

q.e.d.

xy[n] = 0 Als erstes spalten wir die Summe auf:

+qu

n] + x,[0

—z[n] formt man jedoch um,

Ersetzt man somit in der linken Summenformel n durch —n, muss zusédtzlich die linke
Summenformel noch mit —1 multipliziert werden, damit wieder Gleichheit herrscht.

00 -1

> b= 3w

n=—oo n=—oo

+qu

n] + 2,[0

Dreht man nun die Vorzeichen der linken Summe um, bekommt man das folgende:

Da es sich um eine ungerade Funktion handelt, muss jedoch gelten: z,,[0] = 0 sonst wére
die Funktion nicht ungerade. (siche Wikipedia Gerade und ungerade Funktionen)

14



c) 7z Yool owin] =300 Jagln] + 3000 ai[n].
Zuerst schreiben wir die Linke Seite um:

Jedes Signal besteht aus einem geraden und ungeraden Anteil (siehe Definition 1.1
auf Seite 5:

Y. @l = Y (wgln] +zuln))® = Y (@5[n] + 2zu[n]zg[n] + 25 [n])
Z z2[n] = Z xf][n]—i- Z 22y [n)zg[n] + Z z2[n]

S o yuln]

Wie unter Punkt a bereits bewiesen, ist die Multiplikation von einem geraden und einem
ungeraden Signal wieder ein ungerades Signal (2z,[n|zg¢[n] = yu[n] = > oo 2zy[n]zgn]
o [n]). Somit erhalten wir:

n——oo yu

[e.9] o0 [e.9] o0

Yooaull= ) @i+ Y wlnl+ Y @il

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

o0

In Punkt b haben wir bereits bewiesen, dass > > xy[n| = 0, somit gilt:

S 2= 3 2h+ Y o2

n=—0oo n=—oo n=—0oo

q.e.d.

15




Beispiel 1.4
Welche Grundperiode hat das zeitdiskrete Signal

z[n] = € Nk
in Abhéngigkeit von den ganzzahligen Gréflen k£ und N7
Losung zu Beispiel 1.4

Ein Signal heifit Periodisch, mit der Periodendauer N € Z, wenn gilt: (bei beliebigem
m € N)
z[n] = x[n + mN]

Die Grundperiode ist definiert, als die kleinste Periode unter der Menge aller méglichen
Perioden von z[n].

Ich definiere am Anfang ein m = 1.

Weiters definiere ich, dass N = m - Nz und k = m - kx. Wobei in beiden Gleichungen
ebenfalls ersichtlich ist, dass N, k, € Z. (denn laut Angabe ist auch £k € N und N € N.
Somit lautet der Exponent:

.o .27 )
x[n] — ejﬁnk? _ eﬂinm”kx m

Dass dies gilt, ist ersichtlich, denn m = 1 ist ein gemeinsamer Teiler aller Zahlen N.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit konnen wir nun einen Schritt weiter gehen und m
als den gemeinsamen Teiler von N und k definieren. Somit kénnen wir sagen:

.27
. 5 —nkg-m
el %\?nk—_ej Ng-m "

Somit bekommen wir eine neue e-Funktion:

. 27 o
,ank:eﬂ Nz ggT(N,k) nkg-ggT(N,k)

el N
Da gilt:
N =m- Ny =ggT(N, k)N,
Folgt:
N
Ny = ——
© geT(N,k)

Fiir den Zusammenhang zwischen ggT und kgV gilt in diesem Fall:

_ kgV (N, k)

ggT - kgV =k-N = N, A

16



kurzes Beispiel 1.1 k£ =70, N = 120, die Primfaktorzerlequng ergibt folgendes:

k=70 | N =120
1
0
1

<L v o e

0

Dh. k=2-5-7T=70 und N =23.3.5 =120 Somit berechnet sich der ggT als das
kleinere der beiden Zahlen in der Tabelle:

ggT(N, k) =2'.3%.51.70 = 10
Und das als das gréfiere der beiden Zahlen in der Tabelle:

kgV(N, k) =233 .51 . 71 =840

Hinweis 1.1 Der Weg vom Tutor war der folgende:

edFnk  _ i 5 (n+Na)k
1 = ejQWwN’”k

Wobei hier ersichtlich sein sollte, dass %ka‘ € N ist.

_k
99T (k,N)
__N
99T (k,N)

Ny -

TODO: keine ahnung was das bringt, hab aber auch keinen bock mehr!!!

17



Beispiel 1.5

Das Signal x[n] sei periodisch mit der Periode N. Priifen Sie, ob das Signal y[n] = z[Mn]
(M ganzzahlig) ebenfalls periodisch ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Periode von y[n].

Losung zu Beispiel 1.5

Ein Signal heifit Periodisch, mit der Periodendauer N € Z, wenn gilt: (bei beliebigem
m € Z)
z[n] = z[n + mN]

Angenommen, wir definieren 2 Variablen:
n € N und o = 2n, dann ist klar, dass o € Z ebenfalls gilt.

Nehmen wir nun allgemein die Variable M € Z und definieren | = Mn, dann gilt auch
leZ.

Somit gilt folgendes: (denn die gesamten Variablen n, o und [ liegen ja im Zahlenbereich
von Z.)

z[n] = xz[n +myNy] und z[o] = x[o + my N, und z[l] = z[l + myN,]

Das bedeutet, dass z[n], z[o] und z[l] periodische Signale sind.
Somit muss y[n] auch ein periodisches Signal sein, denn es gilt:

all] = z[Mn] = y[n] = y[n + myN,]
Zum Bestimmen der Periode iiberlegen wir uns folgendes:
x[Mn + myNy| = y[n + myNy|

TODO: fucking shit, ich hab keinen bock mehr!!!
Ist laut tutor aber auch noch nie zum test gekommen!!!

18



Beispiel 1.6

Die Fourierreihendarstellungen der periodischen Signale z[n| und y[n] sind gegeben durch

Nl | Nl o
x[n] = e N o = N z[n]e I N "k
k=0 n=0
und
N1 | Nl o
y[n] = dped ¥ o ), = N y[n]e I N
k=0 n=0

Berechnen Sie den Zusammenhang zwischen den Fourierreihenkoeffizienten di und ¢ fiir
die folgenden Signalbeziehungen:

yln] =z [n - %] , N gerade

y[n] = z[n] cos ZFn, L und M ganzzahlig

Losung zu Beispiel 1.6
a) yln] =x[n— %] , N gerade
Definition 1.5 (Eulersche Formel)

e = cos(p) + jsin(p)

Mit der Eulerschen Formel kénnen wir uns folgedes herleiten:

e/ ™ = cos(m) + jsin(m) = —1
=21 =0

19



N-1 N-1 4
yln] = =z [”_ ];[] - Z cp - eI N (=2 )k = Z - SRR g jié’?()ﬁk
k=0 k=0
N—-1 N—-1
yln] = D e I FE (eI =N g I 1R = (~1)F )
k=0 -1 k=0
aln]
N—-1 N—-1 N—-1 N—-1
G T = (PN o T = S a = (1P Y e
k=0 k=0 k=0 k=0
—— ~——
Ndk Ck

N'dk = (—l)kN'Ck = dkzck(—l)k

Hinweis 1.2 Hier gibts in der Formelsammlung(Fourierreihen zeitdiskreter periodi-
scher Signale) eine nette Formel, die besagt:

z[n — No| & efJI%NO-ck

Somit kann man das ganze etwas abkiirzen, indem man sagt:

N bk 2 ,
x[n—;] & e THF =™ = (1)F

(-

b) y[n] =z [N —n]
Mit der Eulerschen Formel kénnen wir uns folgedes herleiten:

&P = cos(2-m) +jsin(2-7) =1
=1 =0

20



yln] =
yln] =
yln] =
N-1
dped T —
k=0

N-1 , N-1 , PN
[N —n]= - ed NNk — e - e INkm
k=0 k=0
N-1 N-1
2y 3 _j2mp
cp e INF L (IR = ch-e Jykn ‘subst: k=—k
~—
k=0 =1 k=0
N-1 ,
c_p - ejﬁk-n
k=0
N—1 N—1 N—1
- 27
C_k-ewk/ni de:ZC_k = N-d,=X c_
k=0 k=0 k=0
—_——  N——
N-dy Nec_y
dk = C_f

Hinweis 1.3 In Formelsammlung(Fourierreihen zeitdiskreter periodischer Signale)

steht:

z[—n] © c_g

Somit hdtte man sich die ganze Berechnung erspart, wenn man erkannt hdtte, dass

z[-n] =z[N —n] & c_j

denn das Signal ist ja sowieso N -Periodisch.

yln] = 5 (x[n] + 2™ [N —n])

x*[n] ist ein konjugiert komplexes Signal:

Da gilt: z[—n]| = z[-n + mN] Vm € Z folgt:

yln] =

Iy NN NN NN NN SN NN NN EEEE NN NN NN NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE SN NN NN NN NN NN EEEEEEEEN

(aln] + 2" [N —n]) = yln] = & (aln] + 2°[-n)])

zo[n] = % ([n] + 2*[=n] ) & Re{cx)

21



Somit gilt:

=

N-1 N-1 N—-1
AT = Z Re{cr} T o Z dy, = Z Re{cr }
k=0 k=0 k=0

i

0 —_—  ———
N-dj, N-Re{ci}
=XN-d, = N -Re{c} = dp=Re{cr}

Hinweis 1.4 Hier gibts in der Formelsammlung(Fourierreihen zeidiskreter periodi-
scher Signale) eine nette Formel, die besagt:

1 *
Ze[n] = i(x[n] +z*[-n]) & Re{ck}
Somit kann man das ganze etwas abkiirzen, indem man sagt:

yln) = 5(oln] + 271N =) = S(all + 07 [-nl) & Refer}

z*[—n]

Da die Funktion y[n| sowieso N -periodisch ist.

2nL

e) y[n] = z[n]cos *Fn, L und M ganzzahlig

Nicht vergessen auf folgende Beziehung:

1 . .
_ ~(, Jx —jx
COST = 9 (6 +e )

22



2rL 1/ o .
y[n] = z[n]-cos %nzx[n] 3 (é%n_'_eﬁ%n)
1 N-1 Y 1 N-1 1 - . 2
= dy = N y[n]eﬂwnk =< Z x[n] - = (eJWn 1 eI %7 n) o %k
n=0 —
N-1
11 om )
2N o
11 IS L _ k Lk
d, = —— $[n} <6327m(ﬁ_ﬁ)+ _JQW”(M"‘W))
2N =
11 N-1
d, = -— [n] ej27m(ﬁ_%)+zx[n] e j2mn(L 4L
2N = Z
d 5 NZI o] - e~ T =5 4 L Nzl ] - e~ S (4 5)
TN rnj-e N T rn|-e N M
? Y n=0 N n=0
ck:rLAIIV ck+lj\f}’

N-1 N-1
yln] = 2%n] =z[n]-zn] = (cke]%ﬂnk> Z (016321\7;"1> =
k=0 1=0
N-1N-1 N-1N-1
yln] = (ckej%“"’“) . (c,ej%”"l) _ ep - ¢ - € D
k=0 1=0 k=0 =0

Wenn wir nun &+ durch m substituieren: (k+1 = m) und diese Formel auf & umstellen
(k =m —[): Nicht vergessen, auch die Limits der Summen miissen angepasst werden:

Unteres Limit: k=m—-1 = 0=m—-1 = l=m
Oberes Limit: k=m—-1 = N-1=m-1 = N-14+1l=m

N—-1+IN—-1

yln] = Z Zcm RRE
m=l =0
N—-1 N—-1+IN-1 N— N—-14 N—-1
Z dmej%r—%ﬁ = Cm—1"C] W = 'Z{dm = /2?4 Z Cm—1"C
=0 m=l =0

m=0 m=l [=0
-1

23



Beispiel 1.7

Fiir die gegebenen periodischen Signale bestimme man die Fourierreihenkoeffizienten cg:
a) x[n] =1—cosin
b) z[n] = (3)", —2 < n < 3 und z[n + 6] = z[n].

¢) a[n] =352 0l — 3k]

Losung zu Beispiel 1.7

a) x[n] =1—cosin
Zuerst bestimmen wir uns die Periodendauer N = T": Da unser Signal aus cos 7 besteht,
ist unsere Kreisfrequenz wie folgt definiert:
cosfw-n+¢] = w=7 =0

2.
NRRIEE ST z

. Der Fourierkoeffizient ¢, ist wie folgt definiert: E
1 5
: =y z[n] - e N Yk < N—1 und k>0 :
. n=0 :
LN NN NN NN NN NSNS NN NN NSNS NSNS NS S SN SN SN NSNS NSNS NS EEEEEEEEEEE o
1 = 2 1 < ™ 2
ck = N-Zx[n]-eﬂﬁﬂknz§‘2<1—coszn>-efj?ﬂk"
n=0 n=0
1 ™ .
. = 3 ,;) <1 — oS Zn) eI gkn

Nicht vergessen auf folgende Beziehung:
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Q
=
Il

(o

C =

o
ES
Il
| = co| —
N/
]~ 1]
o )
d d
k] INE]
x>~ x>
3 3
- -
N N =
-1
—~ —~
D 9]
<. <.
EN| N
3 3
S
T+
> )
=
+ o
® 3
N———
)
= 4
+ N
= x>~
~ 3
~—
\—/v

Es gilt auch folgender Zusammenhang:(Dirac-Kamm)

N— 0o
%Z skn = L Zeﬂ“kn— S olk+nn]
n=0

n=—oo

oo 7
k= é <8- Z 5[164—8?1]-1-%2(@74”(1 k)+e_j1"(k+1)>)

n=-—00 n=0

oo 1 1 7 ‘ 1 7 ‘
Cr = Z 6[k+8n]+5 gZe—ﬂ%ﬂk—lugze—ﬁn(m)

n=—oo

o Sk 1+8n] S §lkt148n]

o = i 6[k+8n]+%( > o[k —1+8n] + Z 5[l~c+1+8n]>

n=—oo n=—oo n=—0oo

: Mit dem N-periodischen §-Puls dy[k] kann man auch schreiben
. S [k +nN] = oxlk]
. n=—00
s s s S S S S S SN SN E S S S S S SN NN NN NN N NSNS NS S NSNS EEEEEEEEEEEEEEEEEN
1
cr = Oslk]+ 5 (9s[k — 1]+ dslk +1])
z[n) = (3)", -2 <n <3 und z[n + 6] = z[n).

Zuerst bestimmen wir uns die Periodendauver N =T
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Da fiir unser Signal gilt: z[n + 6] = z[n], ist unsere Periodendauer N =T = 6.

1= 2 1 o (1\" _;
Ck N x[n]-e 5 Z (2) e
n=0 n=—2
5 n—2 5 n—2
L L —jZk(n—2) _ 1 1 %k _jiTk
ck = —'Z(—) e 7% :—-Z = el el
6 o 2 6 o 2
5 n—2 5 n
1 y 27T ]- s 270 1 s 4 ]. - 27
o = T Z% (5) e = L, Z% (5) (92 =ik
=0 — n=
(3)"22

o
ES
Il
[N
o
<
ol%
B
]«
VR
N =
~
3
o
o
ol
x>
3
|
(=
o
<
ol
B
]
N
|
o
d
@l
B
N~~~
3
|

E Die Summenformel der unendlichen Geometrischen Reihe: .
. N—1 .
: n_ 1-— qN ]
. Z 7 = 1—gq .
: n=0 :

1 —jZk 6 6 6
2 ey, 17 (76 ’ ) 2y, 1—(3) et
. = g-ejﬁ =—-¢e%
_ (L. i3k _(1.,-i3k
1 (2 e '3 ) 1 5 €73 )
=1
1\6  —j2rk 1\6
2 .4 1 s) -e 2 4 1— (L
cr = -6J7§k (2) _“ 6]7§k (2)

eln) = Y50, 3l — 3K
Zuerst bestimmen wir uns die Periodendauer N =T
Da unser Signal so aufgebaut ist: z[n] = Y = __ d[n — 3k], ist unsere Periodendauer
N=T=3.
Laut der Formelsammlung(Fourierreihen zeidiskreter periodischer Signale — Einige
Fourierreihen) gilt:

! 8

Das schwierigste ist somit bereits geschafft, denn das N ist bei uns 3:

> 1
> dn-m3] < Sk

m=—0o0
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Beispiel 1.8

Gegeben ist ein unvollstandiges Spektrum eines reellen, periodischen, mittelwertfreien (ohne
Gleichanteil) Signals mit Periode N = 4.
3 5

2 |

Ck
o -
—o
ol

Bestimmen Sie aus diesen Angaben das Zeitsignal x [n], sowie die fehlenden Fourierreihen-

koeffizienten ¢y und c3.
Losung zu Beispiel 1.8

Unser Signal hat offensichtlich die gerade Periode N = 4. Aus dem Buch (Seite 23-25)

wissen wir:

Hinweis 1.5 Damit x [n] reell ist, muss ¢, daher die folgenden Figenschaften besitzen:

Gerade Periodendauer N :

co, Cnj2, Teell

N
Ck:c*N*k? k:1,2,,§—1

Als vereinfachte Fourierreihendarstellung fiir reellwertige Signale x [n| erhalten

wir
N
J-1

w[n] = co + cyya(—1)" + 2Re Z cped Fhn
k=1

Fiir unser Signal gilt:

E
2
_ _1\n i % kn
x [n] co+c%( 1)" +2Re kg_lcke N

- 27
= co +ea(—1)" + 2Re {cleJTn}
~—
Gleichanteil

=2(—1)" +2Re {ej%”}

Da unser Signal periodisch ist, miissen wir nur die Werte fiir n = 0, 1, ..., 3 berechnen:

n (0]1]2]3
xn] |4|-2]0]-2

cp ist der Gleichanteil und somit 0. Fir cg gilt beziiglich der Symmetrie c3 = ¢; = 1.
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2 Kapitel

Beispiel 2.1

Beweisen Sie fiir jedes der durch Eingangs/Ausgangsbeziehungen gegebenen Systeme die
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit der Systemeigenschaften Linearitdt, Zeitinvarianz, Kausalitdit,
Stabilitat. Wo es moglich ist, geben Sie die Impulsantwort h [n] des Systems an.

a) y[n] = x[n] — x[n —1]

b) yln] = z[n]z[n — 1]

yln] = xln] + z[-n]

yln] = a[2n]

)
)

f) yln] = gs2n]
) yln] = a[n — 1] + a[n] — an + 1]

Losung zu Beispiel 2.1

Theorie

Hinweis 2.1 Fir lineare Systeme gilt das Superpositionsprinzip.

y[n] = T {azy [n] + bxa [n]} = aT {z1[n]} + 0T {z2[n]} Vn,a,b

Hinweis 2.2 FEin System heif$t dann zeitinvariant, wenn fiir jede beliebige Zeitverschie-
bung um ng gilt:
T{z[n —nol} = yln — no]

Fiir die Zeitinvarianz muss das Ausgangssignal den Zeitbezug zum FEingangssignal bei-
behalten und identisch reagieren. Dieses Prinzip wird auch als Verschiebungsprinzip
bezeichnet.
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Hinweis 2.3 Bei kausalen Systemen eilt die Systemantwort der Systemanregung
nicht voraus. Die Systemantwort fiir jeden Zeitindex ng hdngt nur von Signalwerten
x [n] zu Zeitpunkten n < ng, also von vergangenen Eingangssignalwerten, ab.

Daraus folgt mit der Faltungssume:

y[no] = Z h k] z[no — k

k=—o0 <ng
als Konsequenz fiir die Impulsantwort kausaler Systeme

hin] =0 fir n<0

Hinweis 2.4 Fin System, fiir das folgende Gleichung erfillt ist, wird BIBO-stabiles
System (BIBO = Bounded Input Bounded Output) genannt.

Y |hn]| < o0

k=—o0

Filter mit einer Impulsantwort endlicher Dauer sind daher immer stabil.

Beispiel

a) y[n] = x[n] — x[n —1]
Zuerst testen wir die Linearitdt mit dem Superpositionsprinzip. Das Eingangs/Ausgangsverhéltnis
ist definiert mit:

y[n] = T{z[n]} = z[n] — z[n —1]
Fiir die Linearitat muss also gelten:
y[n] =T {axi [n] + bza [n|} = aT {z1 [n]} + bT {z2[n]} Vn,a,b
Wenden wir das auf unser Verhéltnis an:
TH{az[n] + bzn|} = aT{x[n]} + bT {z[n]}
az[n] + bx[n| — ax[n — 1] — bz[n — 1] = a(xz[n| — z[n — 1]) + b(x[n] — z[n — 1))

az[n] — ax[n — 1] + bx[n] — bz[n — 1] = ax[n] — ax[n — 1] + bz[n] — bx[n — 1]
q.e.d.

Fiir die Zeitinvarianz iiberpriifen wir das Verschiebungsprinzip:

T{x[n —nol} = yln — nol
x[n —ng| — xz[n — ng — 1] = y[n — ng]

q.e.d.

Bei kausalen Systemen hingt die Systemantwort nur von vergangenen Eingangssignal-
werten ab. Diese Eigenschaften kénnen wir direkt herauslesen.

29



Die Impulsantwort h[n] bekommen wir, indem wirals Eingangsignal xz[n] =
Dirac-Impuls verwenden.

hin] = d[n] — d[n — 1]
Die Impulsantwort hat eine endliche Dauer und ist immer stabil.

yln] = z[njz[n — 1]

Linearitat

THax[n] + ba[nl} = aT{x[n]} + 6T {x[n]}
(az[n] + bzln])(az[n — 1] + bx[n — 1]) # az[n|x[n — 1] + bz[n|xz[n — 1]
z[n)z[n — 1](a® + 2ab + b?) # x[n]z[n — 1)(a + b)

Das System ist somit nicht linear.

Zeitinvarianz

TH{a[n = nol} = yln — nol
x[n — nolz[n —ng — 1] = y[n — ng|

q.e.d.

Das System ist zeitinvariant.

Kausalitat

Die Kausalitét ergibt sich aus der Definition.

Stabilitat
Fiir die Impulsantwort gilt:

hin] = d§[n]d[n — 1]
Sie hat endliche Dauer und ist stabil.

n+4

yll= ) a[k]

k=n—2
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Linearitat

TH{az[n] + bz[n|} = aT{z[n]} + bT{z[n]}

n+d n+4 n+4
> (axlk] +bzlk) =a > alk]+b > w[k]
k=n—2 k=n—2 k=n—2
nt4 n+4 n+4 n+4
a Y xkl+b > akl=a > ak]+b > z[k]
k=n—2 k=n—2 k=n—2 k=n—2
q.e.d.

Das System ist linear.

Zeitinvarianz

TH{x[n —nol} = yln — o]
n—no+4

S ek = yln—no

k=n—ng—2

Das System ist zeitinvariant.

Kausalitat

Die Kausalitét ist hier nicht gegeben, da y[n] unter anderem von z[n — 2] abhéngt.

Stabilitat

Die Impulsantwort ist:
n+4
hln] = Z O[k] = 6[n — 2] + d[n — 1] + 0[n] + d[n + 1] + d[n + 2] + d[n + 3] + d[n + 4]
k=n—2
Laut Beispielsammlung-Losung ware dies:
hin] = o[n+4] - o[n — 2]
Meiner Meinung nach wére
hin] = o[n + 4] — o[n — 2]
genauso korrekt.

d) yln] = z[n] + z[-n]
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Linearitat

TH{az[n] + bz[n|} = aT{z[n]} + bT{z[n]}
ax[n] + bz[n] + ax[—n| + bx[—n]| = a(z[n] + z[—n]) + b(z[n] + z[—n])
a(xz[n] + x[—n]) + b(z[n] + z[—n]) = a(z[n] + z[—n]) + b(z[n] + x[—n])
q.e.d.

Zeitinvarianz
y[n] = z[n] + z[—n] = T{z[n]}
T{z[n —nol} = z[n — nol + z[—n + no] # y[n —no] = z[n — ngl + z[—n — no]
Das System ist nicht zeitinvariant.
Kausalitat

Setzen wir fiir n Werte < 0 ein, wiirde unser Ausgangssignal y[n] von Werten ng > n
abhéngen. Das System ist nicht kausal.

Stabilitat

Wenn |z[n]| < M, dann gilt auch |z[n] + z[—n]| < M und somit |y[n]| < M. Das System
ist stabil.

y[n] = z[2n]
Linearitat

TH{azx[n] + bz[n]} = aT{z[n]} + 0T {z[n]}
ax([2n] + bx[2n| = ax[2n] + bx[2n]
q.e.d.

Zeitinvarianz

yln] = x2n] = T{z([n]}
T{z[n —ngl} = z[2n — 2np| # y[n — ny] = x[2n — ny)

Das System ist nicht zeitinvariant.

Kausalitat

Das System ist offensichtlich nicht kausal.
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Stabilitat

Wenn |z[n]| < M, dann gilt auch |z[2n]| < M und somit |y[n]| < M. Das System ist
stabil.

y[n] = 5z n]

Linearitat

TH{az[n] + bz[n|} = aT{z[n]} + bT{z[n]}

a b
n o5l b)) = T—mpain] + Z==pmain]

a b B a b
mros Mt s = et s

q.e.d.
Zeitinvarianz
yln) = ——aln] = T{aln]}
T{x[n —ngl} = n—niW&x[n —ng| # yln —no] = - _:O.5x[n — ng|

Das System ist nicht zeitinvariant.

Kausalitat

Da das Ausgangssignal nur von gleichen oder vergangenen Eingangswerten besteht, ist
das System kausal.

Stabilitat

Wenn |z[n]| < M, dann gilt auch |
stabil.

ﬁﬂn” < M und somit |y[n]| < M. Das System ist

yln] = zln = 1] + z[n] — z[n + 1]

Linearitat

TH{az[n] + bz[n|} = aT{z[n]} + bT{z[n]}

az[n — 1] + bz[n — 1] 4+ az[n] + bz[n] — ax[n + 1] — bz[n + 1]
= a(z[n — 1] + z[n] — z[n + 1]) + b(z[n — 1] + z[n| — z[n + 1])
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(z[n = 1]+ z[n] — z[n +1])(a +b) = (z[n — 1] + z[n] — z[n +1])(a + b)
q.e.d.

Zeitinvarianz
y[n] = z[n — 1] + z[n] — z[n + 1] = T{z[n]}
T{xz[n —ngl} = z[n —ng — 1] + z[n — ng|] — z[n — ng + 1] = y[n — ng]
Das System ist zeitinvariant.
Kausalitat

y[n] hangt von x[n + 1] ab, das System ist nicht kausal.

Stabilitat

Wenn |z[n]| < M,Vn, dann ist auch |z[n — 1] + z[n] — z[n + 1]| < M und somit auch
[y[n]| < M.

Impulsantwort

Die Impulsantwort ist gegeben mit:

hin] = é[n — 1] + 6[n] — 6[n + 1]
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Beispiel 2.2

Ein lineares, zeitinvariantes System (LTI-System) habe eine Impulsantwort h[n| = a"c[n].
Berechnen Sie die Systemantworten y[n] auf folgende Eingangssignale:

a[n] = o[n]
[n] = ol=n], laf <1

)
)
c) x
)
)

a

o

8]

on]+o[-n+ N -1
B

o,

n| =
z[n] = oln+ N]o|—n + N]

e) z[n] = f"o[n], auch fir =, |of<1,|8] <1
Losung zu Beispiel 2.2

Theorie

Hinweis 2.5 Bei zeitinvarianten Systemen tritt bei Verschiebung des Eingangssignals,
lediglich eine Verschiebung des Ausgangssignals aus. Fir lineare, zeitinvariante Systeme
gilt deshalb die grundlegende Eingangs/Ausgangsrelation (Faltungssumme):

yln) = > alklhln—k = > a[n—klh[k]

Hinweis 2.6 Die Sprungfunktion o[n] ist definiert mit:

i = 1, n>0
o= 0, sonst

Hinweis 2.7 Wichtige Summenformeln von Reihen

N-1
" N a=1
Da" =1 1
T sonst

—a

> 1

E a*=——, Ja| <1
l1—a

n=0

Losung

a) x[n] = o[n]
Fiir das Ausgangssignal y[n] miissen wir das Eingangssignal x[n] mit der Impulsantwort
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hin] falten. Wir konnen dabei zwischen folgenden zwei Varianten wéhlen:

ylnl = Y alklhln -k = Y x[n— klh[k]
k=—o00 k=—o00
ylnl = > z[n —kh[k]
k=—0o0
= 3 agm — ak g
—k;m [n — K] \[f]/
0 fir k<0

o
= Z o[n — k] oF
k=0 1 fur k<n

LA {(n+1)a[n} a=1

T2 T 170‘%10[71] sonst
k=0

11—«
Das o[n] kommt daher, dass das Eingangssignal nur fir positive n Werte definiert ist.
b) z[n| =ol[-n|, |a|<1
Ich wéahle dieses mal die erste Variante:

o0

yln) = Y alklhn — K

k=—oc0
oo

= Y o[-k o" Foln -k

- \\,—/
k==001 fir k<0

k=—oc0
[e.9]

=Y o Fon + k]
k=0

o 0]
— " Z Oék
k=0
an
Cl-«
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Fir n < 0 wird y[n]:

y[n] = Za”+k oln + k]

k=0 LY
=1 fir k>—n
0o
— Z an—i—k
k=—-n
e’} —n—1
— an—i-k _ Z an—l—k
k=0 =0
a” pnl—a ™"
“1-a @ l-«

o™ a"—l_ 1

1—« l1—« l1—a

ylnl = Y xln — Kh[K]
k=—o00
= Y oln—kla" ofk] + > of[-n+k+NF ok] - Y of
k=—00 |t koo k== S
= a[n—k]ak+20[—n+k¢+N]ak—Zak
k=0 k=0 k=0

Wir bendtigen erneut die Fallunterscheidung n < 0 und n > 0. Fir n > 0 gilt:

(0.0 o [o.¢]
y[n] = Za[n—k] ak+Za[—n+k+N] af — Zak
e k=0 N k=0
1 fir k<n 1 fir k>n—N

n oo oo
S I DR S

k=0 k=n—N k=0

1 — g+l [ . n—N-1 i 00 .
S S D 3

k=0 k=0 k=0
1—art 1N
11—« 11—«

k=0 k=0 ~ k=0
o0 o

= Z ok — Z o =0
k=0 k=0
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Nur fiir positive n wird auch ein Ausgang erzeugt. Schlussendlich miissen wir nur noch
n+1
die Ausgangskomponenten auf die Eingangskomponenten beschréinken. =2 - gilt nur

11—«
.. _qn-N ..
furnZOundllafanurfurngN.

1 —antl

1— an—N
yln] = -

o[n] o[—n+ N]

11—« l1—«

Achtung! Die eigentliche Losung lautet l_ﬁzrla[n] - 1_1‘“::]\]0[71 — N —1]. Wieso
ist das so?

d) z[n] = oln+ N]o[-n + N]

= E oln—k+ N]o[-n+k+ N]o* ofk]
- ~~
k=—%0 1 fiir k<n+tN 1 fiir k>N—n 1 fiir k>0

ntN L 1— QTN+

= ) =g

k=maxz[N—n,0]

Achtung! Die richtige Losung ist
L (1 - Ngn+ N - (1—a"Non - N—1])

11—«

e) z[n] = p"o[n], auch fir f=«a, |of<1,|| <1

k n—=k
y[n] = 6% olk] " Fon—k
[n] k}_oo “[ ] [“ ]
1 fiir £>0 1 fir k<n

N Z 5ka—k
k=0

_ —nbn+1
an-i—l _ Bn+1 [ ] ﬂn—i—l _ an-i—l
= 90n|=——
80—«

a—p

Fiir den Fall 8 = « erhalten wir:

on]

o0

ylnl= Y o o[k] o"Foln -k
1 fir k>0 1 fir k<n

n

=a" Z 1=a"(n+1)o[n]
k=0
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Beispiel 2.3

Das abgebildete System besteht aus zwei LTT-Systemen mit den Impulsantworten hq[n] und
ho[n]. Berechnen Sie die Antwort y[n| des Gesamtsystems auf das Eingangssignal x[n] =
d[n] —ad[n — 1], o] < 1.

——— h[n] haln] ——

hi[n] = (E)M (sin f—0n>2 ha[n] = a”oln]

Losung zu Beispiel 2.3

Definition 2.1 (J-Einsimpuls)

a={; "2t

Definition 2.2 (0-Sprungfunktion)

oln] = {O fiirn <0

1 firn>0

E Das Ausgangssignal y[n] eines linearen, zeitinvarianten Systems mit der Sprungantwort =
. h[n] und dem Eingangssignal z[n] kann mit folgender Formel berechnet werden: .
. ynl = > alklhln—k = Y aln - klh[k] .
. k=—o00 k=—o00 -
PR S S S S SN NN EE NN NN EE NSNS EES NSNS NS NN NSNS SN SN EE NSNS EEEEEEEEEEEEE 3
E Ein System heifit BIBO(Bounded Input, Boundend Output)-Stabil, wenn gilt: E
: > |h[k]| < o0 :
: k=—0o0 :
E = Systeme mit endlich langer Impulsantwort sind immer stabil. .
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Bei der Kettenschaltung (Kaskadenschaltung (Reihenschaltung)) 2-er stabiler LTI-
Systeme mit Impulsantworten hj[n] und haln| folgt:

hin] = > hlklholn — K = ) haln — k]hy[k]

k=—00

= Es ist die Reihenfolge der Systeme egal:

— hl [n]

—

h2 [n]

k=—o00

hl [TL]

~ bl - = o Al -

Im folgenden muss oft die folgende (oder eine &hnliche) Gleichung gelst werden:

Es ist ersichtlich, dass §[k] nur an der Stelle £ = 0 den Wert 1 annimmt, ansonsten ist

sie immer 0.

Somit kann man das Summenzeichen vereinfachen, denn alle Summanden aufler dem,

bei dem k£ = 0, sind 0.

yln) = Y olklzln — K]

k

=—0Q

i) Priifen, ob alle Systeme BIBO-Systeme sind:

z[n] =

hl [n] =

h2 [n] =

o[n] —adln—1] =

k

1 —a| <oo Vol <1

(3)"(

oo

k=—o00

(

1

2

T
10

)

. 2
Sin —n) =

in —k
sin 75

o0

D

=—00 -1

lim h

n—oo

!

< 00

Sik]  —a 8k —1]
~— N

= mit k = 0
bzw. k=1 =

fir k=0 =1 fur k=1

1[77,]:0 =

o0
n : _ n
ao[n] = nh_)n;o ho[n] =0 = Z la"o[n]| < oo

D.h. alle Systeme sind BIBO-Systeme.

k=—o00

ii) Umstellen der Reihenfolge auf folgende Form: (Ist moglich, da alles BIBO-Systeme sind)
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A al ) — 4
ha[n] = a™o[n] hiln] = (%) " (sm 11071)2

iii) Berechnen von y;[n]:

nlnl = Y (@lklhaln— k) = D (3[k] — adk —1]) o™ Foln — k|
k=—o00 k=—00
] = > 0kl " Foln—k - Y adk—1] " Fon—k
k== _1 fiir k=0 k==00 " 1 fiir k=1
yi[n] = a"on]—a-a"lon—1=a"(o[n] —oln—1]) =a"- [n]
(STg] =1 fiir n=0
yiln] = a”-dn] = d[n]
iv) Berechnen von y[n]:
ynl = > ikl —k)= > k] mln—k |= mit k=0 folgt:
k=—o0 k=—o0 lf\ﬁg:O
yln] = Mln—0] = hn]
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Beispiel 2.4

Berechnen Sie die Gesamtimpulsantwort h[n] des abgebildeten Systems, das aus einzelnen
LTT-Systemen zusammengesetzt ist.

hQ [n] —]
z[n]

——— hin] 4

hafn]

yln] = (z + h)[n]

hs[n]

Dabei sei:

hiln] = (;)n o[n]

ho[n] = (n+1)on]
hs[n] = ha[n]
hy[n] = d[n—1]

Losung zu Beispiel 2.4

Definition 2.3 (0-Einsimpuls)
1 =0
snj=4 - "
0 n#0
Definition 2.4 (0-Sprungfunktion)
{0 firn <0
oln] =

1 fiirm>0

Das Ausgangssignal y[n] eines linearen, zeitinvarianten Systems mit der Sprungantwort
h[n] und dem Eingangssignal z[n| kann mit folgender Formel berechnet werden:
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Bei der Kettenschaltung (Kaskadenschaltung (Reihenschaltung)) 2-er stabiler LTI-
Systeme mit Impulsantworten hj[n] und haln| folgt:

hin] = > hlklholn — K = Y haln — k]hy[k]

k=—00 k=—o00

= Es ist die Reihenfolge der Systeme egal:

= hn] = han] = = o hn] = hen] - = — A -

E Bei der Paralellschaltung 2-er LTI-Systeme mit Impulsantworten hq[n| und ha[n| folgt: E
: hln) = hi[n] + haln] :
: ol 5
: = — b - :
E hl [TL] E

TODO: wieso ist h3 und hy stabil?
Am besten man zerlegt das gesamte System in kleine Teile:

i) Zusammenfassen und Berechnen der Serienschaltung von hs[n| und h4[n] als haa[n]:

—> h3[n] — h4[n] —

Aus der Formel fiir die Reihenschaltung folgt:

o0

h34[n] = i h3[k]h4[n—/<:] = Z (k—i—l)d[k]'(S[n—k—l]

k=—o0 k=—o0 =1 fir k=n—1

hga[n] = (nA1#1)o[n — 1] = non — 1]

ii) Zusammenfassen und Berechnen der Paralellschaltung von ha[n] und has[n] als hy)j34[n]:

hg [n] —l

h34 [n] S_
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Aus der Formel fiir die Reihenschaltung folgt:

hojzaln] = ha[n] — haan] = (n + 1)o[n] — non — 1] = non] — non — 1] +on]
nd[n]

hojzaln] = ndln] + o[n]

iii) Zusammenfassen und Berechnen der Serienschaltung von hi[n] und hgjjz4[n] als hln]:

— hi[n] — hojzan] —

Definition 2.5 (Geometrische Reihe)

00 N-1
1 N a=1
a"=—— Va| <1 und a" =
;} T " 2 {1—_{ sonst YN > 0

n=0

00 00 k
Ml = Y mlblhle 6= Y (5) ol 03T~ K]+ ofn — 4]
k=—o00 k=—o00
[e'e] 1 k o0 1 k
hn] = kzzoo <2> a[k](n—k)%—i—k;w <2> olklo[n — k]
" > (1 Somit geht )
hin] = (=] olnl(n-n)+ > (= olk]  oln—k _sen
(2) T k_oo<2> :1;'5:20 mk von k = 0 bis n
e A L S € A S ) M S A
= 2 (5) e ()
Geom. Reihe

hin] = 2—<;>n Vn>0 = h[n]:<2—(;>n) o[n]
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Beispiel 2.5
Gegeben ist ein LTI-System mit der Impulsantwort

= ((-3) (3o

a) Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantwort a[n] des Systems.

b) Zur Vermeidung von Uberschwingen der Sprungantwort a[n] wird nun zum gegebenen
System ein System in Kette geschaltet. Dieses Entzerrersystem wird durch die folgende
Eingangs/Ausgangsbeziehung beschrieben:

y[n] = azxin] + bx[n — 1] + czx[n — 2].

hn] z[n] Entzerrer yln]
a,b,c
gegeben gesucht

Wie sind die Koeffizienten a, b, ¢ zu wihlen, so dass das Gesamtsystem kein Uberschwin-
gen zeigt, d.h. die Sprungantwort des entzerrten Gesamtsystems ist a[n] = o[n — ng?

c) Wie gro8 sollte zweckméBigerweise die Zeitverzogerung ng gewéhlt werden?

Losung zu Beispiel 2.5

a) Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantwort a[n] des Systems:

E Das Ausgangssignal y[n| eines linearen, zeitinvarianten Systems mit der Sprung- E
. antwort h[n] und dem Eingangssignal x[n] kann mit folgender Formel berechnet
E werden: . . -
: i)=Y #lklblo K= Y wln— ik (21)
. k=—00 k=—o00 -
'-....-------...--------...--------...-------....-------...--------...'

Ist das Eingangssignal eines Systems mit der Sprungantwort h[n] die Sprungfunktion
o[n], dann erhalt man am Ausgang die Sprungantwort:

(Eingesetzt fiir x[n] = o[n| in equation (2.1) erhdlt man somit)

oo oo

aln) = Y olklhln -k = > on— klhk]

k=—o00 k=—o0
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Definition 2.6 (Geometrische Reihe)
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]

6 —4 -2 9 4 6 8§ 10 12 14 16 ™

b) Berechnen der Koeffizienten a, b, ¢, um Uberschwingen zu vermeiden (a[n] = o[n — ng))

yln] = a[n] =o[n —no] = azn] + bzn — 1] + cz[n — 2]

ofn—no] = a (1 _ (_;)"1 _ <_;)2> oln] +b <1 - (-é)w - (—DS) oln — 1]
o (1 - (-é)n_g - (—DH) o — 9]

Das Promblem sind nun die lastigen o-Spriinge, die Zu den Zeitpunkten n = 0, 1,2 und

ng auftreten.

Wenn wir jedoch ein sehr grofles n betrachten (n > ng und n > 2), dann muss logischer-
weise die Gleichung noch genauso gelten, jedoch haben wir den Vorteil, dass wir uns das
o wegdenken konnen, denn es besitzen bereits alle o-Spriinge den Wert 1.

Somit gilt Vn > ng und Vn > 2 folgendes:

1 = a—i—b—i—c—a(—l)ngl—b _1>n3<_1>_c<_1>n3
3 32 3 3 3
1 n—4 1 1 n—4 1 1 n—4
() () (8) ()
1 = a+b+c—<a—b+c> <_1>”_3_<a_b+c> <_1>n—4
9 3 3 4 2 2

Nun koénnen wir mittels Koeffizientenvergleich die Werte fir a, b und ¢ bestimmen (das

geht allerdings nur, weil (_%)n_g und (—%)n_4 linear unabhéngig sind)

i) 1=a+b+c
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3
a b n—d a b a

Somit erhalten wir:

3 2
2(%—1—0)23(%4—0) = %—I—Zc:g+3c:> Fa—ga:cé%:céa:(?c
Somit konnen wir ¢ berechnen:
l—a+ b 4e—a+ & 42 +c=60+3c+3c=12 = c——
=a c=a 5 c+c=6¢ c c=12c 0—12
%+20 \32"

Somit konnen wir a berechnen:

ofn—no] = ;(1—(—;)"1—(—;>"2 . oln]
(=) () ) e

c¢) Gesucht ist nun die Zeitverzogerung ng: Durch o[n],o[n — 1] und o[n — 2] folgt, dass

no > 0 sein muss. Wenn wir uns nun die Komponenten in equation (2.4) ansehen:

3 (- ()
() - () ) e
L (l T ) o=

Dann kénnen wir uns die ersten paar Werte berechnen:
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4

85

216
12g

%
216

Maw=s

OO O OO

o o R~

| O olooH DN

— Rloglo&lH w

1

Somit sieht man gut, dass >, = (A+ B+ C) ab n > 1 immer 1 ergibt.

Folglich muss ng = 1 sein.

0.8 |

0.6 1

0.4+

0.2 |

>
>

6 —4

9

6 8 10 127

TODO: Wie kommt man darauf, dass der Entzerrer aus 3 Komponenten
besteht? Kann er auch aus 2 oder 1ner Komponente bestehen?
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Beispiel 2.6

FEin System sei als Kettenschaltung zweier Teilsysteme realisiert. Das erste Teilsystem ist
durch die Eingangs/Ausgangsbeziehung

n

2= D alkl= D han—kz[k]

k=n—N+1 k=—o00

charakterisiert. Vom zweiten System ist die Impulsantwort bekannt:

ha[n] = 2sin % sin 27rTno[n]
z[n] halr] z[n] ol yln]

a) Berechnen und skizzieren Sie:
a) die Impulsantwort hj[n| des ersten Teilsystems,
b) die Impulsantwort h[n| des Gesamtsystems,
b) Berechnen Sie die Antwort y[n] des Gesamtsystems auf das Eingangssignal z[n] = sin 2T, —c0 <
n < oo.

c¢) Vertauschen Sie jetzt die Reihenfolge der beiden Teilsysteme und wiederholen Sie Punkt
b: Warum erhélt man dabei ein anderes Ergebnis, obwohl doch beide Teilsysteme LTI-
Systeme sind und die Faltungsoperation normalerweise assoziativ ist?

Losung zu Beispiel 2.6

a) Berechnen und skizzieren Sie:

a) die Impulsantwort hj[n| des ersten Teilsystems,

2n] = > [k

k=n—N-+1

Will man aus einer Summe mit Grenzen eine unendliche Summe erzeugen, die mit
den Sprungfunktionen o arbeitet, berechnet man anhand der Grenzen der Summe
die Argumente der o-Funktion:

Die untere Grenze lautet: k =n — N + 1, d.h. wir brauchen folgende Funktion:

f[k:]:{l kzn-N+1 olk—n+N—1]

0 somnst
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Die obere Grenze lautet: k = n, d.h. wir brauchen folgende Funktion:

1 k<n

flk] = { - = o[-k+n]
0 sonst

k —n das Argument der o-Funktion: o[k — n].

Anschlielend miissen wir nur noch beide Grenzen miteinander multiplizieren:

n o0

2n] = > alkl= D (oln—k-ol-n+N—1+ k)]

k=n—N+1 k=—o00

Wird am Eingang der Dirac-Impuls §[n] angelegt, erhilt man am Ausgang die
Impulsantwort h[n].

Um die Impulsantwort zu berechnen, ersetzen wir in der Eingangs-/ Ausgangsbeziehung
das z[n] durch d[n]:

h] = Y (o[-n+N-1+k-on—k) 5[k
k==o00 1 T k0
hi[n] = o[-n+ N —1]-0n]

Somit brauchen wir eine Fallunterscheidung: Dazu zerlegen wir die Funktion hq:

o[n] =1 fiir n > 0 und
ol-n+N—-1]=1firn <N -1
Somit gilt:

0 sonst

] — {1 V(n) € [0,N — 1]

Und wir kénnen hj[n| auch schreiben, als

hi[n] = o[n] —oln — (N —1)] = o[n] — oln — N + 1]

b) die Impulsantwort h[n] des Gesamtsystems,
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Bei der Kettenschaltung (Kaskadenschaltung (Reihenschaltung)) 2-er stabiler
LTI-Systeme mit Impulsantworten hj[n] und ha[n] folgt:

= Z hi[klha[n — k| = Z hi[n — k]ha[k]

k=—o00 k=—o00

= Es ist die Reihenfolge der Systeme egal:

= hn] —f hon] - = — mn] = hon] - = — hln]

Somit kénnen wir die Impulsantwort des Gesamtsystems wie folgt berechnen:

hin) = > hfklhaln =k = Y hiln — klho[k]
k=—o00 k=—o00
hln] = kz_: (o[n — k] —o[n—k— N+ 1])2sin % sin %ka[k:]
> k
hin] = Z QSIH%SH}%(O’[ —kl—on—k—N+1]) ok
k=—00 =1 fiir k>0
= ‘Somit ist ersichtlich, dass h[n| =0 fiir k& < O‘
- 27k
hin] = ZQsin%sin%(a[n—k] —on—k—N+1)) ol
= =1 fiir k>0
hin] = ZQsm—sm—ka[n— —ZZsin;sinzgfka[n—k:N+l]
=1 fir k<n k=0 =1 fur k<n—N+1
n—N+1
7'(' 27rk 7'(' 2rk
hln] = 2sin — sin —— — 25in — sin ——
[n] Z sm sin Z sm sin N
n n— N+1
2k 2k
hin] = 2sin% (Z sin% - sin Xf)
k=0 k=0
Definition 2.7 (Eulersche Formel)
e/ ? = cos (p) + j sin ().
Auflerdem gilt:
. eIt — eI eIt 4 eI
sing = —— bzw. cosr= ———
27 2
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Wir ziehen nun beide Summen aus der Gleichung raus:

-2k

2k ]27Tk_ —J°N _ 27
Sm%_z% = (Ze 2t Zeﬂk>

n

k=0 k=0
n—N+1 —N+ ]m j27rk n—N+1 n—N+1
N —e 2k _s2nk
> s Z — >IN = ) TR
k=0 k= k=0 k=0

Definition 2.8 (Geometrische Reihe)

Nl N a=1
at = —— ‘v’ al <1 und a = N
Z lal nz:: {11_“: sonst VN >0

Mit der Geometrischen Reihe erhalten wir:

"~ 27k 1 L i ork 1 I Ix
. _ jERE o k k
sin ~ - 72‘7' ( E el N — E e /N ) = 72]' E e’ — e

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2w (n+1) .27 (n+1)

1 l—el™w l—e7™~
- 5 om(l) S2m(1
2j \ 1% 1 — e i

n—N+1 n—N+1 n—N+1
. 2mk 1 2mk 2k
Sz o L[S S
N 27
k=0 k=0 k=0
) j27'r(n;vN+1) _j27'r( n—N+1)
= o ok _ ok
J k=0 k=0
) j27r(n7\71\7+1) 7j2ﬁ(n7\7N+1)
= 2— ek— ek
J k=0 k=0

.27 (n+42) . . 2w (n+2)

1 1—e7~ 1—e 77w~

- 5 om(l) 27(1
2] 1— ¢ () 1— i ()
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.27 (n+1) .27 (n+1) 7r(n+2) 27r(n+2)
1 [1—-e7 W l—e 7™~ 1 [(1—¢ 1-—
o om(l) S2m(1 Y 2m(1) 27r1
2\ 1- "N 1— e i7" 2j \ 1 - "W N

) = 2sin (o (e (5 sin () s (P05 ) ) = 5 (e ()i (052 )
3 (e (@) om () () )~ (e (R om () o (U

= | Mit csc(z) = =+ folgt:

sin(x)

m(n+1) n+2)

= N<M““(?>Sm(zv>> (M' e (7
(

W () (o () (7))

b) Berechnen Sie die Antwort y[n] des Gesamtsystems auf das Eingangssignal z[n] = sin 2%, —co <

n < oQ.

c¢) Vertauschen Sie jetzt die Reihenfolge der beiden Teilsysteme und wiederholen Sie Punkt
b: Warum erhélt man dabei ein anderes Ergebnis, obwohl doch beide Teilsysteme LTI
Systeme sind und die Faltungsoperation normalerweise assoziativ ist?
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Beispiel 2.9

Sie sollen ein zeitdiskretes System untersuchen, von dem die Beziehung zwischen Eingangs-
signal z[n] und Ausgangssignal y[n| gegeben ist:

n+1
yil = > (zlk+1] — z[k] + z[k — 1])
k=n—1
a) Priifen Sie (mit Beweis), ob das System die folgenden Eigenschaften besitzt:

1) Linearitét,

2) Kausalitét,

3) Stabilitit,

4) Zeitinvarianz.

b) Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort und die Ubertragungsfunktion des Sys-
tems.

c) Welches Ausgangssignal liefert das System fiir z[n] = (—1)" ¥n?

d) Nun wird das System mit dem Signal xz[n] = A" angeregt. Wie ist A zu wéhlen, damit
y[n] = 0 ist?

e) Geben Sie eine Realisierung des Systems an.

Losung zu Beispiel 2.9

Als erstes werde ich die Formel fiir y[n| etwas vereinfachen:

n+1

yln] = Z (x[k + 1] — z[k] + z[k — 1]
k=n—1

gl = aln—1+1] - gl +2ln — 1 — 1] + 21T — afn] + 2ha—1]
+zn+1+1] —zln+1]+2zn+1-1]
yln] = z[n]+z[n—2] — 2]+ zn + 2] + 2]

yln] = z[n—2]+ z[n] + z[n + 2]

Ein zeitdiskretes System verarbeitet das Eingangssignal x[n| durch Anwendung eines
zeitdiskret arbeitenden Algorithmus 7{-} zu einem Ausgangssignal y[n].

a[n] yln] = T{z[nl}
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a) Prifen Sie (mit Beweis), ob das System die folgenden Eigenschaften besitzt:

Generell gilt 1t. Tutor: sobald die Impulsantwort berechenbar ist, handelt es sich um ein
LTI-System, somit sind die 2 Bedingungen Linearitdt und Zeitinvarianz immer erfiillt,
wenn die Impulsantwort berechenbar ist. (siehe Punkt b auf Seite 58)

1) Linearitét,
Definition 2.9 (Linearitit(Superpositionsprinzip)) :

Bei einem linearen System ist die Antwort auf eine Summe von Eingangssignalen
gleich der Summe der Finzelantworten:

yln] = T{Z am‘[n]} = Zaﬂ'{ﬂ?i[n]} = Zaiyi[n]

zln] =) amiln] = yln] = ayiln]
Zusdtzlich besitzen lin. Systeme noch folgende Figenschaft:

zn]=0 = y[n]=0

Wir ersetzen einfach iiberall z[n] durch ), a;z;[n]:

yln] = zn—-2]+zn|+zn+2] = |setze x[n] =), a;x;[n]
yln] = Z a;xi[n — 2] + Z a;x;i[n] + Z a;x;i[n + 2]
ylnl = Y a; (wiln — 2] + xi[n] + 2i[n + 2))

i il

yin) = Y awdn] =

Da y[n] = ), a;yi[n| das Ergebnis ist, das rauskommen muss, wenn es sich um ein
lineares System handelt, muss es folglich linear sein.

2) Kausalitét,

Definition 2.10 (Kausalitat)
Bei kausalen Systemen eilt die Systemantwort der Systemanregung nicht vorraus.
Die Systemantwort hingt nur von den vergangenen Eingangssignalwerten ab.

h[n] =0 V¥ n<0

Wobei h[n] die Impulsantwort darstellt.

Da die Impulsantwort folgende ist: (Berechnung und Plot, siche Punkt b auf Seite 58)

hin] = é[n — 2] 4 0[n] + d[n + 2]
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Ist leicht ersichtlich, dass hln| # 0 fir n < 0: z.B: Einschalten zum Zeitpunkt n, dann
miisste gelten: hln] =0 ¥n < 0. Das ist aber nicht erfiillt, siche Plot. =

3) Stabilitit,

Definition 2.11 (Stabilitét) -
Ein System heifit stabil, wenn es auf ein amplitudenbegrenztes Fingangssignal mit

einem amplitudenbegrenzten Ausgangssignal antwortet. (BIBO...Bounded Input -
Bounded Output)

Fiir zeitdiskrete LTI-Systeme gilt:

> |h[k]| < o0

k=—o00

= Systeme mit endlich langer Impulsantwort sind immer stabil.

Wobei hn] die Impulsantwort darstellt.

Da die Impulsantwort folgende ist: (Berechnung und Plot, siehe Punkt b auf der
néchsten Seite)
hin] = é[n — 2] 4 0[n] + d[n + 2]

folgt:
S nkll= Y k-2 + 6[k] + dk+2] =3<oo = |BIBO-stab.
k=—00 k=—o00 .. ..
=1 fir k=2 =1 fir k=0 =1 fir k=-2
Zeitinvarianz.

Definition 2.12 (Zeitinvarianz) :

Bei zeitinvarianten Systemen dndert sich die Form des Ausgangssignals nicht,
wenn das Eingangssignal zu verschiedenen Zeitpunkten angelegt wird. (Es tritt
nur eine Zeitverschiebung auf)

T{8[n — k]} = hln — k]
THzln — K]} = yln — ]

Im folgenden werden wir zuerst xz[n] durch xz[n — k] ersetzen, dann werden wir dieses
xz[n — k] in die Formel von y[n] anstatt dem z[n] einsetzen.

Als néchstes miissen wir in der Formel von y[n] das n durch n — k ersetzen und mit
dem obigen Ergebnis vergleichen.

T{xn—k|]} = zin—k—-2]+zxn—kl+zn—k+2]
yn—k] = zin—k—-2]+zxn—kl+zn—k+2]

= T{zn—kl}=yn—-k = ‘zeitinvariant, da beide gleich.
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b) Berechnen und skizzieren der Impulsantwort und der Ubertragungsfunktion:
» Wird am Eingang der Der Dirac-Impuls §[n] angelegt, erhélt man am Ausgang die -
* Impulsantwort h[n]. E

Um die Impulsantwort zu berechnen, ersetzen wir in der bereits vereinfachten Formel das
Eingangssignal z[n| durch den Impuls §[n):

y[n] =z[n —2]+zn|+zn+2] = hln]=4dn—2]+4dn|+dn+ 2]

® hln] = d[n— 2] + 6[n] + 6[n + 2]

0.4

0.2 1

— 0 —0—0— 0 —0 O

—6 —4 -2 2

[ ]

®

-~ o

®

e
S

Nun wenden wir uns der Ubertragungsfunktion zu:

Die Ubertragungsfunktion H(e’?) ist die Fouriertransformierte der Impulsantwort:

H@) = S hike 3% = FT{hin])

k=—o00

Wir setzen somit die vorher berechnete Impulsantwort h[n| in die Summe ein:

o
H(e) = > hlkle 7%
k=—o00
He?) = > (dn-21+ 6n] + dn+2 |/
e — oo \_v_/ \,./ \“,_/
=1 fir k=2 =1 fir k=0 =1 fur k=-2
H(eje) _ ej02+€j16‘0 4002 — =302 4 1 4 (92
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Definition 2.13 (Eulersche Formel)

&9 = cos(p) + j - sin(e)

Mit der eulerschen Formel folgt:

H(?) = €72 4149 =1 4 cos(—62) +7 sin(—62) + cos(02) + j sin(62)
=cos(62) =—1sin(02)

H(e'%) = 14 cos(62) — jsin02) + cos(62) + jsinff2) = 1 + 2 cos(62)

— 1+ 2cos(62)

AV VAR

c) Welches Ausgangssignal liefert das System fir z[n] = (—1)" Vn? Einsetzen von (—1)"
fir z[n] in die vereinfachte Formel:

yln] = zln = 2]+ aln] + 2fn + 2] = (=17 + (=1)" + (-1)""

Man kann (—1)™ auch als cos darstellen: cos(nm) = (—1)"

Mit dem cos kann man zeigen, dass gilt:
cos((n 4 22)m) = cos(nw) = (—1)""?* =(-1)" VYneN, z€Z
Da gilt: (—1)""2? = (—1)" Vn €N, z € Z folgt:

yln] = ()" 72+ (1" + (-1 = (1" + (-1)" + (-1)" =3 (-1)"

d) Nun wird das System mit dem Signal x[n] = A" angeregt. Wie ist A zu wéihlen, damit
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y[n] = 0 ist? Einsetzen von A" fiir z[n] in die vereinfachte Formel:

yn] = zn—2+zn]+an+2=N"2 4N L A2 =0
0 = MA2+A+2?%) = 0=X12+ A"+ )% | Multiplizieren mit: \?

0 = )\0+/\2+)\4‘Subst.: Azx:a‘”‘
0 = "+at+a?=14+a+a?

Definition 2.14 (Quadratische Losungsformel)

—b+ Vb? — 4ac
T12 =
’ 2a

Eingesetzt in Quadratische Lésungsformel:

-1+V12-4-1-1 -1+/1-4 -1+/-3 -1 [—3
- 2 B - 4

= I il
e 2-1 2 2
-1 3 -
A2 = 5 ij\g ‘Rﬁcksubst: a® = \2 = /)@
-1, V3
A234 = 5 + i

e) Geben Sie eine Realisierung des Systems an. Hier haben wir ein Problem: ein reales
System kann nur kausal sein, wir haben hier aber ein akausales System: = h[n] muss
um 2 Zeiteinheiten verzogert werden und wir erhalten als neue Gleichung;:

yln] = x[n] + z[n — 2] + z[n — 4]

2T %r 2T T
+ +y[_n)]

z[n]
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3 Kapitel

Beispiel 3.1
Berechnen Sie die Fouriertransformation X (e/?) der folgenden Signale:
a) x[n] = a"sinfynoln] fur || < 1
b) z[n| = 2"c[—n]

2 4
™ ™

d) 2[n] = @) "

c) z[n] =

f) afn] = (1)
g)
1 (] ® 1n|
0.8
0.6
0.4 [ I
v ?Tﬂ hT?W

—-15 =10 -5 0 5 10 15 n

Losung zu Beispiel 3.1

a) x[n] = a"sin (6pn) o[n] fir |a| < 1: Mit der Eulerschen Formel kann man den sin in die
Exponentialform bringen:

Definition 3.1 (Eulersche Formel)
e’? = cos(p) + j - sin(¢)
Bzuw. , , ) ,
ef — e I* e e I*

sing = ———  und cosx =
27 2
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70om —j6on . .
z[n] = a"sin (6pn) o[n] = a"o[n| # = e’eonb[n] — efjeonb[n] — = (y[n] — z[n]) =
b[n] & [n] [n] & &
=0b|n =yn =zZn

Zuerst berechne ich mir die Fouriertransformation von b[n] = o™o[n]:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

1

a"on], la] <1 T ae=0

; 1
bin] = a"oln] B () = ————
[n] = a"o[n|B (e o o0
AnschlieBend kann man sich die Fouriertransformation von y[n] = €/%"b[n] berechnen:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:

ed%nyn] X <ej(9_90))

D.h. eine Multiplikation mit /%" fihrt dazu, dass das 6 durch  — 6 ersetzt wird:

y[n] = e’*"bn] B <€j(0—90)) = [ Subst:6—6p=6 | =B (ej(é)) - 1—ozl-e—19~

Riicksubstitution (8 = 6 — 6p):

B (ej(é)> - B (ej(9—90)) = el—j(G—Go) =Y (eje)

AnschlieBend kann man sich die Fouriertransformation von z[n] = e=7%m"p[n] berechnen
(funktioniert analog zu y[n|):

oo : 1 ‘
z[n] =e 39 bjn] B <63(0+90)> = o o) Z <639>

Definition 3.2 (Linearitédtseigenschaft der Fouriertransformation)

a1x1[n] + agxa[n]a1 X1(e’?) + az Xo(e??)
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Aus der Linearitatseigenschaft folgt:

z[n] = ]) LI (Y <ej9> -7 (639)) X (%)

J 2j
; 1 1
Jjoy — =
X(e ) - 2] <1 —a-e ](0 00) 1—a- 6—j(9+90))
i 1 (1—a- e 70+0) _ (1 —q.e7(0-00))
X(e ) - Z (]_ —Q-e —j(6— 90))(1 — - e_j(9+00))
X ]9 1 _a e ](9+00 I+a e—j(@—@o)
(e ) B Z 1—«- 6.7990)—a e](0+00)+a2 639%+9+%
6 1 ae 39 —e~9(00) —1—63(90))
X(@ ) = Z 14+ a2. 6]20)_a 6J9(6]90+€ ]00)
8 (63(90 90)) qe—i0
X = 2j 1+ a2 e i(20) — 2a e=19 (eif + ¢=1%)
=Si?1?90)
X( j@) ae~9% sin (00) ae 9% sin (90)
€ = 0 00\ 2. 0—7(20) — 90y . 030
NP G o R T U I
(S —
=cos(6o)

z[n] = 2"o[—n)
E Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt: E
: @olnl, la| <1 — :
. ’ 1 —ae ¢ -
fes s s s EEEEEE S E S E SN E SN SN E S S EEEEEEEEEEEEEEEEE SN NN NN NS S SN NN EEEEEEEN L]
1 —n
z[n] = 2"¢[-n]= (5) n| ‘Substltulere —-n=n
1\
i) = (3) o
E Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt: :
. x[-n] X (e*je) E
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" 1" 1
Aus z[—n]X (eije) und <) o[n]———— folgt:
2 1— e J0
. " .
z[-n| = |z on <
2
_ib 1 . A
X <e J ) = ———— |Substituiere:—6 = 6
1-— %6_]9
. 1
X (GJG) = —1
1-— 56]
¢) wln] = sin §n sin Gn
™ o
o] = sin §n sin fn
™ TN
ylnl 2]

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

sinomX(eje): I 0<f<a
™ 0 a<l|l<~w

Somit kénnen wir uns y[n] und z[n| berechnen:

singny (eje) _J1 o< 0] < 5
0

™ <0<
sin In . 1 0<|9<T

z[n) = —3— Z<e]9> = <10l=%
™m

0 F<lol<m
Definition 3.3 (Parsevalschen Beziehung (siehe 4.38 im Buch))

x1[n]ze[n] % /_:rr X1 (/) X (ej(é)—n)) dn

Mit der Parsevalschen Beziehung folgt:

z[n] = y[n)z[n] 1 /7r Yy (ejn) .7 (ej(j((?—n))> dn

Pz
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Da gilt: Y (e7) = 1 fiir || < % sonst 0. Somit kénnen wir das Integral etwas vereinfachen
und die Grenzen etwas anpassen:

b (6]'(94;)) _ % /72; 7 (ej(efn)> dn
-3

Substituiere: 6 =0 —-n = df = —dn
Grenzen substituieren: f =6 — 5 bzw. 3 =0+ 3.

0

X (eje) = % /9—’2’ Z (€j5> (—=dB) = —% 9+—; Z (ej6> dp

0+7%

wenn man die Grenzen vertauscht, enspricht das einer Multiplikation mit (—1):

X@g:;fﬁz@@w
6-3

Beim Losen der Fallunterscheidung hilft eine Grafik:

4 — X (eje) =Y (eje) * 7 (eje)
7Y (eje) Start von Y(eje)
7Z (6-70) -0 Ende vonY(ejs)

T Position von Z (ejg)
1 * el !
| |
1 gefaltet i 3 i i
[
| N 1
1| l | |
0 1 : 4 T | i |
-Tr I_T () T T ™ 0! — i —
T oFf0fs T

Wenn man sich vorstellt, dass Y (eje) sich entlang der x-Achse nach rechts bewegt, dann
sieht man in der Grafik, dass die Kurve X (eje) ansteigt, wenn Y (eje) die griine Position
eingenommen hat, dass sie stagniert, wenn der Mittelpunkt von Y (eja) den Wert —%
erreicht hat, dass sie wieder fillt, wenn der Mittelpunkt 7 erreicht hat und dass sie 0
wird, wenn die rote Position angenommen wurde.

Weiters ist ersichtlich, dass es somit 5 verschiedene Intervalle gibt:
3T

a) —7T<9<—Z
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Somit kann das Integral aufgespalten werden:

s

1 0+%

0 1 [0tz 5 4 4 1 [% 5 5
X(e]>:— Z(ej)dﬁ—— Z(ej)d6+— Z(e]>dﬁ+ — Z(eﬂ)d,@’
21 Jo_=x 21 Jo_=x 27 J_ = 27
2 2 4

=0, wenn 9%[4, ] siehe” =0, wenn 6¢[— T, 7] siehe? =0, wenn 0¢[— T,—%} siehe

“Da Z (¢’°) nur fiir —F < 6 < T definiert ist, folgt: -5 <0 -3 < = Z<6<3¢
’Da Z (&’) nur fiir —F < 0 < T definiert ist, folgt: —2 <0 < =

‘Da Z (&’%) nur fiir —F < 0 < T definiert ist, folgt: _z <O0+I<Z = B g<-I

Da von dem Integral sowieso immer alle Summanden auﬁer einem 0 sind, hier die Fall-
unterscheidung;:

i) Fiir |0] < 2T

b) Fiir —T <6< T
X () —;ﬂ/iZ(ejﬁ) 4= / 1d5 = 5‘ 2;(f:+j) ;
1 \“:/—-’1 1
¢) Fir 2 <g<3¢
NENY YL Ly

ii) Fiir 3T < || <7 = Z(eP) =0:
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In| n firn >0
n| =
—n firn <0

Somit kann man auch schreiben:

(0" =6) o () o

Das —d[n] kommt daher, dass beide o-Terme den Wert fiir n = 0 enthalten, somit ist der
Wert an der Stelle 0 2x addiert worden und wir miissen ihn mit —d[n] wieder subtrahieren.

() -G o) -

—aln] —bfn]

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

FEsEEEEmEg
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. 1 1
VLA R— _
X(e ) 1—%ej9+1—%e—j9
1.—j6 1.6
X(eje) _ Ltopealopen
(= b (1= 47
1,—j0 _ 1,560
X(eje) _ 2— 57" — 3¢ q
1— Le=i0 — et + Leit—if
1_—3560 140
(o) - _2732¢7 3"
€ T 1 —Lleg0 _Llgio 1
2 4
Definition 3.4 (Eulersche Formel)
/¥ = cos(p) + j - sin(ip)
Bzw. , , ) ,
el —e 1% eIt + e I*
sint = —————  und coszr=—"—
27 2
=cos §
—_——
o _ L (it | i
o\ 2 € € . 2 —cosf _
X le 1 1=5
% -5 (e—jH -|-€j0) 7 —cost
—_——
=cos 0
5 3
X(EJG) _ 2—@65*9”—14-965’9: i _ 3
%—0059 %—cosﬁ 5—4cosf

2fn) = n (%) "

E It. Punkt d auf der vorherigen Seite gilt: E
. 1 || 3 E
. 2 5—4cosf .
E Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt: .
: AX (¢9) :
: nalnli—5— :
I s s EE S S S S S S SN EEEEEEEEEEEEE SN EEEEEEEEEEEEEE NN NN NN NSNS SN EEEEEEEE
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Setze: y[n] = (%)‘n| somit folgt:

i = ()" (1) =

Y (e76) N\ A5t . d 1 mit  Kettenregel
nylnl; ~ n< ) J do _3‘7@5—40089 u=>5—4cosf

Definition 3.5 (Kettenregel)
fl@)=u((@)) = f(z)=1u(v(z)) v'(z)

Auflere Ableitung mal innere Ableitung.

4 1 du . 1 d(5 —4cosB) . 1 dcos@
X 0 = 33— .- =_ . =12
(<") T2 T T 5 deost)? do (5 —4cos0)? o
() — 194 sin
(e ) J (5 —4cosf)?
f) z[n] = (-1)"

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:
€j90n271'(52ﬂ-(0 — (90)
Somit gilt es, dieses (—1)" in eine e*8"4VaS_Form zu bringen: Dazu iiberlegen wir uns,
wann "8 den Wert (—1) annimmt:
Definition 3.6 (Eulersche Formel)

e/ = cos(p) + j - sin(ip)

eI = cos(p) +7-sin(p)=—=1+7-0 ‘Durch Koeffizientevergleich =
e/? = cos(p)+j - sin(p) ‘Beides ist erfiillt bei ¢ = 7

=11 =0
/™ = cos(m)+j - sin(r)

=1 =0
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Somit kann man schreiben:
x[n] = (ej“)n = (ej”") =(=1)"

Die Fouriertransformation X (eﬂ’) lautet somit:

zln] = (™) X (ej9> = 2709, (0 — )

1 ® Py x[n]
0.8
0.6
0.4 [ I
w2 ?Tﬂ hT?W
—-15 =10 -5 0 5 10 15 n

Wenn man sich das Signal ansieht, erkennt man gleich, dass man das Signal auch durch
eine Faltung erreichen kann: Dazu definiere ich mir:

1 0<n<10

0 sonst

aln] = o[n] — o[n — 10] = {

1 * . e aln]
0.8
0.6
0.4
0.2
-15  —-10 =5 0 5 10 15 n

Die Faltung von a[n] mit sich selbst ergibt folgendes:

b[n] = a[n] x a[n]
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10 % ™

. bln]
1k e Position von ap[n]
8 o ||® | » Start von agn]
. o ® Ende von as[n]
6 1
4 ;s

Somit stimmt unsere Zeichnung fast mit der in der Angabe tiberein. (Bis auf die Ampli-
tude und die Zeitverschiebung)

Um nun unser Signal in der x-Achse zu verschieben, fithren wir die Funktion ¢[n] ein, sie
ist die um 9 nach links verschobene Funktion b[n].

c[n] = b[n + 9]

Um die Amplitude kiilmmern wir uns spéter, denn sie ist nur ein Faktor, der bei der
Fouriertransformation sowieso erhalten bleibt.

Zuerst transformieren wir a[n]:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

1
ﬂ —+ 7r62ﬂ(6’)

o) -

dor(0) ist die 2-m-Periodische Fortsetzung des Dirac-Impulses:

5o (6) = 1 0=2kr VkcZ
°n 10 sonst

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:

zn— Ny e iNox (eje)
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a[n] = oln] — o[n — 10] ﬁ + woor (0) — e 9010 (1_1€J9 + 7T527r(9)> =A (eje)

Da do, nur selten den Wert 1 besitzt, versuchen wir zu vereinfachen:

. 1 _io. 1
A() = e () — e (1—e—w ”52”(9)>
. A 1
76 o _ ,—j6-10 -
A@) = () (2 g
=1 fur 0=2knw VkeZ
. . 1 :
A(e?) = (1=e0) gyt (1) ll)
——
~ =1 fiir 6=2knw Vk€EZ
=As

Definition 3.7 (Eulersche Formel)
e/ = cos(p) + j - sin(ip)
Bzw. A , . A
eIt —eI* eIt 4 e I*
siny = ———— und cosT=—F7—"
27 2
=2j-sin 50

1_ 010 0 _ —jo10 e 995 (ej9'5 — e_j9‘5>

A, = (1_6719-10> 1

1—e 90 1—e9? el — =39 =I5 <ej§ _ 6—;’3)
—_——
=2j-sin §
A - e 19524 - sin50 jg_j9,5sin59 _ ol sin 50
1 = ——5% 9 € 5 € 0
e J2/?/f-sm§ sin 5 sin 5

A {(1 — e IP10) g = 2%kn VE €T {(1 — e I%TI0) ke 7,
2 == =

0 sonst 0 sonst
4 — (1 — cos(27k10) + j sin(27k10) Vk e Z B (1-1) VkeZ _0
2 - =1 =0 N 0 sonst B
0 sonst
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. o sin 50
A<€]9> = A1+A2:A1—|—0:€7]91%%

9
sin 3
Um nun bn| = aln] * a[n] zu berechnen, verwenden wir folgenden Zusammenhang;:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:

(xxy)n] X <ej9) Y (ej9>

bln] = aln] wafn] A () -4 () = 42 () = B ()

2
B (6‘79> = (e_jel% Sln59> = e_jg%@ — e—jgew

7 20 2 P
Sll’l2 SlIl2 SIH2

Nun berechnen wir uns noch die x-Verschiebung: ¢[n] = b[n + 9]
Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:

z[n— Ng| e iNox (eja)

. 2 ,
c[n} _ b[n +9] eij(fQ)B <6j9> :MWSIH 50 _ sin“ 560 _c (eﬁ)

sin? ¢ sin? ¢

2 2
Somit sieht unser Signal wie folgt aus:

10 .

e ¢[n]
o | o
8 ® ®
. .
6 T [ .
’ ’

4 ® ®

2 1

0 —eeoe T ‘ T oo

—-12 -10 ;8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12"
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Abschlieflend muss noch die Amplitude beriicksichtigt werden, denn unser Signal besitzt
bei n = 0 den Wert 10. Das Signal in der Angabe hatte aber die Amplitude 1, somit
muss das gesamte Signal durch 10 dividiert werden.

Definition 3.8 (Linearititseigenschaft der Fouriertransformation)

ayxi[n] + agxg[n]ale(eje) + ang(eje)

-2
o) = L Lo (o) = x (o) = LS
10 10 10 sin2g
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Beispiel 3.2

Berechnen Sie das Zeitsignal x[n] fiir folgende Spektren:

a) X <ej9> = cos? 0

b)
1
0! : ‘ ‘
-2 - —0, 0 0y T 27
T
c)
1
0 |
—or - 0 m 2m
x

J0Y _ €
d) X <e ) 1+ %e—jo — %6_j29

Losung zu Beispiel 3.2

a) X (/%) = cos?0

Als erstes versuchen wir, das cos?

zu eliminieren:

Laut wikipedia gilt:

1
cos?x = B (1 + cos(2w))

FLE RN ]

X <ej9> = cos?h = % (cos(20) + 1)
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http://de.wikipedia.org/wiki/Formelsammlung_Trigonometrie#Kosinus

Definition 3.9 (Eulersche Formel)

&9 = cos(p) + - sin(p)

Bzuw. , , ) A
eIt — e I* eI e I*
sing = —————  und cosx =—"7—
27 2
) 1 1 7260 —j20
X (eje) =3 (cos(20) +1) = 3 (% + 1)

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

8[n — Ng] e 9%

FEusssmmmy

Definition 3.10 (Linearitétseigenschaft der Fouriertransformation)
a1x1[n] + agxa[n]a1 X1(e’?) + az Xo(e??)

Somit versuchen wir nun X (eje) als Summe (denn es gilt ja auch die Linearitéitseigen-
schaft) von e"&ndWas darzustellen:

1
2 2 N RN NG

j20 —j20
X (eje) _1 (M n 1) _ o2 L el o
8[n+2] 5[n—2] 5[n—0]

b% (€j9> _ gl +e—j291 +6015[”+2] n 6ln—2] 6[0] _

4 4 2 4 4 2
1'\
0!
—2m

. o
X
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Beim Losen der Aufgabe hilft die Faltung:

—y ()
1
1
\/@ gefaltet
0!

1

. 1 o<lo <
V() =—= 2
(e) \/@{0 b <19 <m

dann ist die Faltung des Signals mit sich selbst (Vf, < )

X (eﬂ’) —y (eﬂ’) £V (eﬁ)

Nun haben wir das Signal und wir miissen es nur noch umtransformieren, um das Zeit-
signal zu erhalten:

Definition 3.11 (Linearitdtseigenschaft der Fouriertransformation)

a1z1[n] + agzaln]ai X1 (eje) + ang(eje)

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

sinom7 0<caen X(ej‘g): I 0|0 <a
™ 0 a<|f<~w

Somit kénnen wir Y (e/?)  y[n] berechnen:

0 .0

A <lgl <% 99

1/(&‘3%9):L ' (;_WI_Q L
VO |0 5 <ol <m Vg ™

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:
z[n]y[n] L (X (ej9> xY (ej9)>
27

Somit kénnen wir X (e/?)  z[n] berechnen:

X() - 0 () r () e -2
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= 2r-X (eje) = (Y (eje) xY (ej9)> 27 (y[nly[n]) = 27 (y*[n]) = z[n]
99

2
1 sin %@) 2rsin? % 2sin? %

g

1
0 ‘
—2m -7 0 T 27
x
Aufteilung von X in Xpos und Xpeq:
X (eje) = Xpos (ej9> + Xneg (eje)
1 7 0\
Xpos = — 1——)ede
= (177)
It. Tutor soll das partiell integriert dann das folgende ergeben:
1+gjnm  (=1)"
2m2n2  272n?
Fiir die Berechnung von X, reicht die Verschiebung im Frequenzbereich:
_ (=D e
x[n| = —= fiir n # 0
Xneg[n] = Xpos(0 +7) = x[n] = Tpos[n] + Tneg[n] = i 1 Jemn
z[0] = 5 sonst

ACHTUNG: Bitte frage mich nie wie das genau gerechnet werden muss, denn ich
weify es nicht!!l (Aber scheinbar kommt sowas eh nicht zum Test)

. —j6
X <€]9> = 1 e 1
1.—50 _ 1_,—3520
1+ ge™d ge ™’
Bei diesem Beispiel suchen wir ein Transformationspaar, das &dhnlich, wie die Angabe
aussieht:

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

1
1—ae39

a"oln], la] <1
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Nun gilt es, unsere Formel so umzuformen, um dieses Transformationspaar verwenden
zu koénnen:

u
—tu?+ fu+1

; e 79 j
X (6,]9) = 1 55 — |Substituiere: e 0 = u‘ = X(u)=
1+ 66_70 - 66—]26

Definition 3.12 (Quadratische Losungsformel)

—b+ Vb% —4dac
T12 =
’ 2a

Bestimmen der Nullstellen, mittels der Quadratischen Losungsformel:

2 1 1, 4 1 1, 24 1 25
—sEV(E) 45l —stmts sEtVmtm 5TV
U2 = 91 = 1 = 1 = 1
46 3 -3 3
1.5 1.5
T 1_5
uj2 = = 6_16:616:3<6¢6>
3 3
—4 -2 [}
uq G 33 und  uo g

Nun kénnen wir uns die Faktoren ausdriicken, indem wir in (u — u1), bzw. (u — ug)
einsetzen:

1 1
—6u2+6u+1 =(u+2)(u—3)z

Berechnen des Korrekturfaktors z:

1 1 1
— P u+l=(u+2)(u—-3)z = 6(—u2+u+6) = (u2—3u+QU—6)w

6 6
1 1
_EMZMx = =g

ACHTUNG: Die Berechnung des Korrekturfaktors ist unbedingt notwendig, denn
die Beziehung a - x> +b-x +c = (x — d)(x — €) gilt nur, wenn der Faktor a = 1.

Jetzt konnen wir endlich die neue Form fiir X (u) darstellen:

ALl D=3 (=) @i a3 O

X (u) =

Nun miissen wir mittels Partialbruchzerlegung eine Summe erzeugen:

U <A B

(u+2)(u—3)1767: u+2+u—3>j767
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U A B

(u+2)(u—3) - u-|—2+u—3
u Alu~+2(u — 3) N B(u+ 2)(#—13)
u+7 14—3

u = A(u—3)+ B(u+2)
Einsetzen der Nullstelle u; = —2:
u=A(u-3)+B(u+2) = -2=A(-2-3)+B(-2+2) = -2=A(-5)+B0 = A=
Einsetzen der Nullstelle uy = 3:

u=Au—-3)+Bu+2 = 3=AB-3)+BB+2) = 3=B-5 = Bzg

Einsetzen fiir A und B und dann besitzen wir endlich eine Aquivalente Summendarstel-
lung unseres X (u):

U u ; :
Xl = T2 it (wr2)(u-3) 0= (ﬁ+ui3> )

w0 = (Garae) (5) - (5) (5 )

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

1
1—ae 79

a"oln], la] <1

Riicksubstituieren: u = e~7?

: 6 1 1 6 1 1

X (e—w) — (__> — + — = — — + —5
5\ +1 G- -1 S\ =2 -1 =2 +1

: 6 1 1 6 1 1

X (e?) = - : — ) =_ - : .
(e ) 5 <—1—%639+1—%639) 5( 1+§eﬂ€+1—§eﬂ9>
: 6 1 1 6 n" "
7.70 — — — —_ — —_— — =

X () 5( 1_(-%)6—3'9*1—%6—19) 5( ( 2) "["H(?») ”[”])
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Beispiel 3.6

Berechnen Sie das Zeitsignal z[n] fiir folgende Spektren:

2)

2T

jes}
VER

—2r

Losung zu Beispiel 3.6

ol

| N

0 - ‘ : ‘ -

—27 - — 0 5 m 27
X

— Y () = Z () 5 Z ()|

Beim Losen der Aufgabe hilft die Faltung:
—7 (eje)
1

efaltet 3
sefalte, 7 /N
| I
, I I -

1
\/g
0! : 1 : ‘ 0! ‘ - :
-r  -I_mQ T T 7 —2r —m-20 I T 21
x x
Wenn
z<eje>:1.{1 0<lo<f
T o T<f<n

dann ist die Faltung des Signals mit sich selbst
Y (eja) =7 <ej9> * / <ej9>

Nun haben wir das Signal und wir miissen es nur noch umtransformieren, um das Zeit-

signal zu erhalten:
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Definition 3.13 (Linearitétseigenschaft der Fouriertransformation)

a1y [n] + agscg[n]ale (eje) -+ GQXQ(ejG)

sin an

™

Somit konnen wir Z (eje)

A (eja) = %

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformation zeitdiskreter Signale) folgt:
1 .
7 (X ()

2m <

y[n] berechnen:

r
]
]
]
]
| ]
]
]
| ]
]
n
n
]
| ]
]
]
]
]
]
]
]
| ]
]
]
]
n
| ]
| ]
]
n
]
]
n
]
| ]
| ]
]
| ]
]
n
n
]
| ]
]
]
]
n
]

Somit konnen wir Y (eje)

)62
= omv () = (7 () < 2 ()

N y[n]=2ﬂ'-( !

A

1 o<lol<=
0 T<lo<m

sin %n

™n

z[n] berechnen:

)2:

82

("))
)

1 0<0]<a
0 a<|f<nw

27 (z[n]z[n]) = 2« (z2[n])

{

sin %n

™n

Aus der Formelsammlung (Fouriertransformationspaare) folgt:

= y[n]

:
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