(Einige der folgenden Sétze kommen schon in der Datei ordinal.pdf vor.)

Ordinalzahlen, Kardinalzahlen

DEFINITION 1. « heift Ordinalzahl < « ist transitiv und (o, €) ist eine strikte
Wohlordnung.

SATZ 2. Fir jede Wohlordnung (W, <) gibt es genau eine Ordinalzahl oo = otp(W, <)
(,,Ordnungstyp von (W, <)) mit (W, <) ~ («, €). Uberdies ist der Isomorphismus
eindeutig.

SATZ 3. Die Ordinalzahlen bilden eine echte Klasse Ord. Diese Klasse wird durch
€ wohlgeordnet. Fiir alle Ordinalzahlen o, B gilt: o € 5 < o C 3. Wir schreiben
statt o € B auch o < f3.

DEFINITION 4. k heiftt Kardinalzahl < & ist Ordinalzahl und fiir alle o < k gilt:
k ist nicht gleichméchtig mit o.

(Allgemeiner: Eine WO heift ,initiale Wohlordnung” wenn sie zu keinem echten
Anfangsabschnitt gleichméchtig ist. Kardinalzahlen sind dann die Ordnungstypen
von initialen Wohlordnungen.)

DEFINITION 5. Ord = Klasse der Ordinalzahlen. Card=Klasse der Kardinalzah-
len. ICard=Klasse der unendlichen Kardinalzahlen.

DEFINITION 6. Fiir jede Menge A sei |A| die kleinste Ordinalzahl k mit k ~ A.
(nKardinalitét von A“')

Offensichtlich ist |A| immer eine Kardinalzahl, und fiir jede Kardinalzahl x gibt
es eine Menge A mit |A| = k, ndmlich A := k. Fiir endliche Mengen ist |A|
(alternative Notation: #A) genau die Anzahl der Elemente von A im naiven
Sinn.

Beispiele: 0, 1, 2, ..., w , wy, Wa, ...
Statt w schreiben wir auch Ny, wenn mir mehr an der Kardinalitat dieser Menge
interssiert sind als an der Wohlordnung von w. Analog W, := wy, etc.

DEFINITION 7. Sei (L, <) eine strikte (antireflexive) partielle Ordnng (und sei
r<ys(r<yVz=y).

(1) Eine Teilmenge B C L heift beschrinkt, wenn es ein | € L gibt mit
Vbe B:b<lI.

(2) Eine Menge K C L heifst kofinal wenn VI € L 3k € K : 1 < k.

(3) Eine Funktion f : M — L heifst kofinal wenn ihr Wertebereich f[M] C L
in L kofinal ist.

(4) Die Kofinalitdt von L ist die kleinste Kardinalitét einer kofinalen Teil-
menge von L.

cf(L) = min{|K| : K C L ist kofinal}
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LEMMA 8.

o Wenn L ein grifites Element m hat, dann ist jede Teilmenge von L be-
schrankt, und die kleinste kofinale Menge ist {m}. Daher: cf(L) = 1.
Uninteressant. (Und cf() = 0. Das interessiert uns noch weniger.)

o Wenn L eine lineare Ordnung (=Totalordnung = Kette) ist und kein
grofstes Element hat, dann bedeutet ,unbeschrinkt® dasselbe wie ,kofinal®.

o Offensichtlich ist cf(L) < |L|.

LEMMA 9. Sei (W, <) eine Wohlordnung (oder eine Ordinalzahl), cf(W, <) = A.
Dann gibt es eine strikt monotone kofinale Funktion f : X — W.

BEWEIS. ObdA (warum?) A > 1. Sei g : A — W kofinal. Man kann f induktiv
definieren: f(a 4 1) > max(f(«),g(«)), und f(6) = sup(f[d]). (Warum ist das
wohldefiniert? Warum ist f kofinal?)

Wir erhalten mit dieser Konstruktion sogar eine ,stetige* Funktion: f(sup M) =
sup f[M]. O
DEFINITION UND SATZ 10. Fiir jede Ordinalzahl « gilt cf(a) < |a| < a.

« ist genau dann eine Kardinalzahl wenn |o| = a.

Wir nennen « reguldr wenn cf(«) = « gilt, sonst singuldr.

Fiir jede Kardinalzahl x gilt: cf(k) ist regulér.

(Die Begriffe ,regular und ,singulér verwendet man iiblicherweise nur fiir unendliche

Kardinalzahlen.)

DEFINITION UND SATZ 11. Fiir jede unendliche Kardinalzahl x gibt es eine klein-
ste Kardinalzahl > &, namlich k™ := {a € Ord : |a| < k}.

BEWEIS. Vor allem ist zu zeigen, dass diese Definition tatséchlich eine Menge
liefert; der Rest folgt dann leicht.
Die Hartogsmenge M := {(X,S) : X C k,(X,S5) ist WO} ist eine Menge (Po-
tenzmengenaxiom), daher (Ersetzungsaxiom) auch die Menge aller Ordnungsty-

pen {otp(X,S) : (X,S) e M} ... O

Zum Beispiel ist R = N; = w;. (Man konnte auch n™ := n + 1 fiir endliche
Kardinalzahlen n definieren, aber das fiihrt zu Verwirrung.)

DEFINITION 12. Die aleph-Funktion von Ord nach ICard ist durch transfinite
Rekursion definiert. g = w, N4y1 = RF,| und fiir Limesordinalzahlen 0 sei Rs :=
sup{N, : @ < 0}. (Zum Beispiel ist X, = J, . N

new - N

SATZ 13. Fiir jede unendliche Kardinalzahl k sei I (k) := otp({\ € ICard : A < k}
der ,,Index” von k.

Dann gilt fiir alle k € ICard: k = Ry, und fir alle Ordinalzahl a: o = 1(R,,).

BEWEIS. Transfinite Induktion. O
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BEMERKUNG 14.

e w = wy ist eine unendliche Wohlordnung. Alle echten Anfangsabschnitte
sind endlich. Es gilt sogar: die beschrankten Teilmengen von w sind genau
die endlichen Teilmengen.

e w; ist eine iiberabzdhlbare Wohlordnung. Alle echten Anfangsabschnitte
sind abzéhlbar. (D.h.: hochstens abzéihlbar.) Es gilt sogar: die beschrénk-
ten Teilmengen von w; sind genau die abzéhlbaren Teilmengen.

BEWEIS. Warum ist jede abzahlbar unendliche Teilmenge A := {«, : n € w}
beschrénkt? Weil sup A = |J,,c, @n als Vereinigung von abzéhlbar vielen ab-
zéhlbaren Mengen selbst abzéahlbar ist. Daher ist « := sup A eine (hochstens)
abzdhlbare Ordinalzahl, also ist & € w; eine obere Schranke in (wq, €). O

Ahnlich zeigt man:
SATZ 15. VA C kT (A beschrinkt < |A| < k.)

KOROLLAR 16. Fiir alle a € Ord gilt cf(R,11) = R,11. Also: Nachfolgerkardinal-
zahlen (Kardinalzahlen A\ > R, von der Form A = ) sind immer regulér.

BEWEIS. Sei A = k™. Die kofinalen(=unbeschrankten) Teilmengen sind genau
die Mengen mit Kardinalitdt > &, also = A. U

DEFINITION 17. 4B sei die Menge aller Funktionen von A nach B.

SATZ 18. Fiir alle Mengen A, B,C gibt es Bijektionen f : 4(BC) — A*BC und
g: B x4C = 4B x ().

KOROLLAR 19. (k*)* = k™M und (k- \)* = k# - M fiir alle Kardinalzahlen x, \, .
(Sogar fiir endliche.)

SATZ 20 (Hausdorffs Nachfolgerformel). Fiir alle unendlichen Kardinalzahlen r
gilt (k7)* = k- kKt = max(k*, k).

BEWEIS. Fiir ,grofe Exponenten ist das leicht. Sei A > x*. Dann gilt
<M (KM <M <@ =22 =22 und KT <A<k,

also (kT)* = k* = max(k*, kT).

Nun betrachten wir den Fall A < . Die Ungleichungen (k7)* > x* und (x%)* >

kT sind klar, damit gilt (x7)* > max(k*, k1) = * - kT,

Zu zeigen ist noch ,<“. Wegen cf(k") = kT hat jede Funktion f : A — k™ einen

beschrénkten Wertebereich; es gibt also ein @ = ay < kT sodass f : A — a.

Dabher ist
A = U .

a<wkt
Jede Menge der Form *a hat Kardinalitit < x*, daher hat die Vereinigung Kar-
dinalitat < x* - k1. O



