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1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme Al

Al.1 Transformation der Zeitvariablen: Skizzieren Sie den Verlauf des
Signals

(1) = e Te(r)

und die Verldufe der daraus durch die Transformationen 7 — 7/a + b mit
a = +2, b =0,+1 entstehenden sechs Signale.

Al.2 Spannungsimpuls: Ein relativ kurzer, einseitiger Spannungsimpuls u(t)
um den Zeitnullpunkt (Abb.A1.2) soll modellhaft als Dirac-Sto mit dem Ge-
wicht a, :

z(t) =ad(r), 7=t/Tg, z=u/Usg,
dargestellt werden. Berechnen Sie fiir festliegende Bezugswerte T, U das Ge-

wicht a.

b u(t)

2o < Th

Abb.A1.2

Al.3 Verallgemeinerte Ableitung: Berechnen Sie die zweite Ableitung z” (1)
des Dreiecksignals

z(7) = tri(7)
als verallgemeinerte Funktion.

Al.4 Integrale mit Dirac-St68en: Berechnen Sie die Integrale
(i) / sinf2(r — 7)]6(3 — 7')d,
—00

w ’
(i) / 2= 5(r 4 3)dr.

—C0

Berechnen Sie auch die folgenden Integrale mit einem stetigen Signal z(7) und
Konstanten 79,71, a,b



A2 1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme

(iii) / z(r)é(ar + br')dr’, a>0, b>0,

(iv)/ z(at 4+ 10)0(br +m)dr, b#0.

A1.5 Priifen der Linearitit: Priifen Sie, welche der drei grundlegenden Ei-
genschaften linearer Systeme von den folgenden Eingangs-Ausgangs-Relationen
erfiillt werden. Dabei bedeutet y(7) die Ausgangsgréfe, u(r) die Eingangsgrofe,
und @ = z(7y) kennzeichnet den Anfangszustand.

) 3(r) = oulr) +ar + [ o 'u(r)dr,
(@) u(r) =sinar)+ [ ~u(r)ar,

(iii) y(1) = ar+ fT sin(7)u(r")dr’.

o

Al.6 Linearitit beziiglich des Eingangs: Von einem linearen System sind
zu den Eingangsfunktionen

uy (1) = e(7),
ua(7) = 7(T)

die jeweiligen Nullzustandsantworten

Yoz1(T) = (3 + 2e7°7)e(7),
Yoza(7T) = (0,4 + 37 — 0,4~ )e(1)

bekannt. Bestimmen Sie damit die zur Eingangsfunktion
u(7) = (2+7/2)e(T)
gehérende Nullzustandsantwort.

A1.7 Priifen der Zeitinvarianz: Angenommen, die Zusammenhinge zwi-
schen den Eingangsgréfen u(7) und den Ausgangsgréfen y(7) liegen als Diffe-
rentialgleichungen

(i) ¥'(7) + 5y(r) = Tu(r),
(i) ¥'(7) +5(r — 2)y(r) = Tu(7),
(ii) ¥'(r) = u?(r),

(iv) ¥'(7) + 2y()u(r) = u(r)

LN



1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme A3

vor. Priifen Sie die Zeitinvarianz dieser Systeme durch Untersuchung der Form-
invarianz der Gleichungen gegeniiber Zeitverschiebungen.

A1l.8 Faltungsintegral: Ein lineares, zeitinvariantes System besitzt die Stof-
antwort,

9(T) =2e7"¢(7)

und befindet sich bei 7 = 0 im Nullzustand. Berechnen und skizzieren Sie die
vollstindigen Antworten auf

(i) den Heaviside-Sprung,

(ii) die Rampenfunktion.

Al.9 Direkte Ableitung des Faltungsintegrals: Versuchen Sie, die Fal-
tungsdarstellung der Nullzustandsantwort eines LTI-Systems direkt aus

Yoz(T) = S [u(7); 0]

unter konsequenter Nutzung der Linearitit und Zeitinvarianz von S abzuleiten.

Al1.10 Reihenkombination: Zwei lineare, zeitinvariante Systeme mit den
StoBantworten g1(7) und g2(7) werden so hintereinander geschaltet, dass der
Ausgang des ersten Systems den Eingang des zweiten Systems bildet. Driicken
Sie die StoSantwort g(7) des so entstehenden, neuen LTI-Systems durch g;(7)
und g2(7) aus. Vorausssetzung: g;(7) und go(7) dndern sich nicht durch das
Zusammenschalten (Riickwirkungsfreiheit).

Al.11 Stoflantwort zu bekannter Sprungantwort: Berechnen Sie die zu
den Sprungantworten

(i) h(r) = [—e™*" + e~ sin(7) + 1] &(7),
(ii) A(r) = [—e~" cos(27) + 1] &(7)
linearer, zeitinvarianter Systeme gehorenden StoBantworten.

Al.12 Sprungantwort zu bekannter StoBantwort: Ein lineares, zeitinva-
riantes System besitzt die StoBantwort

9(1) = 26(1) — e~ %e(r) — 6(r — 3).

Berechnen Sie die Sprungantwort h(r). Stellen Sie g(7) und A(7) im Vergleich
grafisch dar.

Al.13 Bestimmen der StoBantwort: Ein lineares, zeitinvariantes System
soll - vom Nullzustand ausgehend — auf die begrenzte Rampe Abb.A1.13a mit



Ad 1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme
u() y(7)
1 1
0 —
0 T1 T 0 To To+ 71 T
Abb.A1.13a Abb.A1.13b

dem verschobenen Rechteckimpuls Abb.A1.13b antworten. Wie muss dann die
StoBantwort. des Systems aussehen?

A1.14 Duhamel-Integral: Leiten Sie aus dem Faltungsintegral fiir ein linea~
res, zeitinvariantes System das Duhamel-Integral

T

y(7) = h(r)u(0+) + | h(r - T')%u(r’)d'r’, u(t) =0 fir 7 <0,
0+ 0

ab, wobei h(r) die Sprungantwort bedeutet. Geben Sie die dabei zu treffenden
Voraussetzungen an. Wie lisst sich die Darstellung einer Systemantwort durch
das Duhamel-Integral anschaulich erklidren?

A1.15 Dreieckantwort auf Rechteckimpuls: Ein lineares, zeitinvariantes
System antwortet — ausgehend vom Nullzustand — auf den Rechteckimpuls
Abb.Al.15a mit einem Dreieckimpuls Abb.A1.15b. Berechnen und skizzieren
Sie

(i) die Antwort auf uy(7) = rect [(7 —1)/2],

(ii) die Sprungantwort,

(iii) die StoBantwort.

% u(r) = rect(7) y(r) = tri(27)

0 { ] = "
-0,5 0 0,5 T -0,5 0 0,5 T

Abb.Al.15a Abb.A1.15b

o \o



1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme A5

A1.16 R-C-Glied: Abb.1.16a zeigt ein einfaches R-C-Ubertragungsglied mit
der Spannung ug als Eingangsgréfie und der Leerlaufspannung us als Aus-
gangsgrofe. Bestimmen und skizzieren Sie nach Einfithrung passender bezogener
Grofien

(i) die Sprungantwort,
(ii) die StoBantwort,
(ili) die Nullzustandsantwort auf die 50 Hz-Sinusschwingung

{0 fiir ¢<0,
B~ 10V-cos(wt) fiir t>0.

Schreiben Sie das letzte Ergebnis in Originalvariablen.

10 kQ 0
o |I =
ug PRl —— uA
= 2
Abb.A1.16a

A1.17 Integrator: Ein System mit der Eingangs-Ausgangs-Beziehung

y(r) = /T u(r’)dr’

—00
heifit Integrator.

(i) Zeigen Sie, dass es sich dabei um ein lineares, zeitinvariantes System han-
delt.

(ii) Bestimmen Sie die StoBantwort des Integrators.

(iii) Kombinieren Sie den Integrator mit einem idealen Laufzeitglied go(7) =
d(T — 7o) derart, dass die StoBantwort

g(7) = rect(t/10 — 1/2)

entsteht. Welche Form nimmt jetzt die Eingangs-Ausgangs-Beziehung an?
(,,Kurzzeit-Integrator”). Skizzieren Sie die zugehérige Sprungantwort.
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A1.18 Kurzzeit-Integrator: Abb.A1.18 zeigt die Sprungantwort eines ,,Kurz-
zeit-Integrators”. Mit welchem Signal antwortet solch ein System - ausgehend
vom Nullzustand - auf die Sinusschwingung

u(7) = cos(vT + @o)e(T).

0 1 T
Abb.A1.18

A1.19 Antworten eines Integrators und eines Differentiators: Berech-
nen und skizzieren Sie die Antworten eines Integrators (s.Al.17) und eines
Differentiators (liefert die Zeitableitung der Eingangsgrifie) auf die Signale (a =
const, 15 > 0)

(i) u(r) = arect(r /19 + 1/2),

(ii) uw(r) = atri(r/m + 1).

A1.20 Stabilitdt: Untersuchen Sie, ob die folgenden Systeme, dargestellt durch
ihre StoBantworten, stabil oder instabil sind.

(i) g(r) = [re™™ +e " sin(37)] &(7), (iv) g(7) = e sin(27)e(7),
(it) g(r) = [e"' —e0017] g(7), (v) g(r)= [9'27 +e7 7] e(r),
(iii) g(T) = [e~"sin(27) — 1] &(T), (vi) g(r) = Tt~ 007¢(7).

W'



2 LTI-Systeme im Zeitbereich AT

A2.1 Einfacher Reihenschwingkreis: Geben Sie fiir die Schaltung in Abb.
A2.1die System-Differentialgleichung in bezogener Form an, wenn

(i) uq(t) die EingangsgréBe und i(t) die Ausgangsgrofe,
(ii) uq(t) die Eingangsgrofie und ug(t) die AusgangsgréBe

darstellt.
; R L
ug | C) C -|-1 Luc
Abb.A2.1

A2.2 Beschalteter Reihenschwingkreis: Ein Reihenschwingkreis ist nach
Abb.A2.2a mit einem idealen Operationsverstirker beschaltet. Stellen Sie die
Differentialgleichung fiir den Strom i in bezogener Form unter Verwendung der
bezogenen Kreisfrequenz vy und des Dampfungsgrads ¥ auf. Wie wirken sich
unterschiedliche Werte von Rz auf das Systemverhalten grundsétzlich aus?

i R L C

— L=20mH, C=2 pF,
i R=60Q,
Ry Ry =100 Q, R, =10 kQ,
R3=5kQ oder 7 kQ

[J R R,

Abb.A2.2a

A2.3 Wien-Briicke: Die in Abb.A2.3a angegebene Schaltung enthilt eine
R-C-Briicke und einen (ndherungsweise) idealen Operationsverstirker. Geben
Sie die Differentialgleichung fiir die Ausgangsspannung u,

(i) in Originalvariablen,
(ii) in der bezogenen Standardform,

(iii) in der bezogenen Form unter Verwendung der bezogenen Kennkreisfre-
quenz v und des Dimpfungsgrads 1

an. Bestimmen Sie jeweils die Koeffizienten.



A8 2 LTI-Systeme im Zeitbereich

crr n v Ry =R;=351kQ,
Cl = C2= 1 nF,
1 R3 =300 kQ,
C R4=100 kQ
sl Tl v
t o

Abb.A2.3a

A2.4 Magnetsystem: In Abb.A2.4a sehen Sie die Ersatzschaltung eines Ma-
gnetsystems, gespeist von einer Gleichspannungsquelle. Der Schalter S wird zum
Zeitpunkt t = 0 gedftnet.

(i) Stellen Sie die Differentialgleichung fiir die Kondensatorspannung uc und
die zugehérigen Anfangsbedingungen bei ¢ = 0+ auf.

(ii) Schreiben Sie diese Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen nach
Einfithrung bezogener Variablen und des Dadmpfungsgrads ¥ in einer mog-
lichst einfachen Form.

ST Ry,

..t
I

SOl ol

Abb.A2.4a

A2.5 Leitungsstiick: Fiir die Ersatzschaltung Abb.A2.5a ist der Spannungs-
verlauf ug(t) bekannt.

(i) Stellen Sie die Differentialgleichung fiir us(¢) in Originalvariablen auf.

(ii) Wihlen Sie Ty = +/LC/2 als Bezugsdauer und Ug als eine allgemeine Be-
zugsspannung. Schreiben Sie damit die Differentialgleichung in bezogener
Form.

oo



2 LTI-Systeme im Zeitbereich A9

R=.IJC L

uo(?) l uy(?) l T c2 C/Z—I'L l ux(?) R=.L/C

Abb.A2.5a

A2.6 Ubertragungsglied: Bestimmen Sie die System-Differentialgleichung
fiir das in Abb.A2.6a dargestellte Ubertragungsglied in Originalvariablen.

up

Ii

Ug CI-I- TG

Abb.A2.6a

A2.7 Filter: Abb.A2.7a zeigt ein Filter, das, als lineares System betrachtet,
die Eingangsspannung ug als Eingangsgréfie und die Leerlauf-Ausgangsspannung
up als AusgangsgroBe besitzt. Wihlen Sie Ugg = Uap und wg = 1/vIC als
BezugsgroBien und bestimmen Sie damit die Ubertragungsfunktion G(s).

L
g C T
1 11
1]
Uy '|-C1 Cq T Ua

Abb.A2.7Ta

A2.8 Ubertragungsfunktionen: Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktionen
zu den folgenden Systemen.

(1) ¥ +2y=23uy, (i) y"+4y =1,
(i) o'+ 2y =3u' + 2u, (iv) y"=u"+2u 4+ 10u.
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A2.9 Homogene Losungen: Zu den folgenden Ubertragungsfunktionen sind
die allgemeinen Lésungen des homogenen Teils der System-Differentialgleichung
gesucht. Geben Sie bei konjugiert komplexen Polen jeweils drei dquivalente For-

men arl.
1 B 1
G+T)G+3) (i) G6)= mroamraon’
Kl

GrnGers W Gl)=

() Gls)=

(i) G(s) = G

A2.10 Stabilitidt: Stellen Sie fiir jedes der in Aufgabe A2.8 angegebenen
Systeme fest, ob Stabilitdt, Grenzstabilitit oder Instabilitit vorliegt. Markieren
Sie dazu die Pole und Nullstellen in der komplexen Ebene.

A2.11 Partikulire Lésung bei zusammengesetzter Erregung: Bestim-
men Sie eine partikuldre Losung der Differentialgleichung eines Systems mit der
Ubertragungsfunktion

s+1

Qfs) = s2+10s+1

zum Eingang

w(t) =2+3r—¢".

A2.12 Partikulire Lésung bei Sinuserregung: Bestimmen Sie zum Ein-
gang

u(T) = cos(27)

gehorende partikuldre Losungen der Differentialgleichungen fiir die Systeme mit
den Ubertragungsfunktionen

~.'3-—1
Ts+1

(i) G(s)= (i) G(s)

s—1’

Geben Sie die Losungen jeweils in zwei dquivalenten Formen an.

A2.13 Realteilbildung als lineare Operation: Zeigen Sie, dass die Bildung
des Realteils Re[:] eine lineare Operation an Funktionen X(s) darstellt. Gilt
Gleiches auch fiir Im([+]?

A2.14 Partikuldre Lésung zu abklingendem Sprung: Bestimmen Sie fiir
ein System mit der Ubertragungsfunktion

s+1

= ey

wr'\o
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eine zur Eingangsfunktion
u(t) = 2e">"e(T)

gehorende Partikulirlésung. Zeigen Sie anschlieBend, dass die Losung tatséchlich
der Differentialgleichung geniigt.

A2.15 Partikulidre Losung zu abklingender Sinusschwingung: Sie un-
tersuchen ein System mit der Ubertragungsfunktion G(s).

(i) Zeigen Sie, dass sich eine Eingangsfunktion

u(7) = e?" cos(vT)

s=o+ju]

(ii) Wie sieht eine zugehérige Partikulirldsung allgemein aus?

in der Form

(1) = Re 1ie‘"

schreiben lisst.

(iii) Bestimmen Sie solch eine Partikulédrlésung speziell fiir

3

u(t) = e ¥ cos(47), G(s) = =

A2.16 Vollstindige Lésungen: Berechnen Sie die vollstindigen Lésungen im
Bereich 7 > 0 fiir die Systeme, Eingangssignale und Anfangsbedingungen

i) y+Ty=2y u(7) = &(7); y(0+) = 0.
(i) ¥ +2y=1u'+3u; u(r) = 4cos(5'r)s('r) y(0+) = —
(i) "+ 7y +12y =2u' +2u; u(r) =5e""e(r); y(0+) =2, ¥y (0+) = -

A2.17 Sprungantworten: Wie lauten die Sprungantworten der folgenden Sys-
teme?

(1)

G(s) =1/(s® +4s +5),
(ii) G(s

G(s

(s

)

)= (s+1)/(s®>+4s+5),
(iii) )= (s—1)/(s* +4s +5),
(iv) G(s) =
) =

(v) G(s

(s +35+2)/(s* + 4s +5),
(s> +s5—2)/(s® +4s5+5).
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A2.18 StoBantworten: Berechnen Sie die Stoflantworten fiir die Systeme aus
Aufgabe 2.17. Wie unterscheiden sich die Systeme mit und ohne Nullstellen
beziiglich der StoBantwort?

A2.19 Rechteckimpuls an R — C—Glied: In der Schaltung Abb.A2.19a lie-
fert die Quelle mit vernachlissigbarem Innenwiderstand einen Rechteckimpuls.
Berechnen und zeichnen Sie die Anzeige eines geeignet kompensierten Oszillo-
skops, das die Schaltung nicht belastet.

100pF
) g— o
u 4
" () 0.12 M. Oszilloskop
> L ——0- 4 o
1 pus
Abb.A2.19a

A2.20 Rechteckimpuls als Dirac-StoB: Als LTI-System betrachtet, stellt in
der Schaltung Abb.A2.20a die Spannung ug die Eingangsgréfie und die Spannung
1y die Ausgangsgréfe dar.

(i) Geben Sie zuerst die System-Differentialgleichung in der Standardform mit
allgemeinen Bezugswerten Ugg, Upap und Tg an.

(ii) Die Quelle liefert einen relativ kurzen Rechteckimpuls (Abb.A2.20b, tp <
wirksame Zeitkonstanten ~ Tj). Stellen Sie damit die bezogene Eingangs-
gréBe mit Hilfe des Dirac-StoBes dar.

(iti) Wahlen Sie nun die Bezugswerte so, dass Sie eine méglichst einfache Dif-
ferentialgleichung erhalten. Geben Sie diese an.

uy A %o
—»

— — U
R R .

w|Q =

L

fo
Abb.A2.20a Abb.A2.20b

A2.21 Einschalten eines Relais: In der Schaltung Abb.A2.21a bedeuten Ry
und L Ersatzgrofen fiir den Widerstand bzw. die Induktivitit der Spule eines
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(offenen) Relais. Um den Dauerstrom niedrig zu halten und trotzdem kleine
Ansprechzeiten zu erreichen, wird der Strombegrenzungswiderstand Rc durch
einen Kondensator mit der Kapazitiat C iiberbriickt. Geben Sie die Differen-
tialgleichung und die zugehérigen Anfangsbedingungen fiir den Zeitverlauf des
Stroms (t) an.

4
=
A

const

1z
Abb.A2.21a

A2.22 Induktive Riickkopplung: In Abb.A2.22a ist eine Schaltung angege-
ben, die einen idealen, invertierenden Spannungsverstirker und einen niherungs-
weise streuungsfreien Transformator enthilt.

(i) Stellen Sie die Differentialgleichung fiir die Ausgangsspannung ua auf.

(ii) Wie groBt muss die Verstdrkung V fiir den Grenzfall einer freien, stationéiren
Schwingung sein? Nehmen Sie dabei Ry, R, M,n und C als gegeben an.

(iii) Wie groB ist die Frequenz dieser Schwingung?

]
s
Vi

Up = VUE

<
£
3
3
Q
it
§
\%

Abb.A2.22a
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A2.23 Schwingungserzeuger: Die Schaltung aus Abb.A2.23a mit idealen
Operationsverstirkern soll in einem Schwingungserzeuger eingesetzt werden.

(i) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des Glieds, z.B. durch Wechsel-
stromanalyse und anschlieender Normierung (75 = RC, Ugs = Uag).

(if) Welcher Bedingung miissen die drei Widerstéinde geniigen, damit als Sprung-
antwort eine ungedimpfte Schwingung entsteht? Wie groB ist die dann sich
einstellende Frequenz?

.
L Ry
Rl '—:]_
s —F——1= R ¢ R
I 11 : ==
-+ 4 ——0
 Bl—— 1'“:,4
Abb.A2.23a

A2.24 Schalten induktiv gekoppelter Kreise: Die beiden Spulen in Abb.
A2.24a sind angenihert ideal gekoppelt (k = 1), die Schaltung ist urspriinglich
stromfrei.

(i) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Schalter S geschlossen und damit die
Primirseite an die Gleichspannung U gelegt. Geben Sie die Differential-
gleichung fiir den Sekundérstrom i an. Berechnen und skizzieren Sie damit
den Verlauf i5(t). Fiir die Festlegung der Anfangsbedingungen konnen Sie
die Stetigkeit der in den ideal gekoppelten Spulen magnetisch gespeicherten
Energie

2
W = $L4i} + Lo — Mixia =  (VIuia - Vziz)
bei Schaltvorgidngen benutzen.

(ii) Nach dem Erreichen des stationiren Wertes von i, wird 5 wieder gedffnet.
Berechnen und skizzieren Sie auch dafiir i2(t).

5 R =30Q Ry, =100
+ L ] L ]
v =100V (]) Ly=09H3  §L,=01H [i
-_ M:
“ VL1 Ly

Abb.A2.24a

N
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A2.25 Hochsetzsteller: Abb.A2.25a zeigt die Prinzipschaltung eines Hoch-
setzstellers zur Versorgung eines Lastwiderstands R aus einer Gleichspannungs-
quelle Uy = const, wobei der Schalter S gemi8 Abb.A2.25b periodisch arbeitet.

(i) Berechnen Sie den Zeitverlauf des Stroms i fiir den eingeschwungenen Zu-
stand.

(ii) Geben Sie den zugehérigen Zeitverlauf der Spannung ug an.

(iii) Wie grof ist der Durchschnittswert von ug nach (ii)?

7 Schalter S aT
4 L Ein
Vo C) /S R [] IUR Aus
T
Abb.A2.25a Abb.A2.25b

A2.26 Gleichstromglied: Wird eine widerstandsbehaftete Spule nach Abb.
A2.26a an eine Sinusspannung gelegt, so findet i.A. ein Ausgleichsvorgang statt.
Dabei iiberlagert sich dem eingeschwungenen Sinusstrom eine exponentiell ab-
klingende Komponente, ,, Gleichstromglied” genannt.

(i) Lésen Sie die Differentialgleichung fiir den Strom (%) mit den zugehdrigen
Anfangsbedingungen nach Einfiithrung passend bezogener Gréfen und dis-
kutieren Sie den Ausgleichsvorgang in Abhingigkeit vom Einschaltzeit-
punkt, d.h. vom Nullphasenwinkel ,.

(ii) Wihlen Sie speziell wL/R = 20 und zeichnen Sie den Verlauf i(t) fiir den
,» ungiinstigsten” Schaltzeitpunkt (gréBtes ,, Gleichstromglied”).

uo(t) | C) 3.

ug(t) = Up v/2 cos(wt + py)
Abb.A2.26a
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A2.27 Ausschalten eines leerlaufenden Transformators: Die in Abb.
A2.27a angegebene Ersatzschaltung dient zur Untersuchung der Vorginge beim
Ausschalten eines leerlaufenden technischen Leistungstransformators.

Der Transformator liegt zunéchst mit geschlossenem Schalter S an der Sinus-
spannung

u(t) = Unv2cos(wnt + pu)

und nimmt dabei im eingeschwungenen Zustand den so genannten Magnetisie-
rungsstrom auf, der durch die grofle Induktivitit L bestimmt wird. Nach dem
Offnen von S werden Kapazitiiten, zusammengefasst in C, wirksam. Dies fiihrt
zu einer Spannungsschwingung an der Wicklung, deren Kreisfrequenz typisch
das 10- bis 20-fache von wy betrigt.

(i) Bestimmen Sie diese Schwingung in Abhingigkeit vom Ausschaltzeitpunkt,
d.h. in Abhéngigkeit vom Nullphasenwinkel ,,, wenn bei ¢ = 0 ausgeschal-
tet wird. Der Widerstand R kann dabei vernachlissigt werden.

(ii) Welcher Ausschaltzeitpunkt ist beziiglich der Spannungsbeanspruchung
der Wicklung und des Schalters am ungiinstigsten? Geben Sie die Spit-
zenwerte im Verhiltnis zu Un+/2 an.

|

&
Ja
-

Q

=

7

Abb.A2.27

A2.28 Ausschalten eines generatornahen Kurzschlusses: Fiir die ver-
einfachte Untersuchung der Spannungsbeanspruchung eines Leistungsschalters
beim Ausschalten eines generatornahen Kurzschiusses wird das Modell nach
Abb.A2.28a verwendet. Diese stark vereinfachte Ersatzschaltung fasst in L und
C wirksame Induktivititen bzw. Kapazititen zusammen. R ist ein passend
gewiahlter Diampfungswiderstand.

(i) Der Schalter S ist zunéchst relativ lange geschlossen, so dass sich eine sta-
tiondre Stromschwingung i(t) = ip(t) (Dauerkurzschlussstrom) einstellt.
Berechnen Sie diese.

(ii) Genau bei einem Nulldurchgang von i(t) wird dann der Schalter S geéffnet.
Stellen Sie die Differentialgleichung fiir die Spannung ug(t) zwischen den
Schaltkontakten zusammen mit den Anfangsbedingungen auf. Fiihren Sie
anschlieBend bezogene Variablen gemifi

Us Up
=

- UV2' — Uo/2

T = Wi,
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ein und schreiben Sie die Differentialgleichung in der bezogenen Standard-
form fiir gedimpfte Schwingungen (Parameter vy und ).

(iii) Bestimmen Sie die stationire (eingeschwungene) Losung ys;(7) unter Be-
riicksichtigung von v > 1 und ¥? <« 1.

(iv) Lésen Sie nun die Differentialgleichung fiir die bezogene Differenzspannung
(1) = y(7) — Yat(7)

mit den zugehérigen Anfangsbedingungen. Dies ist etwas iibersichtlicher
als die direkte Ermittlung von y(7).

(v) Zeichnen Sie schlieSlich den Verlauf von

y(7) = 2(7) + yse(7)

im Anfangsintervall 0 < 7 < 27.

=
B LN
=

u(t) L) ¢= R[] in(t)

uo(t) = Uy v/2 cos(wy t), Up = 12kV,
wy =1007s Y wy L = 0,39,

= =
R=15Q, ;~7 = 1200

Abb.A2.28a
A2.29 PID-Glied: Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantwort des in

Abb.A2.29a dargestellten Ubertragungsglieds. Verwenden Sie dabei bezogene
GréBen mit Ugg = Uap und T = RC.

Ug

o—
l
| —

Abb.A2.29a
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A2.30 Aktives Tiefpassfilter: Die Schaltung in Abb.A2.30a zeigt eine syste-
matische, allerdings nicht aufwandsoptimale Realisierung eines Tiefpasses drit-
ter Ordnung mit so genannter kritischer Démpfung. Berechnen und zeichnen Sie
dessen Sprungantwort (Ugg = Uap, I = RC).

Ug

0 +————
Q
|1
1

||

Abb.A2.30a

U4
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A3.1 Fourier-Transformation mit Tabelle: Bestimmen Sie die Fourier-
Transformierten folgender Funktionen unter Verwendung von Transformations-
tabellen

(i) 2e737¢(7), (iv) 2re=37e(r),
(i) 4e~?7 sin(87)e(r), (v) (8¢~ —3e T )e(T),
(i) 3sin(47), —oco < T < 00, (vi) 5d(r) + 4e(T).

A3.2 Fourier-Riicktransformation mit Tabelle: Bestimmen Sie mit Hilfe
von Transformationstabellen die zu den Spektralfunktionen

5+ jov

sin(2w /wp)
17—v2 +j2v’

5
Aol +5Vs

(1) X(v)= (i) U(jw)=40Vs

gehorenden Zeitfunktionen.

A3.3 Grundlegende Eigenschaften: Benutzen Sie eine Fourier-Transforma-
tionstabelle und die grundlegenden Eigenschaften der Fourier-Transformation
zur Berechnung der Spektren folgender Signale.

: 8 fiir |7| <5,
(1) o(r) = { 0 fiir |7] > 5;

i _ [ 8 fir |7] <10,
(1 s} = { 0 fiir 7] > 10;

_f 8 fir |[74+2| <5,
(1) =r) _{ 0 fir [r+2|>5;

(iv) z(r) = e~ 2(T—T)g(T);
(v) z(7) = e~ *7e(T — 70);
(vi) z(r) = e~ 27—m)g(r — 1p);
(vil) z(r) = e=2"=%g(r — 1);
(viii) z(r) = [e=37e(r)] * [e787e(7)] .

A3.4 Faltungsintegral: Zeigen Sie, dass sich der Ausdruck (viii) aus Aufgabe
3.3 in der Form

z(r) = e_s"e(r)/ e~ dr/
0

schreiben lisst. Berechnen Sie diesen Ausdruck und bilden Sie dann die Fourier-
Transformierte. Das Ergebnis sollte mit dem fritheren {ibereinstimmen.

A3.5 Faltungsprodukt: Berechnen Sie das Faltungsprodukt
z(t) = rect(r) * rect(r)

(i) direkt im Zeitbereich,
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A3.16 Autokorrelation: Berechnen und skizzieren Sie die Autokorrelations-
funktionen der Signale

(i) z(r) = d(7) + (7 — 1),
(ii) Abb.A3.16a.

0 1 T
Abb.A3.16a

A3.17 Kreuzkorrelation: Driicken Sie fiir die beiden Signale
(7)) ==z(1), () =2x(T+T0)

die Kreuzkorrelationsfunktionen
rf;z =1z ® 9, r§1 =T2®T;

durch die Autokorrelationsfunktion rE, =z ® z aus.

A3.18 Schranke fiir die Korrelationsfunktion: Fiir reellwertige Funktio-
nen f(z) und g(z) gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ f bf(m)g(m)dmr < [ j bfz(:r)dz] [ f bgz(s)dx] :

Zeigen Sie damit, dass die Kreuzkorrelationsfunktion r55(7) zweier reller, ener-
giebegrenzter Signale gemif

|r§2("')| < 4/ (0)r5(0)
durch die Autokorrelationsfunktionen der beiden Signale beschrankt ist.

A3.19 Wigner-Verteilung: Zur ,, energetischen” Charakterisierung von Sig-
nalen z(7) o—e X (jv) sowohl im Zeitbereich wie auch im Frequenzbereich erweist
sich die Wigner-Verteilung

We(T,v) = /00 z*(r — 7/2z(r +7'/2) e V" dr’

=00

= 51_}--/. X*(v — V' [2) X (jv + j' [2) &Y TV

als vorteilhaft.
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(i) Zeigen Sie
1 [* 2 sors . e
o We(r,v)dv = |z(7)]", zeitliche Signalenergiedichte,

o0
1
it 4 f We(r,v)dr = —|X {ju}lz, spektrale Signalenergiedichte.
2 e 2m
(i) Berechnen Sie die Wigner-Verteilung des Rechteck-Signals z(7) = rect(7).

A3.20 Ambiguity-Funktion: Zur ,korrelativen” Charakterisierung von Sig-
nalen z(r) o—e X (jv) sowohl im Zeitbereich wie auch im Frequenzbereich wird

die ,,ambiguity function”

Ag(r,v) = /w o' (1 = 1/2)a(r’ +7/2) eV dr’

—00

00
= % X*GV = u/)X G +iv/2) e TdV
verwendet.
(i) Zeigen Sie
Ay (1,0) = (z @ z)(7), zeitliche Autokorrelation,

A:(0,v) = %(X ® X)(jv), spektrale Autokorrelation.

(ii) Welche charakteristische Signalgroe wird durch

4,(0,0) = (2 ®2)(0) = 5-(X ® X)(0)

dargestellt?
(iii) Berechnen Sie A.(7,v) fiir das Rechteck-Signal (1) = rect(7).
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A4.1 Stationdre Schwingungen: Berechnen Sie die stationdren Ausginge
des Systems

v +0,4y +dy = +u
fiir die Sinuseinginge
(i) cos(r), (i) cos(2r), (iii) cos(87).
A4.2 Existenz eingeschwungener Zustiinde: Bestimmen Sie fiir die Syste-
me
(i) " +6y +5y =u+0,1u
(ii) y" + 6y’ +5y=v'—0,1u
(iii) y" + 4y’ —5y=v' +0,1u
(iv) y"+4y —5y=v' —0,1u
(v) y" =6y +5y=u —0,1u

zum Eingang

u(7) = cos(27)
die Partikularlésungen
Yp(7) = |G(jw)| cos [vT + (V)] -

Fiir welche der Systeme stellt y,, den eingeschwungenen Zustand s, dar? Loka-
lisieren Sie jeweils Pole und Nullstellen.

A4.3 Eingeschwungener Zustand bei bekannter Sprungantwort: Ein
Ubertragungsglied nach Abb.A4.3 liefert zur Eingangsspannung

— 0 fir t<0,
E= 1 Uy =const fiir t>0

als Nullzustandsantwort fiir ¢ > 0 die Leerlaufspannung

up = % (1 —e”*/T), T=0,12ms.

Bestimmen Sie damit die stationére Schwingung (eingeschwungener Zustand)
der Leerlaufspannung am Ausgang (Amplitude, Frequenz, Nullphasenwinkel),
wenn am Eingang die Sinusspannung

ug = 5V - cos(wt)

mit einer Frequenz von 1kHz liegt.
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o] 0
qu [Tl ]uA
—_— —_—

Abb.A4.3

A4.4 Komplexer Frequenzgang: Berechnen und skizzieren Sie fiir die Schal-
tung aus Abb.A4.4a den komplexen Frequenzgang der Ubertragungsfunktion
(Frequenzgangortskurve).

R ia=0

o o7 |

Abb.A4.4a

uA

A4.5 Betragsteil von Bode-Diagrammen: Zeichnen Sie die Betragsteile
der Bode-Diagramme fiir die Systeme aus Aufgabe A4.2. Welchen Systemen
entspricht das gleiche Diagramm?

A4.6 Winkelteil von Bode-Diagrammen: Zeichnen Sie die Winkelteile der
Bode-Diagramme fiir die Systeme aus Aufgabe A4.2. Welchen Systemen ent-
spricht das gleiche Diagramm?

A4.7 Rekonstruktion der Ubertragungsfunktion: Abb.A4.7 zeigt den
Betragsteil des Bode-Diagramms eines Minimalwinkelsystems. Rekonstruieren
Sie daraus die Ubertragungsfunktion.

20

In|G|| dB

102 101 100 10! 102

Abb.A4.7



A 26 4 LTI-Systeme im Frequenzbereich

A4.8 Gekoppelte Differenzierer: Das Strukturdiagramm Abb.A4.8a zeigt
ein System mit zwei invertierenden Differenzierern.

(i) Geben Sie die Differentialgleichung und die Ubertragungsfunktion des Ge-
samtsystems an.

(ii) Zeichnen Sie den Betragsteil und den Winkelteil des Bode-Diagramms.

ur) ——O—| - y()

3
T _1y(7)
Abb.A4.8a

A4.9 Resonanz im Bode-Diagramm: Die Schaltung in Abb.A4.9a wird als
Ubertragungsglied verwendet. Zeichnen Sie das zugehérige Bode-Diagramm mit
v = wy/ LC als bezogener Frequenzvariablen.

R 'v%‘ 0
250) 901111; | .
1

UA

0 ~——

Abb.A4.9a

A4.10 Kreuzglied: Die Schaltung in Abb.A4.10a wird als Ubertragungsglied
mit ug als Eingangsgrofe und ua als Ausgangsgréfie (Leerlauf) benutzt. Ver-
wenden Sie die Bezugsgrofen Ugp = Uap, I3 = RC und bestimmen Sie

(i) den Frequenzgang des Ubertragungsverhaltens als Bode-Diagramm,

(ii) die Sprungantwort (Skizze!).

Abb.A4.10a



4 LTI-Systeme im Frequenzbereich A27

A4.11 Tiefpass: Ein aktives Tiefpassfilter zweiter Ordnung lasst sich beispiels-
weise durch die Schaltung in Abb.A4.11a realisieren. Bestimmen Sie zuerst die
Ubertragungsfunktion (Bezugswerte Ugp = Uag, T8 = RC, Frequenzvariable
v = wRC) und zeichnen Sie dann die Betragsteile der Bode-Diagramme fiir

(i) Ri/R2=0 (,,kritische Dampfung”)

(i) Ri/R2=0,268 (Bessel)

(iii) Ry;/R2=0,586 (Butterworth)

(iv) Ry/R2=0,955 (Chebychev)
zum Vergleich in ein Bild.

—1 ] — T
R R -

Q

UE Ua

] &

Abb.A4.11a

Ad.12 __'Ubertragen eines Rechteckimpulses: Am Eingang eines Filters,
dessen Ubertragungsfunktion G(s) bekannt ist, liegt ein verschobener Recht-
eckimpuls u(r) (Abb.A4.12a).

(i) Berechnen Sie zuniichst allgemein die Spektralfunktion Y (jv) des Aus-
gangssignals.

(ii) Skizzieren Sie |Y (jv)| speziell fiir T2 —71 = 1 und die Ubertragungsfunktion
G(s) = 1/(s+ 1) aus Aufgabe Ad.4.

Q
o

0 1 T2 T

Abb.A4.12a
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A4.13 Ideales Tiefpassfilter: Berechnen Sie formal die StoSantwort eines
idealen Tiefpassfilters der Grenzfrequenz f,. Skizzieren Sie das Ergebnis und
machen Sie deutlich, dass ein ideales Tiefpassfilter ein nichtkausales System dar-
stellt.

G

—fy 0 fq f
Abb.A4.13a

A4.14 Totzeitsysteme: Bestimmen Sie die Frequenzginge G(jv) von Syste-
men mit Zeitverzégerung, die durch folgende Differential-Differenzengleichungen
beschrieben werden:

(i) ¥"(7) +2/(r — 1) + 3y(r) = /(1) + 0, 5u(r);
(i) y"(r) +5y'(7) +2y(7) — ¥'(7 — 0,2) = u(r — 0,5).

A4.15 Kammfilter: Das in Abb.A4.15a als Strukturdiagramm wiedergege-
bene System stellt ein ,,Kammfilter” dar. Berechnen und skizzieren Sie seinen
Betragsfrequenzgang in linearen MaBstiben (nicht als Bode-Diagramm).

u 10O -y
...I..

ideales Laufzeitglied
Abb.A4.15a
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A4.16 Zufallssignal an einem Differenzierer: Am Eingang eines Differen-
zierers liegt ein stationdres Zufallssignal %(7) mit bekannter Autokorrelations-
funktion ryy (7) (Abb.A4.16). Berechnen Sie das Leistungsspektrum Ry, (jv) und
die Autokorrelationsfunktion 7y, () des Ausgangssignals.

a(r) A §(7)

Abb.A4.16

A4.17 Kreuzkorrelationsfunktion: Gemi Abb.A4.17 liegt an zwei Syste-
men mit den StoSantworten g, (7) bzw. g2(7) das gleiche stationire Zufallssignal
%(7), dessen Autokorrelationsfunktion 7y, (7) bekannt ist. Berechnen Sie allge-
mein die Kreuzkorrelationsfunktion der beiden Ausgangssignale.

—{ g1(1) F—— Hi(7)

~{ go(7) p——= 9a(7)

Abb.A4.17

A4.18 Monochromatischer Prozess: Ein stabiles LTT-System mit der Uber-
tragungsfunktion G(s) wird durch ein stationires Zufallssignal u(7) aus der Klas-
se der ,,monochromatischen Prozesse” erregt, die durch Autokorrelationsfunk-
tionen der Form

Tuu(T) = 'ugﬁ cos(voT)

mit kontantem vo gekennzeichnet sind. Berechnen Sie allgemein die Signalleis-
tung y2; des Ausgangssignals.

A4.19 WeiBles Rauschen an einem Bandpass: Abb.A4.19 zeigt den kom-
plexen Frequenzgang eines idealen Bandpass-Filters mit der bezogenen Mitten-
frequenz v und der bezogenen Bandbreite [3.

Angenommen, am Eingang liegt weifles Rauschen mit dem Leistungsspek-
trum Ry (jv) = K. Berechnen Sie fiir das Ausgangssignal

(i) das Leistungsspektrum,
(ii) die Autokorrelationsfunktion,

(iii) den Effektivwert.
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G(jv)

8/2 6/2 5/2 6/2

- 0 Yy v

Abb.A4.19

A4.20 WeiBes Rauschen an einem R-C-Glied: Das einfache R-C-Ubertra-
gungsglied aus Abb.A4.20 besitzt bekanntlich die StoBantwort

g(7) = e "e(7),

wenn fiir die Bezugsgrofen Ugg = Uap und T = RC gewahlt wird. Am Eingang
liege weifles Rauschen mit dem Leistungsspektrum R, (jv) = K.

(i) Berechnen Sie das Leistungsspektrum Ry, (jv) des Ausgangssignals und
daraus die Signalleistung yZ.

(i) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion ry,(7) des Ausgangssignals.
Wie finden Sie damit die Signalleistung yZ;?

|

Abb.A4.20
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A3l

A5.1 Diverse Fourier-Reihen: Geben Sie die Fourier-Reihendarstelleng fol-

gender Spannungsverliufe an.
(i) u(t) = ugcos(m(fot —1)/4];
(ii) wu(t) = uo [cos(dwot) + sin(bwot)] ;
(iii) w(t) ist periodisch mit der Periodendauer 20 ms und

u(t) = upexp(—t/T) fir —T <t<T =10ms;

(iv) u(t) ist periodisch mit der Periodendauer 4T und
[ sin(xt/T) fir 0<t<2T,
”{”_”'{0 fiir 2T <t < 4T;
(v) Verlauf nach Abb.A5.1a;
(vi) Verlauf nach Abb.A5.1b;
(vii) Verlauf nach Abb.A5.1c.

t/T

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abb.A5.1a
Yuji
1
0 ! T - i |
s 4 3 —2 1 o0 1 2 3 4 5 T
Abb.A5.1b
u/t
1
0,5
| |
T Ny 3 o 4 0 1 2 3 4 5 YT

Abb.A5.1c
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A5.2 Ausschnitt einer Sinusschwingung: Durch Ausschneiden eines Strei-
fens der Breite 2b aus der Sinusschwingung Abb.A5.2a entsteht das periodische
Signal Abb.A5.2b. Berechnen Sie dessen Grundschwingung.

3
a
b ol AF L s s =
o—{ : i A IQb
S A i S I _
27
—a
0
Abb.A5.2a
y T
a—2>b
0 — | |
T e
—(a—b) 2
0
Abb.A5.2b

A5.3 Angeschnittene Sinusschwingung: Bestimmen Sie die Grundschwin-
gung des 2m-periodischen Signals aus Abb.A5.3.

LT
cos(T)
1 —
/ - ¥
/! T //
0—= -
/ 2r &
Ve
—1 -
0
Abb.A5.3

A5.4 Pulsierende Spannung: Abb.A5.4a zeigt den Verlauf einer periodisch
pulsierenden Spannung.

(i) Bestimmen Sie die zugehérige Fourier-Reihe in der Form

u(t) = Y by sin(kwit).
k=1
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(ii) Skizzieren Sie die Abhéngigkeit der Amplituden der Grundschwingung und
der ersten nicht verschwindenden Oberschwingung vom Winkel a.

1
Ua
0
wlt
"Ud
alo ala olo
T T
Abb.A5.4a

A5.5 Reelle Darstellung: Bestimmen Sie die zur Funktion
z(r)=0C2r—7)7T

gehorende, im Intervall 0 < 7 < 27 giiltige Fourier-Reihe in reeller Darstellung.

A5.6 Periodische Schwingungsblocke: Das in Abb.A5.6 skizzierte Signal

besteht aus periodisch wiederholten Blécken von Sinusschwingungen. Dabei sind

n und N > n natiirliche Zahlen. Geben Sie die zugehorige Fourier-Reihe an.

T
T

—

ﬂ.T[) nTn
2NTy

Abb.A5.6

A5.7 Spektrum eines Produkts: Ein Signal z(7) habe die Fourier-Transfor-
mierte X (ju). Weiters sei p(r) eine 2n-periodische Funktion mit der Fourier-
Reihendarstellung

(=]

p(T) = Z e &FT.

k=—00

Berechnen Sie die Fourier-Transformierte des Signals y(7) = z(7)p(7)-
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A5.8 Periodische Antworten eines LTI-Systems: Ein lineares, zeitinvari-
antes System besitzt in Originalvariablen die StoSantwort

§(t) = e/ Te(t).
Berechnen Sie die Fourier-Reihendarstellung der stationiren Ausgangsschwin-
gungen ¥(t) zu den Eingéngen u(t),
(i) u(t) = cos(2nt/T);
(i) u(t) = sin(4nt/T) + cos(6nt/T + w/4);
(iii) %(t) = i §(t — kT)T;

k=—co

oo

(iv) @W(t)= > (~1)*3(t - kT)T;

k=—o00

(v) u(t) ist die Rechteckschwingung aus Abb.A5.8.

U
1
0
T/4|T/4 f
1'1
Abb.A5.8

A5.9 Ausgang als reelle Fourier-Reihe: Ein lineares, zeitinvariantes System
ist durch die Ubergangsfunktion (Sprungantwort)
h(r) = (1 - e_‘h) e(r)

gekennzeichnet. Am Eingang liegt die Schwingung Abb.A5.9. Geben Sie die
Fourier-Reihe der stationiren Ausgangsschwingung in der Form

y(r) = Gk cos(kr + @)
k=0

an, d.h. ermitteln Sie die bezogenen Amplituden und die Nullphasenwinkel der
Fourier-Teilschwingungen.
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0 T 2T
Abb.A5.9

A5.10 Summieren von Reihen: Die Darstellung der Funktion z(7) = 72 im

Intervall —7 < 7 < 7 als komplexe Fourier-Reihe liefert die Fourier-Koeffizienten

cy = Cr = % cos(km).

F k
Nutzen Sie dieses Ergebnis zur Berechnung der Reihen

o0 1 i (__l)k-!-l

k=1
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A6.1 Spannung an einer Spule: Eine Spule mit der Induktivitit L =
31,8 mH besitzt den ohmschen Widerstand Ry, = 10 und wird von dem peri-
odischen Strom

i(t) = 2A-cos(wt) + 0,5 A - cos(3wt) + 0,2 A - cos(5wt)

mit w/(27) = 50 Hz durchflossen. Berechnen Sie den Zeitverlauf der anliegenden
Spannung.

A6.2 Oberschwingungsgehalt: Berechnen Sie den Oberschwingungsgehalt
(Klirrfaktor) der sigezahnférmigen Wechselspannung aus Abb.A6.2.

} U

4/ L

T

Abb.A6.2

A6.3 Periodisch wiederholte Stromblécke: Ein Stromrichter erzeugt ein-
seitige (,,unipolare”) Stromblécke der GroBe 10 A und der Dauer 10 ms mit da-
zwischen liegenden stromfreien Pausen der Dauer 10 ms. Berechnen Sie den Ef-
fektivwert dieses Stroms und die Effektivwerte seiner ersten drei nicht verschwin-
denden harmonischen Komponenten.

A6.4 Leistungsfaktor: An einem Anschlusspaar werden im Verbraucher-Be-
zugssystem die Verldufe von Spannung und Strom gemif

u = V2 |Uy| [cos(wt) + 0,800 cos(3wt)] ,
i = V2 |I1| [cos(wt) + 0,125 cos(3wt)]

festgestellt. Wie grof ist der zugehérige Leistungsfaktor?

A6.5 Einweg-Gleichrichter mit Widerstand: In der Schaltung Abb.A6.5a
wird ein Widerstand iiber eine angenihert ideale Diode von der Sinusspannung

u = Uv/2 cos(wt)

gespeist. Berechnen Sie — von den Anschliissen 1,2 gesehen — die Wirkleistung,
die Blindleistung, die Scheinleistung und den Leistungsfaktor im Verbraucher-
Bezugssystem.
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Ll

Abb.A6.5a

A6.6 Einweg-Gleichrichter mit Induktivitét: In der Schaltung Abb.A6.6a
wird eine relativ groBe Induktivitat {iber eine angendhert ideale Diode von der
Sinusspannung

u = Uv2sin(wt)
gespeist.

(i) Skizzieren Sie in einem Diagramm die Verldufe von u und 7 im eingeschwun-
genen Zustand. Die real vorhandenen Widerstédnde sind dabei wegen der
relativ groBen Induktivitdt vernachléssigbar.

(ii) Berechnen Sie — von den Anschliissen 1,2 gesehen — die Wirkleistung, die
Blindleistung, die Scheinleistung und den Leistungsfaktor im Verbraucher-
Bezugssystem.

Abb.A6.6a

A6.7 Gleichstromsteller: Abb.A6.7a zeigt die Prinzipschaltung eines Gleich-
stromstellers zur unterbrechungsfreien, variablen Speisung einer Last, dargestellt
durch den Widerstand R, aus einer Gleichspannungsquelle. Der Schalter S ar-
beitet dabei periodisch gemi Abb.A6.7b, die Stromkreiselemente sind als ideal
anzunehmen.

(i) Berechnen Sie den Zeitverlauf des Stroms 1 fiir den eingeschwungenen (d.h.
periodischen) Zustand.

(ii) Bestimmen Sie fiir die zugehérige Spannung ug den Durchschnittswert und
die Grundschwingung.
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g Schalter S
/ J:‘.« Ein
_I._
7y A
up | C) x R [] Lug us o f
T
i 0
Abb.A6.7a Abb.A6.7Tb

A6.8 Hystereseglied: Ein Element mit der Eingangsgroe u und der Aus-
gangsgrofe y besitze die Kennlinie Abb.A6.8a. Angenommen, am Eingang liegt
das Sinussignal

u(t) =ucos(r), U > us.

Skizzieren Sie das Ausgangssignal und bestimmen Sie fiir dessen Grundschwin-
gung die Amplitude und den Phasenverschiebungswinkel gegeniiber dem Ein-
gangssignal.

Ys =

> —Ys

Abb.A6.8a

A6.9 Nichtlinearer Widerstand: Ein nichtlinearer Widerstand wird im Ver-
braucher-Bezugssystem durch die Elementgleichung

y 2 3
ﬁ = 2(?\«' & (5(?\;') & (93\;)

dargestellt.

(i) Zeichnen Sie die Spannungs-Strom-Kennlinie fiir den Bereich |u| < 150V .

(ii) An dem Widerstand liegt eine Sinusspannung mit dem Effektivwert U =
100 V. Geben Sie den Zeitverlauf des Stroms als reelle Fourier-Reihe an.
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A6.10 Mischer: Die in Abb.A6.10a angegebene Schaltung wird als Dioden-
Gegentakt-Modulator verwendet. Nehmen Sie die Transformatoren als ideal an
und setzen Sie fiir die Dioden im betrachteten Bereich eine Elementgleichung
der Form (Verbraucher-Bezugssystem)

ip = aUup +bu%

voraus. Stellen Sie damit den Ausgangsstrom i(¢) als Summe von Sinusschwin-
gungen dar.

=l

® L] ¥
— [ V3 4
® L
) = 1y cos(wit) N.’; § N R=0
L] L
— [ %
X
L]
w.
N

Uy = g cos(wat)
Abb.A6.10a
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AT7.1 Laplace-Transformation mit Tabelle: Bestimmen Sie die Laplace-
Transformierten folgender Funktionen unter Verwendung von Transformations-
tabellen.

(i) 2e7%7¢(7), (iv) 27e~%7&(7),
(i) 4e™?"sin(87)e(7), (v) (5e74" —3e~"")e(T),
(iii) 3sin(47)e(r), (vi) 56(r) + de(T).

A7.2 Laplace-Riicktransformation mit Tabelle: Bestimmen Sie mit Hilfe
von Transformationstabellen die Originalfunktionen zu den folgenden Laplace-
Transformierten.

Q) 8s—1 (iii) s+1
s24+3s+2" s24+25+5"

i 4 = s+2

(i) s2+25s+17"° (iv) s2+25+5"

A7.3 Partialbruchzerlegungen: Ermitteln Sie die zu den Laplace-Transfor-
mierten

4
(i) X(s):;;%, a€R,
. 1
(i) X(s)= m_;
(i) X(s)= es—g + (be+_1)3

gehoérenden Zeitfunktionen z(7).

AT.4 Zeitverschiebung: Wie lauten die Laplace-Transformierten der folgen-
den Zeitfunktionen?

(i) (7 —5)e(r), (iv) 5e®=2e(r),
(i) (7 —5)e(r-3), (v) 5el6=2)g(r —3),
(iii) Te(r—5), (vi) Be=27g(r — 3).

AT7.5 Verschobener Dreieckimpuls: Berechnen Sie die Laplace-Transformierte
des in Abb.A7.5a skizzierten Dreieckimpulses fiir 7, = 0.

T 4

n | 1/2 |12

Abb.AT7.5
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A7.6 Laplace- und Fourier-Transformation im Vergleich: Berechnen Sie
fiir das Signal

z(7) = cos(7) cos(27)e(T)

(i) die Laplace-Transformierte,
(ii) die Fourier-Transformierte.

AT7.7 Potenzreihe: Angenommen, ein rechtsseitiges Signal ldsst sich in eine
Reihe gemiB

(1) = (Z%T“) e(7)

n=0

entwickeln. Geben Sie eine entsprechende Reihenentwicklung fiir seine Laplace-
Transformierte X(s) an.

A7.8 Faltungen: Berechnen Sie die Faltungsprodukte
(i) z(7) = [e*7e(r)] * [e*7e(T)] * - - % [e*"€(7)], n Faktoren,
s _ =iy a -
(i) z(r)=¢e(r)*L [———(S ey

AT7.9 Rechtsseitige periodische Signale: Angenommen, z(7) ist ein stiickweise
stetiges, fiir 7 > 0 periodisches Signal mit der bezogenen Periodendauer 71. Zei-
gen Sie, dass sich seine Laplace-Transformierte gemaB

Llo(n)] = ——r /U " a(ryerar

berechnen liisst. Bestimmen Sie damit die Laplace-Transformierten der Verldufe
aus Abb.A7.9a - d.

T T
1 1
0 0 ! i
0 L 2 3 4 5 T 0 T 211 3nn 4nn 57
Abb.AT7.9a Abb.A7.9b
T T A
sin sin
| V'V ANANA
0 I | ] | | 0 ] l I ]
0 T 2 3 47 5T T 0 ™ 27 3 dqr
Abb.AT.9¢c Abb.AT7.9d
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AT7.10 Anfangs- und Endwertsatz: Bestimmen Sie fiir die zu den Laplace-
Transformierten

(i) X(s)=7/(s*+2s>+9s5+7),
(i) X(s)=2/(s®+7s2—15s)

gehdrenden Funktionen z(7) die Grenzwerte z(0+) und z(c0).

R
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A8.1 Differentialgleichungen: Lisen Sie die folgenden Anfangswertprobleme
mit Hilfe der Laplace-Transformation.

() ¥ +Ty=2u, u(r)=¢e(r), y(0-)=0;
(i) ¥ + 3y =u +2u, wu(r)=25cos(47)e(r), y(0-) = -5
(iii) yH + 7yr + 12y =2u' + 2u, u('r) = E(T)| y(O‘) =2, yf(o“) =-3.

AB8.2 Integralgleichung: Eine Funktion z(7) soll fiir 7 > 0 der Integralglei-
chung vom Faltungstypus

(r) =7+ Q/T cos(t — ")z(r")d7’
0

geniigen. Berechnen Sie z(7).

AB8.3 Differentialgleichung mit nicht konstanten Koeffizienten: Bestim-
men Sie zur Differentialgleichung

" +22' + 12 =0
eine Losungsfunktion z(7) fiir 7 > 0, deren Werte fiir 7 — co verschwinden.

A8.4 Differential-Differenzengleichung: Die Sprungantwort eines linearen,
zeitinvarianten Systems werde durch die Gleichung

y(1)+y(r—1)=¢(r) mit y(r)=0 fir 7<0
beschrieben. Bestimmen Sie y(7).

A8.5 Eingang mit Verzdgerung: Ein lineares, zeitinvariantes System wird
durch die Gleichung

y'(r) +2y(r) = w/(7) — 3u(r - 1)

beschrieben. Berechnen und zeichnen Sie seine Sprungantwort.

A8.6 Identifikation: Ein lineares, zeitinvariantes System liefert zum Eingang
u(t) = (e +e7>") ()

die Nullzustandsantwort
yoz(T) = (2677 — 2e747) &(7).

Leiten Sie daraus die System-Differentialgleichung ab.

AB8.7 StoBantworten: Berechnen und skizzieren Sie die StoSantworten von
Systemen mit den Ubertragungsfunktionen
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3s+1 _ 2
W CE)=zgr5s @) G6)=Fromrao:
. B s+2 . - 1
(i) G(s) = L (iv) G(s)= 0257401

A8.8 Sprungantworten: Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantworten
von Systemen mit den Ubertragungsfunktionen

(i) G(s)=1/(s*+4s+4),
(i) G(s)=(s+1)/(s®*+4s+4),
(iii) G(s)=(s—1)/(s®*+4s+4)

A8.9 Ubergangsverhalten: Die Schaltung in Abb.A8.9a wird als Ubertragungs-

glied mit ug als Eingangsgréfie und u, als Ausgangsgrofie verwendet. Fiihren
Sie passende Variablenbeziige ein und bestimmen Sie

(i) die Ubertragungsfunktion,
(ii) die Ubergangsfunktion (Sprungantwort).

Ry/2 R»/2
Ry ‘I‘ C
— T )
4 [T}

Abb.A8.9a

AB8.10 Antwort auf kurzen Rechteckimpuls: Als LTI-System betrachtet,
stellt in der Schaltung Abb.A8.10a die Spannung uq die Eingangsgriofie und die
Spannung u; die Ausgangsgréfie dar. Die EingangsgréBe (Abb.A8.10b) sei ein
relativ kurzer Rechteck-Impuls, der sich als Dirac-Stof§

ug(t) = Uptod(t)
darstellen lisst.
(i) Eine elementare Analyse der Schaltung liefert mit den Bezugswerten
Ugp = Uag = Uptp/Ts, T = RC/2
die System-Differentialgleichung
v +y=u +u/2, u(r)=4(7)
Bestimmen Sie deren Losung als Nullzustandsantwort.

D

i\J
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(ii) Schreiben Sie diese Losung als Funktion u,(f) in Originalvariablen und
skizzieren Sie den Verlauf.

Uy Ug 4
1 1 U{}
R R
Ug C) — 0
0
"o
Abb.A8.10a Abb.AB.10b

A8.11 Kombination zweier Differenzierer: Gegeben ist das in Abb.A8.11
skizzierte System mit zwei invertierenden Differenzierern.

(i) Stellen Sie die System-Differentialgleichung auf und untersuchen Sie die
Stabilitit des Systems.

(ii) Berechnen Sie die Sprungantwort.

() R -y(7)

T dr

Abb.AS8.11

A8.12 Kombination zweier Integratoren: Zwei annihernd ideale Integrato-
ren werden wie in Abb.A8.12a angegeben kombiniert. Berechnen und zeichnen
Sie die Sprungantwort des Systems.

-+

Y
3

tn =

1
s

Abb.A8.12a
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A8.13 Kombination von Systemen: Wie lautet die Ubertragungsfunktion
der in Abb.A8.13 angegebenen Kombination riickwirkungsfreier Teilsysteme?

5 (s+1)

s+2

10 (s+3)
$24+3s+2

—> l
5
e
5
Bl s+2
Abb.A8.13

ol VY

-+
?+—>-Y(s)

AB8.14 Systeme mit Riickfithrung: Ermitteln Sie die Pole und Nullstellen

der beiden Systeme mit Riickfiihrung aus Abb.A8.14a,b.

U(s)

U(s)

_+,

100 (s+40,1)
5410

542
s+0,2

Abb.AS8.14a

10 (s—1)
s+2

L
s+1

Abb.A8.14b

Y(s)

AB8.15 System-Differentialgleichung aus Strukturdiagramm: Abb.A8.15
zeigt das Strukturbild eines linearen, zeitinvarianten Systems. Wie sieht die zu-
gehorige System-Differentialgleichung aus?
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+ 1 + 1
_..’( }—.— - = = -
v - S s s ¥
ai = 4
agp e
Abb.AB.15

A8.16 Stabilisierung: Berechnen und skizzieren Sie die Sprungantworten des
Systems aus Abb.A8.16a

(i) fiir S offen, d.h. ohne Riickfiihrung,

(ii) fiir S geschlossen, d.h. mit direkter Riickfithrung.

o 1 R N
v s(s+1) g e

S

Abb.A8.16a

A8.17 Partialbruchzerlegung und Parallelschaltung: Ein System mit der
Ubertragungsfunktion

K .
(s+a)(s+b)(s+c)’

G(s) = a#b#c, reell,

soll durch eine Parallelkombination riickwirkungsfreier Systeme erster Ordnung
realisiert werden. Geben Sie die Ubertragungsfunktionen dieser Teilsysteme an.

A8.18 Integrator und Laufzeitglieder: Ein lineares, zeitinvariantes System
besitzt die Sprungantwort aus Abb.A8.18a.

(i) Bestimmen Sie die zugehorige Ubertragungsfunktion.

(ii) Stellen Sie das System durch die Kombination eines idealen Integrators
mit mehreren Laufzeitgliedern dar.
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Abb.A8.18a

AB.19 Gleitende Mittelwertbildung: Die ﬁbertragimgsﬁmktion

G(s)==(1-e7")

w |-

charakterisiert ein LTI-System.
(i) Skizzieren Sie die Frequenzgang-Ortskurve fiir v > 0.

(ii) Stellen Sie das System als Kombination elementarer Ubertragungsglieder
wie Differenzierer, Integrierer, Verstirker und Laufzeitglieder dar.

(iii) Wie ldsst sich die Wirkung des Systems auf ein beliebiges Eingangssignal
interpretieren?

A8.20 PID-Glied: Die Schaltung aus Abb.A8.20a wird als Standard-Ubertra-
gungsglied verwendet, wobei ug die Eingangsgrifie und ua die Ausgangsgrofie
darstellt.

(i) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems fiir allgemeine Be-
zugswerte Usg = Ugp und Tp.

(ii) Durch die Parallelkombination welcher elementarer Ubertragungsglieder
(Differenzierer, Integrierer, Verstirker, Laufzeitglieder) ist das Glied dar-
stellbar? Geben Sie das zugehérige Strukturbild und die Teiliibertragungs-
funktionen an.
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11
1]
A

ug UA

Abb.A8.20a
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A9.1 Zustandsmodelle mit Phasen-Variablen: Bestimmen Sie die Zu-
standsmodelle mit Phasen-Variablen der SISO-Systeme mit den folgenden Uber-
tragungsfunktionen.

v) G(s)=3/(s*+3s+2)

(i) G(s)=3/(s+2) (vi)  G(s) = (3s+9)/(s* +33+2)

(ii) G(s)=5/(s—2) (vii) G(s) = (3s% +63-4)/(s +3s+2)
(i) G(s) =(3s+8)/(s+2) (viii) G(s) = (5s + 15)/(s* + )

Eiv) gsi = (6s+10)/(s - 2) (ix) G(s)= (53 +4s—10)/(s? + )

A9.2 Anfangswerte der Zustandsvariablen: Fiir die in A9.1 bestimmten
Zustandsmodelle sollen die Anfangswerte z(0) der Zustandsvariablen angegeben
werden. Wihlen Sie dazu aus

y(0) = -1, y’(@) =4, u(0)=-2, u’(O) =L

A9.3 Physikalische Zustandsvariablen: In den Schaltungen Abb.A9.3a,b
sind die Spannungen ug(t) als Eingangsgréfien und die Stréme ia(t) als Aus-
gangsgroBen aufzufassen. Fiihren Sie passende Beziige ein und bestimmen Sie
die Zustandsmodelle mit physikalischen Zustandsvariablen.

L ia(t) ia(t) L

Ug(t) R C T '-’J.E(t) Lg

Abb.A9.3a Abb.A9.3b

A9.4 Strukturdiagramm: Von zwei MIMO-Systemen sind die Ubertragungs-
funktionen in Matrixform bekannt,

5+ 2
[ s+2 3 _|8*+65+5

® 00 =|pis . 1o ® cw=|"7E
s+5

(i) Zeichnen Sie fiir jedes der zwei Systeme ein Strukturdiagramm zur Dar-
stellung als Kombination von Teilsystemen mit jeweils nur einer Eingangs-
und Ausgangsgréfe.

(ii) Geben Sie fiir jedes der Systeme ein vollstéindiges Zustandsmodell unter
Verwendung von Phasen-Variablen an.
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A9.5 System erster Ordnung: Ein SISO-System erster Ordnung ist durch
sein Zustandsmodell

z'(1) = —2x(7) + 3u(r),
y(7) = 5z(r) + du(r)

gegeben.

(i) Bestimmen Sie die vollstindigen Lésungen x(7) und y(7) fiir einen rechts-
seitigen Eingang u(7) und einen allgemeinen Anfangswert z(0).

(ii) Uberpriifen Sie, ob die berechnete Funktion z(7) tatsichlich die Differen-
tialgleichung des Zustandsmodells und die Anfangsbedingung erfiillt.

(iii) Werten Sie die gefundenen Ausdriicke z(7) und y(7) speziell fiir den Heavi-
side-Sprung u(r) = £(7) am Eingang und z(0) = 0 aus.

(iv) Geben Sie die Ubertragungsfunktion des Systems an.

A9.6 Resolvente: Berechnen Sie fiir die folgenden Matrizen A jeweils die
Resolvente (sE — A)™" und die Matrix-Exponentialfunktion e4.

" A={—1J2j _10_21-] (i) A:[Z; _21]

) a=[% 1 @ a=[; 7]

A9.7 Ubertragungsfunktion: Die folgenden SISO-Systeme sind durch ihre
Zustandsmodelle gegeben.

; [—1 + 2j 0 1 : a5
(1)£’=‘ 0 —-1——2j]§+[1]u‘ y=[2-3j 2+3j]z;

[ B
-2 -1

§+[ﬂu, y=[ -1lz;

(i) £’=:_05 _12]§+[ﬂu, y=[16 4]z;

(iV)&’=:'1) :g]z+{1ﬂu, y=1[0 1]z;

Die Systemmatrizen A sind iibrigens die in A9.6 untersuchten. Berechnen Sie
fiir jedes dieser Systeme die Ubertragungsfunktion G(s).

A9.8 Matrix-Exponentialfunktion: Nehmen Sie speziell die Systemmatrix

=[5

[
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aus A9.6(ii) und zeigen Sie dafiir durch direktes Ausrechnen beider Seiten die
Giiltigkeit der fiir alle reguldren Matrizen A bestehenden Beziehung

-1

[

f eA7dr’ = A1 (A" — ) = (47 — )
0

A9.9 Transitionsmatrix: Zur Systemmatrix A gehdrt die Transitionsmatrix
B(r) = eAe(r).
Benutzen Sie die Matrix-Differentialgleichung fiir e27, um fiir die Systemmatrix
-1 2
a- |5 3

ein System skalarer Differentialgleichungen fiir die vier Elemente von & abzulei-
ten. Geben Sie auch die Anfangsbedingungen an.

A9.10 Ldsungsdarstellung: Angenommen zum SISO-System aus A9.7(ii),

z’={:é _21]£+E]u, y=[ -1z,

gehért der Eingang und die Anfangsbedingung

u(r) = 4sin(Tr)e(r +3), z(~3) = [_2?0] .
Geben Sie die Losungsdarstellungen fiir z(7) und y(7) als Integrale an.
A9.11 Stoflantwort: Verwenden Sie die Darstellung

9(r) = C &(r)B + Di(7)

der ¢x p—StoBantwort-Matrix zur Berechnung der StoSantwort des SISO-Systems
A9.7(ii),

z’={:; —21]£+E]“' y=[5 -1z

Vergleichen Sie die Laplace-Transformierte der so berechneten StoBantwort mit
den Ergebnissen aus A9.7.

A9.12 Anfangszustiinde: Ein System mit einer Eingangsgrofe (p = 1) und
q Ausgangsgroflen besitze das Zustandsmodell

z' = Az + Bu,

mit der n X n—Systemmatrix A, der n x 1—Eingangsmatrix B und der ¢ x
n—Ausgangsmatrix C'. Das System besitzt also keinen direkten Durchgriff (D =0).
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Das System befinde sich anfinglich im Nullzustand, z(0-) = 0, und am Ein-
gang liege der Dirac-Stof}, u(7) = (7). Berechnen Sie z(0+), d.h. die rechtssei-
tigen Anfangszustinde.

A9.13 Euklidische Vektorriume: Die Spaltenmatrizen

0o 2 0], w=[-2 -1 1 27,
]T

21=[1
vu=[1 1/2 -1/2 -1]7

, y=[-3 -2 4 4

seien Elemente des Vektorraums R*, der mit der iiblichen euklidischen Norm
und dem damit vertriglichen inneren Produkt ausgestattet ist.

(i) Berechnen Sie die Normen der Elemente v;,...,y.
(ii) Geben Sie die zu vy,...,v, gehérenden normierten Elemente n,,...,1n4
an.
iii) Bestimmen Sie die inneren Produkte von v,,...,1,; mit dem Element
1 Yy

v=[4 1 -2 -1,

(iv) Verifizieren Sie

v v =0, 2,-v3=0, v3=-0,/2, v4=1;+2,.

(v) Welche Dimensionen besitzen folgende Unter-Vektorriume des R*. Benut-
zen Sie die Beziehungen aus (iv).

(a) span(u;,v,), (b) span(v;,vs),
(c) span(vy,vy), (d) span(vg,uvs),
(e) Spa‘n(ﬁmg-i): (f) 513311(23,24),
(g) span(yy,vp,v3),  (h) span(v;,v,,v4),

(i) span(vy,v3,14), (i) span(uy,us,vs,2).

(vi) Welche Paare der Elemente v,,...,24 bilden eine Basis der linearen Hiille
span(uy, .. ., 2)?

(vii) Welche Paare der Elemente v,,...,z, bilden eine orthogonale Basis von
span(yy, - -, 24)?

A9.14 Koordinatentransformation: Die Paare (v,,v,) und (v5,v4) von Ele-
menten des R* aus A9.13 bilden jeweils eine Basis .4 bzw. B der linearen Hiille
span(v,,...,v,), eines Unter-Vektorraums von R?.

(i) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix P, deren Spalten von den Ko-
ordinaten der Basisvektoren (v5,v4) in der Basis (v, v,) gebildet werden.
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0 1 0] ]
{ﬁ}ﬁf= 0 ] 1 e o 1 u, y:[ﬂ 1 ﬂ]z:
0 -2 -3 0]
0 1 7 1]
fiii) z'= |0 0 1 |z+ |0] w, y=[1 0 l]]E;
0 -2 -3 0
0 1 1 0
vz=[0 0o 1]|z+|0 1 [“1], Iﬂ]=[ﬂ' k “]E,
0 -2 -3 o of ¥ 001

Stellen Sie fiir jeden Fall fest, ob das System vollstiindig steuerbar ist. Geben
Sie jeweils den ansteuerbaren und den nicht ansteuerbaren Unterraum an.

A9.25 Beobachtbarkeit: Stellen Sie fiir jedes der in A9.24 angegebenen Zu-
standsmodelle fest, ob sie vollstindig beobachtbare Systeme repriisentieren. Ge-
ben Sie jeweils die Unterriume der beobachtbaren und der nicht beobachtbaren
Zustinde an.
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1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme L1

A1l.1 Transformation der Zeitvariablen
(i) Urspriingliches Signal: z() = e™7&(7).

T

Abb.Al.1a

(i) a =2, b=0: z(r/2) = e~ ™/2¢(1/2) = e~ /?¢(r). Zeitdehnung.

xT

0 ! T I

Abb.A1.1b

(iii) @ = =2, b = 0 : z(—7/2) = e"/%s(~71/2) = e"/?s(~7). Zeitdehnung und
Zeitspiegelung.

Abb.Al.1c
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(iv)a=2b=1: 2(r/2+1) = e ("/2Veg(r/2 + 1) = e ("/2+g(r + 2).
Zeitdehnung und Zeitverschiebung nach links.

T
1
0 \
I 1 | |
-3 -2 -1 0 1 2 T
Abb.Al.1d

(v) a=—-2,b=1: z(-7/2+1) = /2 lg(—7/2 4+ 1) = &7/ 2| (7 - 2)].
Zeitdehnung, Zeitspiegelung und Zeitverschiebung nach rechts.

I |

0— T I
-1 0 1 2 3 T

Abb.Al.le

(vi) a=2,b=—-1: z(r/2-1) = e /2 lg(r/2-1) = e~ T2 g(r - 2).
Zeitdehnung und Zeitverschiebung nach rechts.

I

1

T
0 1 2 3 B 5 T
Abb.A1.1f
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(vii) a=—=2,b=—1: z(-7/2—-1) = /2 lg(=7/2—1) = eT+D/2 g[—(1+2)].
Zeitdehnung, Zeitspiegelung und Zeitverschiebung nach links.

I

1

Abb.Al.lg

Al.2 Spannungsimpuls
Aus der grundlegenden Normierungseigenschaft

[»w]
/ d(r)dr=1
des Dirac-Stofles folgt

2 1 f% 1P, (2 1 o *
/_ dr)dr =1 f_ _a(rdr=¢ f_ . (ﬁ) - /_ u(tydt =1,

also der gesuchte Gewichtfaktor

1
a= UBTB./ u(t)dt.

—to

A1.3 Verallgemeinerte Ableitung
Die Darstellung der Dreieckfunktion

z(1) = (r + 1)e(r + 1) — 27e(r) + (v — De(r — 1)
liefert die Ableitungen im Sinn der verallgemeinerten Funktionen

(1) =e(r +1) — 2e(7) + (v — 1),
(1) = 6(t + 1) — 26(7) + 6(7 — 1).

Al.4 Integrale mit Dirac-St68en
Die Beriicksichtigung der Eigenschaften

F@)s(r —7) = f()o(r —7'), 8(r—7")=8(r" —7),
[m f(E)o(r = 7)dr’ = f(7)
fithrt auf
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(i) Iy = /oo sin [2(7 — 77)] (3 — 7/)dr’ = sin [2(7 — 3)],

—00

o0
(i) Iy = / e~ 220 (1! + 3)dr! = e~ ATHI),

(iii) Mit der Substitution

7" —ar 1

™ =ar+br', v'= — dr' = EdT”
folgt
(a+b)7 ¢ - e 0 fiir 7 <0,
oy = ,[_m 5" ( b ) fmtiir e %rz (-37) frr>o,
also

Ty = %z (— %T) g(7).

(iv) Ahnlich gilt mit der Substitution 7/ = br + 71 und der Abtasteigenschaft

oo
b>0: Iy = / x (GT L +'ro> 5(1‘")%(11’" = %3: (To — %1’1) :

o b

i 1 S i 1 1 a
b<0: Ii\r:f —d‘?';=-f il =d ===z (19— +11 ),
(iv) +oo[]b _m[]{J b(obl)

insgesamt also

Iy = %3: (Tg - %1‘1) ;

A1.5 Priifen der Linearitit

1. Zerlegungseigenschaft

(1) yor(r) = at, yoz(7) = /Te"'u(r’)dr’,

Yor(T) + Yoz (7) # y(7) : ﬂ:ﬁcht erfiillt
(i) ws(r) = sinfar), woa(r) = [ Pulrar,
vl waalr) =y Pl
(iii) yor(r) =ar, yoz(r) = sin(7) / Tu('r')d‘r',

T0

You(7) +yoz(7) = y(7) : erfiillt
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2. Nulleingangslinearitit
(i) yor(r) = ar: erfillt
(ii) yop(r) = sin(ar) : nicht erfiillt
(iii) yop(r) = ar : erfiillt

3. Nullzustandslinearitit
(1) woz(T) =f e” u(r')dr’ : erfiillt
T0

(ii) ynz(‘-")=/ 'u(r")dr’ : erfiillt
O

(i) oz(7) =sin('r)/ u(r’)d7’ : erfiillt

To

Lediglich das System (iii) erfiillt alle drei Bedingungen und ist damit linear.
[ |

A1.6 Linearitit beziiglich des Eingangs
Linearitit des Systems bedeutet insbesondere Linearitit der Nullzustandsant-
wort beziiglich der Eingangsfunktion, d.h.

uy(7) — yUZL(T)
ua(T) — Yoz2(T)

} = cru1(7) + caua () — eryozi (7) + c2yoza (7).
Hier ist speziell ¢; = 2 und ¢ = 0,5 , also

yoz(T) = (6,2 + 1,57 + 3,8¢™°")e(r).
|

A1.7 Priifen der Zeitinvarianz
Wir untersuchen die Forminvarianz der Differentialgleichungen gegeniiber Zeit-
verschiebungen T — 7 = 7 — A mit beliebigem A = const, wobei

(-) = d(-)/dr =d(-)/dT.
(i) ¥'(r—A) +5y(r = A) = Tu(T — A),
y'(7) + 5y(F) = Tu(T) : zeitinvariant
(ii) o'(r — A) +5(1 — 2)y(T — A) = Tu(r = X),
Y (7) +5(7 — 2+ A)y(7) = Tu(7) : nicht zeitinvariant

(iii) und (iv) sind offensichtlich zeitinvariant.
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Al.8 Faltungsintegral
Das System startet im Nullzustand, d.h. yor(T) =0, y('r) = yoz (7).

(i) Sprungantwort

y(r) = /00 g(r — Nu(r")dr' = /_00 29_("‘*')5(? — Ne(r")dr’

:e(‘r)2/ e~ (T=m)dr’ = 6‘(‘?’)28_'7‘/ e dr',
0 0
y(r) =2(1 —e™)e(7).

Verlauf in Abb.A1.8a.

VY

b2

Abb.A1.8a

(ii) Rampenantwort

y(r) = f 2~ (" e(r — )r'e(r)dr = 5(7)23_"/ e r'dr,
—00 0
y(r) =2(r—1+e "e(r).

Verlauf in Abb.A1.8b.

Abb.A1.8b
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A1.9 Direkte Ableitung des Faltungsintegrals
Aus der Definition der StoBantwort und aus der Zeitinvarianz erhalten wir zunéchst

S[5(r);01 = g(r),  S[5(r —X);0] = glr —A).
Die Linearitit erlaubt dann die folgenden Schritte:
S [3(r = ANu(A); 0] = g(r — Au(A),
S [/ﬂ (T — ANu(A)dX; Q] = ./u g(T — A)u(A)dA,

S [u(r); 0] = fo Tg(r — Au(A)dA.

Die letzte Gleichung benutzt auf der linken Seite die Abtasteigenschaft des Dirac-
Stofles. Links steht nun yoz(7) und rechts das Faltungsintegral.
3

A1.10 Reihenkombination

Das erste System antwortet auf den Dirac-StoB mit g;(7). Wird dieses Signal
an den Eingang des zweiten Systems gelegt, so lisst sich dessen Ausgang als
Faltungsintegral

ya(7) = -/_oc go(Tuz(r — 7')dr’' = /_00 g2()g1 (7 —7)dr’

angeben. Dies ist die StoBantwort der Reihenkombination. Der gesuchte Zusam-
menhang ist also durch

o) = | " (- 1a = [ " gilr — Mgyl

bestimmt.
=
Al.11 StoBantwort zu bekannter Sprungantwort
In beiden Fillen ist h(0-) = h(0+) = 0. Aus g(7) = h'(7) folgt daher
(i) g(t) = e [4e‘2" + cos(T) — 23'111(7)] e(r),
(i) g(r) = e 7 [cos(27) + 2sin(27)] (7).
|

Al1.12 Sprungantwort zu bekannter Stoflantwort
Aus der Faltungsdarstellung folgt mit u(7) = &(7)

h(r) = / g(')dr’ = / [26() — &7 12e(r') — (' — 3)] a7
0- 0-
= 2¢(7) + 2 (e"f2 - 1) g(r) —e(r - 3),
h(r) = 2¢"7/%e(1) — (T — 3).
Grafische Darstellungen in Abb.A1.12a,b.
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Abb.A1.12b

Abb.Al.12a

A1.13 Bestimmen der Stoflantwort
Aus dem gegebenen Zusammenhang u(7) — y(7) folgt wegen der Linearitit

u/(r) = 'rll e(r) —elr—m)| — y'(r) =8(r — o) = 0(7 — 10 — T1).

Zusammen mit der Zeitinvarianz schlieffen wir daraus auf
e(r) — h(1) = md(T — 10),
3(r) — g(7) = nd' (7 — 0)-

Die StoBantwort ist demnach ein Doppelstoff bei 1y mit dem Gewicht 1.
| |

Al.14 Duhamel-Integral
Als Vorausetzungen fiir die Giiltigkeit des Faltungsintegrals haben wir Linearitit
und Zeitinvarianz anzunehmen. Wegen

g(m) = %h(‘?’), g(r—7") = c:i_‘rh(T -7) = —%h(? —-7)

folgt dann mit u(r) =0 fiir 7 <0
y(r) = /.;:OQ(T — 1 u(r")dr’ = —/(:0 [-a%—;h('r - 'r')] u(7")dr’

I} ! * it ! d ! '}
=h('r—‘r)u{1')0_+-/;_ h(T—T)Fu('r)d'r.

Wenn wir weiters Kausalitit des Systems voraussetzen (h(r) = 0 fiir 7 < 0),
verschwindet im letzten Ausdruck der erste Term, und die obere Grenze des
Integrals wird gleich 7. Besitzt schlieBlich u(7) einen Sprung bei 7 = 0, so gilt

C%u(r] = {%u(r)} + u(0+)d(7)
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und damit

y(r) = /{:h(r == r’)%u(f')d'r’ = h(T)u(0+) + h(t — T’)%u(‘r’)dr’.

0+
Die Darstellung der Systemantwort als Duhamel-Integral lisst sich als Uberlagerung
der Antworten auf infinitesimale Spriinge interpretieren (Abb.A1.14).

L& dr

s

jg%ch'

u(0+)

Abb.A1.14

A1.15 Dreieckantwort auf Rechteckimpuls

(i) Der Eingang uy(7) lisst sich aus zwei der urspriinglichen Rechteckimpulse
zusammensetzen (Abb.A1.15¢),

u(7) = u(r — 1/2) + u(r — 3/2).
Linearitdt und Zeitinvarianz liefern dann (Abb.A1.15d)
(1) = y(r —1/2) + y(r - 3/2).
(ii) Analog ergibt sich wegen
g(r) = Z:iu rect(r —1/2 — k)
als Sprungantwort die Reihe von Dreieckimpulsen (Abb.A1.15¢)

h(r) = Z:_D tri(2r — 1 — 2K).

(iii) Fiir die StoBantwort erhalten wir schlieflich die Rechteckschwingung (Abb.
A1.15f)

g(r) = W(r) = 2;2(—1)* rect(2r — 1/2 — k).
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w1 () nir)
1 1
0 1 |
0 1 2 T 0 1 2
Abb.Al.15c Abb.A1.15d
q
+ h E
1
0
1 2
| 1
0 1 2 T
-2
Abb.Al.15e
Abb.A1.15F

Al.1l6 R-C-Glied

Eine elementare Behandlung der Schaltung liefert, wenn bei zunichst ungela-
denem Kondensator (Nullzustand) zum Zeitpunkt ¢ = 0 an den Eingang die
Gleichspannung Uy gelegt wird, die Ausgangsspannung

0 firt <0,
uAl) =\ gy [1-e (RO furt > 0.

(i) Unter Verwendung der BezugsgriBen
Ugg =Upxg =Up, Ts=RC=10ms
und der bezogenen Griben
T=t/Ts, u=ug/Uss, y=ua/Uss
entsteht daraus die Sprungantwort (Abb.Al.16b)
h(t) = (1—e7T) &(r).
(ii) Die zugehorige StoBantwort ist (Abb.Al.16¢)
g(r) = h(r) =e""e(r).
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(iif) Wir schreiben die Sinusschwingung mit
Ug=10V, v=wlg=27-50Hz-10ms =
in der Form
u(T) = cos(vT)e(T).

Die Auswertung des Faltungsintegrals liefert dann

y(T) = /00 g(r —u(r)dr' = fm e~ ("= g(r — 1) cos(vr')e(t")dr’

p— —00

= s(*r)e*"/:e’r’ cos(vr')dr' = i +1u2 [cos(vT) + vsin(vT) — e "] e(r),

d.h. (Abb.A1.16d)

y(r) = [cos(wT) + wsin(nT) —e™7| &(7)

1
1+ 72

oder, in Originalvariablen,

_ 10V 5 —wt/w _ -1
ua(t) = T [cos(wt) + wsin(wt) — e ] g(r), w=100rs .
b h g
1 /'/- o
0 T T 0 | | |
0 1 2 3 T 0 1 2 3 T

Abb.A1.16b Abb.Al.16c
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L

Abb.A1.16d

Al1.17 Integrator

(i) Der Anfangszeitpunkt liegt formal bei T = —oo, es gibt daher keine ex-
plizite Abhéingigkeit vom Anfangszustand. ,,Linearitit des Systems” redu-
ziert sich demnach auf die Linearitit der angegebenen Eingangs-Ausgangs-
Beziehung. Diese liegt aber offensichtlich vor, da mit

n(r) = /_;m (r)dr’, yo(r) = /:nu?(q,r)d?,;

die Linearkombination u(7) = cjui(7) + coug(r) mit beliebigen, festen
¢1, cp auf die Linearkombination

vr)= [ ;u('r')dr’ =/ " fertn () + caua(r) dr' = expa(r) +eapa(r)

—00

mit den gleichen Koeffizienten fiihrt. Ersetzen wir weiters u(7) durch
u(T —A) mit beliebigem, konstantem A, so antwortet das System mit

/T u(t = A)dr’ = /T_Au(r”)dr” =y(r—A).

—oo —0oo

Es ist also auch zeitinvariant.
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(i)

(ii)

Die angegebene Eingangs-Ausgangs-Beziehung liefert speziell fiir u(r) =
§(r) die StoBantwort

g(t) = /j §(r)dr’ = e(7).

Die StoBantwort des Integrators ist also der Heaviside-Sprung.

Eine passende Kombination zeigt Abb.Al1.17a. Am Ausgang des Integra-
tors erscheint dann

y(r) = ‘/:" [u(r") — u(r" — 79)] d7’,
fiir u(r) = d() also
g(r) = /j [6(7") — &(7" — mo)| dr’ = &(7)—e(7—70) = rect(7/70—1/2),

die gewiinschte StoBantwort. Die Umformung des Integrals fiir y(7),

y(r) = /_;u("")d‘?" = /_:mu(r”)dr”,

liefert direkt die Eingangs-Ausgangs-Beziehung des Kurzzeit-Integrators

vir)= [ uryar

und die zugehérige Sprungantwort

= 0 fiir 7<0,
h(r) = / g(rYdr' =< v fir 0< <",
T—T0

T fir 7279,

dargestellt in Abb.A1.17b.

u(r) — u(r — 70)

u(r) 5 M~ ‘/\ g(7) = y(7)
= (1)
9(r) =
u(7) o(r — 1) u(T — 7p)
Abb.A1.1Ta
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k(o)

0 1
0 o T

Abb.A1.17b

A1.18 Kurzzeit-Integrator
Fiir die Berechnung des Ausgangssignals ist mit der StoBantwort

g(r) =&(r) —e(r - 1)

und der gegebenen Eingangsfunktion das Faltungsintegral

y(r) = ]m [e(r —7") —e(r = 1 = 7")] (") cos(vr’ + pp)dr’

—0o0

auszuwerten. Wir erhalten fiir 7 < 0:

y(T) =0,

fir0<r<1:
% 1
yr) = [ cos(or’ + o)’ = 3 fsinlur + o) = sinfiol],
0
und fiir 7 > 1:

y(r) = f ' cos(ur’ + o)dr’ = = [sin(vT + o) — sin(v(r — 1) + o)l .
=1 v

A1.19 Antworten eines Integrators und eines Differentiators
Mit den Eingangs-Ausgangs-Beziehungen fiir den Integrator,

n(r) = -/ u(r)dr’,
-0
und fiir den Differentiator,
- d
() = 5= (o)

erhalten wir:

(i) u(r) = arect(r/m0 +1/2) = ale(T + 10) —e(7)], Abb.Al.19a;
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y1(7) = a[(T + T0)e(T + 1) — 7£(7)], Abb.A1.19b;
y2(1) = a[6(7 + 10) — 6(7)], Abb.Al.19¢;

(i) u(r) = % (T + 270)e(T + 270) — 2(T + To)e(T + 7o) + 7e(7)], Abb.A1.19d;

a T4+270 T+T0 T
n(r)= = [/ﬂ e(r")dr’ — 2f0 r'e(r")dr’ —l—/o T’E(T’)d‘?’"]

= 217(; [(T + 2'7'0)26(1' +279) — 2(T + 1‘0)25(1- + 7o) + Tzs(q_)] '

0 fiir T < —2m,
a
— (1427)% fir — 27 <7< =Ty,
0

Ty = Abb.A1.19e;
w(") —“~(2r§ —-7%) fiir —0<7<0,
270
ato fir 720,

ya (1) = % [e(r + 270) — 2e(r + 7o) +&(r)], Abb.AL19f.

ypou n
a e
0 0 —
=70 0 T =70 0 T
Abb.A1.19a Abb.A1.19b
Y2
b u
ad(t — 10)
a
0 ' -
—Ti T
0 0 /
J —279 —To 0 T
—aé(r) Abb.A1.19d

Abb.A1.19¢c
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2
n G/T(]
aTy
ato/2 0
o/ G
0 —279 T
—270 —To 0 T
Abb.Al.19e sl
Abb.A1.19f

A1.20 Stabilitit
Notwendig und hinreichend fiir die System-Stabilitiit ist die Existenz einer obe-
ren Schranke des Integrals

/ ~ ()l dr.
0

(i) f lg()ldr < limr oo / (‘r’e‘f’ +e—2f’)dr’=3/2 stabil
0 0

(ii) / |g(7)|d7 = lim, o0 (ef"“lf’ -e_"')dfr’:oo instabil
0

0
o0 T A
(iii) lg(7)|dr = limf_ﬁx,/ [1 —e 7 sin(2‘r')] dr’ =co instabil

(iv) / T)|dT = lim; 00 / ' sin(27)|dT’ = co  instabil
(v) / |d‘r—hm,._.m/ e~ fe- ") 7' =3/2 stabil
(vi) / T)|dr = hmr_.mf 7460017 d7/ — 24.10'°  stabil
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A2.1 Einfacher Reihenschwingkreis
Die Kirchhoff-Maschenregel zusammen mit den Elementegleichungen,

2 di . duc
uq—R%+La? + uc, E—C—&t—,

liefert

(i) nach Elimination von uc,

duq . di d%  duc di  dh 1.
o fartlata fattamton
die Differentialgleichung

d%i di . dug

Mit zunichst allgemeinen Bezugswerten Ug, Ip und T werden die bezo-
genen Variablen

y=1i/lg, u=uy/Us, 7=1t/Tp
in die Differentialgleichung eingefiihrt,

Is Ip Us
LCTéy +RCTBy +I3y—CTBu

Daraus entsteht die gesuchte bezogene Form

Y’ + a1y’ +aoy = b1

mit den Koeffizienten

R TR, _UsTs
ay = BLr %‘LCI I_IBL'

Durch eine spezielle Wahl der Bezugswerte konnen die Koeffizienten ver-
einfacht werden, z.B.

Tg=L/R, Us/ls=R = a=b=1, ao=L/(RC),
oder
Ts =VIC, Us/ls=+L/C = a=b=1, a=RyJC/L
(ii) Die Elimination von i liefert die Differentialgleichung

duc dug
LC o) + R at +ug = Uq

Die allgemeinen Bezugswerte Uap, Ugp und T und bezogenen Variablen

y=uC/UAB) u:uq/UEBs T=t/TB
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fithren dann auf

U Uas
LC—— ;23 o + RCTLy -+ UAgy = UEBU.,

d.h. auf die Standardform

|y + a1y’ + aoy = bou

mit den Koeffizienten

R T3 Ugp T2
=T =_B —B.
B W=ior WEGaio
Vereinfachung der Koeffizienten durch spezielle Wahl der Bezugswerte még-

lich, z.B.
Ts =L/R, Ugp/Uap=R:C/L = ay=by=1, ao=L/(R*C),

oder

Tg=VvLC, Ugp=Uag = apo=by=1, ay=R+/C/L.

A2.2 Beschalteter Reihenschwingkreis
Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften des idealen Operationsverstirkers er-
gibt sich mit den Bezeichnungen aus Abb.A2.2b

di R
R4 LD tughug =0, t=008 =By Fip,
dt dt 2

und daraus nach Elimination von uc und u; die homogene Differentialgleichung

L%i—;: + (R RlRa) = é£=0.

Mit den Bezugsgrofen g und Ts und den bezogegenen Variablen
y=1t/Ig, 7=t/Tp

folgt

Ip "y IB IB _
Y+ 1 (R go) v+ Gu =0

d.h.

E;” +a1y +apy = 0‘

wobei

Ts R e
a; = L (R — -‘-R—];Rg) g = %
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oder, dquivalent,

|y"’ + 20wy’ + vgy = ﬂ

mit;

= Ts  Ts 19_1 c R—&R - 0,05 fiir R3 = 5k,
0=Ic O2ms = 2V Ry ) =\ —0,05 fiir Ry = TkQ.
Die spezielle Wahl von T = 0,2ms liefert vy = 1. Fiir Rg = 5k ist der
Dimpfungsgrad ¥ > 0, d.h. eine Stromstérung klingt ab. Fiir Rz = 7Tk ergibt

sich ¥ < 0 entsprechend einer aufklingenden Stromschwingung (Selbsterregung,
Instabilitit).

ot 4 xllh

Abb.A2.2b

A2.3 Wien-Briicke
Unter Verwendung der Eigenschaften des idealen Operationsverstirkers gilt mit
den Bezeichnungen aus Abb.A2.3b

R3 < 5 duc:[
= — = =y —==
Ul +R4U-A R1%+U-Cls & 1 di ]
_ Ry . U2 dug
e T P %_R2+02 at
und damit
d?up R, Rs dup
o A8 R porm =0.
R1CyRyCo T + [(1 R R RCy + 202} It +up =0.

(i) Die Differentialgleichung in Originalvariablen lisst sich daher in der Form

dz‘ug dua 2
PN +26—d?-+wﬁua =0
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mit den Koeffizienten

wo =2nfo =1/\/R1C1R2C5, fo=3,12kHz (Kennfrequenz),

1 1 Ry R3 1
6:'—- —_— —_— —_—
2 [RI.C! " (1 Ry R4) chz]

= —9,804-10%s™! (Abklingkoeffizient)

schreiben.

Mit den allgemeinen Bezugswerten Ug,Ts und den bezogenen Variablen
y = ua/Ua, T =t/Tp entsteht daraus die bezogene Standardform

[y + 01y + aoy =0, |

wobei

T; s \T
ay = 20T = —ﬁ, ap = (woTs)’ = (51 is) .

Wihlen wir speziell T = 51 us, so reduziert sich die Differentialgleichung
auf

V' -y +y=0.

Aquivalent ist die Form

ly” + 29vpy’ + viy = 0|

mit

vg =wplg =Tp/51 us (bezogene Kennkreisfrequenz),
Y =d/wo = —1/2 (Dampfungsgrad).

Fiir Tg = 51 ps ist speziell vy = 1. Der negative Dampfungsgrad bewirkt
ein Aufklingen der entstehenden Schwingung (Instabilitit). Tatsdchlich
werden Schaltungen dieser Art als (spulenfreie!) Schwingungserzeuger ein-
gesetzt, wobei allerdings das lineare Modell zur vollstindigen Beschreibung
nicht ausreicht.
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R1 R; ¢M1

ulez TCZ R“J*’“V""

p—0

Abb.A2.3b

A2.4 Magnetsystem

L21

(i) Mit den Bezeichnungen aus Abb.2.4b gilt fiir ¢ > 0 (Schalter gedtinet)

di d
uc:(Rc+RL)£+L-d—:, z'=-—C—:t£
und damit
d2uc duc
— +(R = = ;
LC 7 + (Rc+ Ry)C I +uc=0, t>0

Die Anfangsbedingungen folgen aus
uc(0+) = uc(0-) = Uy, i(0+)=1i(0—) = Uo/RL

zu

d U
UC(O—!—) = Ug, &ﬂc(g—f‘) = —KOC,.

(ii) Uber die bezogenen Grofien und Abkiirzungen
T =wgt, wo=1/VLC, y=uc/Us,
1
'ﬁ:‘z—(Rc+RL)\/C/L, 0:=\/L/C/RL

erhalten wir schlieBlich die einfache Form

[v' +20y +y=0, 7>0; y(O0+) =1, y(0+)=—0a|

fiir das vorliegende Anfangswertproblem.
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Uoi() RC E

Abb.A2.4b

A2.5 Leitungsstiick
Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Abb.A2.5b erhalten wir zuniichst

ol . Cdw . Cdu
= — — —_— 11 = —_——
2 R '3) 3 2 2 dt} 1 3 2 dt}
di .
ul—ug-l-L 3 ug = uy + Riy,

(i) Die schrittweise Elimination aller Unbekannten zugunsten u, liefert dann

1 duy di d?%i
ua—u1+2RC T +R33 u2+Ld3 —RC £ RLCd_tQE_;.RES
1 d? ug L du2 dus d3u2
= up + 2LC a2 R I RC— RC’LC TR
LC dt2 “RC d +‘L{,2,

und, zusammen mit R = /L/C, die Differentialgleichung fiir us(¢) in
Originalvariablen,

1 3%,  LC d%us dug 1
s (VIO) o+ 5 g + VIO G +wm = 5ue.

(ii) Die Einfiihrung bezogener Variablen gemif

y=u2/Us, u=uo/Un
T=t/Ts, Tp=VLIC/2

fiihrt auf die bezogene Form der Differentialgleichung

1
y!H + Qyﬂ + zy! + y - 5'{5.
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R il L l.3 12
._m’-\_b_

""l ”‘l =Cc2 2= l"z R

o o

Abb.A2.5b

A2.6 Ubertragungsglied
Mit Bezug auf Abb.A2.6b liefert eine elementare Wechselstromanalyse

Ioi = jwCUy, Up=Ril,
Us=U1+ Ry (I+1Ic1) =R (2 +jwRiC) I

und

Igp = jwCalUa, Uz = —Ral,
Up =Us + Ry (—I =+ Icg) = —Rs (2 -I-ijgCg) I.

Die durch Elimination von I daraus entstehende Beziehung
Ry (2 +jwR1C) Un = —Ry (2 + jwRyCo) Ug

lasst sich sofort in den Zeitbereich riickiibersetzen:

d_u"l + QuA) =—Ry (RQCQdde +2HE) i

Ry (RICI T

Ry Ry I I R, R,
o—i P — o 19—
l Al ol | 7
I¢I Up 0 I"T U, U

L J w hd o

Abb.A2.6b

L23
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A2.7 Filter
Die Spannungsteilerregel der elementaren Wechselstromrechnung liefert (Abb.
A2.7b)

Us _ 1 1 3 1 1+ (w)’LC
Ug jwC 1 wL L (Gw)2LC; 1+ (w)2L(C+Cy)
wCy 1+ (jw)*LC 1+ (jw)2LC

Fiihren wir nun die bezogene Kreisfrequenz v gemi8
jw = juwg = ju/VLC

ein und ersetzen dann jv — s, so ergibt sich die gesuchte Ubertragungsfunktion
zl

s2+1
A+Ci/O)2+1"

G(s) =

;
|

Abb.A2.7b

A2.8 Ubertragungsfunktion
Fiir Systeme, die durch lineare gew6hnliche Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeflizienten beschrieben werden, ist die Ubertragungsfunktion eine ratio-
nale Funktion (Quotient zweier Polynome). Allgemeines Schema:

e Differentialgleichung

y(“) +an_1y(“—1) o a1y(1) + agy = bmu(m} S blufl) + bou

e Charakteristisches Polynom

P(s) =8"+a,_15"" 1 +---+a15+ap

e Nullstellenpolynom

Q(s) = bms™ +--- +bis+bo
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e Ubertragungsfunktion

L25

_ Q(s)
G(s) = PG)
(i) G(S)=8_?_21 m=0, n=1,

35+ 2 4

(11) G(S) S+2 =] _S+2) m—]-, n—l,
B B s _ _
(iii) G(s) Rl P PO 1, n=2
(iv) G(s):t.iz_-w=1+2:;a5, m=8, m=2

A2.9 Homogene Lésungen

Bestimmend sind allein die Pole py,...,p, des Systems n-ter Ordnung, d.h.
die Wurzeln (Nullstellen) des charakteristischen Polynoms P(s). Sind sie alle

unterschiedlich, so ist

yn(7) = 18P + -+ + cpefnT

mit n freien Konstanten ¢i, ..., cn. Tritt ein Pol p; mehrfach auf, so haben wir

fiir die k-te Wiederholung den entsprechenden Term mit Tk

(i) pr=-7, p2=-8: w(r)= c1e™ 77 +cee” b

(ii) wie (i).

(iii) pr =0, p23=—0,24j2:
w(r) =c1+ Cpe(—02HDT | poo(~02-32)7

= ¢1 + e %% [ag cos(27) + agsin(27)]

= ¢; + bae %7 cos(27 + 2).

(1‘\() n == —1: Zweifacher P011 yh('r) = (C]_ -+ CzT)e_- i

zu multiplizieren.

T
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A2.10 Stabilitit
(i) p1 = —2; Abb.A2.10a: stabil, da alle Pole in li. HE.
(i) p1 = -2, q1 = —2/3; Abb.A2.10b: stabil, da alle Pole in li. HE.

(iil) p1,2 = +j2, ¢ = 0; Abb.A2.10c: grenzstabil, da Pole auf im. Achse
einfach und kein Pol in re. HE.

(iv) pr =p2 =0, q12 = —1£j3; Abb.A2.10d: instabil, da zweifacher Pol auf

im. Achse.
A j Im(s) A J Im(s)
P1 P14
- »> - @ >
2 Re(s) 2 Re(s)
Abb.A2.10a Abb.A2.10b
A j Im(s)
. $—7 j3
f Im(s)
P15% 52
P1=p2
& > - % >
1 Re(s) <1 Re(s)
P2¥ )2
Abb.A2.10c & 43
Abb.A2.10d
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A2.11 Partikulire Losung bei zusammengesetzter Erregung
Die Eingangsfunktion ist als Summe von Termen darstellbar, die sich aus der
reellen Exponentialfunktion ableiten lassen:

U1(T) =2 S ‘yp]_(T) = 2,
up(r) =31 = Yp2(T) = —27 + 3T,

T

ug(r) = -7 = yp3(7) = —%e .
Die Uberlagerung liefert

Yo(T) = —25 + 37 — -flge".
Kontrolle: 3’ + 10y’ +y = v’ +u,

—%er+30——162er—25+37-——ée1'=3—eT+2+3‘r-—eT.

|
A2.12 Partikulire Losung bei Sinuserregung
Zur Eingangsfunktion (komplexe Amplitude a)
u(t) = Re [@e’"]
gehort eine partikulare Losung
yp(7) = Re [GG(j»)e ] .
Hier ist speziell
u(r) = cos(2r) = Re [¢/7]
und damit
(i) vp(r) =Re B‘z—fiei?f] —Re [é (3 — j4) (cos(2r) + ] sin(z-r))]
= % [3 cos(27) + 4sin(27)] = cos(27 -0, 927);
(ii) yp(r) =Re [&—lejZT] =Re [1 (3 + j4) (cos(27) +jsin(2f))}
2+1 b
= % [3cos(2r) — 4sin(27)] = cos(27 +0,927). |

A2.13 Realteilbildung als lineare Operation
Im linearen Raum der Funktionen X(s) ist eine Operation L[] genau dann
linear, wenn fiir beliebige Linearkombinationen der Zusammenhang

L [k1X1 (S) + kzXz(S)] =k L [Xl(s)] + koL [Xz(s}]
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besteht. Diese Eigenschaft liegt fiir die Realteilbildung Re [-] vor, da mit
X(s)=X'+jX", X'=Re[X(s)], X"=Im[X(s)]
auch

Re [k1X1(s) + k2X2(s)] = Re [k1 X] + ko X5 + j(k1 XT + k2 X))
= kIX; + ngé
= ki Re [X(s)] + k2 Re[X2(s)]

gilt, sofern die Koeffizienten ki, k2 reell sind. Gleiches gilt offensichtlich auch fiir
die Imaginarteilbildung Im[-]. Achtung: Fiir die Linearkombinationen sind in
diesem Zusammenhang nur reelle Koeffizienten zulissig.

=}

A2.14 Partikuldre Lésung zu abklingendem Sprung

e Fiir 7 < 0 gilt u(r) = 0 und damit y,(r) = 0. Bei der Konstruktion
der partikuldren Lésung fiir 7 > 0 ist zu beachten, dass der einfache Pol
p2 = —3 als Koeffizient im Exponenten —37 der Eingangsfunktion auftritt.
Wir berechnen deshalb

d s+1 ST = —3r
Yp(T) = 25 [3+_2e ]s=_3 =2(1+21)e™".

o Zur gegebenen Ubertragungsfunktion gehort die System-Differentialglei-
chung

Y’ +5y +6y=u +u.

Fiir 7 < 0 ist y,(7) = 0 offensichtlich eine Lésung zu u(r) = 0. Fir 7 > 0
haben wir

Yp(1) = —2(1+67)e™>"
und damit

—12e7%" 4 6(14+67)e™ 3 —10(1 +67)e 3" +12(1 +27)e™?"
= —6e~%" +2¢737.

Die Differentialgleichung ist also erfiillt.
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A2.15 Partikuliire Losung zu abklingender Sinusschwingung

(i) u(r) =Re [e"" ] = Re [e("+j")"] = Re[e?” (cos(vT) + jsin(vT))]

s=o+jv
= €77 cos(vT).

(ii) Demnach entsteht durch Anwenden der linearen Operation

L[‘]=Re|:-

3=a'+ju]

auf G(s)e” die gesuchte partikulare Losung,
yp(r) — Re [G(CT + jy)e(a+.iu)'r‘] =e’" Re [G(O’ + ju)ei”] ;
oder, dquivalent,

Yp(7) = |G(o +jv)| €77 cos(vT +pg) mit pg = arc[G(o +jv)]-

3 P :
= ——(1+j4), |G(o +jv)| =

(m) Mit ¢ = =2, v =4, G{O’-Fji/} = —m 17

3/V/17, pg = —1,816 ist speziell

Yp(T) = 0, 728727 cos(47 — 1,816).

A2.16 Vollstiindige Losungen
(i) G(s) =2/(s+7), pp=-T = yn(1)=cre™"";
w(r) =1=e"07 fiir 720 = yp(1) =G(0) =2/T;
y(r) = c1e™ +2/7, y(0+) =1 +2/7T=0 = &1 =-2/T,

y(1) =0,286 (L —e™ ™), 7>0.

Kontrolle: 2¢~"" +2(1—e~"") =2, y(04) =0.

(i) G(s) = (s+3)/(s+2), pr=—2 = wu(r) =cre™;
u(t) = dcos(br) fiirT >0 =

yo(7) = Re [G(15)4¢"] = Re [%4&&] — Re [;5 (31 — j5) ej5"']
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4 i
= 5 [31cos(57) + 5sin(57)];

y(r) =cre™ " + % [31 cos(57) + 5sin(57)], y(0+)=-1 =

4 153
] =G
“ 29 29
153 , 4 _
y(r) = ~ 59 ° + 29 [31 cos(57) + 5sin(57)], oder

y(T) = —5,276e~%" + 4,276 cos(57) + 0,690 sin(57), oder

| y(r) = —5,276e~2" + 4,331 cos(57 — 0,160), T > 0|

Kontrolle:

153 _, 4 _
2Ee + 35 [=5 - 31sin(57) 4+ 5 - 5 cos(57)]

153 , . 8 ,
—256 +39 [31 cos(57) + 5sin(57)]
= —20sin(57) + 12 cos(57);

153  4-31

Yo =mgy b =L

G(s) =2(s+1)/(s2+Ts+12), py=—4, pa = -3 =

yn(T) = c1e™47 + cpe37;

u(7) =5e77 fiir 720 = y(1) =5G(~1)e"T =0;

¢ +ec2 =2,

yf(0+) = —d¢;—3ca=-1 } cL=—5, ea=1,

[y('rJ = —5e~4" 4 7e7%, 7 >0. |

Kontrolle: y/(7) = 20e™4" — 21e™37,

—80e~4T + 63e~3" + 140e 4" — 147e~3" — 60e 4" 4 84e3"
= —10e™" + 10e™7;

y(0+)=—-5+7=2, y'(0+)=20—-21 = —1.



2 LTI-Systeme im Zeitbereich L31

A2.17 Sprungantworten

Die Sprungantwort eines Systems n-ter Ordnung lisst sich als Losung der System-
Differentialgleichung zur Eingangsfunktion u(7) = &(7) mit den Anfangsbedin-
gungen

y(O—) =0, y,(o') =0, ..., y(n~1)(0_) =0

bestimmen.
Alle fiinf Systeme besitzen die beiden Pole p; 2 = —2%j und damit die ho-
mogene Losung

(1) = e 37 [ay cos(T) + ag sin(T)],
(1) = e~ 27 [(=2ay + az) cos(T) — (a1 + 2a2)sin(7)] .

() y"+4y +5y=u = [y] =0, [Y]=0;
Yp(T) = G(0) = 0,2
y(0+)= a1+0,2=0,

Y(0+)= —2a1+a2=0 } ap=-0,2, a2 =-0,4;

h(r) = 0,2 {1 — e~2" [cos(T) + 2sin(7)] } &(7).

(i) v +4y +5y=v'+u = [yl =0, [Y]=[l=1;
Yp(7) = G(0) =0,2;
y(0+) = a;+0,2=0,

y’(o"l‘}: —2a;+azx=1 } ay =-0,2, a2 =0,6;

h(r) = 0,2 {1 — e~ 27 [cos(r) — 3sin(T)] } &(7).

(iii) " + 4y’ + 5y =v' —u = Wl=0, ¥l=[ul=1
yp(T) = G(0) = -0, 2;
y(O‘I‘) ay — 0, D= 0,
y'(0+) —2a; +az=1

} a1=0,2, aa =1,4;

h(r) = 0,2 {~1+ e~ 2" [cos(r) + Tsin(7)] } &(7).

(iv) v +4y' 45y = u"+3u/'+2u = [y] =[u] =1, [v'1+4[y] = [«']+3[x] = 3;
Yp(T) = G(0) =0,4;
y({H-) = a1+0,4=1,

y'(0+) = —2ay1 +a; =-—1 } a1=0,6, az=0,2;

h(t) =0,2{2+e~?" [3cos(r) + sin(7)] } &(7).

(v) ¥ +4y +5y =v"+u' —2u = [y] =[u] =1, [v']1+4] = [w]+u] = 1;
yp(1) = G(0) = —0,4;
y(0+) = a-04=1,

y’(0+) = —2a;+as=-3 } ar=1,4, a =-0,2;

h(r) = 0,2 {~2 + =27 [T cos() —sin(r)] } (7).
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A2.18 StoBantworten
Die StoBantworten g(7) lassen sich aus den Sprungantworten h(r) gemif

g9(1) = (1) = {h'(7)} e(7) + h(0+)d(T)
berechnen.

(i) g(r) = 0,2 {277 [cos(T) + 25sin(T)] — e~ 2 [~ sin(T) + 2 cos(7)] } &(7)
+0-5(r),

|g(T) = e~ *"sin(r)e(r), g(0+) =

(i) g(r) =0,2{2e~%" [cos(r) — 3sin(r)] — ™" [~sin(T) — 3cos(7)]} e(7)
+0 - 4(7),

|g(’r) = e %7 [cos(7) — sin(T)] &(7), g(0+) = 1. |

(iii) g(7) = 0,2{—2e?" [cos(T) + 7sin(7)] + e~2" [—sin(7) + 7 cos(T (M)} e(r)
+0 - 4(7),

|g(1') = e~ 27 [cos(7) — 3sin(7)] (1), g(0+) =1. |

(iv) g(r) = 0,2{—2e%" [3cos(r) + sin(r)] + e~ 2" [~3sin(r) + cos(7)] } (7)
+1-68(1),

|g(r) = —e~* [cos(r) +sin(r)| &(7) + 6(r), g(0+) = —1.]

(v) g(r) = 0,2 {2727 [T cos(r) — sin(r)] + e~2" [~Tsin(7) — cos()]} &(7)
+1-4(r),

|g('r} e~27 [3cos(t) + sin(7)] (1) + 8(7), ¢(0+) = _3"

Fiir die Systeme (zweiter Ordnung) mit Nullstelle ist g(0-+) # 0.

A2.19 Rechteckimpuls an R — C—Glied
Die Sprungantwort lisst sich ohne Weiteres anschreiben:

h(t) = e~/T8g(t), Tg = RC =12ps.

Bedeutet ¢y die Impulsdauer, so erhalten wir daraus fiir die Leerlauf-Ausgangs-
spannung ua (&)

ua (t)/B = e Tog(t) — e~ (=) Tog(t —4), 9 = 1ps,

dargestellt in Abb.A2.19b.
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ua/tu 4
1,0+
\_0,92
0,5 -
1 2 3 4 Sps 4
0 | | 1 |
0 —0,08
Abb.A2.19b

A2.20 Rechteckimpuls als Dirac-Stof
(i) Mit Bezug auf Abb.A2.20c gilt

duc
. A dt&c o : RC——= = 2uy — uyp,
31“12—Cdt —E*ﬁﬂ, di
_ _ e dug duy _
uc = up — uy = Ria Rc(dt dt)_gul
also
re 4oy, = ROV
dt 1=y T

oder, mit y = uy/Uas, u =wuo/Ugn, 7T=1/Ts,

y' + agy = blu' + bou,

L33

wobei
_2s , _Uss . _UssTs
WZ=RC "' T Uxp' ° UasRC
(ii) In Originalvariablen besitzt der Dirac-Sto8 §(¢) die physikalische Dimensi-

on (Zeit) .

ug(t) = Uptod(t), o(t) = 0(Tst) = 0(7)/T8

_ Upto
= u(r) = UanTh §(r).

(iii) Beispielsweise nimmt die System-Differentialgleichung mit

Tg =RC/2 und Uap=Ugs= Uote/Ts
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die einfache Form

V+y=1u+3u, u(r)=24r)

Uy
i —
—»— 1 —1
R R

uy C) uc | T—C Yi;

Abb.A2.20c

A2.21 Einschalten eines Relais
Mit den Bezeichnungen aus Abb.A2.21a,b liefern die Kirchhoff-Regeln zusammen
mit den Elementegleichungen

UQZUC-I‘RLT:-FL'(E (1), i:l—+C——— (2).
dt c

uc aus (1) in (2) eingesetzt gibt

1 di di _d%
pmee [ P R — B -
L Rc(" ke dt)+c( Lt dtz)'

d.h. die Differentialgleichung
d?%i L\ di R.\. U
Die zugehérigen Anfangsbedingungen sind
1(0) =0
und, aus (1) mit uc(ﬂ) =1l

d._Uo
‘c—gt(O)— L
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Abb.A2.21b

A2.22 Induktive Riickkopplung
(i) Mit den Strémen aus Abb.A2.22b folgt aus den beiden Maschengleichungen
d%l d

A—Rﬂl-l‘Mnd +.['Vfd (1)
d.?.l M dzg

= 2

ug = Rgis + M— T, ﬂ dt (2)

nach Multiplikation von (2) mit n die Beziehung

2 1
= 5= (Roniyp + up — nug).
1

Riickeinsetzen in (2) liefert die Gleichung

dzg Elﬁ _ndu_g LY M’dzg
dt - dt de n dt’
aus der sich ip mit Hilfe von i3 = —C'dug/dt eliminieren lasst,

duE M d Ug duA duE) _ Mcdgug

m=~8aC g Rl( Blrngg +% "& ) n @

Multiplikation mit V ergibt wegen us = Vug schliefllich die gesuchte Dif-
ferentialgleichung
McC o Ry d?ua M dua
e — (n—-V)| — = 0.
= (1+n Rl) = T R:;C+R1(n ) 3 Tua 0

Ein Vergleich mit der Normalform

ug = Rals + — i (Rz

d*ua dup
dt 219 UF +£¢JGHA 0

zeigt:

(ii) Eine stationdre Schwingung setzt ¥ = 0 voraus, d.h.
M C
C+—n-V)=0 = V= RiRy—.

RyC + 7 (n ) n+ RiRp i

(iii) Dazu gehort die Frequenz

o 1 "
or ~ 2w\ MC (1 +n?Ry/R;)

fo=
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Abb.A2.22b

A2.23 Schwingungserzeuger

(i) Unter Beachtung der Eigenschaften idealer Operationsverstarker und von
Abb.A2.23b gilt

R
Uy +—=—Uyp
Us ,Ur Uy Ry : Ua _
R+R+R1—0 = T +chRUA+R2 0
iy
jwC
Ug =-U RU U—R3+'RC+ U
E= —Ua R 1y —U1 = Jw RC ) YA
U _ _1+-% (3+wRC+—~-
Un R1Rs ) jwRC )~
Mit der bezogenen Kreisfrequenz v = wRC und jv — s folgt daraus
1 R? 1 R 13 RiR, ‘
s e =) = = 3 1,
0) +R1R2 (3+s+3) Rles[S +( 72 )s—l—

d.h. die gesuchte Ubertragungsfunktion ist

Rle v .8
Cle)="g iR, '
52 + (3 = _‘RT) s+1

(i) Eine ungeddmpfte Schwingung stellt sich fiir

RiR, = 3R?
ein. Aus s2 +1 = 0 folgt dann die bezogene Kreisfrequenz v = 1, also die
Frequenz
1
f

~ 2rRC
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R C  Us/Ry
Ul TC Rﬁz UA
Abb.A2.23b

A2.24 Schalten induktiv gekoppelter Kreise

(i) Aus den beiden Maschengleichungen

U = R;%]_ + L1c:;1 LIL'Z_ Rlil + \/_dt (\/—%1 =g \/_-32) (1)

0=

dt
di diy . .
Raig + Lo d2 L1Lza- = Rtz — \/Lza (\/ Lyiy — v/ 212) S ¢)
ergibt sich

Uq = Ryi1 + Ra &32 (3)
V Lo

und, nach Riickeinsetzen in (2), mit Ug = const die Differentialgleichung

dig Ly Lo
—_ T, = — 4
Ty a + 49 =0, 1= Rl + Ry’ ( )

Die Stetigkeit W (0+) = W(0—) = 0 (Stromfreiheit bei ¢t = 0—) erfordert
VI1i1(0+) = /Lgi2(0+), mit (3) fiir Ug = Uy also

Uy

\/Lg/l-q + R-zq/Ll/Lz

Als Losung der Differentialgleichung (4) mit der Anfangsbedingung (5)
erhalten wir

i2(0+) =iz = (5)

t>0: ig(t) =isoe™ T, i =2,5A, Ti=40ms,
skizziert in Abb.A2.24b.
Lange nach dem Einschalten ist

i1(00) = 100 = Un/R1, 2(00) = t200 = 0.

Wir verlegen ¢ = 0 in den neuen Schaltzeitpunkt. Die Stetigkeit von W
erfordert dann

VI1ir(0+) — V/Iz2i2(0+) = VI1Uo/ Ry,
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12
2,5 A

T 1 T
0 7,50 100 ms t
Abb.A2.24b

wegen i1 (0+) = 0 also die Anfangsbedingung

Ly Uy

ig(0+) =g = — L

Die Differentialgleichung fiir i5(¢) folgt direkt aus der sekundiren Maschen-
gleichung mit 4, (t) = 0,

di . _ L
Tzdt +32—0, TZ—R—2.

Ihre Lésung
ig(t) = ‘fgge-t'}Tz, 1:2(] = —10 A, T2 =10 ms,

ist in Abb.A2.24¢ dargestellt.

ig

10 20 ms t

—10A-

Abb.A2.24¢

A2.25 Hochsetzsteller

(i) 0 <t <aTl, S geschlossen: Uy = Lj—: _
U Up t
it)=2t+K = ——+K;, mit T1=£,

L RT R
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di

aT <t<T, S offen: U0=R£+Ldt

U
it) = Eﬂ + Kye~t/Th,

1(0) = (T : K, = % + Koe~T/T,

U, U —
t'(G.T-) = Z(GT-I-) 5 E{)% + K, = _]%} + Kze-aT/Tl

K= 204 @), K= @™

mit

GT/TL
f(ﬂ'.) = e(l_‘a)T{‘Tl _ 1 ? 0-

Der gesuchte Stromverlauf ist daher
. U
0<t<al: i(t) = —§[1+f(a)+t/T1],

aT <t<T: i(t)= ERE 1+ F(a)eT-0/T1] |

T-periodisch fortgesetzt.

(ii) Der Spannungsverlauf am Lastwiderstand lisst sich sofort angeben.

0<t<al: ugr(t)=0,
ol <t <T: ur(t) = Ri(t) = U [1+ f(a)eT=T1] > Us.

(iii) Daraus folgt fiir den Durchschnittswert

TR = o f TuR(t)dt =2 f ’ [1 + f(a)elT™*/ T‘] dt = Up.
T 0 T aT

A2.26 Gleichstromglied
(i) Der Strom i(t) muss fiir £ > 0 der Differentialgleichung und der Anfangs-
bedingung

L% + Ri = up = Upv/Bcos(wt + pu), i(0) =0,

geniigen. Wir fithren bezogene Grofien

r=wt, y=i/(IoV2)



L 40

2 LTI-Systeme im Zeitbereich

mit
Fires Yo U 1 o= B
VRZ+ (wL)? wLy1+a? wlL

ein und erhalten

Y +ay =vV1+a2cos(t+py), y(0)=0.

Die partikuliire (= eingeschwungene) Losung folgt mit der Ubertragungs-
funktion und dem Eingang

2 . 2
G(s) = ";:; . u(r) = Re [eioneir] |

yst(7) = Re [G(j)ee"] = |G(j)| cos(T +u+a), wc = arc[G()],
wegen |G(j)| =1 zu

Yse(T) = cos(T + vy + 9vg), @c = —arctan(l/a) = —arccot(a).

Dieser ist die homogene Lésung

—aT

yn(7) = ce

zu iiberlagern. Insgesamt ergibt sich nach Anpassung an y(0) = 0 der
Verlauf des bezogenen Stroms

|y(7~) = cos(T + pu + pa) — e cos(pu +pc), T >0, |

wobei der letzte Term das abklingende ,, Gleichstromglied” darstellt.

Liegt der Einschaltzeitpunkt so, dass ¢, +¢q = +7/2, £37/2,.. . gilt, d.h.
wird bei den Spannungswerten

V2

0) = +Uyv2sin(— = 4+l
uo(0) 0 (—va) v

eingeschaltet, so tritt keine Verlagerung auf: Es stellt sich sofort die stati-
oniire Stromschwingung ein. Fiir R? <« (wL)? bedeutet dies das Einschal-
ten im ,, Spannungsmaximum”.

Dagegen ist die Anfangsverlagerung am gréfiten — niamlich um die Ampli-
tude der stationdren Schwingung — wenn ¢, + ¢g = 0, +x, £2m, ... gilt,
wenn also bei Spannungswerten

V2a
AT

eingeschaltet wird. Fiir R? <« (wL)? bedeutet dies das Einschalten im
Spannungsnulldurchgang.

ug(0) = £UpV2 cos(ypc) = +Up
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Fiir andere Schaltzeitpunkte liegt die Verlagerung zwischen diesen beiden
Extremfillen.
(ii) Fiir a = 1/20 und ¢y + @ = 0 entsprechend ¢, = —pg = 1,521 = 87, 149
gilt
y(1) = cos(t) — e~ T/,

dargestellt in Abb.A2.26b.

g
IyvV2
1 ———=—
1 [
, ﬂ 40 60 80 100
0 | | | | Jwi
| T s T
/ 'f
)’/l"
/]
-1 —
“
-2
Abb.A2.26b

A2.27 Ausschalten eines leerlaufenden Transformators

(i) Bei zunichst geschlossenem Schalter S stellt sich im eingeschwungenen
Zustand wegen ug &~ u = Ldi/dt der Magnetisierungsstrom

i(t) = Unv/2
wnL
ein. Wird nun S bei t = 0 gedffnet, so ergibt sich fiir £ > 0 aus u = Ldi/dt
und i = —Cdu/dt die Differentialgleichung

2
c:{T:—i—wQu:O mit w=1/VvLC,

zusammen mit den Anfangsbedingungen

u(0) = UnV2cos(pu),

d _ 1 . UN\/E . _ w? .
a-}:u(O) = —51(0) = —msm(tpn) i UnvV/2sin(epy).

sin(wnt + @u)
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Die resultierende Lésung ist

t20: u(t) =UnV2 |cos(py)cos(wt) — fgsin(cpu)sin(ut) .

(i) Wegen w/wy > 1 ist die Amplitude dieser Sinusschwingung maximal fiir
py = £m/2, d.h. fiir das Ausschalten des Transformators bei einem Null-
durchgang der anliegenden Spannung bzw. bei einem Maximum des Ma-
gnetisierungsstroms. In diesem Fall gilt

ult) = —Um/ii sin(wt)

und somit

UN\/_

d.h. es findet eine Spannungsiiberhhung auf das 10- bis 20-fache der Be-
triebsspannung statt! Dies stellt eine erhebliche Beanspruchung fiir die
Transformatorwicklung und den Schalter dar.

:iz 10 bis 20,
Wy

A2.28 Ausschalten eines generatornahen Kurzschlusses

(i) Der Dauerkurzschlussstrom lisst sich als partikulire Lésung der Gleichung
di

Ly =u(t) = UpV/2 cos(wyt)

sofort anschreiben:

in(t) = IpV2sin(wnt), Ip = wi‘:‘ic -

(i) Der Schalter wird bei ¢t = 0 (Stromnulldurchgang) gedffnet. Aus

di . ug dug
uu—Ldt+us, Z—R'l-CE,
0
us(0) = uc(0), ~cus(0) = 2

folgt dann die Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen

d? us L dug d
S’ = un: = == =0
LC—s a2 R pr +ug =up; us(0) =0, dtus(O)

oder, in bezogener Form,

Y+ 200y + iy = vu, u(t) = COS("'):I
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[y(0)=0, y(0)=0,|

wobei

1 1 /L wnL
Uo-—-uN— ,m—m, ﬂ—ﬁ E—U[)zR —-0,2

(iif) Mit der Ubertragungsfunktion
vi

G)= §2 + 20vs + v§

erhalten wir die stationdre Schwingung als partikulire Lésung
yst(7) = Re [G(5)€'"] = |G(j)| cos(r + ¢c).

Unter Beriicksichtigung von v > 1 und ¥* < 1 gilt

2
v,
G(j)| = 0 =1,
¢l V(g = 1) + (291)2
et (220 ) 2
Pa=—ar Z-1)" w7

also
Yst(7) = u(r) = cos(1).

Am offenen Schalter liegt nach dem Einschwingen demnach in guter Naherung
die Generatorspannung,.

(iv) Einsetzen von y = z + ye in die Differentialgleichung und die Anfangsbe-
dingungen liefert

z” + 20y’ + Ugl‘ =:();
z(0) = —yse(0) & —1, 2'(0) = —y,(0) =~ 0.
Unter Beriicksichtigung von v = vpv/1 — 9?2 & 1 erhalten wir daraus’

z(T) ~ —e ™7 [cos(voT) + Isin(voT)] .
(v) Mit den bereits berechneten Werten vy = 20, ¥ = 0, 2 folgt schlieBlich fiir
den Verlauf der bezogenen Spannung am Schalter
us
Uov2
dargestellt in Abb.A2.28b.

= y(7) = cos() — e [cos(207) + 0, 25in(207)]
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2,0
\
_ug
Uov2 | 1,54}
n\
N
1,04
V \
0 !
|5_|/
0 | | | | | ] |
2 3 1 5 6 7
-0, 5
~1,0
Abb.A2.28b

A2.29 PID-Glied
Die Analyse nach Abb.A2.29b liefert iiber

dug o _10Ri-—uc, i=cde

_us
v ¢ dt

R dt’

nach Elimination von uc und ¢ die Differentialgleichung

RC% = —10(30)2% - 11Rc7dc% — ug,
die in bezogenen Variablen
el g g
RC Us Us
die Form

Yy =—-10u"—11u' —u

annimmt. Fiir die Sprungantwort haben wir
u(r) =¢&(7), y(0-)=0

zu setzen. Damit folgt durch direkte Integration die Sprungantwort
h(r) = —[104(7) + 11e(T) + 7(7)],

skizziert in Abb.A2.29¢c.

wyt
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i — Uo
I 10R

il C e

— 10

| S +

0
o ) ° . 0
Abb.A2.29b Abb.A2.29¢

A2.30 Aktives Tiefpassfilter
Ein systematisches Vorgehen unter Verwendung der Bezeichnungen aus Abb.A2.30b
fithrt iber

d d
33=C—:TA, Uy = Riz +up = ‘-'.{.2=RC-%\- +ua,
d'u.z - . - d'u'g
zg_C—d?, uy =Rig+us = u _RCE + usz,
du . du
n:G—c-lt—I, ug = Riy +u; = ??:RCT; +uy

auf die Differentialgleichung

di?

oder, mit den bezogenen Variablen

d3
(RC)3£ +3(RC)

4 3(30)%’1 +ua = ug,

8 ok . e
"R YT wm YT

”
auf deren bezogene Form
y" +3y" +3y +y=u.
Zur Sprungantwort gehdrt
u(r) =&(r), y"(0-) =y'(0-) =y(0-) =0,
wobei sich hier die Anfangsbedingungen ungeindert nach 04 iibertragen,
y"(0+) =y'(0+) = y(0+) = 0.
Aus dem charakteristischen Polynom und der Ubertragungsfunktion

_ 1
(s

P(s)=s>+3s>+3s+1=(s+1)% G(s)
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lesen wir die beiden Lésungskomponenten fiir 7 = 0,
Yp() =G0) =1, (1) = (c1 +cor +esr?)e™™

ab. Anpassen an die Anfangsbedingungen fiihrt auf die gesuchte Sprungantwort
h(t) = [1 —(1+7+ %Tz)e_"] g(T).

Ihren Verlauf zeigt Abb.A2.30c.

gy I
—— 1
Ug | 3
Abb.A2.30b
1,0 /
ga
B
h
0,5
. 0 B Tre=t 10
t/(RC)
Abb.A2.30c
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A3.1 Fourier-Transformation mit Tabelle
Direkt oder iiber Linearkombinationen entnehmen wir einer Fourier-Tabelle

() X(¥) = 37—

I 32 32

@ X0 =g erwE "B
(ili) X(jv) = —3jr [§(v — 4) — 5(v + )],

. . 2 2

W) X0 = Gir “ =

. 5 3 23 +j2v
‘.:Y — — — =
(v) XGv) i+jv T+iv @+ (T +iw)

(vi) X(jv) =5+ 4mwdé(v) + _]iu

|
A3.2 Fourier-Riicktransformation mit Tabelle
(i) Mit der Abkiirzung jv = s gilt
_ 5(s+1)  5(s+1)

*ia) = 82+ 25 +17  (s+1)2 42’
also

X (jv) e—o z(1) = 5e™ " cos(4r)e(T).

(if) Wir setzen 2w/wg = v/2, d.h.

wp =wo/d=1/Tg, T=1t/Ts.

Dann ist mit einem allgemeinen Spannungsbezugswert Up
. UGv/Ts)  wo ,,,. wp 5 sin(¥/2)
= - P S b et ot P90, 4 I

X (jv) UaTs s U(jrwg/4) Und Vs |8 2 +
Der Transformationstabelle entnehmen wir

sin(v/2) [ 1 fir |7 <1/2,

v 0 rect(r) = { 0 fiir 7| >1/2

und 1 e—o §(7), also

SR e—sile) = 0.2 v [Srckte) L AR

Ug 4

SchlieBlich erhalten wir in Originalvariablen iiber u(t) = Upz(t/Ts) den

Ausdruck
u(t) = wo [10rect(wot/4) + 1,256(wot/4)] Vs
fiir das Spannungssignal, skizziert in Abb.A3.2.
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1w
A
56(t) Vs
10wq Vs
—2/&)‘9 0 2/(1)9 i
Abb.A3.2

A3.3 Grundlegende Eigenschaften
(i) z(r) = 8rect(r/10). Mit rect(r) o—e si(v/2) und der Eigenschaft
z(at) o—e X (jv/a)/|a| (Zeitdehnung, a =0,1) folgt
X(jv) = 80si(5v).
(ii) Analog ergibt sich
z(7) = 8rect(7/20) o—e X(jv) = 160si(10v).

Die Verbreiterung des Rechteckimpulses bewirkt eine Verschmilerung des

Spektrums.
(iii) Das Signal ist gegeniiber dem in (i) um 75 = —2 (d.h. nach links) zeitver-
schoben,
9 ;
z(7) = 8rect (%) o—e X (jv) = 80 si(5v).
e‘Z'ro
(iv) 2(r) = &*e"e(r) o—e X(j¥) = 5=
—(2+jv)7o
(¥) a(r) = e™2meHr—e(r = ) o—e X () = e
2 — a—2(r—70) = i = e—j"'ﬁ!
(v) 2(r) = "2 =e(r — 1) o0 X(iv) = 5.
es-jv

(vii) z(7) = ¥ 2 Ve(r — 1) o—e X(jv) = 2+
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(viii) Der Faltung im Zeitbereich korrespondiert die Multiplikation im Frequenz-
bereich,

(1) = e ¥"e(1) o—e Xy (jv) = 1/(3 + jv),
To(7) = e 37e(7) o—e Xo(jv) = 1/(8 + jv),

. : - 1
2(r) = (21 + 22)(r) o X(¥) = (W Xel¥) = GTTAETT)
&
A3.4 Faltungsintegral
Das Faltungsprodukt ist durch das Integral
o0
z(1) = (z1 * z2)(T) = / zi(r — 7")z2(7")d7’
definiert, also
o0 , ’ o )
z(1) = f e~ 3=")e(r — ') e 8 g(r')dr’ = e“a"/ e " e(T — )e(r")d7’
= e"a"s(f)/ e 5T dr! = é (e73" —e™8) (7).
0
Ein Blick auf die Fourier-Tabelle zeigt
1 1 1 1
X(Gv) == = = .
() 5 (3 +jv 8—|—jy) 3+jv)(8 +jv)
=
A3.5 Faltungsprodukt
(i) Die direkte Auswertung erfolgt iiber das Faltungsintegral
o]
z(7) = rect(r) * rect(7) = f rect(7') rect(r — 7")dr’
—00
1/2 T+1/2
=-[ rect(r — 7')dr’ =/ rect(r')dr’,
-1/2 r—1/2
T+1/2<-1/2, I 2 | : 2lr)=0,
T+1/2
-1/2<7+1/2<1/2, : -1<7<0 : :r:('r}:f dr' =1+,
—11/22
1j2<r—1/2<1/2, : 0<r<l x(-r)-:/ &' 1 =,
T—1/2
T—-1/2>1/2, B & : z(r)=0.

Die Faltung zweier Standard-Rechteckimpulse liefert demnach den Stan-
dard-Dreieckimpuls (Abb.A3.5a)

rect(r) * rect() = tri(T).
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(ii) Aus rect(r) o—e S“‘V(;’?/Q) folgt

z(7) = rect(7) * rect(r)

o—e X(jv) = siulf/u2/2) Sinv(;é?) = ;2« sin® (-;-) = ;25 (1 —cos(v)],

mit der angegebenen Korrespondenz also ebenfalls z(r) = tri(7).

z(T) = tri(7)
1
0 f =
=] 0 1 A
Abb.A3.5

A3.6 Verschobener Rechteckimpuls
Mit der Korrespondenz rect(7) o—e si(»/2) und der Zeitverschiebung

z(7) = rect(r — 7p) o—e X(jv) = e ¥ si(1/2)
erhalten wir

Re [X (jv)] = cos(vTo)si(v/2),
| X(Gw)| = [si(v/2)],

arc (X (jv)] = —v7o.
(i) To=0:
Re[X(jv)] = X (jv) =si(v/2), Abb.A3.6a;
X ()| = [si(v/2)|, Abb.A3.62;
arc [X (ju)] = 0.
(11) 79 =0,1:
Re [X (jv)] = cos(v/10)si(v/2), Abb.A3.6b;
| X (Gv)| = [si(v/2)], Abb.A3.6a;
arc[X(jv)] = —v/10, Abb.A3.6c.
(iii) 7 =10:
Re[X(jv)] = cos(10v)si(v/2), Abb.A3.6d;
| X (v)| = [si(v/2)], Abb.A3.6a;
arc [X (jv)] = —10v, Abb.A3.6e.

Das Betragsspektrum wird durch die Zeitverschiebung nicht beeinflusst, wohl
aber das Winkelspektrum.
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e NS N
[~ v
—87 -4
Abb.A3.6a
1 k —
|
—8 —47 0 gx
Abb.A3.6b

arc(X)
5
—57 b
m_‘

Abb.A3.6c

Abb.A3.6d
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arc(X)
T
—/10 w/10 v
Abb.A3.6e

A3.7T Doppelsignale
Gilt z(t) o— X(jv), so ist

z(T + 1) 0—o ei"“’X(jv), z(T — 719) o—e e_j"“’X(ju)
und damit

25 (1) = (T + 1) + (T — 1)) 0—e Xf;(jv) = 2 cos(v7p) X (jv),

zp(7) = 2(1 + 10) — 2(T — 1) 0—0 X[ (j¥) = j25in(v7o) X (jv).
Fiir z(r) = rect(r) o— X(jv) = si(v/2) und 7y = 1/2 haben wir also speziell

X35 (jv) = 2cos(v/2)si(v/2), Abb.A3.7a,b;
X5 (jv) = j2sin(v/2) si(v/2), Abb.A3.7¢,d.

b ‘TB

1 1) L]

|} ]

1 ]

1 ]

1 1

] [}

' ]

0 -1 r

-1 -0,5 0,5 1 T

Abb.A3.7Ta

Abb.A3.7b
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1x:
3 IB 2
L] N 1 1
1 1
i i '
: '
i
0 - o d
-1 -0,5 0,5 T
Abb.A3.7Tc
Abb.A3.7d
[ |
A3.8 Exponentialimpuls
(i) Den Verlauf des ungeraden Teils z,, (1) = [z(7) — z(—7)] /2 zeigt Abb.A3.8a.
(ii) Aus der Fourier-Transformierten des Exponentialimpulses
= (T) —-7/T 3 =t
()= = e o—e X(jv) = T
lasst sich wegen X, (jv) = [X(jv) — X(—jv)] /2 sofort das Spektrum des
ungeraden Teils angeben,
. 1 1 1 jvmy
Xu i = = - )
() 2 [l +jvrn  1-—- jUTl] 1+ (vry)?
skizziert in Abb.A3.8b.
b 1
P
0,5
/_
1/1‘1
0
0 —1/m
B i ——015 /
I
Abb.A3.8a Abl.4::8b
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A3.9 Gaufl-Signal
Fiir das Spektrum X (jv) gerader Signale z(7) = z(7) gilt

X(jv) = Xg(jv) = 2/mx(r) cos(vT)dr,
0
also

X(v) = 2/ e /2 cos(vr)dr = v2me™ /2,
0

A3.10 Signum-Funktion
Offensichtlich ist

sgn(r) = 2¢(7) — 1.

Wir erhalten dann, z.B. mit Hilfe einer Fourier-Tabelle,
2e(1) — 10— 2 [ﬁé’(u) - 31;] — 276 (v),
also

2
sgn(7) o—e oy

A3.11 Hilbert-Transformation

(i) Aus der Definition des geraden und des ungeraden Teils folgt fiir eine
rechtsseitige Funktion

T>0: zg=2y; 7T<0: Tg=—Ty.
Genau diese Eigenschaft wird durch die angegebene Beziehung dargestellt.

(ii) Thre Fourier-Transformation ergibt wegen
sgn(t) =2e(1) —1o—e2 [‘n‘é(u) + i:' —2mé(v) = E
v W
den Zusammenhang
Xy) = 5= Xu(¥) *J%
(Faltung im Frequenzbereich). Da fiir reelle, rechtsseitige Signale iiberdies

X'(v) =Re[X(v)] = Xg(jv), jX"(v) =jIm[X(jv)] = Xu(jv)
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gilt, folgt daraus die gesuchte Beziehung

Xff(’\)
" ! —
XW)=X"w)s oy db X0) =2 [~ T8
Ausgehend von z(7) = zz(7) [2¢(7) — 1] kénnen wir analog die Umkeh-
rung
1 1 X'\
" i N ) " =
X"() = -X'(v)* —, dh. X"(v) = —= s

zeigen.

A3.12 Endliche Dirac-Sto3folge
Aus §(7) o—e 1 erhalten wir nach Zeitverschiebung §(7 — k) o—e e 7% also

K K . K i .
z(r) = Zk=_K6(T_k) o—e X(jv) = Zkt—Ke—ka _ 1+Zk=1 (e-'k” + e‘-'k") ,
und nach Summation das gesuchte Spektrum

(2K + 1)v/2
X(jv) —1+2Z cos(k Bm[sm(y/g)) / I

Speziell gilt

K=1: X(v)=1+2cos(v)= %, Abb.A3.12a;
K=10: X(jv) = %ﬁz—? Abb.A3.12b.
X () |
3
2
1
\/ 1 \./
0
—27 v Vv

Abb.A3.12a
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X(jv)

21—‘: l

5l

»
w

-~
-~

,_,5 1 () ! \ I
—3r —27 -7 T 2 3T

Abb.A3.12b

A3.13 Kurzzeitspektrum
Die Bildung des ,,Kurzzeitspektrums” entspricht einer Zeitbegrenzung des Si-
gnals mit dem Fenster rect(r/7), d.h.

T (T) = z(T) rect(7/79).

Wegen rect(7/79) o—e Tosi(v70/2) haben wir daher im Frequenzbereich
X (v) = %r' [‘T’nﬁi (%ﬂ-n * X (jv).

Im Speziellen gilt
2(7) = acos(y7) o—e X (jv) = am [0(v — 1) + 6(v + 1)),

nach der Faltung also

X, (i) = % {si[(v — 1)70/2] + 51 [(v + v1)T0/2]} -

76 = i_“ s X () = ?,—T‘ {si[(v/vn — 1)m] +si[(v/vn + 1)n]}, Abb.A3.13a;
1
To = L 40 : X, (v) = 401—“ {si[(v/11 — 1)407] +si [(v/vy + 1)407]},
1

(41
Abb.A3.13b;
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ar
by

—wz =1 \/1 Ny

0
Abb.A3.13a

X 70

am
40 T

vin

-1 0 1
Abb.A3.13b

Ist die Fensterlinge grof gegeniiber der Periodendauer, wird das urspriingliche

Spektrum gut wiedergegeben.
=

A3.14 Signal- und Spektralfliche
Die Transformationsgleichung

X(jv) = [m z(r)e ¥Tdr
liefert fiir v =0 :
X(0) = /mz('r) dr.

-0
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Ebenso folgt aus
)= / ” X(jv) e d
T 2n)_o “
fiirT=0:
2rz(0) = / X(jv) dv,

vorausgesetzt, die Integrale existieren.

m
A3.15 Zeitbegrenzte Sinusschwingung
Wir berechnen das Spektrum direkt aus der Definitionsgleichung
m -
X(jv) =/ z(r)e™dr
—00
und erhalten mit vy = 2r /7,
Ty B 1 T = ’
X(jv) = f sin(vy7) e Tdr = -:/ [el{"‘_")" — el ""’)T] dr
0 2jJo
1 [ellri—v)r  o=ilmtv)r] BT 1 [e-invm 1 g—inwm _ ]_]
= — + e =
2j L(VI—V) j(:‘/1+u)] 0 2[ v —v v+ v
also
s — L _ a—i2mnv /i
X() = =0 (1-e 1.
[ |

A3.16 Autokorrelation

(i) Mit der Definitionsgleichung der Autokorrelation

T

B = /00 *()z(r + 7')dr’

—00

erhalten wir

Tae(T) = /_‘” [6(7") +0(r' — 1) z(v + 7)d7’ = (1) + (T + 71),

E (1) = 8(r + 1) + 26(7) + 6(r —71), Abb.A3.16b.

rx T
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(i) Obige Definitionsgleichung fiihrt zusammen mit Abb.A3.16¢ auf

-T< -1 : rE(7) =0 (keine Uberlappung),
—T+1
-1<-7<0 rfz('r)=/ dr'=1-—r,
0
1
0<—-7<1 T:Ez(T)=f dr' =1+,
1< —7 : rE (1) =0 (keine Uberlappung).

Dies ist die Dreieckfunktion 7E,(7) = tri(T) aus Abb.A3.16d.

s
26(7)
5(T+Tl)1 15(1‘—7‘1)
I I ]
—T1 0 B! T
Abb.A3.16b
. {:r:(-r +77) {s:('r’)
0
-7 —-7+1 0 1 7!
Abb.A3.16¢
o
1
0 f 1
-1 0 1 T
Abb.A3.16d
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A3.17 Kreuzkorrelation
Aus den Definitionen

rh (1) = /oo g} (r)zo(r +7)dr!, rE(r) = /m z*(r)z(r + 7')dr’

—00 —00

erhalten wir

rh(7) = -/ z*(r)z(r + 1o+ 7)d7 = rE (7 +70)

—00

und

(e
B () = / X +mn)x(r +7)dr, " =7+,

—0a

e (7) = / ' (T")z(r — 1o + 7")dT" =12 (T — Tp).

—00

A3.18 Schranke fiir die Korrelationsfunktion
Aus der Definition der Korrelation erhalten wir speziell fiir reelle Funktionen

o0 2
ria(r)? = [f z1(7")w2(T +T')d'r’] , Cauchy-Schwarz,

—00

<[[Cawrmrar| [ [ aatr + st + 7]

—00 —co

also
ria(7)? < i (0)r55(0).

¥ (0) und r£,(0) entsprechen den Signalenergien der beiden Signale, die wir
demnach als begrenzt voraussetzen miissen.
|

A3.19 Wigner-Verteilung

(i) Die Definition der Wigner-Verteilung fiihrt nach Vertauschung der Reihen-
folge der Integrationen einerseits auf

1 *® o0 1 e .y,
== Wy(r,v)dv = / o*(r — 7' [2)x(r +7'/2) (%/ e T dv) dr’

4 o) B =5 —o0
= -/;oo z*(r — 7' [2)x(r + 7' /2)8(7")dr’
= z*(r)z(r) = |a(7)|?,

andererseits auf
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1 [ 1 [® . . 2 _, 1 [ o ’
é;j:mwx(T)V)dT = —2;./_°°X’(Ju = ¥ /g)X(JV +_]V /2) (%Lwé dT) dl/
- % / X* (v — v/ /2)X (v + v [2)6(v")dv/
e 1 . 2
= o X @)P.

(ii) Mit Hilfe von Abb.A3.19 sehen wir

T<—1/2 : We(r,v) =0 (keine Uberlappung),
1427 = 2
-1/2<7<0 : Wy(n,v)= / e T dr = = sin [v(1 + 27)],
—(14-27)
1-=27 . F 2
0<T<1/2 : Wi(r,v)= e T dr’ = = sin [v(1 — 27)],
—(1-27) ”
T>1/2 : We(r,v) =0 (keine Uberlappung).

Dieses Ergebnis lisst sich geschlossen in der Form

We(r,v) = %sin (1 = 2|r|)] rect(7)

schreiben.
3
t(r + 7' /2 t(r —71'/2
1rec: (‘r{ 7' /2) rec (-r\*r/)
1 1 ¥, 1
0
27 0 2T T’
Abb.A3.19

A3.20 Ambiguity-Funktion

(i) Die Integraldarstellung von A (7,v) im Zeitbereich bedeutet speziell fiir
v=20

o0

Ay (1,0) = /:m (7' — 7/2)z(r' + 7/2)dT’ = /_mz'(r'):s('r" + r)dr’

= z(7) ® (7).
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Im Frequenzbereich haben wir analog
1 o0
A.(0,v) = E;/ X*(jv' —jw/2) X (v +jv/2)dV

i e

= —f XWXV + jv)d'
P o B
L :

= gX(jV) ® X(jv).

(ii) Der Wert

A,(0,0) = f_ Zz*(Tf)m(T')d«z-’ - f_ Z lz(7)* dr

gibt die Signalenergie an.
(iii) Unter Verwendung von Abb.A3.20 gilt

r<-1 i Ag(r,v) =0 (keine Uberlappung),
a+n)/z 5

-1<7<0 : Az('r,u):/ e W dr' = —sin[v(1+71)/2],
—(1+‘r)/2 v
(1—1’ 2 i s 2

berxl = Adr,u):f e T dr! = =sin[v(1—-7)/2],
-(1-7)/2 .

T>1 ¢ Ag(r,v) =0 (keine Uberlappung),

oder, in geschlossener Form,

Aoy i) = %sin (1 — |7])/2] rect(r/2).

lrect.('r:{-{- T/2) rect('r’: T/2)

1/2 1/2 1/2 1/2
0
-7/2 0 /2 '
Abb.A3.20
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A4.1 Stationire Schwingungen Ist G(s) die Ubertragungsfunktion des Sys-
tems, so gehort zur Eingangsfunktion u(7) = cos(vr) die partikulire Lésung
Yp(7) = Re [G(jv)e" "] = |G(jv)| cos [vT + pc(v)],
G(iv) = |G(jv)| &
Sie entspricht der stationiren Ausgangsschwingung, wenn das System stabil ist,

d.h. wenn die transienten Vorginge abklingen.
Im vorliegenden Fall ist

B s+1 X 1+jv
Co)=aromrr SWM=1—siom
und damit
i = i)y = 1+J — j0,653
i) v=1, G(j)= 37504 = 0, 467 ei0:653

Yst (1) = 0,467 cos(7 + 0, 653).

(i) v=2, G(j2)= .1%"%2. = 92,795 ¢—i0,464
Y,

Yst(T) = 2, 795 cos(27 — 0, 464).

1+j8
—60 +j3,2

Yet(T) = 0,134 cos(87 — 1,642).

(i) v=8, G(j8) = = 0,134 ¢~i1.642,

A4.2 Existenz eingeschwungener Zustinde
Mit v = 2 berechnen wir

s+0,1

_ 0,14 j2
s24+6s+5'

i = j0,033
G(j2) = ) = 0,166 10033

(i) G(s) =

| Yo (7) = 0,166 cos(2r +0,033).

@ =-0,1; p1=-5 p2=-1
Das System ist stabil => yat(7) = yp (7).

s—0,1 _—0,1+j2

e Ty = = j0,133
Zr6s+5 C0D =T - 16667,

(i) G(s) =

[ o (r) = 0,166 cos(2r +0,133). |

@1=0,1; p1=-5 py=-L
Das System ist stabil = yg(7) = yp(7).
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s+0,1 o 0,1+j2 .
G = 1" . G(i2)= 20— = g 66 —j0,894
W) Gls) = g —pr Gl =5 55 = N160e7%,

| 4o(7) = 0,166 cos(27 — 0,894). |

q=-0,1; pp=-5 pa=1.
Das System ist instabil =% kein eingeschwungener Zustand.

. _ §=0,1 oy —0,1+4+j2 —j0,794
(iv) G(s)—32+43_5, GU?)— o+ =0,166e }

[4p(7) = 0,166 cos(2r — 0,794).|

=01 pp=-5 pa=1.
Das System ist instabil = kein eingeschwungener Zustand.
s—-0,1

(v) G(s) = #6515 G(j2) =

0,1 412

— 16 i3,108
D) 0,166 ¢’ )

| 4o(7) = 0,166 cos(2r + 3, 108). |

a=01 pp=1; pp=5.
Das System ist instabil = kein eingeschwungener Zustand.
Die Vorzeichen der Pole und Nullstellen sind unerheblich fiir |G|, nicht aber fiir

G-
|

A4.3 Eingeschwungener Zustand bei bekannter Sprungantwort
Nach der Wahl von Bezugswerten

Ugg =Upp=Uy, ITg=T=0,12ms
und der Einfiihrung bezogener Variablen
Y= uAon, w=ug/Upy, 7= t/T

ldsst sich die Sprungantwort als
1 =
h(r) = 5 (1—e™")e(r)

schreiben. Offensichtlich geh6rt dazu die System-Differentialgleichung und die
Ubertragungsfunktion

: 1 1
=-u, G(s)=—0—.
y+y=3u GO =355

Alternativ dazu, aber etwas umstindlicher, kénnten wir auch das Faltungsinte-
gral auswerten.
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Das System ist stabil. Zum Sinuseingang
u(t) =dcos(vt) mit G=5V /Uy, v=2nfTg=0,24r
gehort, wenn wir Up = 5V wihlen,

1

—_—  =10.39 —jU,ﬁ‘iﬁ’
2(1 +j0,24m) ge

G(jv) =

der stationire Sinusausgang
Yst(T) = 0,399 cos(v7 — 0, 646),
oder, in Originalvariablen,
ua st(t) = Ua cos(wt + pua)
mit
Ua =0,399-5V =196V =2V,

w=20007rs™" entsprechend f = 1kHz,
Des = 0,648 = =37

A4.4 Komplexer Frequenzgang
Die elementare Wechselstromanalyse liefert

Ua 1 1

Ug . 1\ 1+jwRC’
- P
ch( +qu)

mit BezugsgroBen Upap = Ugp und Tg = RC, d.h. mit der bezogenen Frequenz-
variablen v = wRC' also den komplexen Frequenzgang

G(jv) =

1+’
dargestellt in Abb.A4.4b.

 jIm(G)
. (=1)
2 >

i/ )
(—o0) (0)

(o) Re(G)

- 2 1
=i/ i

Abb.A4.4b
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A4.5 Betragsteil von Bode-Diagrammen
Ob die Nullstellen und die Pole in der rechten oder in der linken Halbebene
liegen, ist fiir den Betragsfrequenzgang belanglos. Alle fiinf Systeme besitzen
deshalb den gleichen Betragsteil des Bode-Diagramms.

Der Ubertragungsfunktion

s+0,1 5401
§2+65+5 (s+1)(s+5)

G(s) =

sind der Randwert G(0) = 0,02 und die Knickfrequenzen

Nullstellen: vk = 0,1 (einf.);

Pole: vg =1 (einf.); 5 (einf)
zugeordnet. Damit ldsst sich der geknickte Kurvenzug von links nach rechts
aufbauen, Abb.A4.5.

20

In|G|| dB

e

—34 A I | U .

—40
102 101 100 5 10! 102

L —

Abb.A4.5

A4.6 Winkelteil von Bode-Diagrammen
Knickfrequenzen vg = 0,1; 1; 5.

: s+0,1
R ) T 5)

(i) G(s) = Eﬁs_) arc [G(j¥)], ;o = £7; Abb.A4.6b.

arc[G(jv)], ;o = 0; Abb.A4.6a.

(iii) G(s) = (—3%&’1?5), arc [G(jv)], ;o = £m; Abb.A4.6c.
(iv) G(s) = =t arc [G(jv)], ;o = 0; Abb.A4.6d.

GG-1)(s+5)
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5-0,1

(v) G(s) = mu

arc [G(jv)], ;o = £m Abb.Ad.Ge.

Alle Diagramme sind unterschiedlich. (i) und (ii) gehoren zu stabilen, (iii), (iv)
und (v) zu instabilen Systemen. Lediglich (i) ist ein Minimalmalwinkel-System.

™

arc(G)| w/2
_:/‘J
0

I ‘;2 \"'"'=-—

-1
10~2 10-1 10° 5 10t 102

Abb.Ad.6a

——\\
arc(G)| =/2
\

_ﬂ'fﬂ H“"h
-
1073 101 10° 5 10! 10°
YV —
Abb.A4.6b
m
are(G)| =/2
0
',.--_—-.___-
_?TIJ'IE /"f """"-=_.-
-1
10~2 10! 10° 5 10! 10°

Abb.A4.6¢c
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0~\

r.“""-——-u---—""‘ "'K
—Tr
1072 1071 10° 5 10 102
oe—
Abb.A4.6d
m
P"..._...-'/
arc(G)| w/2
0
—1/2
/-_.-__
L/
-
102 10~ 100 5 101 102
Ve—
Abb.A4.6e

A4.7 Rekonstruktion der Ubertragungsfunktion
Grenzwert In [G(jv)|,,, = —20dB, G(0) =0,1
Knickfrequenzen vy = 0,1 i 10
Steigungen 0 20 0 —40dB/Dek

In|G(s)| = 20dB {lg([},l) +lg‘% + 1} —lg|s+1] —21g]% +1]}.
Daraus folgt

1

+

100(s + 0,1)

el =t _,_1)2 T G+ +107

[ e

o1
(s+1) (1

(=]
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A4.8 Gekoppelte Differenzierer

(i) Das Ausgangssignal entsteht gemi8

was der System-Differentialgleichung und der Ubertragungsfunktion

o _ § _ b
¥ U=t G‘(S)_sz—l_(.9—1-1)(3—,1)

entspricht.

(ii) Fiir s — 0 gilt G(s) — Go(s) = —s. Weiters ist 201g|G(j)|dB = —6dB.
Bode-Diagramm in Abb.A4.8b.

6dB
In|G|[ dB

—20

Abb.A4.8b

A4.9 Resonanz im Bode-Diagramm
Die Spannungteilerregel der komplexen Wechselstromrechnung liefert

Ua ! _ 1
- o —
Us wC (R““L*jwlc) 1+ jwRC + (jw)2LC

1
" 1+ jvR\/CJL + (v)?’
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also die Ubertragungsfunktion

1 : R [C B
G{S]=m mit 13—-5\/;—{],0334. — 201g(24)dB = 15dB.

Bode-Diagramm in Abb.A4.9b.

20

b 15dB

In|G|

Abb.A4.9b
m

A4.10 Kreuzglied
Die elementare Analyse mit Hilfe der komplexen Wechselstromrechnung liefert

Us 11-juRC 11-jv
Ug 21+4+jwRC  21+jw'
also die Ubertragungsfunktion
l1l-—3s
G{s) = = :
®)=317s

(i) Wir bemerken |G(jv)] = 1/2 = konstant: Allpass-Verhalten. Lediglich
der Phasenverschiebungswinkel der Ausgangsspannung gegeniiber der Ein-
gangsspannung ist frequenzabhiingig. Bode Diagramm in Abb.A4.10b.
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(ii) Aus der Ubertragungsfunktion finden wir sofort die System-Differentialgleichung

(—u' +u),

b=

v +y=
die fiir
u(r) =¢(r), y(0-)=0, y(0+)=-1/2

als Lésung die Sprungantwort

) = (5 - <o),
skizziert in Abb.A4.10c, liefert.

0
-6
In|G]| dB
—20
101 100 10t
0
arc(G)| —m/2
-
i —
Abb.A4.10b
h
0.5

Abb.A4.10c
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A4.11 Tiefpass
Eine Analyse der Schaltung mit Hilfe der komplexen Wechselstromrechnung lie-
fert

Ua _ 1+RI/R2 1+R1/Rg

Us (wRC)Y?+ (2— Ry/Ra)jwRC +1 (W) +(2— Ri/Ra)jv + 1’

also die Ubertragungsfunktion

3—-29 . 1R,
G} = s24+29s+1 i ‘LI_EE'
i) d9=1 In |G(0)| =0,
(i) 9 =0,866; In|G(0)|=2,06dB,

(iii) 9 =0,707; In|G(0)| =4,01dB,
(iv) ¥ =0,523; In|G(0)| =5,82dB.
Die Betragsteile der Bode-Diagramme sind in Abb.A4.11b dargestellt.

20 .
; (z‘i) (iﬁ] (W)

njc|| aB | @ |
1dB

0 e — r

\\
—-20
—40 I
10—2 10~ 109 10!
v _
Abb.A4.11b

A4.12 Ubertragen eines Rechteckimpulses

(i) Aus dem Spektrum des Eingangssignals,
o . ", 1 : ;
Uljv) = / u(r) e dr = / e WTdr = — (e7¥™ —e7IT2),
-0 ™ W
ergibt sich sofort das Spektrum des Ausgangssignals,

Y(i) = GnUGw) = T2 (em —em).
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(ii) Mit 75 — 7 = 1 und G(jv) = 1/(1+jv) haben wir speziell

Y(jp) = e-m-tm & =P iz S0(/2)

(1 +jv) v(l+jv)’
also den Betrag
. |sin(v/2)|
Y(Gv)| = —————,
Yol = L avizom
skizziert in Abb.A4.12b.
Y]
1
T T T T
—47 =27 0 -2 —4r Vv
Abb.A4.12b

A4.13 Ideales Tiefpassfilter
Ein idealer Tiefpass ist durch den Frequenzgang

G(jv) = rect (5';—8) = rect (i)

definiert (Abb.A4.13a), wobei
v=f/fp=2rf/wp =21Tsf, 7=t/Ts.
Die StoBantwort ist formal die Fourier-Riicktransformierte des komplexen Fre-
quenzgangs,
1 ee™ —e T sin(yeT)

1 oo : ) vg -
9(r) = 5= f Gjv)e"dv=— | &7dv= = ,
-0

27 2T T

-y

9(r) = % si(vgT) = 2T fe si(2m fit),

skizziert in Abb.A4.13b.
Bereits vor dem Stof (Ursache) zeigt das System eine Reaktion (Wirkung),

es ist daher nicht kausal.
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g 4
vg/m
QM'K 0 Mﬂ' v
2y, "y, v g
Abb.A4.13b
e
A4.14 Totzeitsysteme
(i) Fourier-Transformation der ersten Gleichung ergibt
(v)%Y (jv) + 2jv e Y () + 3Y (jv) = jvU () + 0,5U (jv),
also, mit s =ju,
Y(s) s+0,5
G(s) = = - 2
(5) U(s) s2+2se*+3
(ii) Analog gilt fiir die zweite Gleichung
()Y (1) +5i0Y () + 2Y (jv) — jv e~ "V () = =3V (jv),
mit s =jv also
e—0.5s
Gll=3 +(5—e"028)g 12
|

A4.15 Kammfilter
Ein Blick auf das Strukturdiagramm liefert sofort die StoBantwort

g() = 6(1) + 6(7 — 10).

Deren Fourier-Transformierte ist der komplexe Frequenzgang

o0
G(jv) = / g(r)e Tdr =14 e

—00

=g vm/d (ei”"/2 + e_j"’wz) = e /2. 2 cos(v7y/2),
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|G}

2_

1_

0 1 1 1 i

0 I 2r 3w v
To To To
Abb.A4.15b

und daraus folgt der Betragsfrequenzgang,
|G(v)| = 2|cos(v7o/2)|,

dargestellt in Abb.A4.15b.

A4.16 Zufallssignal an einem Differenzierer

Der Differenzierer besitzt den komplexen Frequenzgang G(jr) =jv und damit bei
bekanntem Eingangs-Leistungsspektrum Ry, (jv) = F [ruu(7)] das Ausgangs-
Leistungsspektrum

Ryy(i¥) = |G(¥)|* Ruu(i¥) = v* Ruu(i0)-
Die Fourier-Riicktransformation liefert die AKF des Ausgangssignals zu

ryy(7) = F 71 [Ryy ()] = F~* [-(1¥)* Run(iv)]
d2

_d_q_g"ruu(q-)‘

A4.17 Kreuzkorrelationsfunktion
Fiir reelle, ergodische Signale lisst sich die Kreuzkorrelationsfunktion aus belie-
bigen Realisierungen berechnen,

— 00

1 [T/2
roaa) = Jim 7 [ v+ )

Einsetzen der Faltungsdarstellungen fiir die determinierten Realisierungen liefert

Ty12(T) = Tl_l.Igo% _T:; [[:gl(A)uk(f’ E A)d,\] [[Zgg(p)uk(r + 7 - ,u)d,u] dr’

o] 00 1 T/2
= / / g1(\)g2(1) { lim —f up (7" = Nug(r + 7" — ,u.)d*r"] d\dp.
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Die eckige Klammer im letzten Integranden stellt die AKF r,, des Eingangssi-
gnals mit dem Argument 7+ A — p dar. Somit gilt

ry12(7) = /_Zgl (N) [/_:gg(p}rw(r +A- ,u)d,u] dA

- f 910N (g2 * Tuu) (7 + A)dA

-0

und daher

[r12(7) = 91(=7) * ga(7) * ruu (7). |

Aquivalent gilt

Ty12(7') = g% (T) * T‘RU(T)!

wobei g% (7) = g1(7) ® g2(7) das Autokorrelationsprodukt der beiden StoBant-
worten angibt.
|

A4.18 Monochromatischer Prozess
Das Eingangssignal besitzt das Leistungsspektrum

Ruu(iv) = F [ruu(7)] = ugeF [cos(voT)]
= ulqm [6(v — 1) + 8(v + w)] -

Mit dem bekannten komplexen Frequenzgang G(jv) ergibt sich dann die Leistung
des Ausgangssignals

O e : 1 . .
=gz | Bty = 5= [ 166 Ruuw)iv

= 2 [16Gw)? + G (=ju)?] s

A4.19 WeiBles Rauschen an einem Bandpass

(i) Der komplexe Frequenzgang des idealen Bandpasses und sein Betragsqua-
drat lassen sich in der Form

|G(jv)|* = G(jv) = rect (V ;UO) + rect (v ;y")

schreiben. Damit ergibt sich das Leistungsspektrum des Ausgangssignals
zu

Ry (i) = [GGY)I? Ruu(iv) = K {t ( ;) + rect ( }V°)] .
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(i) Die AKF ist die inverse Fourier-Transformierte des Leistungsspektrums,

also
K —vo+B/2 vo+B/2
Tyy(T) = — / e’Tdy +/ eTdy
21 | J—vy—p/2 v —B/2

= % cos(1pT) sin (gr) = K?_ﬁ cos(vT) si (gr) .

(iii) Den Effektivwert erhalten wir aus der Signalleistung yZ; = 1y, (0),

Yelt = V/ Kﬁ/ﬂ-

A4.20 Weifles Rauschen an einem R-C-Glied
Zur angegebenen StoBantwort gehort der komplexe Frequenzgang

1
G(v)=F = 3
() = Flot) = 15
(i) Leistungsspektren werden mit dem Betragsquadrat des komplexen Fre-
quenzgangs iibertragen. Somit ist das Leistungsspektrum des Ausgangssi-

gnals

. ‘12 .
Ryy(i¥) = 16G9)* Ruu((¥) = 1575
Die Leistung des Ausgangssignals folgt daraus zu

1 [® K [® dv K
2 i = — —_—
Vet = zw/_mR”y(‘”’)d" o) ol t2 2

(ii) Die Autokorrelationsfunktion 7y, (7) des Ausgangssignals ergibt sich entwe-
der durch die inverse Fourier-Transformation aus dem Leistungsspektrum

Ryy(jv), oder durch Faltung des Autokorrelationsprodukts der StoBant-
wort,

()=o) ®9(r) = [ _aa(r+ 7
Lo o] , < 1
= e"f e ¥ g(r')dr = 5 eI,
mit der AKF 7y, (7) = K6(7) des weiBen Rauschens am Eingang,
_ B 1 —|r _ K —|r
rin(r) =)+ runtr) = |3+ o) =
Die zugehdrige Signalleistung ist

K
ygff =Tyy(0) = 5
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A5.1 Diverse Fourier-Reihen

(i) Der Verlauf

(i)

u(t) = ug cos [r( fot —1)/4]
= 20 iw/ag-imfot/a 4 YO —jx/4 i fot/4
2

wird formal durch die komplexe Fourier-Reihe

o0
u(t) = Y Cielkrt

k=—co

mit der Grundkreisfrequenz

wy =7fo/d dh. fi=fo/8 T1=8/fo
und den Koeflizienten

Cl == %e—jw/da C—l = Cl*i andere Ck =0,

wiedergegeben.
Ahnlich entspricht

u(t) = ug [cos(dwgt) + sin(6wot)]

= % (ejéuot + g—idwot _jejﬁwct +je—j6w:1£)
= % (je—jﬁwoz 4 e~ Jwot | Gidwot _jejﬁwnt)

der komplexen Fourier-Reihe

o0
ﬂ(t) = Z Ckejkwlt mit w; = 2wy und
k=—oc

C-z = 0_2 = %, 03 = —0_3 = -ju—go-, andere Ck =0.

Das Signal, skizziert in Abb.A5.1d, ldsst sich als 2m-periodische Funktion
mit
T =ufug, T=uwt,
Ty =2T, wy=2r/T)=/T =1007s™}

in der bezogenen Form

-7/
)

z(r)=e -7 <T<m; 2mw-periodisch,

darstellen. Die Koeffizienten in der Reihe

=o]

z(t) = Z cxel T

k=—c0
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sind gemaf
o = o ’ z(r)e ¥ dr = 21 f " (kT /7 g
2 fon o J_.
R ) [ )
27 l+jk7r 2(1 +jk-n*) 1

c_ =cj (reellwertiges Signal)

zu berechnen. In Originalvariablen ist dann

o0
ut)= Y Cee*1t mit wy =100rs" und
k=—o0
e—1/e (-1)F
" = ug.
2 1+ jkm

Cr = ugck =

(iv) Wir behandeln den Verlauf, dargestellt in Abb.5.1e, als 1-periodische Funk-
tion mit
z=u/u, T=t/T), Ty =4T

gemil

} , 1-periodisch.

()= sin(4rr) fiir0 <t <1/2
=10 firl/2<r<1

Aus

1 ) 1/2 _
Ck =/ x(r)e“-‘z"hdr:/ sin(4rr7)e 32 k77
0

0
1 721 ke —j(2+k)2mT 1—(=1)*
=51, [el( Y2 _ =i )w]d.r:m, k£ 42

folgt dann die bezogene Form

- 1 —(—1)* 1 -
g(r)= DY cpel™T, Ck=[—4%1 k # £2; =g 2=

=—00

oder, in Originalvariablen,

o0
; 1
u(t) = Y Crpe®™*tt mit f = T’

_ 1-—_ (=1)%

| =)

Ck k£+2 Ca==, C.3=0CL.

&

(v) Als 2m-periodische Funktion mit

r=uft, T=wt, w = 2n /Ty, Ti=2T
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aufgefasst ist der ,,Sdgezahn”-Verlauf

r/r fir —w<T<T =
== - — jkT
w(r) = { 2-periodisch } - Z cke’"

k=—co

m™

1 ; g
er==—[ z(r)e ¥ dr = %/_ﬂre_”“df =j

(1)
kn

o , k#0,

cp = 0.

-

In Originalvariablen:

u(t)= Y Cpe®rt, w) = /T,

k=-—00

(=%

Cr=] o u, k#0; Cy=0.

(vi) Die Fourier-Koeffizienten fiir den angegebenen Verlauf, bezogen mit
2Zn 0w
Ty T
als 2m-periodische, gerade Funktion aufgefasst, sind gemas

cr = Lf z(r)e k7dr = lf z(7) cos(kr)dr
-7 m™Jo

z=ufu, T=wt, w= , Ty =6T

27
w/ a/
_ % l [ grpme— / " @ = r3/m) cos(kr)d'r]
0 /3
3 T 27
- (k?r)z {cos (kg) — cos (k?)}
1 sin(kn/2) sin(kn/6) 1
=3 k)2 kn/6 0 T2

zu berechnen. Wir haben daher in Originalvariablen

o0
u(t) = Z Cred®1t mit w; = X ,

oW 3T
O = u O = sin(km/2) sin(km/6) ©
0T YR T ka2 kx/6 2
(vii) Dem angegebenen Verlauf mit
- t t
T = u/t, T=ﬁ=E,T1=4T

geschrieben als 1-periodische Funktion

1 fiir 0<7<1/4, o
z(r)=¢ 0,5 firl/a<r<1/2, p= Y ™,
0 firl/2<r<1

=—00
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sind die Fourier-Koeffizienten

L&1

1 ) /4 1 /2
Cx = / a:('r)e'ﬂ“k"dr — / e—JkardT i _] e—JZ:rk‘rdT
0 0 2J1/4

1 (2 — oikm/2 _ e—jk-:r)

~ jank
__ sin(km/4) e IkT/4  sin(kr/2) e ikw/2 3
~ kn/d 8 k]2 t =3
zugeordnet. In Originalvariablen ist daher
S 1
s jamkfit —
u(t)—k_z_j Cre?™eNt mit fr =
3 n . :
= 3 . _ o—ikw/2 _ —jkw )
Co g Cr 7= (2 e e )
r u/up
e
1
N \
0 T
-1 0 1 2 3 T
Abb.A5.1d
b u /U
WA
0
\/ \/ T
-1
0 2 4
Abb.A5.1e

A5.2 Ausschnitt einer Sinusschwingung

Das entstehende reelle, 2m-periodische Signal besitzt ,,Sinus-Symmetrie”. Die

Grundschwingung nimmt daher die Form

z1(7) = Z1 sin(7)
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an, wobei die Amplitude T, direkt aus

2 T
T = —/ z(7) sin(7)dr
mJo
berechnet werden kann. Mit der Abkiirzung
71 = arcsin(b/a)
erhalten wir

20 T=T1

s

- 211 + sin(27)

Ei=
m

[sin(7) — sin(7y )] sin(7)dT = a {1

Ty

A5.3 Angeschnittene Sinusschwingung
Fiir die Grundschwingung des reellen Signals (1),

z1(1) = c_1e77 + 1@ =cle VT + i@,

benétigen wir den Koeffizienten ¢;,

27 s
¢ = %/ﬂ z(r)e Tdr = %j; cos(t)e "dr

™ % 1

= — 1 widr = —.

i ], (1+e™2)dr 1
Damit ist

wilr)= % (79" +&7) = 2 cos(r).

A5.4 Pulsierende Spannung
(i) Nach Einfithrung bezogener Gréfien
z=u/Uy, T=wt

liegt ein 2m-periodisches, reelles, ungerades Signal z(7) vor, das iiberdies
»oinus-Symmetrie” besitzt. Demnach verschwinden die Koeffizienten ¢ =
—c_, fiir gerade k. Wir haben also

z(T) = Z j2¢x sin(k7),

k=1,3,...

wobei

j 27 D) a /2
o= ——f z(r) sin(kr)dr = —j— —/ sin(kr)dr +/ sin(k7)dr
2w 0 m 0

(o4

)
—_JH[QCOS(}QQ)_IJ’ k_lasl"'
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Die Koeffizienten by = j2¢;Uy in der angegebenen Darstellung sind daher

AU, .
b = K[?cos(ka}—l] fir k=1,3,5,...
0 fir k=2,4,6,...

(ii) Die Amplitude der Grundschwingung,

404

™

|b1] = — |2 cos(a) — 1],

und die Amplitude der ersten nichtverschwindenden Oberschwingung,

4U4
=—|2 -1
sl = 224 |2.con(3x) ~ 1,

sind als Funktionen von a in Abb.A5.4b skizziert.

AU, o] 16|
™
AUy Y
™
0 = <
~ ~ ) o
; )
~ >
> =i
0 20° 60° 90°
Abb.A5.4b
jul
A5.5 Reelle Darstellung
Aus der Koeffizientenformel
1 2 ” 2 i 1 2 -
= 2 —ikT §r — —jkrg- _ - —jkt
Cr =5 A z(7)e ¥ dr /0 Te 1¥Tdr 211_/0 e d

erhalten wir durch partielle Integration
co=2n2/3; ¢ =—2/k% k#0.

Damit gilt

[e2]

(=]
z(r) = Z ke = co + Z (el + c_re™H7)
k=1

=—00

i R -
=co— ZF (elk'r + e—]k'r) ‘
k=1
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cos(kT).

WIM
Mg
;s-|,,L

|
A5.6 Periodische Schwingungsblécke
Mit T} = 2N Ty, wy = 2r/Th, wo = 27 /Ty = 2Nwy, T = wit berechnen wir
Ty /2 . nly .
Cr = 2 u(t)e Rrtdy = @f sin(wgt)e kwrtdt
ThJ-1y/2 Ty J —nm,
/N
= Y sin(2Nt)e ¥ dr = ﬂ/ [e-"zN k) _J(ZN“H‘)T] dr,
2m —mn/N J47T —mn/N

U'o 2Nsm(k7rn/N] .
Cr= = I 2 fir k# +2N,

Insgesamt ist also

o0
= Z Cie™1t mit wy =

k=—00

0
U n Uy 4N sin(kwn/N)
oG8y g8 AN SN) L oy
Cov=-Coan=-i5 3 C=-l5 T m_iv #
oder, reell geschrieben,

> m
u(t) = Y bysin(kwit) mit wiy = —— und
£t NT,
4N sin(kmn/N
bon = Uprs b = Uo— _k(L:N/T) k # 2N.

|
A5.7 Spektrum eines Produkts
Die periodische Funktion p(7) besitzt das Spektrum
o0 oo
P(jv) = Z exF [cos(kT) + jsin(kT)] = Z cx2wo(v — k)

=—00 k=—00
Der Produktbildung im Zeitbereich entspricht die Faltung im Frequenzbereich

y(r) = z(r)p(r) o—0 Y (jv) = o—X(jv) * P(jv).
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Wir berechnen

. 1 = . . s o - 2 . _ el 1
Y(jv) = g/_ooX(Ju VP(jv —jv")dv' = k;mck/_wX(Jv Yo(v —k —v")dv',
erhalten also
Y(jv) = Z X [j(v — k)] .
k=—co

A5.8 Periodische Antworten eines LTI-Systems
(i) Wir fithren die bezogene Zeitvariable
T=wit mit wy =2x/T, dh. Tg =T/(27)

ein. Dann ist

- a _ofe . a 1
9() = Tpg(Tp7) = e 7e(r) o—e G(jv) = w et

Die Eingangsfunktion ist als Fourier-Reihe
u(r) = cos(t) = % (e7I™ +¢€7)
darstellbar, besitzt also die Fourier-Koeffizienten

cuk =0 fiir k# +1.

1
Cy,—1 = Cy,1 = *2“;

Der Fourier-Reihe der Ausgangsfunktion,

y(r)= > e, ey = G(ik)cur,

k=—co

sind dann die Koeflizienten

i a 1 a
CY‘]‘ — G(J)cull - E E 2/',‘T+j = 4(2+j‘i‘r)'

Cy—1 =€y, Cyk =0 fiir k# *1

zugeordnet, so dass

b=ty
W =2\3"57 T a+5n)°

a e—jwlt ejwlt
" = - t = 2 T.
y(t) (2 g B 2+j7r) mit wy T/

4
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(ii) Mit der selben Bezugsdauer wie unter (i) gilt

u(7) = sin(27) + cos(37 + w/4)

1. 1 o 1o s 1 ,
= el . o2 g S inf4J8T 4 o —im/da—i3T
% 2je + 5 T 4 3¢ e 9T
also
1, 3 ]
Cy,2 = 2_j = cu,—2! Cy3 = §e]r/4 = cu'——:j:
cuk = 0 sonst,
und damit

(=a]
y(t) = Z cy@®'t mit wy = 27/T und
k=—co
a . ael™/4 .
T e A TCR 7 B Ak
¢yt = 0 sonst.

(iii) Wenn wir wieder die gleiche Bezugsdauer wie unter (i) verwenden, gilt

-~

wegen §(7) = Td(TsT)

u(r) = Z 27é(T — n27), 2m-periodisch,

n=—0og

Cuk = 2 u(f)e_j"‘"df = Z &(r — n27r)e“jk"dr

2 = n=—og* "7
= [ §(r)e7i*mdr =1,
also
m -
g(t)= Y cyke™ mit wy =2r/T und
k=—c0
e a
vk = GOK) = 351 Ty

(iv) Die fundamentale Periodendauer der Eingangsfunktion ist T = 27. Wenn
wir deshalb die bezogene Zeitvariable

2

T =wl mit W;=ﬁ=

, dh. Ty zg

Nl
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einfiihren, so gilt

_ 8 _rafx B a
9(r) = P &(r) o—= G(v) 4+ jur’
u(r) = Z 7(—1)"d(T — nw), 2m-periodisch,
Tr/4 . 1= (—-l)k
s S | L - PR i) e I8
Cuk = 75— iy w(r)e™*dr 5 )

d.h. ey = 1 fiir k ungerade, ¢, = 0 fiir k gerade. Insgesamt ist dann

o0
§(t) = > cyee™** mit wy =m/T und
k=—c0
@

k= 15 jkn

fiir k ungerade, c¢yx =0 fiir k gerade.

(v) Die Rechteckschwingung ist T-periodisch. Wir wihlen die Bezugsdauer wie
unter (i) und erhalten iiber
. - 1 sin(km/2)
A T

fiir die Ausgangsfunktion

y(t) = Z cye@®rt mit wy = 27/T und
k=—co
_a B a _sin(km/2)
Y=g T IR vgkm) k2

A5.9 Ausgang als reelle Fourier-Reihe
Der Eingang ist 2m-periodisch und besitzt die Fourier-Koeffizienten

7y =~1—-/“e'j""d1'=i(l—e"jk“)' Cu0=l
AT Y j2rk rST g

{ 1/(Gkr) fiir k= £1,+3, ...
Cuk =

0 fir &k = £2,+4,...
Uber
4
g(t) =h'(1) = 4e™¥e(1) o—e G(jv) = e
und ¢yx = G(jk)cux erhalten wir
2 4 fiir b==+1,%£3,...,

G0=3 O @R
eye =0 fiir k= £2,+4, ...



L.88 5 Fourier-Reihen

Wegen ¢y i = ¢y, ist

o0 oo
y(r) = Z Cyke®T = ey + 2 Rezcykejkr

k=—co k=1

o0
=yt Z? leyk| cos [k + arc(eyx)] ,
k=1

also

y(r) =

[N

oo
- Z Ui, cos(kT + i), wobei
k=1,3,...

~ 8
U = ——,
U= kVi6t R

x = ™+ arctan(4/k).

A5.10 Summieren von Reihen
Unter Beachtung von ¢ = c_j, folgt aus

(oo}

o0 o0
2= Z creT = eg + Eck(ejk" 4 e'jk"') =e¢p+ 22-:;; cos(kT)
k=—00 k=1 k=1

mit den angegebenen Koeffizienten die reelle Reihendarstellung

2 o0

52 = % o Z% cos(km) cos(kT),
k=1
und daraus
% 2
1 (a2 _m
;F cos(km) cos(kT) = 1 (T = ?) .

Fiir 7 = 7 erhalten wir speziell

TN Y W _n*
Jp=ltgtutEt =%
und fiir 7 =0
et 1.1 1, o
k2T 22732 42 12

k=1

Uberpriifen Sie das Ergebnis mit dem Taschenrechner!
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A6.1 Spannung an einer Spule
Wir schreiben den Stromverlauf in der Form

i(t) = Re (‘i‘lei“" + Tl +‘€5e35w‘)

und erhalten mit Z(jw) = R+jwL fiir den Spannungsverlauf

u(t) = Re | Z(jw)i et + Z(j3w)ize®* + Z(j5w)isel™* |

iy Ty 5

@y = Z(jw)iy = (10 +j10) - 2V = 28,3V %7,

@3 = Z(j3w)is = (10 +j30) - 0,5V = 15,8V -1,

fis = Z(j5w)is = (10 +j50) - 0,2V = 10,2V -&1%7,
also

u(t) = 28,3 V- cos(wt + 0, 79) + 15,8V - cos(3wt + 1,25)
+ 10,2V - cos(5wt + 1, 37).

A6.2 Oberschwingungsgehalt
Gemif der Definition

VIO + U2 + - - P
ky= i =411 — T),-2—

des Oberschwingungsgehalts benstigen wir den Effektivwert der Grundschwin-
gung (ul =2nr/Th),

‘/i T]_/'z ﬁﬁ/‘ﬂ' ‘ 2"
™

- t e =i | = WA
u(t)e ' dt = el Tdr = —i—17,

U= =
T ~Ty/2 —

und den Gesamt-Effektivwert U,

1 [Tu/2 72 £2
U? = u?(t)dt = u_s-/ r2dr = %.
0

T -Ty/2 x®
Daraus folgt
2u? 3 6



L90 6 Oberschwingungen

AB6.3 Periodisch wiederholte Strombldcke
Der Stromverlauf ist in Abb.A6.3a skizziert, wobei

=104, Ty, =20ms.

Wir erhalten damit den Gesamt-Effektivwert

I 1/T1/2 2d; @ i 7,0TA
== [ ifdt=1/T == =7,07A,
TJonye 2 V2

den Durchschnittswert

1 [Tu/2 7
Ip=— idt == =5A,
’ T -Ti/2 K
und die komplexen Effektivwerte
T1/2 i T2 e 9
I = ﬁ i(t)e""“"’“dt _ V2 %/' o= IkTdr — i sin(kw/ )’
Ti J-1/2 2w J_rs2 V2 kx/2
also
|| = g’ié 4,50 A,
I3 = 2 1,50 A,
3
A
|Is| = £i =0,90A.
b
i
0
T1/2 | T1/2 ¢
Abb.A6.3

A6.4 Leistungsfaktor
Aus der Wirkleistung

o0
P =" |Uk| || cos(¢ur — @) = |U1| | 1] + |Us| | T3]
k=1
= (140,8-0,125) |U7| |l = 1,1|U4| | Tn

und der Scheinleistung

§ = UL = /[0 + [Us P\ | ? + | B = /(T +0,8%) (1 + 0,125%) |Un| | 4|
= 1,201 |03 |14
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erhalten wir den Leistungsfaktor

B
= — =0,825.
A 5 8

A6.5 Einweg-Gleichrichter mit Widerstand
Spannung und Strom verlaufen gemi Abb.A6.5b. Damit gilt fiir die Wirkleis-

tung

(Umszn U2

) I L 2 -
Pe= 2—?;/_ﬂmd(p = “onR cos®(p)dy = —,

—n/2 2R
fiir die Scheinleistung

fiir die Blindleistung

2
Q=VF-P=1

und fiir den Leistungsfaktor

1 1 U2
3" 1-m®-D

s

u
2 1
O
T
1
1

u /I ]
[T 0 T 3T 27
L S P 2 -

Abb.A6.5b

A6.6 Einweg-Gleichrichter mit Induktivitit

(i) Bezeichnungen nach Abb.A6.6b. Angenommen, an die Reihenschaltung
wird eine Sinusspannung gelegt. Beim ersten Ubergang der Spannung von
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(i)

6 Oberschwingungen

negativen zu positiven Werten — entsprechend ¢ = 0 — wird die Diode

leitend, 7 > 0, up = 0 und daher

di

u=Lz= UV2sin(wt), i(0) =0, =
. Uv2
i=1I[1—cos(wt)], Ip= w_\g_

Mit diesem Stromverlauf, dargestellt in Abb.AG6.6¢,

sind die Bedingungen

i 2 0 und up = u — ug, < 0 fiir alle ¢ erfiillt. Bei Beriicksichtigung des
Spulenwiderstands verlduft der Einschaltvorgang dhnlich, der Wert ¢ = 0
wird jedoch etwas vor wt = 27 erreicht. Bei wt = 27 beginnt der Vorgang

erneut.
Wegen

Uy=0, U,=-—jU, anderelU=0,

Uv2 Ip
0o=—7 Lh=-—7F,
wlL V2

3 UV3
I= \/13+|11|2=f°\/;= WL

erhalten wir die Wirkleistung

andere [ =0,

P =Re(UiJ}) =0,
die Scheinleistung

2
s:m:U_@,
wl

die Blindleistung

Q=VS2-P2=38,

und den Leistungsfaktor

P
Up —t
il Iy /Y /\
> LA\ AN \__
I / \ \ Uv2
L i lug 0 T T T | g
D Mﬂ- \/ e
Abb.A6.6b Abb.A6.6c
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A6.7 Gleichstromsteller

(i) Fiir 0 < t < aT (S geschlossen, Diode sperrt) ist

L
Ld“ +Ri=Uy = it)= (1 +C e-‘fTo) mit Tp = 2,
und fiir aT' < t < T (S offen, Diode leitet)
di : Ui -
LL+Ri=0 = i(t) = EDCge HT,
Die Konstanten C; und Cs folgen aus den Stetigkeitsbedingungen
i(aT-) = i(aT+): 1+ Cie~T/To = Che2T/To,
i(0) = (7T : 14+Cy=Cre T/
bAY
1 — e~ (1=a)T/To

Ci=-f(a), Co=[1- f(a)]eTfTu mit f(a) = S —Tm
Wir haben daher
0<t<al: i(t)= _Uﬂ [1 _ f(a)e“f'r“] ,

aT <t<T: (k) [1 — f(a)]eT-0/To,

(i) Mit ug = Ri ergibt sich der Durchschnittswert

= —/ ugrdié

{;r? {/ aT [1 - f(a)e—tho] dg-q./: 1 - f(a)] e(T—-t)/Todt}
= U? {aT +Tof(a) |e [ —aT/To _ 1] — Ty [1 - f(a)] [1 = e(l_amm,] } ,
ugr = all,

Der komplexe Effektivwert der Grundschwingung ist aus
V2 4 —jort 2
Ul = —,IT [) Ure dt mit W = -'i:

zu bestimmen. Wir berechnen

T
U]_ = \/EUD {fa [e—jw1£ _ f(a)e—(l-FjwlTo)thQ] dt
0

T

T
+ [1 o G)] T/To/ e—(l+jw;Tu)t/Tudt}
aT
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und erhalten

_ V2Us sin(am) _ion
7 1+jnTy

Uy

Somit ist die gesuchte Grundschwingung

uri(t) = [Ur| V2cos(wit + 1) mit wy = 2r/T und
ﬁ sin(ar)
T 1+ (@ Tp)?’

U] = Uy w1 = —am — arctan(w, Tp).

A6.8 Hystereseglied
Eingangssignal und Ausgangssignal sind in zeitlicher Relation in Abb.A6.8b dar-
gestellt. Dabei ist 7y durch Zsin(7y) = uy definiert, also

Ts = arcsin(us/u).

Fiir die Festlegung der Grundschwingung brauchen wir den Fourier-Koeffizienten

1 2w 3 oy w/2 3m/2
1=o—[ y(r)eVdr=e"2= / e Tdr — / e 'Tdr
% 27 Jo ) 21 | Jny2 /2
— Eyie—jfu
T

und erhalten mit ¢y, 1 = ¢,

2 ; ; 4
yi(r) = % [e“j("‘f’) +e"(T_T’)] =5 cos(7 — 7).

Demnach ist die Amplitude der Grundschwingung

~ 4
yl—wys

und deren Phasenverschiebungswinkel gegeniiber dem Eingangssignal

P1 =Pyl —Pul = —Tg = —BICSiIl(Us/a)-
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ug /
0

/ /7
—ug
—it

0 e 27 3x
J5 T8 TS
s

s
{0

==
—¥s

Abb.AG.8b

A6.9 Nichtlinearer Widerstand

(i) Die Spannungs-Strom-Kennlinie, dargestellt in Abb.A6.9, ergibt sich durch
Auswerten der angegebenen Elementgleichung.

(ii) Einsetzen vonu = 100V +/2 cos(wt) in die Elementgleichung liefert zunichst

: Va\?
ﬁ = Ev’icus{wt}l +Boosz[wt} + (%) cuﬁgf“t]'-
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Mit den Umformungen
cos*(a) = z (el +e™i%) ’ ik (e + 2 4 e7i2%)
2 4
1
= [1 + cos(2a)],

3
cos® (@) = {% (el + e_j“)] = = (e + 36 4 3¢~ 4 e~i%e)

co| =

— i [3 cos(a) + cos(3a)]

erhalten wir schlieBflich

i = 4A Gleichanteil
+ 9,98 A cos(wt) Grundschwingung
+ 4 Acos(2wt) + 0,97 A cos(3wt) Oberschwingungen.

30

10

..———""'"‘f/

-10
—-150 —100 =50 0 50 100 150V

YN —

Abb.A6.9

A6.10 Mischer
Mit den Bezeichnungen aus Abb.A6.10b gilt

i =13 —is =a(us —us) + b (ud —uj) = 2au; + dbuu,
= 2ai; cos(wyt) + 4biiy Uy cos(wit) cos(wat),

als Summe von Sinusschwingungen also

1(t) = 2aii; cos(wit)
+ 2bt1 Uz cos [(wy + wa)t] + 2bu1 U7 cos [(wi — wa)t].
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=y

13
———— % —————————
f L u lo3 TeH
Ug
- §
f lu 103
o
>
Uy = Up — U7
Abb.A6.10b
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A7.1 Laplace-Transformation mit Tabelle
Direkt oder iiber Linearkombinationen entnehmen wir einer Laplace-Tabelle

2
(i) 5 35 3

@) X(s)= (sif-gz)"+64 145168’

(i) X(s) = = 2

(iv) X(s)= (5+3)7 s°+65+9’

&) X =S 3 25 +23 95 + 23

s—i‘i_ s+7 (s+4)(s+7) +1ls+28’
(vi) X(s)=5+=.

A7.2 Laplace-Riicktransformation mit Tabelle
(i) Partialbruchzerlegung liefert

8s—1 9 17
Xls) = (s+1)(s+2) __s+1+3+2

z(1) = (=97 + 17e27) &(7).

(ii) Das Nennerpolynom besitzt komplexe Wurzeln. Wir formen es in eine Sum-
me zweier Quadrate um:

4

X&) =G e

z(1) = e~ " sin(4r)e(T).

(iii) Analog zu (ii) haben wir

_Jl—“-—oz'r:e_rcos T)e(T
X6 =g o =) (2r)e(r)
(iv) und
_ fs+1)+1 o 1.
X(s) = m oo z(T) =e [cos(21-) + 53111(27) (7).

A7T.3 Partialbruchzerlegungen
(i) Das Nennerpolynom besitzt die vier einfachen Wurzeln (+1+j)a. Nach dem
Bestimmen der zugehérigen Residuen, z.B. iiber

_ 2(s)
)

at

— 53
Pi zpi

T4

ergibt sich die Partialbruchzerlegung

f[ 1 = 1 1 B 1
jd|ls—(1+j)a s+@1+ja s—(-1+ja s+(-1+jea

X(s)=
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und nach Riicktransformation

2
2(r) = }‘_4 [e(1+j)ar + e~ (Har _ o(~1+iar _ e—(—1+j;ar] e(r)

a? at [ _jaT —jar —aT [ jar —jar
=j—4[e (e —e ) —e T (7 —e )]E(T)
=5 (€™ —e™%") sin(a7)e(7),

z(7) = a®sinh(a7) sin(ar)e(T).
(i) Es gibt mehrere Méglichkeiten der systematischen Partialbruchzerlegung.
Mit etwas Ubung ist jedoch sofort

1 1
s 8241

erkennbar, d.h.

X(s)=

z(1) = [r — sin(7)] &(7).
(iii) Partialbruchzerlegung ist hier nicht nétig. Mit
572 e 15(1), (5+1)7° oo 377 Te(r)

und dem feitverschjebungssatz haben wir

z(r) = (r—1)e(r — 1) + 5 (7 — 2)% e "e(r — 2).

AT.4 Zeitverschiebung
Ausgehend von

z1(7) = &(1) o—e Xi(s) =1/s,
zo(7) = 1e(1) 0—e X3(s) =1/s*

erhalten wir mit
(i) Abb.A7.4a

z(1) = 1e(7) — 5e(1) o—e X(s) =1/s* —5/s = (1 —5s) /5%
(ii) Abb.A7.4b

z(1) = za(T — 5) o—e X(s) =e > Xa(s) = e /s%,
(iii) Abb.A7.4c

z(1) = (1 — 5)e(T — 5) + 5e(T — 5) = za(7 — 5) + 5z1(7 — 5) o—e
X(s) =e™> [X(s) + 5X1(s)] = ( 1/s®+5/s )e ™.

Analog ist
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(iv) z(r) = 5ebe~%7e(r) o—e  X(s)= SE_fQ;
—r— 58_33
(v) @(r)=5e"Ve(r=3) o X(s)=—;

(vi) z(r) =5e % 2"3g(r —3) o—e X(s)=05e" =

s+2
T
z T
10
/ 5 5
-
5 10 T
/ 0 f 0
—5— 0 5 10 *: 0 5 10 T
0 Abb.AT.4b Abb.AT.4c
Abb.AT.4a

AT7.5 Verschobener Dreieckimpuls
Das Signal lisst sich in der Form

z(r) =2a[(r - ) e(r — ) —2(T—1 —1/2) e(r — 1 — 1/2)
+(r—m —De(r -7 —1)]

darstellen. Mit 72(7) o—e 1/s% und dem Zeitverschiebungssatz folgt dann sofort

2 = —3/2 2
X(s) = Z(1-2e2 +e ) e =2 1=e ) o,
52 s

A7.6 Laplace- und Fourier-Transformation im Vergleich
Wir formen das Signal zuerst passend um,

1

z(t) = = (&7 +e77) (27 +e71%) g(r)

(
(&% + ™ + eI +e7B7) g(r)

If

B | |

[cos(T) + cos(37)] e(T),

und erhalten daraus die
(i) Laplace-Transformierte

ﬁ[i"(‘f’}]:%( 5 " 3 ) 5(52+5)

2+1 $2+9) (P+1)(s2+9)’
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(ii) Fourier-Transformierte

Fla(r) = {56 =) +3(+1)] +1 2

[6(v—3)+5(v+3)

B s(s*+5)
T (s2+1)(s249)
N ee—

mit s=ju

BN o]~

-+

+ B+ oW+ +E(—1)+5(-3)].

AT7.7 Potenzreihe
Konvergenz vorausgesetzt, korrespondiert der angegebenen Taylor-Reihe wegen

_rlseen = _\"Cn_
X(s)= l;g)n T E(T)} r;ﬂcn[, [ g(r ] n=03n+1
die Laurent-Reihe um den Nullpunkt

ch 18T %

o« =1

AT7.8 Faltungen
(i) Unter Beachtung von

1
s—a

z1(1) = e*e(r) o—e Xy(s) =

iibertrigt sich das Faltungsprodukt gemafl
z(r) =21 () % - %21 (1) 0—o X(s)=X1(s)"=(s—a)"

~
n Faktoren

in den Unterbereich. Riicktransformation liefert

Tn—l

T -1
(ii) Mit e(r) o—e 1/s gilt

a—1b a—-b 1 1
X(s)—s(s-a)(s—b)_ B A a8 b e’

s
ar _ 1 br _
z(r) = (—i + % + %e” - -:';e”") e(r) = (e - 5 1) &(7).

z(7) e*e(7).
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AT7.9 Rechtsseitige periodische Signale
Wir definieren

0 fir 7<0-
zi(r) =< z(r) fiir 0-<7< 7~
0 fir ™>m-

mit der zugehérigen Laplace-Transformierten

T1=

%ils) =Lt = / e dr.

0-
Dann ist
o0
() =Y (T — kry),
k=0

und der Zeitverschiebungssatz liefert

o0

Llz(r)] =Y Llz(r —kn)] =D e X1(s) = Xa(s) (e‘”‘)]lg ;
k=0 k=0

k=0

wobei (geometrische Reihe)

Z (e™°") = ——— fiir |e_”‘| <1,
l1—em
k=0
also
Xi(s)
Llz(r)] = e

X1(s) von oben eingesetzt fiihrt auf die zu zeigende Formel.
1
(i) mn=2, Xi(s)= / e dr = %(1 —e™%),
0

1—e™* 1
A5 = s(l—e=23)  s(1+4+e?)
(i) Xi(s)= [ Zemordr=——[1— (1+sm)e~*n]
i 1.9—':"rl —321_1 5T1)€ s
1-(Qtsm)e™ 1/1 1
X(S):-‘ 2 —3T: = |\ 5 = i
s%1 (1 —e—9m1) s\sn emn—1

(ili) 7y =m, =z:1(7)=sin(7)e(7) + sin(T — 7)e(T — m),

LS S .
s24+1  s2+1 241

Xi(s) =

]
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1 14+e~°"  coth(sm/2)

X = . s
(5) $2+1 1—e" 5241
: 14672 .
(iv) n =2m, Xi(s)= R wie (iii),
1 L4+e™%" 1

X(s)

T2+1 1-e2m  (s241)(1—e )"

AT.10 Anfangs- und Endwertsatz
Wir bilden die Grenzwerte von sX(s) fiir s — 0 und s — oo.

' ' o 7s _
(i) JEEO [sX(s)] = sll.r{olo (53 + 252 4+ 9s + 7) -0

da kein AnfangsstoB vorliegt.
3 : Ts
- [pX )] = Jim, (33 + 252 +9s+ 7) =4 =

da die Wurzeln des Nennerpolynoms von X(s) alle in der linken Halbebene
liegen.

(ii) sl_i_pgﬂ [sX(s)] = lim

- 2
s—oo \ 82 +Ts—15
z(0+) =0,

da kein Anfangsstof8 vorliegt.

: _ 2
hiog laX(a)) = iy (32 +T6— 15) 15

)-0 —

Achtung:

I(OO) '-?é _% 3

da eine Wurzel des Nennerpolynoms von X(s) in der rechten Halbebene liegt,

also kein stationirer Endwert existiert.
[ |
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AB8.1 Differentialgleichungen
Laplace-Transformation der Differentialgleichungen unter Beriicksichtigung der
Anfangsbedingungen:

(i) sY(s)+7Y(s)=2U(s), U(s)=1/s =

2 2/1 1
Y6 = =7 (- 557)

y() == (1—e"")e(r), Sprungantwort.

=30 &

(i) sY(s)+5+3Y(s) = sU(s) +2U(s), U(s) =25s/(s*+16) =

() = 5 s+2 255 o 2 225 — 16
T s43 s+3 2416  s+3 s2+416
y(1) = —2e737 4 22cos(47) — 4sin(4r), T >0.

y springt bei 7 = 0.
(ili) s%Y(s) =25+ 3+ TsY(s) — 14 +12Y (s) = 2sU(s) +2U(s), U(s) =1/s

=
Y(s) = 2s + 11 & 2(s+1) 25>+ 13s+2
T 824 Ts4+12  s(s2+Ts+12)  s(s+3)(s+4)
1 19 9
= — 4 — o
6s  3(s+3) 2(s+4)
_1 19 —3r 9-—-47
y(’r)—6+3e 3¢ 7> 0.

Yy’ springt bei 7 = 0.

AB.2 Integralgleichung
Die Integralgleichung ldsst sich in der Form

(1) =7+ 2cos(t) *z(1), T>0,

schreiben. Nach Laplace-Transformation erhalten wir

1 2s
X(e) =@+ @7 Xe)
und daraus
2+1
X(s) 8”4+ 2 1 2 2

=33(s—1)2:; 2 (s—1) (s —1)?
z(t)=7+2+2(r—1)e", T720.



8 LTI-Systeme und Laplace-Transformation L 105

AB8.3 Differentialgleichung mit nicht konstanten Koeffizienten
Unter Beachtung der Laplace-Korrespondenzen

z'(1) o—e sX(s)—z(0),
z"(t) o—e s?X(s) — sz(0) — z'(0),
TT(T) 0—0 —dX(s}l/ds

erhalten wir aus der vorliegenden Differentialgleichung

. _"% [s°X(s) — sz(0) — x’(o)] +2[sX (s) — z(0)] - %X(s) =
also den Ausdruck .
j—SX(S) = _s':(—l(i)l o—o —7z(r)=—2(0)sin(r), 7>0.

Die gesuchte Lésungsfunktion ist daher

sin(7) 50

(1) = z(0)

AB8.4 Differential-Differenzengleichung
Laplace-Transformation der Gleichung ergibt

sY(s)+e7°Y(s) = =

also

1

Y(S)=m .

Zur Riicktransformation entwickeln wir die rechte Seite als geometrische Reihe,

o 1 i @~ ns
= —_— = -1 n
() s2(1+e*/s) ’;( ) sht2’
und benutzen
1 AT ) —s e (r—n)*t )
—_— ) —_— —_— — -
stz {n+1)!” s+ w7
)n-!-l. {ﬂ- n+1
1 —n).
y(r) = ,;o( " ( +1) ;: n+1 n)

Die Reihe ist endlich, sie bricht fiir n > 7 ab.
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A8.5 Eingang mit Verzdgerung
Unter Beachtung der Korrespondenzen

u(t) =e(r) o—e 1/s,
(1) =8(1) o—e 1,

u(r —1) =e(r—1) o—e e 9/s,

liefert. die Laplace-Transformation (Y (s) = H(s) e—o h(7))

1 3 ., X 31 1N .
BE) =5~ 56+9° 542 2( )e ‘

nach Riicktransformation also die Sprungantwort
h(r) =e * () — g [1 - e'z(f_l)] e(r—1),

gezeichnet in Abb.AS.5.

h
1,0-
0,5+
0 | T I
1 2 3 -
—0,5-
—1,0-]
-1,5
Abb.A8.5

AB8.6 Identifikation
Aus den Laplace-Transformierten

1 1 2(s+2)
V= o rrs  REGEED "
1 1 6
%Z(S)_2(3+1_s+4)_(5+1)(3+4)
erhalten wir die Ubertragungsfunktion

G(s] _ Yoz{&) _ 3(3 + 3) _ Q(S)
T U®B)  (s+2)(s+4)  P(s)’
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aus der sich sofort das charakteristische Polynom P(s) und das Nullstellenpoly-
nom ((s) ablesen lassen,

P(s)=(s+2)(s+4) =5 +65+8, Q(s)=3(s+3).
Die System-Differentialgleichung ist daher
y" + 6y’ + 8y = 3u’ + %u.
[ |

AB.T Stoﬂantwprten
StoBantwort und Ubertragungsfunktion bilden ein Laplace-Transformationspaar.

(i)
4= 3s+1 3s+1 _ 2 i 5
C8243s+2 (s+1)(s+2) s+1  s+2
g(r) = (—2¢77 +5e*") £(r), Abb.A8.7a.

(ii)
s+2 1
Gla)= s+1 _1+3+1
9(t) = 8(1) +e "e(r), Abb.A8.7b.
(iii)
2 2
Gloi=a 10,45+ 4,04 (540,2%+22
9(T) = e %2 5in(27)e(r), Abb.AS.7c.
(iv)
G(s) = - 1

= = —o0
s2—-0,25+4,01 (5—0,1)*+22
g(r) = %en‘” sin(27)e(r), Abb.A8.7d.
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g

5
q

3

A
1 —
0 I >
| 2 3 0 T T T
-2 0 1 2 3 L
0 Abb.A8.Tb
Abb.A8.7a
g4 g

1-

I~ //
<> -
g ~ N
A S wAWA
Y : b
0“ f\l /\ /] 0 U { >
A T
=i 10 T~
\\

Abb.A8.7c

Abb.A8.7d

A8.8 Sprungantworten
Aus g() = /(1) folgt G(s) = sH(s).

()

1

1 1 2
| :--——-72-=—
s(s+2)° 4

5+2 (542)°

1
s

h(r) = % [1-(1+2r)e?]e(r), Abb.A8Sa.
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(i)

H(s) = s+#1 11 1 2
T s(s+27° 4|s s+2 (s+2)°

hr) = ‘-i [1—(1—2r)e®]e(r), Abb.A8.Sb.

(iii)

H(s)ﬂs_lﬁ_l T T
s(s+27 4| s s+2 (s+2)°

hT) = i [-1+4 (1 +67) e~ *"]&(r), Abb.A8.8c.

h4 h 4
0,25 / 0,25——=
0 1 T I 0 I T I
0 1 2 3 T 0 1 5, 3 T
Abb.A8.8a Abb.A8.8b
h 4
0,25
0 T |
1 2 3 T
—0,25
0

Abb.A8.8c

A8.9 Ubergangsverhalten
(i) Eine einfache Wechselstromanalyse der Schaltung liefert (Abb.A8.9b)

R2 R‘z UE. R2 UE 1
U= — By — 2 (8 T3 TE =B
A="3R,"® 2 (R1+2R1 7 ) Z=R+3e
 Ryf, R
-2 (1+:1—Z-)UE,

Ur_ _Baf,  _ JwRsC
Ug R 4(1+jwRC)|’
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mit Bezugswerten Ugg = Uag, T8 = RC und mit v = wRC, jv+— s
also die Ubertragungsfunktion

_ R2 Rg 5
Glel==g (1+4R s+1)‘

(i) Aus der Ubertragungsfunktion folgt die Laplace-Transformierte der Sprun-
gantwort und daraus durch Riicktransformation die Sprungantwort selbst,

Ry (1 Ry l)

1
a6 =00 =2 (F+ 12
Rs Rs _, t

h('r):—R—:(l-i-Ee )s('r), T= s

By Us/Rfel2 Rl

S | i

Us| Us=0 %I—UE Us

Abb.A8.9b

AB8.10 Antwort auf kurzen Rechteckimpuls

(i) Mit 6(7) o—e 1 erhalten wir durch Laplace-Transformation der Differenti-
algleichung

Vid)e SST{QU(S) e

y(r) = (r) = e™e(r).

2(s+1)

(ii) In Originalvariablen entspricht y(7) der Verlauf

t Uyt t 1 b t
u1(t) = Uapy (TTB) = ,;BU [6 (TTB) =28 Teg (T_B)] ’

wa(t) = Untod(t) — 22 exp ( 2 )e(s),

RC " RC
skizziert in Abb.A8.10c.
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U1 4
(U(]tl'.l) A
RC/2
0 | e
t
Uty
Abb.A8.10c

A8.11 Kombination zweier Differenzierer

()

(i)

Aus dem Strukturbild folgt

also die System-Differentialgleichung
y' —y=u,

der die Ubertragungsfunktion

s s

G(S):sz—l - (s+1)(s—1)

zugeordnet ist. Von den beiden Polen py = —1 und p; = 1 liegt der zweite
in der rechten Halbebene. Das System ist demnach instabil.

Aus der Ubertragungsfunktion ergibt sich die Laplace-Transformierte der
Sprungantwort, deren Riicktransformation iiber eine einfache Partialbruch-
zerlegung die Sprungantwort liefert:

1 1 1 1 1
H() =566 = a6+ =§(s—1_s+1)

k() = = (" —e™") &(r) = sinh(7)e(T).

L
2
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A8.12 Kombination zweier Integratoren
Das Strukturbild fiithrt auf die Ubertragungsfunktion,

1
Y=1(U—1Y), (1+—-§)Y=EU,
s s s s
¥ s
el =g=gr1
Die Sprungantwort folgt dann iiber
1 1
H = -—G =
(s) s (s) s2 41

h(t) = sin(T)e(T),

ist also eine rechtsseitige Sinusschwingung.

h4

1

™ T 3m\ fdw
—1
Abb.A8.12b
=
A8.13 Kombination von Systemen
Mit den Kombinationsregeln folgt sofort
(1 5 10(s+3) 5(s+1)
Glo)= (3 * 3+2) s2+35+2 s+2
_50(65+2)(s+3)(s+1) 300(.9 +1/3)(s+3)
s(s+2)%(s2+3s+2) s(s+2)°
=

A8.14 Systeme mit Riickfiihrung
Ist Gy = @, /P, die Ubertragungsfunktion des Vorwirtszweiges und G3 = Q2/ P2
die der Riickfiithrung, so ist

Q__ G _ Q1P
P 14+G1G2 PP+ @hQo

die Ubertragungsfunktion der Kombination.

G:
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Gls) = 100 (s +0,1) (s +0,2) ~100(s+0,1)(s+0,2)
T (5+10)(s+0,2) +100(s +0,1) (s +2)  101s%+ 220,25 + 22
0,990 (s +0,1) (s +0,2)
" (s42,075) (s +0,105)
Pole: p = —2,075; pa = —0,105;
Nullstellen: q =-0,1; qe = —0,2.
(ii)
G(s) = 10(s—1)(s+1) _10(s—1)(s+1)
T (s+2)(s+1)+10(s—-1)  s2+13s-8
B 10(s—1)(s+1)
"~ (s +13,589) (s — 0,589)
Pole: py = —13,589; po = +0, 589;
Nullstellen: q =1 go = —1.

Obwohl die Teilsysteme stabil sind, ist das Gesamtsystem instabil.

AB8.15 System-Differentialgleichung aus Strukturdiagramm
Bezeichnet Yj die Laplace-Transformierte des Ausgangssignals des ersten Inte-
grators, so gilt

Yo=(U-a¥), ¥=3%-aY).
Nach Elimination von Yy folgt daraus die Beziehung
(.‘32 +a1s+ag)Y =0,
die der System-Differentialgleichung

y'+ a1y +ay=u

entspricht.
|
A8.16 Stabilisierung
Mit Gi(s) = s.(s1—+1) gilt
(i) fiir S offen:

hMr)=(T—1+e77)e(r).
Das System ist grenzstabil, die Sprungantwort wachst unbeschrénkt; Abb.A8.16b(i).
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(ii) Fiir S geschlossen:

_ Gi(s) 1
Gla)= 14+Gy(s) s2+s+1’
H(s) = IG(S) 1 1 s+1

s(s2+s+1) s s2+s+1
(s+1/2)+1/2
(s+1/2)* +3/4

8
1
T

h(T) = [1 e~ 2¢ (?T) = %e"’ﬁ sin (—?r):' &(7),

ki) = [1 - %e_"/g sin (i?'r + %)] e(r).

also

Das System ist nun stabil, die Sprungantwort schwingt auf den Endwert
h(co) = 1 ein; Abb.A8.16b(ii).

2,0
(4)
1,5
A (12)
1,0 [/ I
0,5
0
0 ] 2 3 4 5 6 7
——

Abb.A8.16b
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A8.17 Partialbruchzerlegung und Parallelschaltung
Die gegebene Ubertragungsfunktion lisst sich durch Partialbruchzerlegung ad-
ditiv aufspalten,

K L O (TR
(s+a)(s+b)(s+¢c) s+a s+b s+ec’

Dies entspricht der Parallelkombination nach Abb.A8.17mit

G(s) =

K 1
Gu(s) = (b—a)(c—a) s+a’
K 1
Gl8)= o a=h) 55
K 1
%)= GmaG-0 ste
~HG1(s)
~ U(s) > > GQ(S) Jéi—*?’(s)
~HG3(s)
Abb.A8.17

AB8.18 Integrator und Laufzeitglieder

(i) Der gegebenen Sprungantwort entspricht gemi8 g(r) = A’(r) die StoBant-
wort, Abb.A8.18b, d.h.

g(t) = e(r) — 3e(r — 1) + 3e(r — 2) — e(r — 3).
Daraus erhalten wir die Ubertragungsfunktion

Gls) = Llg(r)] = < (1 - 3™ +3e7 — =),

(ii) die sich z.B. durch die Schaltung Abb.A8.18c realisieren ldsst. Dies ist
jedoch nicht die einzige Méglichkeit. Aus der Form

G(s) = % (1-e%)°

lidsst sich beispielsweise die Realisierung Abb.A8.18d ablesen.



L116 8 LTI-Systeme und Laplace-Transformation

g ~ 3e—S
1
1 — 4+
Us)——+ 5 ——Y(s)
of 1 2| 3 T T
—1=
> —2s
L 3e
Abb.A8.18b
> e—3s
Abb.A8.18c
L ~—4)+ ag AJ;_—-
U(s)— 3 ] oS - man s 2N »> o 05 b Y(s)
Abb.A8.18d
=]

A8.19 Gleitende Mittelwertbildung

(i) Die Frequenzgangortskurve, also die graphische Darstellung von

; 1—e™i _ip/2Sin(v/2)
G(w) = —— = zz.v(/_gf

in der komplexen Ebene mit v als Parameter, zeigt Abb.A8.19a.
(ii) Eine der mdoglichen Realisierungen ist in Abb.A8.19b dargestellt.
(iii) Der Ubertragungsfunktion entspricht die Stofantwort
g(r) =e(r) —e(r - 1)
und damit die Faltungsdarstellung der Eingangs-Ausgangs-Beziehung
y(t) = fT l'un('r")d'r’.

Es handelt sich also um einen “Kurzzeit-Integrator” bzw. um eine gleitende
Mittelwertbildung iiber dem Zeitintervall [T — 1, 7].
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 jIm(G)
U(s)— % o5 | Y(s)
(2n) { Re(G)
D (0)
(3/2)
(v)
+
5o u(T) — f - 5(7 — 1) > y(T)
Abb.A8.19a Abb.A8.19b
i

A8.20 PID-Glied

(i) Eine elementare Wechselstromanalyse liefert

U
—A=1+&(1+

Ug Ry

ijIC]_) (1 ‘f‘JbJRQCz),

mit allgemeinen Bezugswerten Ugp = Uap, T8 und mit ju = jwTg — s
also die Ubertragungsfunktion
Ry Cs Tg 1  RiCy
Gs)=14+—+ — - = .
=B tme TR
S——— N !

G1(s) Ga(s) Ga(s)

(ii) Die Summe der Ubertragungsfunktionen entspricht der Parallelkombinati-
on nach Abb.A8.20b, wobei

R C
Gi(s) =1+ E:_ + F“: Proportionalglied (idealer Verstiirker),
Tg 1
Galgf= e oo Integrierer,
2(s) Rlr 3 ntegrierer
Gs(s) = R:Ca -8 Differenzierer.

B
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Abb.A8.20b

~G1(s)
~Ga(s) [ o—Y ()
-G3(s)
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A9.1 Zustandsmodelle mit Phasen-Variablen
(i) ¥y+2y=3u; m=0,n=1; a=2,b=3:

' =-2z+u,
y = 3z.

(i) Yy —2y=5u; m=0,n=1; ap=-2,bp=5:

z' =2z +u,
Yy = ox.

(iii) ¥ +2y=3u'+8uy; m=1,n=1; a=2,bp=38, by =3:

' =-2z+u,
y = 2z + 3u.

(iv) ¥ —2y=5u'+10u; m=1,n=1; ag=-2,bp=10,b1=5:
z' =2 +u,

y = 20z + 5u.

-

(v) ¥"+3y+2y=3u; m=0,n=2; ap=2,a=3,bp=3:

EIR R SRR

y=[3 0] Eﬂ

(vi) " +3y +2y=3u"+9%; m=1,n=2; ag=2,a;¥3,bg=9,b1=3:
x‘i _ 0 1 I 0
-5 B[]
Ty
y=[ 3 [52]—

(Vll) y”-l—3y"+2y:.—3u”+6u"—4u; m=2n=2;

au=2,a1=3,bo=—4,b1=6,62=3:

-1 SR+

y=[-10 -3] [ij +3u.
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(viii) y" +y =5u'+15u; m=1,n=2; ag=0,a1=1,by=15b=5:

zi| _ [0 1] |z 0
EIR | =RHE
=[15 5] [”1] :
T2
(ix) " +¢ =5u" +4u' —10u; m=2,n=2;

ap=0,a1=1,bg=-10,b; =4, b =5:

2=k AR

y=[-10 —1] [2] + 5u.

A9.2 Anfangswerte der Zustandsvariablen

(i) =(0) = 3y(0) = —1/3.
(ii) 2(0) = 3y(0) = -1/5.
(iii) z(0) = 3y(0) — 3u(0) = —1/2+3 = 5/2.
(iv) z(0) = 55 [y(0) — 5u(0)] = 55 (—1 + 10) = 0,45.
(v) y =3z, 21(0) = % y(0) = —1/3,
y' =3z) =3z,  z2(0) = 39/(0) = 4/3.

y' =9z} + 3z = 9z3 + 3(—2z1 — 3z2 + 1),

93:1 (0) + 3.’172(0) = y(O) = —1, I (0) = —5/3|
—621(0) = y/(0) — 3u(0) =10, z(0) = 14/3.

(vii) y= —10z; — 3z3 + 3u,
y' = —10z] — 3z + 3u’ = —10z + 3(2z1 + 323 — u) + 3u’
=6z, — 2o — 3u + 3u'.
10z1(0) +3z2(0) = —y(0)+ 3u(0) = -5, z1(0) =
6z1(0) — z2(0) = #'(0)+ 3u(0) — 3u'(0) = -5, z2(0) =

(vili) y = 1521 + 522,
y' = 15z} + bzh = 15x9 + 5(—z2 + u) = 1022 + 5u,

y((}) = _1: ..n":l(O) = —8/15,
y'(0) — 5u(0) =14,  z2(0) =1,4.

1521 (0) + 52(0)
102(0)

—10z1 — 3 + 5u,

(ix) y=
=—10:z:’1 zh + 5u' = —10z9 + z9 — u + 5/,
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—10z4 (0) — 25(0)
= 93:2(0)

y(0) — 5u(0) = 9, z1(0) = —28/30 = —14/15,
y'(0) +u(0) — 5u/(0) = =3,  22(0) =1/3.

A9.3 Physikalische Zustandsvariablen

(a) n = 2. Das System besitzt zwei unabhiingige Energiespeicher und mit
diesen die beiden Zustandsgleichungen

dig . duC
HE—-Ldt + uc, 1,\—Cdt.

Nach Einfithrung von bezogenen Variablen,

ug = Upu, ia =Ipy=Ipzs, uc =Upz, t=TpT,

folgt
TBUB ' TBIB
ATk e - gl A0S = — = i
Ty = Il (—zy +u), =) CUB:x:g, Y = Ty
Nach der speziellen Wahl
Up L
T =AY —_— = e
aB=NEC T C
erhalten wir
Ty =23, THo=-Ty+UuU Y=22

oder, in Matrixform mit 2 = [3:1 z:g]T,
0 1 0
z' = [_1 0]£+ H u, y=[0 1]z

(b) n = 1, weil die beiden Energiespeicher nicht unabhingig sind. Die Zu-
standsgleichung

ug = (Ly + Lg) %}& + Rip
liefert nach Einfiihrung bezogener Variablen,

in =Igz =1Ipy, ug=1Upu, Up=RIg, Tp=(L+L2)/R,
das Zustandsmodell

o =-z+u,
Y ==z
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A9.4 Strukturdiagramm

(a) Das System besitzt p = 2 Eingangsgrofien und ¢ = 1 Ausgangsgrofie.
Sein Strukturbild ist in Abb.A9.4a angegeben. Zu den SISO-Komponenten-
systemen

s+2 3

G(s) = [Gu(s) Gra(s)], Gul(s)= P BT Gra(s) = PR

gehéren die Zustandsmodelle
Azl [0 1] [zn 0 _ T
ov 8][4 [+ f et 9]

'
G2 1Ty = —5T13 + Uz, Y1z = 3T12.

und

Die Kombination y = y11 + 912 liefert das Zustandsmodell

£r=l_05 _16 3]3+F g] [:1], y=[2 1 3]z

0 0 -5 0 1] L7
(b) Hier haben wir p = 1 Eingangsgréfe und ¢ = 2 Ausgangsgrofen. Das
zugehérige Strukturbild zeigt Abb.A9.4b. Zu den SISO-Komponenten

_ Gll(s) _ 3+2 _ 3
G= [021(8}] » Cul) = gy 10 =53

gehéren die Zustandsmodelle
N ETY I U N 0 _ T11
ou: (] =[5 Gl flw e g
und

Goy 1 zip = —BT12 +u, Y2 = 3T12.

Insgesamt ist demnach

0 1 0 0
0 0 -5 1 v 003

Uy ~HGu— -G -7
Y U——¢
Us G — G - Y,
Abb.A9.4a Abb.A9.4b
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A9.5 System erster Ordnung
(i) Die Laplace-Transformation der Zustandsgleichung liefert
(s +2)X(s) =z(0) + 3U(s),
nach Riicktransformation also
z(7) = [:c([]) + 3-/Ore2'r'u(r’)d1"] e, r>0.
Dazu gehért die Ausgangsgrofle

y(7) =4du(r) +5 [:c({)) + 3[ ez"’u('r’)d'r"] e, >0
0
(ii) Differentiation des Ausdrucks fiir z(7) liefert

g'(r) = [3e2""u(1")]

=T

e —2 [:C(O) + 3] ez"’u(r’)dr'] e 2"
0
= 3u(r) — 2z(7),
die gegebene Zustandsgleichung ist also erfiillt.

(iii) Die Auswertung fiir den Heaviside-Sprung und den Anfangs-Nullzustand
ergibt”

z(r) = 3e‘2"/re2"'u(r")dr’, 720,
0
=3e™2T [%eg""] ; e(r) =2 (1—-e?)g(r),
y(r) = B (1 —e7%) &(7) + 4e(r) = 1 (23 — 15e7%7) &().
(iv) Aus Xoz(s) = 3U(s)/(s+2) und Yyz(s) = 5Xoz(s) + 4U(s) folgt
_ Yoz(s) _ 15 td= ds + 23

Gls) U(s) s+2 s+2 7
||
A9.6 Resolvente
(i) Die Matrix
_[s+1-2 0
SE_A_[ 0 s+1+9

ist diagonal. Daher gilt
1

(E-47'= 78

s+142j
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und
4" = L7 [sE- 4)7'] = [‘*Hg o e(_ﬂjz),} .
(ii)
sE-4= [Serl 3121] '
(sE-A)"'= % {sjzl \ f_ 1] ., P(s)=(s+1)2+4,
S a Bl e B
(i)
sE-A= [; 3112] ’
CE-& = [31;,2 ﬂ . P(s) = s(s+2)+5 = (s+1)?+4,
P . cos(27) + § sin(27) 1sin(2r) -
A= [E-4)7"] = [ _Ssin(2r)  cos(2r) - %Sin(z‘r)} e

(iv) (sE — A)™" und e47 sind die Transponierten der in (iii) angegebenen Aus-
driicke.

A9.7 Ubertragungsfunktion
Allgemein gilt

G(s)=C(sE—A)™'B+D,

wobei in unseren Fillen D = 0 und G(s) eine 1 x 1—Matrix ist (SISO-Systeme
ohne direkten Durchgriff). Unter teilweiser Verwendung der Ergebnisse aus A9.6
gilt

1

P g 0

() Gs)=[2-3; 2+3] |*F1=F

0 —_—

s+1+2j

@ e =6 s[5 [l - s

1] 4s 4+ 16
1]~ s24+25+5
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(iii) G(s) = [16 4]L[3+2 1} [ﬂ] 45 +16

P(s)| -5 s||[1| T &+2s+5
_ 1 [s+2 -5][16 45+ 16
) =10 grs ™y 3][4]=32+25+5'

Die Ubertragungsfunktion ist fiir alle Systeme die gleiche!
|

A9.8 Matrix-Exponentialfunktion
Die zu A gehdrende Matrix-Exponentialfunktion wurde in A9.6(ii) bereits be-
rechnet:

cos(27)  sin(27)
= [— sin(2r) cm{zﬂ] Ak

Uber
f ' cos(2r')e” " dr’ = L {1 — [cos(2r) — 2sin(27)] e},
0
fr sin(2r')e™" dr’ = 1 {2 — [2cos(27) + sin(27)] e T},
0 .

folgt dann einerseits

fredfld i A= [cos(27) — 2sin(27)]e”" 2 — [2cos(27) + sin(27)] e
0 TTF —2 + [2c08(27) +sin(27)]e™™ 1 — [cos{27) — 2sin(27)]e” " ‘

Andererseits gilt

~1 (g7 1[—1 —o] |cos(2r)e™™ —1  sin(27)e™"
A7 (e —~£)=§[2 —1] —sin(2r)e™"  cos(2r)e”" — 1

1 | 1 —[cos(27) — 2sin(27)]e™™ 2 — [2cos(27) +sin(27)]e"
5|2+ [2cos(27) +sin(27)]e”" 1 — [cos(27) — 2sin(27)] e_"':l ‘

AD.9 Transitionsmatrix
Die Matrix-Exponentialfunktion e4™ geniigt der Ableitungsregel

d - il ka
S otr — gt
d.h.
#(r)=A%(r), #0)=E
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Mit der angegebenen Matrix A ergibt sich
[211(7) 2’12("’)] = [—1 2 } [_Qu("'

=1
L
[ %]
—_—
-.‘
o —
| SEEE—

251(7} 252(7) -2 Doy (T
also
=D, (7) + 2D, (7), 2,,(0)=1,
—15(7) +2D5(7), 212(0; =0,
)

—28,(1) = D9(7),  D5(0)=
—2015(T) = Dao(7),  Dp(0) = 1.

el
’-"\f'-"\/E_‘\/_‘\\
\—/ﬁ—/‘-‘—"f“-—/
o

A9.10 Ldsungsdarstellung
Die Transitionsmatrix wurde in A9.6(ii) berechnet:

cos(27)  sin(27)
B(1) =ele(r) = e Te(7)
—sin(27) cos(27)
Aus der allgemeinen Losungsdarstellung fiir die Zustandsgroen,
2(r) = 8(r - m)a(r5) + | _B(r —)Bu(r)dr,

berechnen wir fir 7 2> 7 = —3

e 20cos(27 + 6) — 10sin(27 + 6) | _(r43)
(7) = | _10 cos(2r + 6) — 20sin(2r + 6)| ©

cos [2(1 — 77)] + sin [2(T — 7)] =™ 4 gin(TrVdr"
/ [ 2(r —7')] —sin [2(T — T’)]] dsin(7ri)d

Die Ausgangsfunktion y(7) =[5 —1] z(r), giiltig fiir 7 > 7o = —3, ergibt sich
damit zu

y(7) = [110cos(27 + 6) — 30sin(27 + 6)] o (T+3)

+ /T {4cos[2(r — )] + 6sin [2(r — 7)]} e~ (""" Vdsin(77')d7".
-3

A9.11 Stofantwort
Die Transitionsmatrix wurde in A9.6(ii) berechnet:

cos(2r) sin(27)| __
—sin(27) cos(21'):ie ek

8(r) = e2e(r) = {

Direktes Einsetzen der relevanten Matrizen liefert
cos(2r) sin(27)| (1] _
o(r)=[ -1]| e "e(r)
—sin(27) cos(27)
= [4cos(27) + 6sin(27)] e Te(T).
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Die anderen Systeme aus A9.6 besitzen die gleiche StoBantwort.
Die Laplace-Transformation ergibt

4(s+1) 6-2 4s + 16
Llg(r)] = + = )
lo()] (s+1)%+4 (s+1)°+4 s2+25+5
gleich den in A9.7 berechneten Ubertragungsfunktionen.
| |
A9.12 Anfangszustinde
Die allgemeine Losungsdarstellung
=
z(7) = &(7 — 10)z(75 ) +/ B(r — 7")Bu(r")dr’
o
fithrt mit 7 = 0+, ;. = 0- und z(0-) = 0 auf
0+ )
z(0+) = / e~47 B§(r')dr’,
0-
also
z(0+) = B.
m

A9.13 Euklidische Vektorriume

(i) Die euklidische Norm eines Elements v = [vy,...,v4)" € R? ist durch

lull = y/of +---+ 43

definiert. Somit gilt
lodll = V5, sl = V10, |usll = V572, gl = V5.
(ii) Das zu v gehérende normierte Element ist n = v/ [|v|, also
o =[1/v5 0 2/V5 O]T, etc.

(iii) Die Definition
vow=vTw=viw; + -+ v4wy
des inneren Produkts liefert

vy =0, v-uyy=-13, v-v3=6,5, v-y =-—26.

(v) @2 ()2, ()2, (d1, (&2, B2 (@2 )2, G2 (2
(Vi) (u,22), (u,23), (U1hu4), (v2,u4), (v3,24).

(Vii) (21!22)1 (.'{_".1!23) J
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A9.14 Koordinatentransformation
(i) Aus den in A9.13(iv) angegebenen Zusammenhingen
V3= —Up/2, Y= +20

gewinnen wir
o 1 i [4 =2
e=|ap o E*=[i 3]
(if) Mit den Darstellungen

u=[10 20", zp=[2 -11 2"

der Vektoren v, und v, in Bezug auf die kanonische Basis in R* gilt
tatsichlich

T
=2

==

3y +v,=[1 -1 7 2]
also

Y, =3 1]T-

(iii) Die Beziehung 9| ,.e Basis = P! V. 1te Basis liefert

= 4 -2| (3 10
o[t 31015
(iv) Damit gilt (s. A9.13)

u=10u; +3y =1 -1 7 2]7.

A9.15 Transformation von Zustandsmodellen
Mit der durch z(r) = PZ(7) gegebenen Transformationsmatrix P und ihrer
Inversen,

5 3 <i_ [=1 8

berechnen wir
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G=cpP=[2 1][3 i‘]:[m 7.

Das Zustandsmodell in Bezug auf die neue Basis ist daher

2= )@+ [ 2un v =n2 7zm.

A9.16 Eigenwerte
Die Eigenwerte einer n x n—Matrix A sind die Wurzeln des charakteristischen

Polynoms P()\) = det(AE — A).

(i),(i),(iii) P(A) =A(A+2)+26, Ay2=—1+£j5;
(iv) PO)=(A=3)", M=la=Xs=3;
(v) PA) =A%, AM=Xl=X=0;
(vi) PA)=A34+X, A1 =0, A3 =i

A9.17 Lineare Gleichungssysteme

(i) Keine Lésung. Das System ist widerspriichlich: Subtrahieren Sie das Dop-
pelte der ersten Gleichung von der zweiten, so folgt —3z3 = 4 im Wi-
derspruch zur dritten Gleichung, 3 = 3. Der Datenvektor d ist linear
unabhingig von den Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix.

i) z=[16 -5 2|7;
(iii) z = [2 1/2 O]T + o [3 3/2 —l]T, mit beliebigem a € R;

iv) z=[2 1]7;

v z=[3 4 0" +a[3 4 —l]T,mitbeIiebigemaelR.

A9.18 Eigenvektoren

1435
26

T
(i) vy =12 [ —1] , mit beliebigen a4, oy € C;

(ii) wa=012[-(1£j5) —1]T, mit beliebigen ay, 0 € C;

~1+j5
26

r
(i) 20 =01y { —1] , mit beliebigen a1, 00 € C;

(iv),(v) yy =a[-1 0 D]T, mit beliebigem o € R;
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(Vi) n=om [_l 0 O]T; 22‘3 = 0.'2‘3 [0 ﬁ:j ‘-*].1 T,

mit beliebigen ay, s, a3 € C.

A9.19 Eigenvektoren und Modalmatrix

(8 =1, y,=o]1 —I]T; Ao=4, vy=oay[l/4 —I]T;

(b) A =2, u3=0q[-1/2 *1]T; Aa=-2, vy=op[1/2 -1]%;

(€) =0, yy=a[-1 0] ; M=-4, vy=ay[1/4 —1]T.

@)£=p154:(w£=ﬁ L} @)BZB.H'

A9.20 Modalmatrix
Zur Systemmatrix

4=H0 _1] )

gehoren die Eigenwerte und Eigenvektoren

T
1433
j _1]

A2 =—-1%j3, v,=0a12 [ =

und damit eine Modalmatrix und ihre Inverse

pt_J3 [—10 -1 +j3]

P48 1=43
P = 10 1+j3

= [—10 —10]' = . 760

Daraus berechnen sich die neuen Systemmatrizen zu
o —1 _|-1+33 0 = g 1 |=8=]
CP=[-37+j9 -37-j9].

II
I

o
Il

A9.21 Jordan-Normalform
Zu der gegebenen Systemmatrix A gehort das charakteristische Polynom P(\) =
(A + 1)3, also der Eigenwert \; = —1 mit der Vielfachheit n; = 3. Diesem ist
der Eigenvektor

u=[1 & ¥]'=1 -1 17
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zugeordnet. Die zwei restlichen, verallgemeinerten Eigenvektoren sind aus
(A-ME)g,,=u, (A-ME)g,=g,,
zu berechnen:

g,,=[2 -1 9", g,=p -1 0"

Damit ist
1 2 3 0 0 1
P=[w g, g,)=|-1 -1 -1, B'=|-1 -3 -2f.
1 0 0 12 1
3

A9.22 Orthogonale Transformation
Das zugehérige Eigenwertproblem liefert die Eigenwerte Ao = -2+ /5 und die
orthonormierten Eigenvektoren

v — 0, 851 e — 0,526
=17 10,526|* 27 |-0,851
und damit die gesuchte Modalmatrix

o 0,851 0,52 -
*= |0,526 —0,851]"

A9.23 Cayley-Hamilton-Theorem
Das Cayley-Hamilton-Theorem fiihrt auf eine Darstellung der Form

ed™ = ag(7)E + an (1) A4,

wobei ag(7) und o (7) aus dem linearen Gleichungssystem

1 /\1 ao('r) i eM7
1 A |y ('.") G
zu berechnen sind.

Die gegebene Matrix A besitzt die Eigenwerte Ay = —14j3. Wir haben
daher das Gleichungssystem

g+ (—1+j3) oy =e T,
g+ (-1 —j3)ay =e Te BT
oder, dquivalent,

ag— oy =e Tcos(37), a1 =3e " sin(37)

zu losen. Daraus folgt

eAT = [e™" cos(3T) + 3¢ " sin(37)]| E + 3 Le~7sin(37)A
= Ee "cos(37) + 3 (E+ A)e” 5111(31')

[ ] cos(37) + [ 01 é] e~ " sin(37).
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A9.24 Steuerbarkeit
Die Systemmatrix

0 1 0
A=10 0 1
0 -2 -3

ist in jedem Fall die gleiche und gehért zu einem System dritter Ordnung (n = 3).

(i)

Offensichtlich ist ran (M) = n = 3. Das System ist also vollstindig steu-
erbar.

im (M,) =R®,  ker (M) = {0}

0 . 0 1 0
b= 1|, M,=[b Ab A%]=|1 0 -
0 0 -2 6

Auch hier ist offensichtlich ran (M) = n = 3, d.h. das System ist vollsténdig
steuerbar.

im (M,) =R%,  ker (M) = {0}.

0 0
b= 00
0 0

In diesem Fall ist ran (M,) = 1 < n = 3; das System ist nicht vollsténdig
steuerbar. Der ansteuerbare und der nicht ansteuerbare Unterraum sind

e ]

(iv) Das System hat p = 2 Eingiéinge, und die Eingangsmatrix

10
B=10 1
0 0

(iii)

(=08 =

] , M,=[b Ab Azg]=[{11
0

[~
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hat den Rang ran (B) = p = 2. Somit kann die Steuerbarkeitsmatrix
1 00 1
M,=[B AB]=[0 10 o0
0 0 0 -2

untersucht werden. Thr Rang ist offensichtlich ran (M,) = n = 3, das Sys-
tem ist also vollstindig steuerbar.

im (M) =R?,  ker (M]) = {0}

A9.25 Beobachtbarkeit

Fiir jeden der drei Fille haben wir die gleiche Systemmaitrix eines Systems dritter
Ordnung (n = 3),

0 1 0
A=1]o o 1.
0 -2 —

c 0 0 1
g=[0 01, M,=|CA|=[0 -2 -3
CcA® 0 6 7

(1)

Wegen ran (M) = 2 < n ist das System nicht vollstéindig beobachtbar.

0 0 1
M(M_E):spm(llj’,[{]:!), ker(Mb}=spa.n(|:0]).
0 1 0
0 1 0
=10 0 1
0 -2 -3

Auch hier gilt offensichtlich ran(M,) = 2 < n, also nicht vollstéindige
Beobachtbarkeit.

(i)

c
c=[0 10, M=|CA
C A?

im (M{) und ker(M,) wie unter (i).

c 1 00
Cc=[1 00, M,=|[CA|=]010
(o 0 0 1

Wegen ran (M) = 3 = n ist das System vollstandig beobachtbar, d.h.
im (M{) =R®,  ker(M,)={0}.
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(iv) Das System hat ¢ = 2 Ausginge und die Ausgangsmatrix

010
Q“[001]

mit ran (C) = g. Somit reicht

0
cl o o 1
ﬂb:[gé]‘u 0 1
0 -2 -3

als Beobachtbarkeitsmatrix aus. Offensichtlich ist ran (M) = 2 < n, das
System also nicht vollstandig beobachtbar.

im (M{) und ker(M,) wie unter (i).



