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Abbildung 1: Reduktion auf Dreiecksgestalt

1 Aufgabenstellung

Zeigen Sie, dass die GauBelimination mit Pivotsuche % + n? — 4

Multiplikationen und Divisionen fiir eine n x n Matrix benétigt.

2 GauBelimination

Um eine Laufzeitanalyse des Algorithmus zu erstellen, stelle ich
zuerst das Verfahren vor.

Die Grunidee der GauBelimination ist ein allgemeines lineares
Gleichungssystem vom Typ

A¥=D wobeiA € R und b, %€ R"

in ein sogenanntes gestaffeltes System zu bringen um danach mit-
tels Riickeinsetzung eine Losung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist das volle System:

ajxy +apxy + - +appx, =bg
ay1xy+axpxy + -+ aypxp =by

Ap1 X1 + appXp + -+ + App Xy =by

Um dieses System in das gestaffelte System zu bringen muss man
die erste Gleichung mit % multiplizieren und anschlieflend von
der zweiten Gleichung subtrahieren. Dadurch fillt die erste Zeile
der zweiten Gleichung weg:

) x1 =0

az]
azy — —4ap
apy
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Dann erhilt man ein (n — 1) x (n — 1)-Teilsystem auf das man den
selben Schritt anwendet. Wiederholt man das n — 1 mal, erhilt man:
(Siehe Abbildung 1)

ajixy +apnxy +ajzxz + - +ayxn =b;
a/22x2 + a'23x3 +- a’znxn =b/2
! / /
dz3x3 + o+ dz,Xn =b3
"
AppXn =by

Dieses System ist dann dquivalent zum urspriinglichen System.
Jetzt kann man die Losung durch Riickeinsetzung berechen.
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3 Laufzeitanalyse

Jetzt wo wir wissen wie der Algorithmus funktioniert konnen wir
berechnen wie viele Multiplikationen und Divisionen benotigt wer-
den um ein Gleichungssytem der Form

AX=b wobeiA € R"™" und b,% € R"
zu losen.
1. Auf ein gestaffeltes System bringen:
(a) Fiir die i-te Zeile:

i. 1 Division in dieser Zeile und eine in allen darun-
ter — n — 1 Divisionen

ii. Alle Spalten mit der Restmatrix R"~""~ multi-
plizieren. In der selben Zeile sind das n —i+ 1
Multiplikationen und mit der Restmatrix sind das:
(n—i+1)(n—i)

(b) Fiir alle Zeilen (/-

n(n—1)

i. Divisionen: ):;’;]1 (n—i)= =5

n(n®>—1)
3

ii. Multiplikationen: Z::ll (n—i+1)(n—i)=



2. Riickeinsetzung:
(a) Fiir die i-te Zeile:
i. 1 Division
ii. n — i Multiplikationen. Da sich in jeder Zeile i
noch n —i Spalten befinden die nicht O sind.

- ; -1
(b) Fiir alle Zeilen (Y]"})
. o e . 71 _
i. Divisionen: Z;?:] 1=n

ii. Multiplikationen: Y (n—i) = "

3. Zusammen:

nin—1)  nm>—1) n(nfl)_n3 , n
> + 3 +n+ > =3 +n 3

Daraus kann man sehen das die Anzahl an Multiplikationen und
Divisionen in der GauBelimination in O(n3) ist.
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