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u.s.w. Es entstehen durch diese Vorgangsweise nach und nach Matrizen mit der Form wie
in Abb. 2.1
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Abbildung 2.1: Reduktion auf Dreiecksgestalt

Am Schluss erhält man ein gestaffeltes System, das äquivalent zum ursprünglichen System
ist, und wo man die Lösung gemäß (2.34) berechnen kann.

Die eben beschriebene Vorgangsweise ist ein systematischer Algorithmus und kann leicht program-
miert werden.

Frage: Führt dieser Algorithmus immer zum Ziel? Sei

A =




0 1 1
1 1 1
2 1 3




dh. a11 = 0 und die Multiplikatoren a21
a11

und a31
a11

, mit denen die erste Zeile multipliziert wird
bevor sie von der zweiten bzw. dritten Zeile abgezogen wird können nicht gebildet werden.

D.h. in diesem Fall muss, bevor der Eliminationsalgorithmus anläuft, die erste Zeile mit der
zweiten oder dritten Zeile vertauscht werden. Genau dieselbe Situation tritt ein, wenn später
während des Eliminationsvorganges in der Hauptdiagonale eine Null entsteht, sodass der ent-
sprechende Multiplikator wegen Division durch 0 nicht gebildet werden kann. Dann muss die
i-te Zeile mit einer weiter unten stehenden Zeile (j-te Zeile mit j > i) vertauscht werden, bei
der ein nicht verschwindendes Element in der i-ten Spalte steht.

Nach diesem Vertauschungsprozess kann der Eliminationsvorgang fortgesetzt werden.

Ein echter Zusammenbruch würde nur in folgender Situation entstehen: man kann die i-te Zeile
mit der Null in der Hauptdiagonalen nicht wegtauschen, da auch unterhalb der Hauptdiagonalen
in der i-ten Spalte lauter Nullen stehen.

Man kann leicht zeigen, dass so ein Fall genau dann eintritt, wenn A singulär ist, also Rang(A) <
n oder detA = 0 vorliegt.

Numerische Problematik: bei rundungsfehlerfreiem exakten Rechnen muss nur dann weggetauscht
werden, wenn eine Null in der Hauptdiagonalen enstanden ist, sodass der entsprechende Multi-
plikator nicht gebildet werdem kann. Beim Rechnen in einer Maschinenarithmetik kann jedoch
aufgrund der Rundungsfehler so eine Null verfälscht werden, sodass statt der Null eine sehr
kleine Zahl an dieser Stelle in der Hauptdiagonalen steht. Mit dieser nicht verschwindenden
Grösse könnte man den entsprechenden Multiplikator berechnen und im Prinzip den Elimi-
nationsvorgang fortsetzen, würde dann jedoch offenbar etwas völlig Unsinniges rechnen. D.h.
vom Standpunkt der Numerik aus sollte man nicht nur Nullen sondern auch kleine Elemente
wegtauschen. In diesem Sinn hat sich folgende Strategie bewährt:

Abbildung 1: Reduktion auf Dreiecksgestalt

1 Aufgabenstellung

Zeigen Sie, dass die Gaußelimination mit Pivotsuche n3

3 + n2− n
3

Multiplikationen und Divisionen für eine n×n Matrix benötigt.

2 Gaußelimination

Um eine Laufzeitanalyse des Algorithmus zu erstellen, stelle ich
zuerst das Verfahren vor.

Die Grunidee der Gaußelimination ist ein allgemeines lineares
Gleichungssystem vom Typ

A~x =~b wobei A ∈ Rn×n und~b,~x ∈ Rn

in ein sogenanntes gestaffeltes System zu bringen um danach mit-
tels Rückeinsetzung eine Lösung zu erhalten.

Ausgangspunkt ist das volle System:

a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn =b1

a21x2 +a22x2 + · · ·+a2nxn =b2

...
an1x1 +an2x2 + · · ·+annxn =bn

Um dieses System in das gestaffelte System zu bringen muss man
die erste Gleichung mit a21

a11
multiplizieren und anschließend von

der zweiten Gleichung subtrahieren. Dadurch fällt die erste Zeile
der zweiten Gleichung weg:

(
a21−

a21

a11
a11

)
x1 = 0
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Dann erhält man ein (n−1)× (n−1)-Teilsystem auf das man den
selben Schritt anwendet. Wiederholt man das n−1 mal, erhält man:
(Siehe Abbildung 1)

a11x1 +a12x2 +a13x3 + · · ·+a1nxn =b1

a′22x2 +a′23x3 + · · ·+a′2nxn =b′2
a′33x3 + · · ·+a′3nxn =b′3

...

a
′′
nnxn =bn

Dieses System ist dann äquivalent zum ursprünglichen System.
Jetzt kann man die Lösung durch Rückeinsetzung berechen.

xn =
bn

ann
, xn1 =

bn−1−an−1,n
bn
ann

an−1,n−1
, · · ·

3 Laufzeitanalyse

Jetzt wo wir wissen wie der Algorithmus funktioniert können wir
berechnen wie viele Multiplikationen und Divisionen benötigt wer-
den um ein Gleichungssytem der Form

A~x =~b wobei A ∈ Rn×n und~b,~x ∈ Rn

zu lösen.

1. Auf ein gestaffeltes System bringen:

(a) Für die i-te Zeile:

i. 1 Division in dieser Zeile und eine in allen darun-
ter→ n−1 Divisionen

ii. Alle Spalten mit der Restmatrix Rn−i×n−i multi-
plizieren. In der selben Zeile sind das n− i + 1
Multiplikationen und mit der Restmatrix sind das:
(n− i+1)(n− i)

(b) Für alle Zeilen (∑n−1
i=1 )

i. Divisionen: ∑
n−1
i=1 (n− i) = n(n−1)

2

ii. Multiplikationen: ∑
n−1
i=1 (n− i+1)(n− i) = n(n2−1)

3



2. Rückeinsetzung:

(a) Für die i-te Zeile:

i. 1 Division

ii. n− i Multiplikationen. Da sich in jeder Zeile i
noch n− i Spalten befinden die nicht 0 sind.

(b) Für alle Zeilen (∑n−1
i=1 )

i. Divisionen: ∑
n−1
i=1 1 = n

ii. Multiplikationen: ∑
n−1
i=1 (n− i) = n(n−1)

2

3. Zusammen:

n(n−1)
2

+
n(n2−1)

3
+n+

n(n−1)
2

=
n3

3
+n2− n

3

Daraus kann man sehen das die Anzahl an Multiplikationen und
Divisionen in der Gaußelimination in O(n3) ist.
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